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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucoes multi-bump para uma determinada
classe de problemas elipticos que envolvem o operador Biharmonico. Além disso, apli-
camos o método desenvolvido para o biharmonico no estudo da existéncia de solucao

multi-bump para equacao de Choquard.

Palavras-chave: Multi-bump, Solucao Nodal, Operador Biharmonico, Equacao de

Choquard, Método Dual.
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Abstract

In this work we study the existence of multi-bump solutions to a certain class of elliptic
problems involving biharmonic problems. Moreover, we apply the method developed

to biharmonic for study the existence of multi-bump solutions to Choquard Equation.

Keywords: Multi-bump, Nodal solutions, Biharmonic, Choquard equation, Dual

Method.
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Introducao

Nos ultimos anos, varios autores estudaram problemas relacionados a existéncia

e multiplicidade de solugao da equacao de Schrodinger nao-linear
—Au+V(x)u = f(z,u), x € Q, (P)

considerando vérias condicoes sobre V e f, além de diferentes hipotese geométricas
sobre o dominio Q ¢ RY. Em |28|, Berestycki e Lions consideraram o caso em que o

potencial V era constante, isto é, existe C' > 0 tal que
V(z)=C, Vo € RY.

Rabinowitz, em [65], considerou V' coerciva e limitada inferiormente por uma constante

positiva,
V(z) >V > 0,para todo € RY e V(z) — oo, quando |z| — oo.

Posteriormente, Del Pino e Felmer [38| consideraram uma hipdtese mais fraca que a de

Rabinowitz, assumindo que existe Q C RY aberto e limitado tal que

inV(x in V(x).
I;lelél (T)<f€%% (z)

Coti-Zelatti e Rabinowitz [37] e Pankov [58] consideraram o caso em que V ¢ Z" —periodica,
ou seja

V(ir+y)=V(z), Ve e RN e y € Z".
O caso em que V ¢ assintoticamente periddico, isto €, existe um potencial peridédico

V, : RY — R tal que

V(x) < Vp(z), Vo € RN e |V (x) — V,(z)| — 0, quando |x| — oo,



foi considerado em Alves, Carrido e Miyagaki [5]. Em Alves, de Morais Filho e Souto

[7] foi considerado o caso em que V' é radialmente simétrica
V(z) =V(r), onde |z| =r.

Por sua vez, Bartsch e Wang em [22] mostraram a existéncia e a multiplicidade

de soluc¢do para um problema do tipo (P;), considerando a hipotese
Hz e RY; V(z) < M}| < +oo, (1)

para alguma constante M positiva. Posteriormente, em [23], Bartsch e Wang conside-
raram V' (z) = Aa(z) + 1, com a satisfazendo (1) e provaram a existéncia de solucao de
energia minima para A suficientemente grande e que a sequéncia de solugoes converge
fortemente para uma solucao de energia minima em dominimo limitado. Eles também
mostraram a existéncia de pelo menos catf) solugoes positivas para A suficientemente
grande, onde 2 = int(a~*(0)). Os mesmos resultados foram estabelecidos por Clapp e
Ding [35] para o caso de crescimento critico.

Outro importante trabalho que trata de um problema do tipo (P;) é devido a
Ding e Tanaka [39]. Neste trabalho os autores consideraram o problema

—Au+ (Na(x) +b(x))u =u?, em RY,

(F2)
u >0, em RY,

N +2
com p € (1, N—i_2> e N > 3. Eles mostraram que o problema (P») tem pelo menos

2% — 1 solucoes, para \ suficientemente grande, as quais sdo chamadas solucdes multi-
bump. Estas solugoes tém a seguinte caracteristica : .

Considerando © = int(a~'(0)) dado pela unido disjunta Q = U €25, onde cada Q; é
aberto, nao-vazio, limitado com fronteira suave. Entao para é;ia subconjunto nao-
vazio I' C {1,2,--- ,k} e ¢ > 0 fixado, existe um \* > 0 tal que, (P;) possui uma

solugdo uy, para A > \* = \*(¢g), satisfazendo:

/Q_ [IVurl* + (Aa(x) + b(x))u3] — (% - L) - ‘

<e Vjerl
; p+1 J

/ [\Vuxf +u3] do <,
RM\Qp
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onde Qp = U (2; e ¢j € o nivel minimax do funcional energia relacionado ao problema
jer

—Au+b(z)u =uP, em Q,
u >0, em €,
u = 0, sobre 0€);.

Baseados no trabalho de Ding-Tanaka muitos autores estudaram a existéncia de
solugdo multi-bump para problemas do tipo (P,), Alves [3| generalizou o resultado de
Ding e Tanaka para o operador p-Laplaciano, Alves, de Morais Filho e Souto [8] e
Alves e Souto [16] estudaram o caso em que a nao-linearidade apresenta crescimento
critico e exponencial, Alves e Ferreira [9] consideraram o problema para o operador
p(x)—Laplaciano, ja em [10] Alves e Figueiredo mostraram existéncia de solugao multi-
bump para um problema do tipo Kirchhoff e em [18] Alves e Yang estudaram um
sistema do tipo Schrondiger-Poisson. Citamos ainda trabalhos devido a Bartch e Tang
[21], Fu,Jiao e Tang [41].

Uma caracteristica comum do trabalho de Ding e Tanaka com os demais trabalhos
que tratam de existéncia de solucao multi-bump é que os autores recorrem ao método
de penalizagdo que foi desenvolvido por del Pino e Felmer em [38], que consiste em
modificar a nao-linearidade obtendo assim um novo problema. Encontra-se uma solucao
para o problema modificado e ap6s algumas estimativas, mostra-se que a solugao obtida
para o problema modificado também ¢é solu¢ao para o problema (F), ajustando-se A
adequadamente.

No Capitulo 1 estudaremos a existéncia de solucao multi-bump para o problema

Au+ (W (z)+Du = f(u), em RY, (B),
u € H*(RMY);

onde N > 1, A% denota o operador biharménico, A > 0 é um parametro positivo e

f:R — R ¢ uma funcio de classe C* verificando as seguintes hipoteses:

(f1) f(0) = f'(0) = 0.

/
t
(f2) limsup ||];|qL)2| < 400, para ¢ € (2,2,) onde
t—+o0
2N
—) N2>5
2, = N —4 -

400, 1< N <A4.

3



(f3) Existe 6 > 2 tal que
0<OF(t) < f(t)t, para t#0.

t
(f1) % ¢ uma funcao crescente para t # 0.

Relacionado ao potencial, V : RY — R & uma funcio continua que satisfaz as

seguintes hipoteses:
(V1) V(z) >0, vV eRY;

(Vz) Q = intV~'({0}) é um conjunto aberto, ndo-vazio, limitado com fronteira suave

0f). Além disso, ) tem k componentes conexas, mais precisamente,

k
j=1
® d’LSt(QZ,QJ) > O, Z;é ]
(Va) Existe My > 0 tal que |[{z € RY; V(z) < My}| < +oo.

O estudo de problemas que envolvem o operador biharmoénico tem grande impor-
tancia devido as aplicagoes a varios problemas fisicos, por exemplo , dada uma placa

elastica cuja a projecdo vertical é a regido 2 C R?, a equacio
A*u = f(x), x € Q, (2)

chamada de modelo de Kirchhof-Love, descreve a deflexao da placa na direcao vertical,
onde f denota uma forca vertical externa e as diferentes condigoes de contorno des-
crevem como a membrana estd presa no bordo, para mais detalhes sobre o modelo de
Kirchhof-Love citamos [31], [42] e [46].

Uma outra importante aplicacao do operador biharmonico foi apresentada por

Lazer e McKenna em [48], neste trabalho eles usaram a equacao
A*u— Au+V(z)u = f(z,u), u € R? (3)

para estudar as ondas viajantes em uma ponte suspensa. Sobre este tema citamos
ainda o trabalho de Ferrero e Gazzola [40].
Destacamos que embora o espago ambiente em que trabalhamos com o operador

biharmonico seja um espaco de Hilbert e o mesmo seja um operador linear, existem
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diversas dificuldades técnicas ao se trabalhar com problemas que envolvem este opera-
dor, por exemplo, nao existe um principio de maximo que vale em qualquer dominio
limitado (trataremos mais desse assunto no Apéndice A), se u pertence H?({2), ndo
podemos afirmar que u™ pertence a H*((2), também nio podemos aplicar o método da
interacao de Moser ou método de simetrizacao de Scharwz.

Nos 1ltimos anos muitos autores estudaram problemas relacionados ao operador
biharménico dentre os varios trabalhos destacamos, [47] onde Jung e Choi mostraram
a existéncia e multiplicidade de solu¢do para um problema do tipo (3) em dominio
limitado, os tabalhos de Pimenta e Soares [62, 63, 64| em que foram estudados o com-
portamento de concentragao para solucoes de certas classes de problemas biharmonicos
semilineares. Em [76], Ye e Tang mostraram a existéncia e multiplicidade de solugao
para um problema do tipo A*u — Au + AV (2)u = f(z,u), com v € H*(R") conside-
rando que V satisfaz a hipotese de Bartsch-Wang, hipotese (V3), e que f é sublinear
(ou superlinear) e superquadratica. Bechio e Gazzola [27] mostraram resultados de
existéncia e nao-existéncia para um problema envolvendo o biharmonico considerando
uma pertubagao linear de um termo de crescimento critico com condigao de contorno de
Steklov. J& em [66], Ruf e Sani mostraram uma desigualdade 6tima do tipo Adams para
o biharmonico e em |59] Passalaqua e Ruf mostraram a existéncia de uma desigualdade
do tipo Hardy-Sobolev para o biharmonico

No caso do problema (B), a principal dificuldade encontrada é de nao podermos
aplicar o método de interacao de Moser e consequentemente nao podermos usar a
técnica de penalizacao de del Pino e Felmer. Para contornar esse problema vamos
considerar que V satisfaz (V3) e baseados em argumentos devido a Bartch e Wang
[22, 23], vamos mostrar na Se¢ao 1.1 que o funcional energia associado ao problema
(B), satisfaz a condi¢ao (PS). para ¢ em um certo intervalo.

Outra ponto importante no estudo do problema (B), é a necessidade de se mo-
dificar os conjuntos em que usaremos o Lema de Deformacao.

O principal Teorema do Capitulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Suponha que (f1) — (f1) e (V1) — (V3) valem. Entéao, para cada sub-

conjunto ndo vazio I' C {1,--- [k} e e > 0 fizado, eriste para cada \ suficientemente



grande, uma solu¢ao uy de (B),, satisfazendo:

%/Q “AUAF +(AV(2) +1) |UA|2} dx — / F(uy)dz — ¢

J Qy

<egVjel

/N [|Au)\|2 + |u,\|2] dr < e,
RN\Qp

onde Qp = Ujer€); e ¢; € o nivel minimaz do funcional energia relacionado ao problema:

A*u+u= f(u), em Q

ou (4)
= a—n =0, sobre 09;.

u

Os resultados apresentados neste capitulo deram origem ao artigo [12]:
C.0O. Alves e A.B. Nobrega, Fristence of multi-bump solutions for a class of elliptic
problems involving the biharmonic operator, Monatsh.Math. Aceito para publicacao.
No Capitulo 2 utilizamos a técnica desenvolvida no primeiro capitulo para mos-

trar a existéncia de solu¢ao multi-bump para o problema

1
—Au+ AV (z)+ Du= <W * |u|p) lulP~2u em R?

u € H'(R?).
com p € (0,3), p € (2,6 —u), A >0 eV satisfazendo as hipoteses (V1) — (V3).
Esse tipo de problema também tem grande importancia devido a suas aplicacoes
fisicas. A equagao nao-linear de Choquard

1

]

—Au+V(x)u = ( * |u]p> lulP~*u em R? (5)

p = 2e pu =1, aparece na descricao da Teoria Quantica de um polaron em repouso feita
por S. Pekar em 1954 [60] e a modelagem de um elétron preso em seu proprio buraco,
feita em 1976, por P. Choquard, como uma, certa aproximacao & teoria de Hartree-Fock
de um componente-plasma [49]. Em alguns casos particulares, esta equacdo é também
conhecida como a equacao de Schrodinger-Newton, a qual foi introduzida por Penrose
em sua discussao sobre auto colapso gravitacional de uma func¢ao de onda da mecanica
quantica, ver [61].

A existéncia e propriedades qualitativas de (5) foram exaustivamente estudadas
nas ultimas décadas. Em [49], Lieb provou a existéncia e unicidade de solugoes de
energia minima. Posteriormente, em [51], Lions mostrou a existéncia de uma sequén-

cia de solucoes radialmente simétricas. Em [34] Cingolani, Clapp e Secchi mostraram

6



resultados sobre regularidade das solugoes, Ma e Zhao em [52] fizeram uma classificagao
de todas as solugoes positivas e em [54] Moroz e Van Schaftingen mostraram simetria
radial das solugoes de energia minima e propriedades de decaimento no infinito. Além
disso, Moroz and Van Schaftingen em [55] consideraram a existéncia de energia minima
sob as hipoteses do tipo Berestycki-Lions. Quando V' é uma funcao continua perio-
dica com iﬂ&f V(z) > 0, observando que o termo nao-local é invariante por translacao,
podemos obter facilmente a existéncia de solucao aplicando o Teorema do Passo da
Montanha , veja [1] por exemplo. Para o potencial periodico V' que muda de sinal e
0 situa-se no intervalo do espectro do operador de Schrodinger —A + V', o problema
é fortemente indefinido, e a existéncia de solugao para p = 2 foi considerada em [32].
No caso geral, Ackermann |1| propos uma nova abordagem para provar a existéncia de
infinitas solugoes fracas geometricamente distintas. Para outros resultados relaciona-
dos, citamos Ghimenti e Schaftingen [44] e Ghimenti, Moroz e Schaftingen [45] para a
existéncia de solugoes que trocam de sinal, Moroz e Schaftingen [56], Secchi [67], Wei
e Winter |72] para existéncia e concentracio de solugbes semi-cléssicas, Moroz e Shaf-
tingen [57] para o caso em que a parte ndo-local é critica com respeito a desigualdade
de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Para provar a existéncia de solu¢do multi-bump para (C'),, o primeiro passo é
considerar o problema limite
(—Au +u= (/ ﬁdy>|u|p_2u, in Qr,
o [T —yl*

u#0em (), jel, (Coor

| e Bl ().
Na primeira secao do Capitulo 2 vamos mostrar a existéncia de solucao de energia
minima que nao se anula em cada componente €2, 7 € I'. Para encontrar este tipo de
solucao de energia minima estudaremos o problema de minimizagao sobre um subcon-

junto da variedade de Nehari, o principal resultado desta secao é:

Teorema 0.0.2 Supondo que 1 € (0,3) e p € (2,6 — u). O problema (C)or possui
uma solucao de energia minima u que nao se anula em cada componente €); de Qp,
jel.

Na Secao 2.2 adaptamos os argumentos desenvolvidos no Capitulo 1 ao pro-

blema de Choquard nao-linear para mostrar que o funcional energia associado ao pro-
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blema satisfaz a condigao (PS).. A escolha dessa técnica em detrimento ao Método de
Penalizagao de Del Pino e Felmer se deu pois a utilizacao do segundo acarretaria em
maiores restricoes sobre as constantes p e p. Todavia, da mesma forma que ocorreu
para o problema (B), surge a necessidade de modificar os conjuntos onde sera utilizado
o Lema de Deformacao, o que seré feito na Secao 2.4.

Por fim, na Segao 2.5 provaremos o principal resultado deste capitulo,

Teorema 0.0.3 Supondo que pn € (0,3) ep € (2,6 — ). Existe uma constante \g > 0,
tal que para qualquer subconjunto ndo vazio I' C {1,--- k} e X\ > Ao, o problema
(C))\ tem uma solucao positiva uy, a qual possui a sequinte propriedade: Para qualquer
sequéncia A\, — 00 podemos extrair uma subsequéncia (\n,) tal que (uy, ) converge

fortemente em H*(R®) para uma funcdo u, que satisfaz w = 0 fora de Qp = U Q;, e
jer
uj, € uma solugdo de energia minima para (C)sor no sentido do Teorema 0.0.2.
Os resultados apresentados no Capitulo 2 deram origem ao artigo [14]:
C.0. Alves, A.B. Nobrega e M. Yang, Multi-bump solutions for Choquard equation with
deepening potential well, Calc. Var. Partial Differential Equations 55(2016) 1-28.
Com o intuito de mostrarmos a existéncia de solucao multi-bump nodal para um

problema com o operador biharmoénico (ver Capitulo 4), no Capitulo 3 estudaremos

a existéncia de solucao nodal de energia minima para o problema

A%y = f(u), em Q,
u= Bu=0, sobre 0,

(V)

onde €2 é um dominio limitado com fronteira suave e f : R — R é uma funcao satisfa-

zendo (f1) e as seguintes hipoteses:
(fs) f éimpar, isto é, f(t) = —f(—t), VteR.

(fé) Existem ¢y > 0 e p € (2,2,), tais que
ft)

m —< =g
t—+oo tP—1 ’

onde
2N

2, = N —4
400, 1< N <A4.

> 5

(f7) Existe by > 0 e g € (2,p], tais que
ft)

t—0+ tq4-1

= by.

8



t
(fs) Q é crescente para t > 0.

Em relagao as condigbes de contorno, consideraremos Bu = Au (condi¢do de Navier)
ou Bu = %(condigéo de Dirichlet).

Solucoes nodais para problemas com o operador Laplaciano foram exaustivamente
estudados nas tltimas décadas por varios autores. Destacamos os trabalhos de Castro,
Cossio e Neuberger [33], que estudaram a existéncia de solugdo nodal para um pro-
blema de Dirichlet superlinear. Bartsch, Liu e Weth mostraram em [26] a existéncia
de solugao nodal para equacao de Schrodinger estacionaria. Em [24] Bartsch, Weth e
Willem mostraram a existéncia de solugao nodal radialmente simétrica para um pro-
blema de Dirichlet apresentando exatamente dois dominios nodais. Ja em [25] Bartsch
e Weth mostraram a existéncia de trés solucoes nodais para o problema de Dirichlet
singularmente pertubado —eAu + u = f(u), em um dominio limitado. Mais recen-
temente, Alves e Souto em [17] mostraram a existéncia de solu¢do nodal de energia
minima para um sistema de Schrondiger-Poisson. Esse trabalho apresenta uma nova
abordagem para estudar a existéncia de solucdes nodais de energia minima para pro-
blemas que apresentam termos nao-locais, inclusive essa técnica serd muito importante
para o estudo de existéncia de solugdo nodal de energia minima para (N).

Contudo, a bibliografia sobre solucoes nodais para problemas que envolvem o
operador biharmonico nao ¢ muito vasta, para problemas em dominio limitado citamos
o trabalho de Weth [73], onde o autor utilizando a técnica de decomposi¢ao de Moreau
(Cones Duais) para um espaco de Hilbert que foi desenvolvida por Gazzola e Grunau
em [43|, mostrou a existéncia de pelo menos trés solugdes, uma solugao positiva, uma
solugdo negativa e uma solugdo nodal para um problema do tipo (N). Destacamos ainda
os trabalhos Bonheure, Santos, Ramos e Tavares [29] e Bonheure, Santos e Tavares [30]
em que a partir do estudo de sistemas Hamiltonianos mostraram a existéncia de solucao
nodal de energia minima para um problema do tipo (/N), mas considerando apenas a
condicao de contorno de Navier.No caso de problemas em R”Y o tnico trabalho que
trata de solucao nodal pra uma equagao com o operador biharmoénico é o trabalho de
Wang e Shen [70].

Nossa abordagem para determinar a solucao nodal de energia minima para o

problema (V) baseia-se no Método Dual, o qual ja foi usado por diversos autores



com os mais variados propositos. Willem em [75]| estudou a existéncia de infinitas
fungbes subharmonicas para uma equacdo da onda nao linear. Em [20] Ambrosetti
e Struwe mostraram uma prova alternativa do problema de Brézis-Nirenberg, Struwe
[68] usou o método dual para estudar a existéncia de solu¢ao para certos sistemas
Hamiltonianos e em [6] Alves, Carrido e Miyagaki empregaram o método no estudo
de existéncia de solugoes positivas para sistemas Hamiltonianos. Contudo, em nossa
pesquisa bibliografica observamos que o Método Dual ainda nao havia sido utilizado
para estudar diretamente problemas com o operador biharmonico. Tal método nos
permite estudar o problema em um novo ambiente, a saber os espacos L?, onde nao ha
dificuldades em se trabalhar com as partes positiva e negativa das funcoes. Na Secao
3.1 definiremos o funcional dual e mostraremos suas principais propriedades.

No caso da condicao de Dirichlet, para que possamos garantir que o principio do

méaximo ¢é valido assumiremos uma propriedade geométrica sobre o dominio €2:

(G) A fungio de Green associada A? em (2, denotada por Gaz g, é positiva se N > 2,

sempre que B = — .

ov

Mais detalhes sobre esta condicao e tipos de dominio onde a mesma ocorre podem ser
vistos no Apéndice A.

O principal resultado do Capitulo 3 é o seguinte

Teorema 0.0.4 Supondo que (G) e (f1) — (fs) valem. Entao, o problema (N) possui
uma solucao nodal de energia minima.

Destacamos ainda que além do fato de obtermos uma solucao nodal de energia
minima para o problema (NN), nosso estudo completa o trabalho de Weth em outro
sentido, devido as hipoteses assumidas sobre o termo nao linear f no Teorema 0.0.4 |
podemos considerar uma classe diferente de nao-linearidades das que foram considera-
das en [73].

Em [73], o autor considerou as seguintes hipoteses sobre f:

(W) f:9Q2 xR — R éuma funcao de Caratheodory, e f(z,0) = 0 para quase todo x

em ).

8
(W3) Existem ¢* > 0,q. € (0,A), e 0 < p < 4 Para N > 4, respectivamente

p > 0 para N < 4, tais que
|f(z,t) = f(@,9)] < lax + qu(t]” + [s])]]t = s| q.s. para z€Q, teR
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(W3) Existem R > 0en > 2 tais que
nF(x,t) < f(t)t, q.s. para x €, [t| > R.

(Wy4) f é nao-decrescente em ¢t € R ¢.s. para x € (.
Aqui, \; denota o primeiro autovalor de A% em ) relativamente as condicdes de con-
torno de Dirichlet ou Navier.

Nossas hipdteses permitem considerar algumas nao-linearidades, que nao podem
ser consideradas em |73|. Por exemplo, podemos trabalhar com uma nao-linearidade
da forma

F(£) = ()]t~

onde ¢ & uma funcdo de classe C, crescente, positiva e limitada tal que para qualquer
!/

s > 1, afuncao

nao ¢ limitada no infinito. No entanto, este tipo de nao linearidade

Ft)

nao pode ser usada em [73], pois (W) implica que =

52
é limitada no infinito, ver
Apéndice B para mais detalhes.

Os resultados desse capitulo deram origem ao artigo [13]:
C.O. Alves e A.B. Nobrega, Nodal ground state solution to a biharmonic equation via

dual method, J. Differential Equations 260 (2016), 5174-5201.

Observacao 0.0.5 O estudo do trabalho do Weth motiwou também outro trabalho
nosso [11]:
C. O. Alves, G. M. Figueiredo e A. B. Nobrega, Existence of semi-nodal solution for a
class of FitzHugh-Nagumo type system. Monatsh.Math. (2016), 1-12,
onde aplicamos o método dos cones duais para estudar a existéncia de solucao semi-
nodal para um sistema de equacoes elipticas do tipo Fitz-Hugh Nagumo
—Au= f(x,u) —v em €,
—Av=40u—~yv em ()
ut #£0 in Q,
u=v=0 sobre 0f),

onde Q é um dominio limitado em RY, 6 > 0, v > 2V5 e f € uma funcao superlinear de
classe C' com crescimento subcritico. Por fugir do tema da tese os resultados obtidos
neste artigo nao fazem parte desse trabalho.

No Capitulo 4 estudaremos a existéncia de solucao multi-bump nodal para o

problema
A%+ ANV (z)u = |ulf?u, em RY,

(B1)a
u € H*(RY),

11



onde N > 2, X\ é um parametro positivo e V : RY — R ¢é uma funcdo continua

satisfazendo (V3) e a condigao
(V) V(z) >0, V2 €R"Y eexistem R,V > 0 tais que

V(z) > Vy, quando |z| > R.

Com o objetivo de usarmos os resultados obtidos no Capitulo 3 vamos supor que o
!

dominio 2 = U Q; ¢ tal que cada ; satisfaz a propriedade (G).
j=1
O seguinte teorema é o principal resultado do Capitulo 4:

Teorema 0.0.6 Supondo que valem (V}),(Va) e (V3). Entao, para cada subconjunto
nao vazio ' C {1,--- ,k}, existe um X\* > 0 tal que, para X > \*, o problema (By), tem
uma solug¢do nodal uy. Além disso, a familia {uy} >x+ satisfaz a sequinte propriedade:
Para qualquer sequéncia A, — 00, podemos extrair uma subsequéncia \,, tal que {u,\ni}
converge forte em H*(RY) para uma funcdo u que satisfaz u(x) = 0 para x ¢ Qp =

U Qj, e a restricao ulg, ¢ uma solugio nodal de energia minima de
jer
APy = |uP~u, em €,

ou (6)
= a—n =0, sobre 09,

u
para cada j € I'.

O estudo de solu¢ao do tipo multi-bump nodal para o problema (B;), foi moti-
vado pelo trabalho [4], no qual Alves mostrou a existéncia de uma solugdo nodal do
tipo multi-bump para um problema subcritico no caso do operador Laplaciano e pelo
trabalho de Alves e Pereira [15] em que os autores provaram a existéncia de solugao
multi-bump nodal para um problema com crescimento exponencial critico. Contudo,
no caso do problema (Bj), foi necessario desenvolver uma nova abordagem baseada no
método do multiplicadores de Lagrange, pois as abordagens presentes na literatura nao
puderam ser adaptadas no caso do operador biharménico, em grande parte pela falta
de um principio de méximo mais geral. Destacamos que abordagem desenvolvida por
n6s no Capitulo 4 pode ser usada para obter solugoes multi-bump positiva e nodal

para problemas envolvendo o operador Laplaciano como

~Au+ AV (z) + Du = |[uff?u, in RY,
u € H'Y(RY).

12



Por fim, no Apéndice A apresentamos um breve estudo sobre um principio de
méximo para problemas com o operador biharmoénico e no Apéndice B apresentamos
um exemplo especial de uma funcao que pode ser considerada como termo nao-linear

em (N).

13



Notacao e terminologia

e Dado A C R conjunto mensuravel, | A| denota a medida de Lebesgue.

o A’u(z) = A(Au(x)).

ot tan

- (0% —
e Dado o = (v, -+ ,an), D U_Wu
1 N

N
o CMQ) ={f:Q—R; D*feC(Q),|a| <k}, o] =) aj

o WMP(Q) ={ue LP(N); D*u e LP(Q), com |a| < m}.

1/p

o fillop= | 3 / D*ulPda

laj<m

o Wi"P(Q) = C§°(R2), onde o fecho ¢ tomado segundo a norma |||, -
o H™(Q) =W™Q) e HMQ) = W?(Q).

e O simbolo — significa convergéncia em norma.

e O simbolo — significa convergéncia fraca.

e A expressao ¢.s. ¢ uma abreviacdo para quase sempre ou quase todo ponto.

+

e Dada uma funcao u denotaremos por v = max{u,0} e v~ = min{u, 0} as partes

positiva e negativa da fungao u, respectivamente.



Capitulo 1

Solucoes do tipo multi-bump para um
classe de problemas elipticos com o

operador biharmonico

Neste capitulo, baseados nos trabalhos de Ding-Tanaka [39] e Alves [3] estudare-

mos a existéncia de solugoes multi-bump para a seguinte classe de problemas

A*u+ (A (z)+Du = f(u), em RY,

(B)x
u € H*(RY);

onde f € C'(R) e V € C(RY) satisfazem as hipoteses (f1) — (f1) e (Vi) — (Va),

respectivamente.

1.1 A Condigao (PS).

Uma das dificuldades para se garantir a existéncia de solucao do tipo multi-bump
no caso do operador biharmonico estd no fato de mostrar que o funcional energia
associado ao problema (B), verifica a condicao (PS), pois o argumento usado nos
trabalhos existentes consiste em modificar o termo nao-linear e posteriormente usar o
Método de Interacao de Moser. No entanto, sabe-se que o Método de Interacao de
Moser nao se aplica no caso do operador biharmonico, mas mostraremos nesta secao

que recorrendo a argumentos devido a Bartsch-Wang [23| temos, para cada C' > 0



dado, que o funcional energia associado ao problema (B), satisfaz a condicao (PS).
desde que ¢ € [0,C) e A seja escolhido adequadamente.
Inicialmente, recordamos que o funcional energia associado ao problema (B), é

I, : E, — R definido por

A(u):%/w Auf + AV () + 1) [uf?] d:c—/ Fu)dz,

RN

onde
E, = {u c H*(R"); / V(x) |ul*de < +oo} :
RN
O subespaco F\ munido com o produto interno

(u,v) = /RN [AuAv + (AV(z) + Duwv] dz,

¢ um espaco de Hilbert e a norma gerada por este produto interno serd denotado por

| - |la. Mostra-se que I é de classe C* e sua derivada em u € E ¢ dada por
I (u)v = / [AulAv + (AV(z) + 1)uv] dz — f(u)vdx, Yv € Ej.
RN RN

No que segue, se © C RY ¢ um conjunto mensuravel, denotaremos por E,(0) o

espaco H*(0) munido com o produto interno
(u,v)ro = / [AulAv + (AV (z) + 1w dz.
)

A norma associada com este produto interno sera denotado por || - |[x.e-
No primeiro lema dessa se¢ao, usando as condigoes (f1) — (f3) mostraremos que

toda sequéncia (PS). é limitada .

Lema 1.1.1 Seja {u,} C E\ uma sequéncia (PS). para I, entdo {u,} € limitada em
E\. Além disso, ¢ > 0.

Demonstragao. Como {u,} é uma sequéncia (PS).,
I(u,) = c e Iy (u,) — 0.
Entao, para 6 dado em (f3) e n suficientemente grande,
() = 5 T4 ()it < e 14 .- (1.1)

Por outro lado,

(o) = ity = (5= 5 ) ol ot [ Gt = F(w)] do



P r(f‘)7
v 1 11 ,
Awm—gamm%z(§—5)mwx (1.2)

Combinando (1.1) e (1.2), obtemos

1 1 )
5= 7 ) lunllx < c+ 1+ fluallx,
2 0

mostrando que {u,} é limitada. Usando a limitacdo de {u,}, vemos que

1 0—2
e+ 0u(D) unlly = ) = 3 > (252 )l

implicando em

20
lim sup [un|2 < — (1.3)

n—+oo 0 — 2’
de onde segue que c > 0. m

O proximo corolério é uma consequéncia da demonstracao do lema anterior.

Corolario 1.1.2 Seja {u,} C E\ uma sequéncia (PS)y para I\. Entao, u, — 0 em
E,.

Demonstracgao. Pela prova do Lema 1.1.1,

1 1
<|=—-—- 2 < .
0= (5-5) Il < 0t

Passando ao limite com n — 400, encontramos
2
[unl[x — 0,

e portanto

U, — 0 em F).

O proximo lema é um resultado do tipo Brezis-Lieb que serd importante para

garantir as condicoes de compacidade dos funcionais I para A suficientemente grande.

Lema 1.1.3 Seja {u,} uma sequéncia (PS). para I com ¢ > 0. Se u, — u em Ej,

entao

I)\(Un)—])\(un)—FI)\(U) = On(l)
I(vn) = Iy (un) + Iy(w) = 0n(1),

onde v, = u, — u. Portanto, {v,} ¢é uma sequéncia (PS)c_1,(u) -

17



Demonstragao. Primeiramente, observe que

I(vn) = In(un) + In(u) = 5 (oal3 = lluallx + [ull3)

1

5

- [ (Pl = Flu) + Flu) do

=0,(1) — F(v,) — F(u,) + F(u))dr
1) /BR@( (va) — Flun) + F(u))

[ ) - B+ Fw)d,
RN\Bg(0)

onde R > 0 sera fixada posteriormente. Como u, — u em FE), temos pelas imersoes

de Sobolev
o u, — uem LP(Bg(0)) para 1 < p < 2,;
o u,(z) = u(r) ¢.5s. em RY.

Além disso, existem h; € L*(Bg(0)) e hy € LY(Bg(0)) tais que

lun ()| < hi(2), ho(z) qs. em RY. (1.4)
Por (f1) e (f2),
/(1) < e+ Colt]"2, (1.5)
consequentemente,
[f(O)] < elt] + Cefe)*™ (1.6)
e
[F(t)] < et + Ceft]”. (1.7)

Assim, de (1.4) — (1.7)
o |F(on(x)) = F(un(x)) + F(u(z))] = 0e

[F(vn) = Flun) + F(w)| < e (Jual® + [u*) + Ce (un|* + [u])
< 2eh? +2C.h§ € LY(Br(0))

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/B V() = Flan) + F()] dz =0 (1.8)

18



Por outro lado, segue do Teorema do Valor Médio e por (f1) — (f2), que dado € > 0,

existe C, > 0 satisfazendo
|F (vn) = F (un)| < € (lun| + [u]) [u] + Cc (Jun| + [u))" Ju]

A estimativa acima combinada com a limitagao de {u, } e as imersdes de Sobolev resulta

em
Lo ) = Flu)lde < G (juluznmo + luleamoo)
RM\BR(0)

+ Ce (‘u|Lq(RN\BR(0)) + |u’qL‘1(RN\BR(0))> ’

Por essa ultima estimativa, podemos fixar R > 0 suficientemente grande tal que

/ |F (v,) — F (uy,)| dz < e.
RN\BR(0)

Mais uma vez por (f2),

2
/]RN\B (0) |F" (u)] do < € [ulp2@m pacoy) + Celtl o a0
R

Entao, aumentando R se necessario, podemos assumir que

/ |F (u)|dx < e.
RN\BRr(0)

Logo,
/ |F (v,) — F (up) + F (u)|de <¢€, VneN.
RN\BR(0)

Da arbitrariedade de €, segue que

lim sup/ IF (ua) — F () + F (u)] dz = 0. (1.9)
n—+oc JRN\Bg(0)
De (1.8) e (1.9), obtemos a primeira das expressoes.

Para mostrarmos a segunda identidade consideremos uma funcio teste p € H*(R"),

com ||| g2ryy < 1 entdo

[\ (vn) — I3 (un) + I3 (w)p] =

[ 1) = ) + Fwloda

Usando agora (1.6), temos f(v,) — f(up) + f(u) € LY@V (Bg(0)), e portanto
/B o [f(on) = fun) + f(u)llplde < [f(vn) = f(un) + ()] Lara0 Br0)]#]L2BR0O)
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e pela imersoes de Sobolev

/B o [f(0n) = fun) + F(u)llplde < C|f(vn) = f(un) + ()| 100 B(0))-

Da mesma forma que fizemos na primeira parte, usamos o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue e concluimos que
/ o |f(vn) = f(un) + f(u)||pldr — 0, uniformemente em relacao a p.  (1.10)
Br(0
Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio e por (1.5)
[f (Wa) = f (wa)| < e Jul + Ce (fun] + [ul)*™ [u]
Entao, usando a Desigualdade Generalizada de Holder

/ |f(vn) — f(un)||pldz < €|U|L2(RN\BR(0))|90|L2(RN\BR(0))
RN\BR(0)

—2
+Cetn| Lo (0 | U9 @3\ BR(0) [Pl Lo\ Br(0))-

Assim, usando as imersoes de Sobolev, a limitagao de {u,} e fixando R suficientemente

grande, temos
Lo 1) = fw)llde <=
RN\Bg(0)

Repetindo os mesmos argumentos usados para mostrar a primeira identidade, temos

/ 1 (w)|glde < e.
RN\Bg(0)

Logo,
Lo 1) = )+ Swllelds <
RN\BR(0)

de onde segue que,

limsup/ F(on) = Flun) + F(u)]|pldz = 0, (1.11)
RN\Bg(0)

n——4o00

uniformemente em relagdo a ¢. De (1.10) e (1.11) , obtemos a segunda identidade. m
Agora, usando (f;) e (f2) mostraremos que existe uma estimativa por baixo para

alguns niveis associados com as sequéncias (PS), a qual é uniforme em relacao a A.

Lema 1.1.4 Seja {u,} uma sequencia (PS). para I. Entdo ¢ = 0, ou existe ¢, > 0
independente de N\, tal que ¢ > ¢, para todo A > 0.
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Demonstracao. Pelo Lema 1.1.1, ¢ > 0. Se ¢ > 0, as condicoes de crescimento de f

juntamente com as imersoes de Sobolev implica em
I > L1z = K JJul)e
) > < full} = 5 lull§
para alguma constante positiva K. Desde que ¢ > 2, existe 0 > 0 tal que

1
B> g 1fully, para [lull, <6 (1.12)

0—2
20

No que segue consideramos ¢, = §° e ¢ < ¢, entdo pela estimativa (1.3) do Lema
1.1.1

lim sup |un|[5 < 62,
n——+0oo

implicando que para n suficientemente grande,
||wn|], < 0. (1.13)

Assim, de (1.12) e (1.13)

1 2
I//\(un)un > 1 HunH)\’

de onde segue que,

|[tn]]3 — 0 quando n — oco.

Pela continuidade do funcional I,
I(u,) — 1,(0) =0,

o que contradiz a hipotese de que {u,} é uma sequéncia (PS). com ¢ > 0. Consequen-
temente, c > c,. &

Os proximos dois lemas estabelecem algumas estimativas para a norma L? das
sequéncias (PS).. Estas estimativas serao cruciais na demonstra¢ao da condicao (PS5).,
veja a Proposicao 2.2.7 para mais detalhes.

Lema 1.1.5 Seja {u,} uma sequéncia (PS). para I\. Entao, existe 69 > 0 indepen-

dente de X, tal que

. . q
l}lgligof |tn| L@y = doc.

Demonstracao. Por (f1) e (f2), dado € > 0, existe C. > 0 tal que
1
SF(Bt—F(t) < e t]> + C.|t|?, Yt € R.

21



Entao,

1
¢ = liminf <I(un) - 5[’(un)un> < liminf ( ||un |3 + C. ’u"’Lq(RN ) . (1.14)
n—-+0o0

n—-+oo

Por outro lado, de (f3),

1, 1 1
Bn) = glhln)en > (5= 3 )l (1.15)

Combinando (1.14) com (1.15),

2ec .
c < 75t C. lﬂfﬁf |tn] Loy -

Assim, para € suficientemente pequeno,

c 2¢et)
légljnﬂunlm a (1— 9_2) > 0.

1 2¢d
=—(1- .
% 06( 9—2)

Lema 1.1.6 Seja ¢; > 0 uma constante independente de . Dado € > 0, existe A =

Agora, o lema segue fixando

A(e) > 0 e R = R(e,¢1) > 0 tais que, se {u,} € uma sequéncia (PS). para I\ com
c €10,¢1], entao

lim sup \un\Lq BN\ Br(0) = <e VA>A

n—-4o0o

Demonstracao. Para cada R > 0, fixemos

AR)={z e RY/|z| > Re V(z) > My}

B(R)={z ¢ RY/|z| > Re V(z) < My}.

Entao,

1
un2dx§—/ AV (x) + D)|u,|*dx
[l < gy [ V) +
1

< 2 1.1

cratza[(4-8) o]

<o |(-5) aren)|
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Como ¢ independe de A, por (1.16) existe A > 0 tal que

limsup/ |un|?dz < E, VA > A (1.17)
A(R) 2

n—-4o00

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder para p € [1,2,/2], obtemos

2 2p v o
[uy, |“dz < |un|"dx ) |B(R)|* .
B(R) B(R)
Agora, da imersdo continua E\ < L*(Q), segue que

1
o

»/‘ lunlPdz < B w2 BRI |
B(R)

onde  é uma constante positiva. De (1.15),

1 1\ 1
/ Wﬁms&(——) BR)[ + oa(1).
B(R) 2 0

Por (V3),
|IB(R)| -0 when R — +oc0.

Portanto, podemos escolher R suficientemente grande, de tal maneira que

limsup/ lu, [P dx < < (1.18)
B(R) 2

n—-+o0o

A desigualdade (1.17) juntamente com (1.18) implica em

lim sup/ u, |*dx < e.
n—+o0 JRN\Bg(0)

Usando a desigualdade de interpolacao,

q q(1—a)
/]RN\BR( 0) |un| 4w < |un|L2 (RN\BR(0 |u”|L2* (RN\BR(0))’

1 a 11—«

onde — = 5 + o pelas imersoes de Sobolev e pelo fato de {u,} ser limitada em
q
E)n
(1-« -«
[unl %5 o oy < Cllual 377 < €,

onde C' é uma constante positiva. Portanto,

lim sup/ |, |Tde < e, A > A
RN\BR(0)

n—-+o00
aumentando R e A se necessario. W
Agora, estamos aptos a provar que para uma escolha adequada de A\ o funcional

I, satisfaz a condigao (PS)..
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Proposicao 1.1.7 Dado c¢; > 0, existe A = A(c1) tal que Iy verifica a condi¢ao (PS).
para todo ¢ € [0,¢1] e A > A.

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia (PS).. Pelo Lema 1.1.1, {u,} é limitada e

consequentemente, passando a uma subsequéncia se necessario,

U, = u em E;
Un(7) — u(x) ¢.5. em RY;

u, — uwem L; (RN) para 1<s<2,.

loc

Entéo I5(u) =0 e I\(u) > 0, pois

B = 1) = g (5= ) Il = 0

Considerando v, = u,, — u, temos pelo Lema 1.1.3 que {v,} é uma sequéncia (PS)g,

com d = ¢ — I(u). Além disso,
0<d=c—I\(u) <c<g.
Afirmamos que d = 0. De fato, se d > 0. Segue dos Lemas 1.1.4 e 1.1.5 que d > ¢, e

Um inf [vn|74 vy > doce > 0. (1.19)

n—-+00

500*

Aplicando o Lema 1.1.6 com € = > 0, existem A, R > 0 tais que

. 00Cx
hmsup|vn|qu(RN\BR(0)) < 02 , para A>A. (1.20)

n——+0o

Combinando (1.19) com (1.20), obtemos

(506*

Um inf [vn[7e g, 0 = > 0,

n—4o0o - 2

o que ¢é absurdo, pois do fato que v,, — 0 em FE), e da imersao compacta
EA — Lq(BR(O))

encontramos

i q —
tim inf |vn[Lo(5,0)) = 0
Portanto d = 0 e {v,} é uma sequéncia (PS), . Assim, pelo Corolario 1.1.2, v,, — 0
em F), ou equivalentemente, v, — u em E), mostrando que para \ suficientemente

grande, I, satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ € [0,¢1]. =
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1.2 A Condicao (PS).

Nesta secao, estudaremos o comportamento de uma sequéncia (PS). ., isto &,
uma sequéncia {u,} C H*(R") satisfazendo:
u, € By, e A, = +00;
I, (up) — ¢, paraalgum c € [0, crl;
125, (), O,
onde cr é uma constante positiva, que serd definida na proxima secao e independe de
A
No que segue, para cada j € {1,2,--- ,k}, fixamos um subconjunto aberto limi-
tado 2 com fronteira suave tal que
(i) Q; C Q7
(ii) Q; NQ; # 0, para todo j # i.

Proposigao 1.2.1 Seja {u,} uma sequéncia (PS).oo para In. Entdo, eristem uma

subsequéncia de {u,}, que ainda denotaremos por {u,} e u € H*(R™) tais que
U, — u em H*(RY).

Além disso,

k
i) u=0emRY\ U 2 e € uma solucao fraca de

j=1

A*u+u = f(u),em Q,

ou (1.21)
= an =0, sobre 0€;,

u
para todo j € {1,---  k};
ii) ||u, — u||§n — 0.
iii) {u,} também satisfaz
)\n/ V() |un]* dz — 0, n — 400
RN
2
"Un|‘,\n,RN\U";:19j — 0

a2, 0 /Q Auf + [uf?] dz, Vj € {1, ,k}.
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Demonstracao. No que segue, fixamos ¢ € [0, cr] verificando
Iy, (un) = ce ||} (un)llmy, — 0.
Entao, usando os mesmos argumentos do Lema 1.1.1,

2cH
limsup [, |2, <

. 1.22

implicando que {|[uy|, } ¢ limitada em R. Como

unlly, = unll @y »
{u,} também ¢é limitada em H*(R™), e entdo, existe uma subsequéncia de {u,}, ainda
denotada por ela mesmo, e u € H*(RY) tais que

U, — u em H*(RY).

Para mostrar (i), fixamos para cada m € N* o conjunto

1
Cnp = RY/V — .
{m eRY/V(zx) > m}
Assim,
R\ Q= ] Cn.
m=1
Note que,

1
Cm )\nV(.T) +1

2
S%H%HM
mM
= )\n +m7

onde M = sup ||u,|} . Pelo Lema de Fatou

neN
/ lul? de < liminf/ up|? da:
- n—+oo Com

M
< lim inf mn = 0.
n—+o0 A, +m

Portanto, u = 0 quase sempre em C,,, e consequentemente, © = 0 quase sempre em
RN \ Q. Por sua vez, seguindo os mesmos argumentos encontrados em [62] fixamos

¢ € CF(RY\ Q), temos

Vu(x)p(x)dr = — u(z)Ve(xr)dr =0,
[ T == [ Ve
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de onde segue que

Vu(z) =0, ¢.s. em RV \ Q.

Como 99 é suave , u € H*(RY \ Q) e Vu € H'(RY \ Q), pelo Teorema do Trago, ver

[2] (Teorema 5.22), existem constantes K, Ko > 0 satisfazendo

|U’L2(am < K ||UHH2(1RN\§) =0,

IVulr290) < K ||Vul| g @rgy = 0,

mostrando que u € H(€2). Para completar a demonstracao de 7), considere uma funcio

teste p € C3°(Q2) e observe que
I, (up)p = /Q [Au, A + upp) do — /Qf(un)godx.
Como {u,} ¢ uma sequéncia (P95); s,
I3, (un)e — 0.
Recordando que u,, — u in H*(RY), devemos ter

/ [Au,Ap + uyp| de — / [AuAp + up| dx
Q Q

/Qf(un)@dfﬂ — /Qf(u)godx.
Assim, de (1.23)-(1.26),
/Q [AuAp + ug| dr = /Qf(u)wdm, Vi € C5o(9).

Como Cg°(Q) é denso em HZ(Q), a equacgdo acima implica em

/ [AuA + wo] da = / Fluyodz, Yo € HX(Q),
Q Q
mostrando que u ¢ uma solucao fraca do problema

A*u+u = f(u), emQ;,
u = g—z = 0, sobre 0€;.
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Para i7), note que

= all3, = laall, + 11l =2 [ (Bt A,V () + D da

RN
De 1),
l, = lula

logo,
/RN [AunBu+ AV (@) + Vgl do = [ulla 0 + 0n(L):

Entao, podemos reescrever (1.28) do seguinte modo
lun = ully, = llunlly, = Hullzz@) + 0a(1).
Da limitacao de {||u,||,} e pelo limite HIf\n(un)HE;n — 0, segue que
I (uy)u, — 0.
Portanto,

unlly, = I3, (un)uy + f(up)upde = f(un)undz + 0,(1).
RN RN

Por outro lado, sabemos que o limite I} (u,)u — 0 é equivalente a

/ [Au, Au + uyu) do — / fup)udr = 0,(1),
Q Q
o que conduz a

/ [|Au|2 + |u|2} dr = f(u)udz.

RN RN
Combinando (1.29) com (1.30) e (1.31), vemos que

||wn — uHin = / f(up)uydx — f(uw)udx + 0,(1).
RN RN

Afirmacao 1.2.2

f(ug)updr — f(u)udz.

RN RN

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

De fato, usando o mesmo argumento da demonstracao do Lema 1.1.6 mostra-se que

C
UQdZE <
/ uldr < K|B(R)|”
B(R)
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onde p’ & o expoente conjugado de p € (1,2,/2) e My é como na condigao (V3).

Isso mostra que se € > 0 é dado, existem A, R, tais que, se \,, > A, e R > R.,

/ uldr < e.
B

c
R

temos

Como no Lema 1.1.6, mostramos por interpolacao que
/ \u,[Pdx < ¢,
By
desde que A, > A. e R > R.. Por (f3) e pelas imersoes de Sobolev, temos para A\, > A.
e R > R,

f(up)updr < Ce,

By
com C' independente de ¢.
Pela integrabilidade de f(u(.)), para € dado, existe R. > 0 maior que o anterior,
tal que
(uw)udx < Ce,
By
se R > R. > 0. Com isso, para n suficientemente grande e R > R. e usando a

convergéncia forte

u, —uem LT (RN, ¢ € (2,2,),

loc

temos

flunyundi = | flu)uds = ( F(un)undz — 5 f(u)uda:)

RN Br

+ f (up)upde — f(u)udx) < Ce+o,(1)
B Bg

o que mostra a afirmacao.

Por fim, para provar iii), é suficiente usar a desigualdade abaixo

)\n/ V(x) |un|2dm = )\n/ V(z) |u, — u\zdx < u, — u||§\n — 0.
RN RN

1.3 Um Nivel Minimax Especial

Nesta seao, denotaremos por I; : H3(€;) — Re I, ; : H*(;) — R os funcionais

dados por

Ii(u) = %/Q [|Au|2 + |u|2] dx —/ F(u)dx

Q;
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Auf + AV () + 1) [uf?] d:c—/ﬂ Flu)da.

1
Iy j(u) = 5 /Q
J

Pode-se mostrar que [; e I j satisfazem a geometria do passo da montanha. Desde

/.
J

que [; e I, ; satisfazem a condicao de Palais-Smale, temos pelo Teorema do Passo da

Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz, que existem w; € HZ(Q;) e wy; € HQ(Q;)

satisfazendo
Li(wy) = ¢j, Inj(wag) = ong e Lj(wy) = I} j(wx;) =0
onde
¢ = jnf max Ii(a(t)),
eng = b max I j(a(t),
T; = {a e C((0,1], H5(2;)); (0) = 0, e [;((1)) < 0},
[§]

T = {a € C([0,1], HF(2)); 2(0) = 0, e I, ;(a(1)) < 0}.

Para maiores detalhes sobre a afirmagao acima citamos o Capitulo 5 de [74].
!

No que segue, cp = g c; e R > 0 é uma constante suficientemente grande
=1
verificando

1
0< ]j (Ew]) ,]j(RU)j) < Cj,Vj el.
Logo, pela definicao de ¢,
seﬁl/%z}g,l] I;(sRwj) = c¢;, ¥j €I
Considere I' = {1,2,--- |1}, com | < k e fixe

l
Yo(s1, 82, ,81)(x) = Zszwj(x), V(s1,--,8) € [1/R* 1)L

j=1
Denotaremos por I', a classe das funcdes continuas v € C([1/R? 1], Ey \ {0}) satisfa-

zendo as seguintes condicoes:

(a) 7 = 7 sobre O([1/R?,1]')
(0) Lirma, (V(s1,00+ . 81)) >0,
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onde Iy gy\qy. H?*(RM \ Q) — R é o funcional definido por

1
N T

Usando a classe I'y, definimos o seguinte nivel minimax

byr = inf max I S1.ooe . 5)).
. V€T« (81, ,81)€[1/R?,1]! A(’Y( L ) l))

Observe que T, # 0, pois 7o € T,.

Lema 1.3.1 Para cada v € T, existe (t1,--- ,t;) € [1/R* 1]" verificando
I (v(t, )yt -+ 1) = 0, para j € {1,--- 1}

Demonstracio. Dado v € I',, considere a aplicagdo 7 : [1/R?, 1]' — R! definida por

V(s s) = (La (st os)) (s, s, Ly (V(sy, o s))v(se, - s1)
Para (sy,---, ) € O([1/R? 1]"), sabemos que

Vst 80) = 0(s1, 0 5 1)
Ainda,
I(o(st, -, 80))(o(se, -+ s1) =0=s; € {1/R* 1}, Vj €T,

caso contrario,

I;\,j(IYO(Slv T 751))(70(51; T 75l)) =0

para s; = I ou s; =1, isto &,
!/ 1 1 !/
Li(mwi)(Zwy) =0 ou  [(Ruw;)(Ruw;) =0
implicando que
1
Ii(pws) 2 ¢; ou Ij(Rwj) = ¢,

o que contradiz a escolha de R. Por tanto,
Assim, pelo Grau Topologico de Brouwer

deg (¥, (1/R*1)",(0,0,--- ,0)) = deg (30, (1/R*,1)",(0,0,--- ,0)),
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desde que
:V/O(tht%”' 7tl) = (0707 70> <:>tz = 1/R7 (NS F7

temos

deg (iOa (1/R27 1)l7 (0’ 0,--- 70)) = sgn (‘]§0<1/R7 1/R’ T 1/R)) )

por sua vez,

aq 0 0
_ 0 as - 0
0 0 a;
com
2
o= [ AwP+ (@) + Dfw]do — [ (s~ f(w)] Ruids
Q o

Segue de (fy) que cada a; < 0 e consequentemente
sgn (J3(1/R,1/R,--- ,1/R)) = (=1)".
Com isso, podemos garantir que existe (t1,ty,--- ,t;) € (1/R? 1) satisfazendo

[;\,j(’}/(tht??“' 7tl))(7(t1at27"' 7tl)) =0, para j € {1727 7l}

Proposicao 1.3.2
!

CL) ZC)\,]' S b)x,l" S cr, VA Z 1.
j=1

b) Paray €T, e (s, - ,s)¢€d(1/R*1]),

Iu(y(s1, -+ ,8)) <er, VA > 1.

Demonstragao.
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a) Desde que vy € T,

bhr < max I . S, .8
M= (1, ,8)€[1/R2,1]! A:J(VO( 1 l))

I
< max ]/\vj(z s; Rw;(x))

(s1.0 el /R e

S max [j(SjRU)j(fﬂ))

Paracaday € I', e (t1,---,1;) € [1/R?, 1]', pelo mesmo raciocinio usado no Lema

1.3.1

Lyj(y(ty, -+ ) > ex;,Vj €T

Na dltima desigualdade usamos a seguinte caracterizagao
cxj = inf{I,;(u); u e Ey\ {0}; If\’j(u)u =0}.

Por outro lado, recordando que Iy gy\or (v(s1,- -+, s1)) > 0,

L(v(s1,-++ ,81)) > ZIA,j(V(Slw“ ,81)),

e entao,

1
T > T ti,--- 1)) > i
o B A(y(s1,-+ 5 s1)) = In(y(t ) 2 ;CM

A ultima desigualdade combinada com a definicao de by r implica que

I
byr > E Crj
j=1

Isto completa a demonstracdo de a).

b) Como ’7(817 e 78l) - 70(817 U JSZ) sobre a([l/R27 1]l>7 temos

L(yo(st,- -+ vs0)) = Y (s Ruwy),Y(s1,--- 1) € O([1/ R, 1)),

j=1
Desde que

I;(s;Rw;) < max I;(sRwj)=c¢;, VjeTl

s€[1/R2,1]
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e além disso, existe jo € I tal que s, € {1/R? 1}, consequentemente

[A(70(317 T 781)) = Z [j<Sijj) + IjO(SjOijO> < cr,

J#jo
pois pela escolha de R
1
Ij (ij())?Ijo (ij0> < Cjo-

Corolério 1.3.3 byr — cr, quando A — 400.

Demonstracao. Repetindo os mesmos argumentos usados na Proposi¢ao 1.2.1, po-

demos extrair uma subsequéncia \,, — oo tal que
Wy, ; — ug em H*(Q)),
onde uy € HZ(Q;) ¢ uma solugdo de (1.21) e
Iy, 5(wn, ) = 1j(uo).

Como ¢; ¢ o menor nivel critico de energia para [;, temos

limsup ¢y ; = limsup I j(w» ;) = I;(ug) > ¢;. (1.32)
A—o0 A—ro0
Por outro lado,
g = I max D j(alt))
< aiengj max Ih;(a(?)) (1.33)
< Jnf mex Ii(a(t)) = ¢

De (1.32) e (1.33),

cn; — ¢j para cada Vj € I

Portanto, pela Proposi¢ao 1.3.2, byr — cr quando A — +o00. =
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1.4 Demonstracao do Teorema Principal

No que segue, consideramos
!
1 1
M=1 ———1¢; >0
yaa)oo

Bur1(0) = {u € Exs[lully < M + 1},

e para u > 0 suficientemente pequeno

A = {u € Barens |lully gy, < e 1) — o5 < V5 € r} ,

]ir = {U S E)\/])\(U) < CF}.
1
Observe que Aﬁ NI # 0, pois w = Z wj € Aﬁ N I3 Fixando
j=1

1
0<pu< Zmin{cj;j el'}, (1.34)
temos a seguinte estimativa uniforme para ||I}(u)|| no conjunto (AQ# \ Aﬁ) NI,

Proposicao 1.4.1 Seja > 0 satisfazendo (1.34). Entdo, existe og > 0 independente
de X\ e A, > 1 tais que

I3 (w)|| = 09 para X > A, e para todo u € (A3, \ A)) NI (1.35)

Demonstracao. Argumentando por contradicao, suponha que existem A\, — +oco e
u, € E),, com
€ (AA" \AA") NIE e ||y (un)|| — 0

An

Desde que u, € Ay},

a sequéncia {||u,||x,} ¢ limitada. Consequentemente {I,, (u,)}

também é limitada. Entao, passando a uma subsequencia se necessario,
I, (up) = ¢ € (—o0, cr).

Pela Proposicao 1.2.1, novamente passando a uma subsequencia se necessario, u, — u

em H*(RY) e u € HZ(Qr) é uma solucdo do problema (1.21). Além disso,

)\n/ V() [un|? dz — 0, (1.36)

RN

HunHin,RN\Qp —0 (1.37)

el o = / Auf? + [uf?] de, Vj €T. (1.38)
J Q]
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!
Como cr = g ¢; e ¢j é o nivel de energia minima de [;, um dos seguintes casos ocorre:
=1

i) ulg, #0, Vj €T, ou
i) w ‘Qjo =0, para algum j, € I.
Se i) ocorre, de (1.36) — (1.38)
Ii(u) =¢;, Vjel.

Logo, u, € Aﬁ" para n suficientemente grande, o que é uma contradicao.
Se ii) ocorre, de (1.36) e (1.37)

|I>\mjo(un) - Cj0)| — Cj, > 4#7

o que contradiz a hipotese de u,, € AQ\Z \Aﬁ" para todo n € N. Como i) ou ) ndo

acontecem, temos um absurdo, finalizando a demonstracao. m

Proposicao 1.4.2 Sejam p satisfazendo (1.34) e A, > 1 a constante dada na Proposi-
¢ao 1.8.2. Entao para X > A, existe uy uma solucao de (B)) satisfazendo uy € A;\Lﬂ_ff\r.

Demonstracao. Mostraremos, por contradicao, que nao existem pontos criticos de I
em Af; N I3". Pela Proposicao 1.1.7, I, satisfaz a condi¢do (PS)y para d € [0,cp] e A

suficientemente grande. Assim, existe d, > 0 tal que
115 (u)|] > dy, Yu € Aﬁ NI,
Por outro lado, pela Proposicao 1.4.1,
I3 (W)]| = o0, Yu € (A3, \ A} NI,

onde g é independente de \. No que segue, definimos as fun¢oes continuas ¥ : £, — R
e H:I\" — R por

A

3u/2s

U(u) =0, u¢g A

2

U(u)=1, ueA

0<V¥(u) <1, paraué€ E),
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—U() [V ()Y (u), ue A,
0, ug A)

H(u) =

onde Y é um campo vetorial pseudo-gradiente para I, sobre
X = {u S EA;IA(U) 7é 0}

Observe que

||H(u)|| <1 paratodo A > A, eue .

As informagOes acima garantem a existéncia de um fluxo 7 : [0, +00) x I} — I3"

definido por
dn(t, u)

()
n0,u) = wel,
verificando
D) it w) 114t )] < 0, (1.39)
H H—HH <1, (1.40)
ntu)=u, Vt>0ecuel]\ A, (1.41)

No que segue, definimos

5(317"' 7Sl) - n(Ta 70(317"' ’Sl))a v<31>"' ’Sl) € [1/R271]l’

onde T" > 0 sera fixado posteriormente.

Uma vez que,
Yo(s1, ooy s1) & Ay, V(si, o 1) € O([1/R%, 1)),
deduzimos que
B(st,--+,81) =Y0(s1,---,51), Y(s1,--+,8) € A[1/R? 1]").
Além disso, é facil checar que
Lipmvan (B(s1,---581) 20, V(si,--,81) € [1/R? 1],

mostrando que 8 € I,.
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independente de A > A. Além disso,

L(yo(s1, -+, 81)) < er,¥(s1,- -+ ,81) € [1/R*, 1]}

I(v(s1, - ,8)) =cpr, se s; =1/R,¥j eT.

Portanto,

mo = maz { Iy(u);u € 3 ([1/R* 1)) \ A3}

é independente de A, e verifica

my < cr.
De fato, se mg = cr existe uma sequéncia {(s7,---,s/")} C [1/R? 1]' tal que
1
cr = — < Dolst, - 87)) < er,
e portanto
L(yo(st, -, 87)) = cr. (1.42)
Por outro lado, vo(sY, -+ ,s]') ¢ Al’) , logo existe jy € T" tal que

|Ij (’70<3711a T >Sln)) - Cjo’ > W,

desta desigualdade e pela definigao de ¢;,

Ij0(70(5?7 e 75ln)) < Cjo — M

e consequentemente,
L(o(sts -5 81) <er =,
desta forma
lim sup Iy (yo(s1, -+~ 57')) < er = s

o que contradiz (1.42).
Desde que existe K, tal que

[I(u) = ()] < Kuflu —v|xay, Yu,v € By e Vj €T,
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afirmamos que para 7' suficientemente grande,

1
max I (B(s1,- -+, s1)) < max{my, cr — oopt}- (1.43)

(81, ,81€[1/R21]Y) QK*
De fato, fixe u = (51, -+ ,5) € Ex. Seu & Az,
Iy (n(t, u))) < Ix(0(0,u))) = In(u) < mo, ¥t =0.

Por outro lado, se u € A/’), denotando por 7(t) = n(t,u), dy = min{dy, o0} ¢ T =

Oolt
2K.d)y

> (), analisamos os seguintes casos:
Case 1: 7)(t) € Agu/z,Vt € [0,17.
Case 2: 7(ty) € (3143))‘#/2, para algum t, € [0, 7.

Analise do Caso 1: Neste caso,

V(AE) =1, Vte0,T]

e
IBGO)] 2 dy, v € [0,7].

Assim,

T d T

BT = 1)+ [ S G)ds < er = [ duds,

0 0

segue que
~ < . 't _ - )
L((T)) <er —diT =cr 51, T

Analise do caso 2: Seja 0 < t; <ty < T satisfazendo 7(t;) € 8A;\“ n(ts) € 8A§u/2
e ij(t) € A3, \ A}, Vt € [t1,15]. Entio

. (1.44)

De fato, denotando w; = 7(t) e we = 7(t2), segue que

3 3
||w2||>\,RN\Qf =Sk ou |I/\,jo(w2) - Cjo| = K-

2 2
Da definicao de Aﬁ? temos [Jwa ||y g\, < p. Logo,
1 1
lwe = will = 2= Do (w2) = Dyjo ()| = 57
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Pelo Teorema do Valor Médio

8 s dn
i) = )l < || 71 -l (145
dn
Como pn <1, de (1.44) e (1.45),
[t — to| > ! (1.46)
1 —l2] 2 QK*M' .
Desde que,

L((T)) < Ix(u) —/0 W(i(s)) 13 (77 (s)) | ds,

segue de (1.46),

to
L(H(T)) < er — / aods < ex = i

provando (1.43).
Assim,
bar < max L (i )) < max{ oo} <
max s1, -+, 58)) < max{mg, cr — —— cr,
A > (1/RZ1)! A ST, l 0, Cr 2K>|<00’u T

que é um absurdo, pois byr — cr, quando A — co. ®

Das duas tultimas proposi¢oes, podemos concluir que 7 tem um ponto critico uy

em A;\L para A suficientemente grande.
Conclusao da Demonstracao do Teorema 0.0.1:
Da ultima Proposicao existe {uy,} com A\, — +oo satisfazendo:
I, (uy,) =0,
[, llx, o0, — 0
Iy, j(uy,) = ¢, Vj el
Logo, da Proposi¢ao 1.2.1,

uy, —u em H*RY) comu € H(Qr).
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Além disso, u é uma solugao nao trivial de

A*u+u = f(u),em €

1.47
u= g—z = 0, sobre 0€;, ( )

com [j(u) = ¢; para todo i € I'. Agora, afirmamos que u = 0 em 2;, para todo j ¢ I'.

De fato, é possivel provar que existe oy > 0, o qual ¢ independente de j, tal que se v é

uma solugao nao trivial de (1.47), entao
[v][z2(0,) = o1-
No entanto, a solucao u verifica
[l 2@y =0,

mostrando que u = 0 em €, para todo j ¢ I'. Isto finaliza a demonstracdo do Teorema

0.0.1.
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Capitulo 2

Solucoes do tipo multi-bump para

equacao de Choquard

No presente capitulo, vamos utilizar os argumentos desenvolvidos no Capitulo 1

para estudar a existéncia de solucao multi-bump para equagao nao-linear de Choquard

1
—Au+<w(:c)+1>u:(_*yuv’)yu\ﬂu em R,

|

(O)x
u € H'(R?).

onde p € (0,3),p € (2,6 — p) e V é uma funcdo continua nao negativa satisfazendo

mais uma vez as hipoteses
(Vi) V(z) >0, VaeRY;

(Vo) Q = intV~1({0}) é um conjunto aberto, ndo-vazio, limitado com fronteira suave

0f). Além disso, () tem k£ componentes conexas, mais precisamente,
k
o ()= U Q;;
j=1
° dlSt(Ql,Q]) > 0, Z7é 7.
(V3) Existe My > 0 tal que |[{x € RY; V(z) < Mp}| < +oo.

No decorrer deste capitulo, consideraremos F) = (E, [ - ||A) onde

E= {u € H'(R%); /RB V(z)|u|*dr < oo} ,



fulh = ([ (9u? + W @) + 1>ru\2>dsc)é

Obviamente, Ey ¢ um espaco de Hilbert, Ey < H'(R?) continuamente A > 0 e E) est

S

¢ (R?), para todo 1 < s < 6. Estudaremos a existéncia

imerso compactamente em L
de solugao para o problema (C), procurando por pontos criticos do funcional energia
I,: E\ — R definido por

1

1 1
I\(u) = 5 /]R3 (IVul> + (AV(z) + 1)u?) do — 3 | (W * ]u|p) lulPdz.

2.1 O problema limite

Para provar a existéncia de solu¢do multi-bump para (C),, o primeiro passo é,

fixado um subconjunto I" de {1,--- , k}, considerar o problema limite
o o ’u|p p—2 :
Au+u= dy | |u[P""u, in Qp
o |7 —yl*
w#0em Qy, jel (@)oo
e HH (),

e estudar a existéncia de solucao de energia minima nao nula sobre cada componente
Q;, j € I'. A ideia principal é provar que o funcional energia associado a (C)er

definido por

I (u) = %/QF(|VU|2+|U|2)dx—i (/Q [ul dy)lufdz (21)

2p Jay Lz —yle

atinge o valor minimo sobre
Mr={ueNr: [ (v)u;=0ewu; #0, i €T’}
onde I' C {1, -+ ,k}, u; = ulg, e Nr é a variedade de Nehari de I definida por
Ny = {u € Hy(Qr) \ {0} : Ip(u)u=0}.
Mais precisamente, provaremos que existe w € Mr tal que

Ir(w) = uéﬁﬁp Ir(u) and Ij(w)=0. (2.2)

Dizemos que w € Hy(Qr), satisfazendo w; = w|g, # 0,i € ', é uma solugio de

energia minima para (C')oor se a condigao (2.2) vale. Esta propriedade sera usada para

43



caracterizar a forma multi-bump das solugoes de (C),. Por simplicidade no decorrer
dessa segao consideraremos apenas I' = {1,2}. Além disso, denotamos por 2, M e N/

os conjuntos Qr, Mr e Nt respectivamente, e I+ sera denotado por I. Logo,
Q=0;UQ,

M=A{uveN: I'(Wu;=0eu; #0, i =1,2.}

e
N ={ue Hj(Q)\ {0} : I'(u)u = 0}.
No que segue, denotamos por || ||, || [l e || ||2 as normas em H} (), Hy () e Hy ()
dadas por
1
3
lull = ([ (9u + e
Q
lulti = (] (9 + 1ayac )
1951
e =
lulle = (] (9 + 1))
Qo
respectivamente.

Nesta se¢ao e no decorrer desse capitulo recorreremos sucessivas vezes a seguinte
desigualdade classica de Hardy-Littlewood-Sobolev.
Proposigao 2.1.1 [50] [Desigualdade de Hardy — Littlewood — Sobolev]:
Sejam s,7 >1e0<p <3 com1/s+pu/3+1/r=2. Dados f € L*(R*) e h € L"(R?).

FEziste uma constante étima C(s, u, ), independente de f, h, tais que

/ dydx < CO(s,y s )| flrs @) Al o s)-
Rr3 JR3 |=T_y|

O seguinte lema mostra que o conjunto M é nao vazio.

Lema 2.1.2 Dados 0 < p<3,2<p<6—peve HyQ) comv; # 0 para j = 1,2,
entdo existe (81, B2) € (0,400)?* tais que Byvy + Pavy € M. Consequentemente M # ()
e além disso, co = inf I(u) > 0.

ueM
Demonstracao. Fixada v € H&(Q) com v; # 0 para ¢ = 1,2, definimos a fungao

1 1

G(s1,82) = I(s{v1 + s302),
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assim como em [44], utilizamos a identidade

1 1 2
/ —— % (s1]v1]? + so|va|P ) dydr = / (—M  (s1]v1 P + 52]1)2]”)) dz,
Qx0 |x’H Q ‘1"2

a qual é consequéncia do Teorema 5.9 de [50] e reescrevemos G do seguinte modo

S

2 2
5 5 2
s7 > 1
Glons2) = ol + Shall = o [ (g o+ sala)) e

Como G ¢ uma fun¢ao continua, G(0,0) = 0 e G(s1,52) — —oo quando |(s1, $2)| —
400, temos que G possui um ponto de maximo global (a,b) € [0, 4+-00)>.
Afirmacdo 2.1.3 O ponto (a,b) € (0,400)* ¢ o tinico mdzimo global para a funcdo
G.
De fato, dados (s1, s2), (t1,t2) € (0, +00)* e t € (0,1), temos

S1 — t)t1)?/P 2 52 2)?/P 2
Glt(s1,52) + (1~ 1)(t,12)) = L2 o e d U2 DR, e

1 1 1 2
o | b+ sl 4 (= (o i + tleap) |
2p Ja || 2

|2
Pela concavidade da funcio ¢ — t%/? e convexidade estrita da funcdo t — t? concluimos
que G é uma fungdo estritamente concava e consequentemente (a,b) é o tinico ponto
de maximo global e VG(a,b) = (0,0). Além disso, temos também a, b # 0, pois se um
deles for nulo, digamos a = 0. Como

oG 1 2= 9 1/ 1
yS52) = —8; illl — = — % P Y|P | de,
8si<51 $2) psz Jvill1 0 o !fﬂ\% (s1|o1]” + s2fva|P)vs]?| da

e desde que p > 2 o numero é negativo e portanto,

lim a—G(s S9) = 00
Poparey 081 1,92 ;

mas devemos ter,

hle,
882‘

Agora, mostraremos que c¢g > 0. Inicialmente, recordamos que se w € M, entao

Hw||2_ |w |p|w |d d
B o~y

Usando a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, existe C' > 0 tal que

(a,b) =0, parai=1,2.

||w||2 < C’|w|L6p/(6 m(Q)?
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e pelas imersoes de Sobolev,

lwl* < Cllwl,

Como ||wl|| # 0, a ultima desigualdade implica que existe 7 > 0 satisfazendo

|lwl]* > 7, Ywe M.

) = 1(0) - b= (5= o ) ol > (5= 50 ) 7> 0, vwem

. 1 1
eentao, cg > | =—— |7>0. =
2 2p
Agora vamos enunciar mais um lema técnico.

Lema 2.1.4 Sejam 0 < u < 3, 2 < p < 6 — u e {w,} uma sequéncia limitada em
M com w, — w em Hy(Q). Entdo ||w,;| 4 0 e consequentemente w; # 0 , onde

Wpj = Wylo, € w; =w|g, para j =1,2.

Demonstragao. Inicialmente, como {w,} C M temos para j = 1,2

|wn|p
Junsl = [ ( L0l 3N f P
I o, \Ja |z —yl* !

J

e pala desigualdade de Hardy-Litllewood-Sobolev juntamente com as imersoes de So-

bolev, existe uma constante positiva C' tal que
lwnsll} < Cllwall?llwnsl5.
Como {w,} é limitada e p > 2, existe uma constante positiva p de modo que
[wnll; = p>0.

Logo,

|wn ;]l; # 0, quando n — oo.

Agora, suponha por contradigdo que w; = 0. Pela desigualdade de Hardy-

Littlewood-Sobolev e pelas imersoes de Sobolev, vemos que

p
/ ( Mdy) |wy,1|Pdz — 0.
o \Ja |z —yl*

Por outro lado, como I'(w,,)(wy, ;) = 0, ou equivalentemente

P
%:/ ( Mdy) |wy, 1 [Pd,
o \Ja |z —y|*
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obtemos

lwaallf — 0

que é um absurdo. O caso wy # 0 segue de forma similar. m

Agora, estamos aptos a mostrar a existéncia de solucao de energia minima para
(C)oor-
2.1.1 Demonstracao do Teorema 0.0.2

Do Lema 2.1.2, ¢y > 0 e existe uma sequéncia {w, } C M tal que
lim I (w,) = co.
Note que {w,} é uma sequéncia limitada, pois

1 1 1
(5 - %) lwnl? = I(wn) = o' (wn)wn < co+ on(1)

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que
w, = w em Hy(Q)ew, —w em LYQ), Yq€e[l,6)en— oco.

Considerando a fungao

2 2
_ v v _ 51 2, 55 5
G(s1,82) =1 | i Wn,1 + SgWpo | = 5 ||wn,1||1 + 9 ”wn,2H2

1 1 2
i S P ") dr.
2 /. <\»’U’g * (81w [P+ s2wn 2| )) x

Como s — /P & concavo e s — s2 é estritamente convexo, concluimos que a funcao
G(s1, $2) ¢ estritamente concava com VG(1,1) = 0. Logo, (1,1) é o unico ponto de

maximo global de G sobre [0, +00)?. Logo,

I(wy) = I(wp1 + wp2) = ﬂi}él(tw”vl + SWy2).

Pelo Lema 2.1.4, sabemos também que w; # 0 para j = 1,2. Entao, pelo Lema 2.1.2
existem t1,to > 0 tais que

tiwy + thwy € M,

e entao,

Co S I(t1w1 + tQ’LUg).
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Usando o fato que w, — w em H}(f2) e a imersdo compacta de Sobolev, temos

I(tywy + tows) < liminf I(tywy, 1 + tow, o) < liminf I'(w,) = co,

n—-+oo n——+oo

de onde segue que
Co = I(t1w1 + tgwg) com t1w1 + thQ e M.

Mostraremos agora que w, = tjw; + tows é um ponto critico para I. Suponha

por contradigao que ||I'(w,)|| > 0 e fixe a > 0 tal que
11 (w)|| = o

Além disso, fixaremos r > 0 suficientemente pequeno tal que se (t,s) € B = B,.(1,1) C

R?, entdo existe algum ¢, > 0 com
I(t7(w,)y + 57 (w,)2) < co — 260, V(t,s) € OB. (2.3)
Na sequéncia fixamos € € (0,€) e 6 > 0 suficientemente pequeno tal que
, a _ 4de 1
' (u)]| > 5 > 5 Vu € I {[co — 2¢,¢0 + 2¢]} NS

onde

S = {tv (w1 + s7(w,)s : (t,8) € B}

Usando o Lema de Deformacao, ver [36](Teorema 2.1), existe uma aplicagdo continua

n: Hy () — Hy(), tal que

nu) =u Yu g I {[co—2¢co+2€]} NS (2.4)

n(I°+t*nS) cI1°°NSs (2.5)

onde

Ss = {v € Hy(Q) : dist(v,S) < 6}.

Na sequéncia, fixamos 6 > 0 de modo que

v E Ss = vy,v9 # 0. (2.6)
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Assim, definindo (¢, s) = n(t%(w*)l + si(w*)g), (2.3) e (2.4) implicam que
v(s,t) = tr (w1 + 57 (w,)a, V¥(s,t) € OB. (2.7)
Além disso, como

max [ (tv (w.)1 + 57 (w.)2) = It (w1 +ta(wi)2) = co,

por (2.5),
I(v(t,s)) < cop—e.

Afirmacgao 2.1.5 Euiste (to,50) € B tal que
(I'(7(to, 50)) (7(t0, 50)1), I’ (7(t0. 50)) (7 (0, 50)2)) = (0,0).

Assumindo por um momento que a afirmagcao seja verdadeira, deduzimos que (g, o) €
M, e entao,

co < I(y(to,50)) < co—€

que é absurdo. Aqui, (2.6) foi usado para garantir que 7(to, So); # 0 para j = 1,2.

Consequentemente, w, = tjw; + taws € um ponto critico para 1.

Demonstracao da Afirmacao 2.1.5: Inicialmente, note que

(I/(f}/(t 5))(7@7 S)l)u [/(7(15 S))(7(t7 8)2)) = (07 0)

ou equivalentemente

(%f’(v(t, D). O N s>2>) ~ (0,0)

e por (2.7)

(F16NO ). 00N ) = ($700l )00, ST Ot ) Galt 1))

s
para todo (t,s) € 0B, onde

vo(t,s) = tr (w)r + s7(w.)s  V(s,t) € B.
Considerando a fungao

G(t,s) = I(t7 (w.)1 + 57 (w.)a),
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deduzimos que

(G700 0n(t 91 ST 0l 0t 50) ) = TG(19) ¥it.s) € B

Como G é uma funcio estritamente concava e VG(1,1) = (0,0), segue que
0> <VG(t7 S) - VG(L 1)7 (tv 5) o (17 1>> = <VG<t, 5)7 (t7 5) o (17 1)> v(Svt) # (17 1)7

entao,

0> (VG(t,s),(t,s) — (1,1)) para |[(s,t)— (1,1)] =r.

Definindo H : R? = R? por
H(t,s) = VG(t,s)

e f(t,s) = H(t+1,s+ 1), temos que
0> (f(t,s),(t,s)) para |[(s,t)]=r.

Usando o Teorema do ponto fixo de Brouwer, sabemos que existe (., s.) € B,.(0,0) tal

que f(ts, s.) = (0,0), isto é,
H(t, + 1,5 +1) = (0,0),
de onde segue que existe (to, sg) € B tal que

(10, 50)) (1t 50)1). 7' (k0 30)) (1o, 50)2) ) = (0,0),

o que completa a demonstracao da afirmacao.

2.2 A condicao (PS). para I,

Nesta secao, provaremos algumas propriedades de convergéncia para as sequéncias
(PS) do funcional I). Nosso principal objetivo é provar que, dado ¢ > 0 independente
de A, o funcional I, satisfaz a condi¢do (PS), para d € [0,c), desde que A seja sufici-
entemente grande.

Lema 2.2.1 Seja {u,} C E\ uma sequéncia (PS). para I, entio {u,} € limitada.
Além disso, ¢ > 0.
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Demonstragao. Como {u,} é uma sequéncia (PS).,
I\(u,) = c e Ii(u,) — 0.

Entao, para n suficientemente grande

1
In(u,) — 2—p[§(un)un <c+ 1+ |Jug|a (2.8)
Por outro lado,
Iy(tn) = = Ey(n)in = (2 — == ) (2.9)

Além disso, de (2.8) e (2.9)

1 1
(555 ) leall < e 1+ Tl

de onde segue a limitacdo de {u,}. Assim, por (2.9),

1 1
0 < (5 - 2—p) lunll2 < ¢+ on(1), (2.10)

e o Lema segue passando ao limite com n — +o00. =

Corolario 2.2.2 Seja {u,} C E\ uma sequéncia (PS)y para I\. Entdo u, — 0 em
E,.

Demonstracao. Segue dos argumentos usados na demonstragao do Lema 2.2.1. =
No proximo Lema mostraremos uma propriedade para o funcional I que esta
relacionada ao Lema de Brezis-Lieb para nao-linearidades nao locais, ver [1, 55].

Lema 2.2.3 Sejam ¢ > 0 e (u,) uma sequéncia (PS). para I,. Se u, — u em Ej,

entao

I(vy) — I(uy) + Ii(u) = o,(1) (2.11)
L(vn) = I(un) + I(u) = on(1), (2.12)

S

onde vy, = up, —u. Além disso, {v,} € uma sequéncia (PS)q_r, ()

Demonstragao. Primeiramente, note que

Ix(vn)— fx(un)+h( ):%(HUHH)\ lunlX + llll3) -

[ ()" (v ()" = Jun (@) [un (@) " + [u(y)|” Jul)]”
2p . ( dy> dr.

2 —y[*
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Como u,, — u em E), temos

I(vp)— In(un) + I(u) =
=onlt) g, [ (R Ry ) i

2p R3 |~’f - y|“
1 [ ()7 (= |on ()7 + |un(2)]” — Ju(z)]") .
o ). ( . Ty dy) e 213
1 [u(y)|” (= [vn(2) " + Jup(2)|” — u(z)]") .
+2P/R3< RS |z —yl* dy>d

p p
([ ety
P Jrs R3 |x—y|“

Pela desigualdade de Hardy-Litllewood-Sobolev,

[ /rvn<y>|p(|vn<x>rp—\un<x>|p+ru<x>|p)dy o

[ —yl"
6—p
6 6
Clots, ([ @l = ) + )|
Note que
Ca
[ |l o + o] e =
R3
_6_
[ il = et + fuoP| o + (2.11)
Br(0)

_6
6—p
dzx.

[ @l = lu@P + @
R3\ B (0)

onde, R > 0 serd fixado posteriormente. Como u, — u em FE), sabemos que
® U, — u, em LG%(BR(O));
o u,(z) = u(zr), q.s. em R?,
e existe h; € Lﬁ%(BR(O)) tal que
lu, (7)) < hi(z)  q.s. em R®.

Desta forma,

[on ()" = [un ()" + Ju(@)[” = 0, g.5. em R,

[]

[on (@) = fun (@) + fu(@) | < (27 + 175 (ha(w) + [u(z))*5 € L' (Ba(0)).

02



Logo, pelo Teorema de Lebesgue,

6

/ ‘ [0 (2)P = Jun ()P + Ju(z)]? T dr — 0. (2.15)
Br(0)
Além disso, temos também

‘ [un () = u(@)" = [un(2)[" | < P22~ (Ju () Jul)] + Jul2)P),

entao,
6
[ o) -~ b < o6
R3\BRr(0)
6(p—1) 6 6p
C/ [t ()] o= |u(x)|5+ dx 4+ C ()57 d.
R3\Bg(0) R3\ B (0)

Usando a desigualdade de Hoélder, temos

p—1

(p=1) o
Lo et < ([ ) ([t
R3\Br(0) R3\BR(0) R3\Br(0)

Das imersoes de Sobolev e pela limitacao de {u,},

1
6p p
dx) |

Sty 1) = 6/(6—
/RB\B (0) n ()65 () |75 do < Cluly/, g 0
R

(6—p)

Como para cada ¢ > 0, podemos escolher R > 0 tal que

/ ()5 de < e,
R3\ Br(0)

concluimos que

6
Lo @l = @ + ap [ de <=
R3\BR(0)

logo,
_6
“Mdr = 0. (2.17)

fimsup [ o, @F = (@) + [u(@)
R3\ Br(0)

n—oo

De (2.14)-(2.17),

[ et = @ + fup | o = 0.
R3

Para finalizar a demonstracao, precisamos provar que

/IR3 (/R3 ’Un(é)Lp ’;(f)'p dy) dx — 0.
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Uma vez que v, = 0 em E) e p € (2,6—p), a sequéncia {|v,[P} ¢ limitada em Lo (R3).
Como v, (z) — 0 q.s. em R?, garantimos que {|v,|’} converge fracamente para 0 em
L&w (R?). Usando mais uma vez a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, sabemos
que o funcional linear @ : L&(RS) — R definido por
B(w) = / (s w)u(e)Pda
R ||

é continuo. Consequentemente, ®(|v,|?) — 0, ou equivalentemente,

/ (ﬁ « |vn<w>|p) u(@)Pdz — 0,

e a demonstragao estd completa. m

Lema 2.2.4 Seja {u,} uma sequéncia (PS). para I. Entio ¢ =0, ou existe ¢, > 0,
independente de N\, tal que ¢ > c,, para todo \ > 0.

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.1, sabemos que ¢ > 0. Se ¢ > 0, temos por um lado
que
1 p—1
e+ ou(Dllwll = 1) = -t > (20l

ou equivalentemente,
2pc

limsup [|u,[[§ < (2.18)

n—400o - ]-

Por outro lado, a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev juntamente com as imer-

soes de Sobolev implicam que
1 2
L(un)tn 2 5wl = Kunll3’,
onde K & uma constante positiva. Assim, existe 0 > 0 tal que
/ 1 2
()t = 7 el 13, para [l < 6 (2.19)

p_

Considere ¢, = §?
2p

e ¢ < c,. Entao segue que
[unlln <6 (2.20)
para n suficientemente grande. De onde,
! 1 2
I (un)un > ZHunH/\a
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e consequentemente

[l = 0.

Portanto,

I\(u,) — I,(0) = 0,
o que contradiz o fato que (u,) é uma sequéncia (PS). com ¢ > 0. Logo, ¢ > ¢,. ®

Lema 2.2.5 Seja {u,} uma sequéncia (PS). para I\. Entao, existe 69 > 0 indepen-
dente de X, tal que

lim inf |u,|?, > dpc.
n—+00 L6—1 (R3)

Demonstracao. Como {u,} é uma sequéncia (PS). para I,

n—-+o0o n—-+o0o

1 1 1
= ——— ) lim / (— * Iunlp) |u, [Pde,
2 2p) notoo Jps \|x|m

pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, obtemos

1 1
¢ < <_ _ _) K lim inf |u,[*s,
2p

2 n——+00 L6—r (R3) '

1
c= lim I)(u,) = lim (I,\(un) — §I3(un)un)

Portanto, a conclusao segue considerando

—1
5o = (p_) K0,
2p
]

Lema 2.2.6 Seja ¢y > 0 uma constante independente de . Dado € > 0, existem
A=AE) >0¢eR = R(ec1) tal que, se {u,} é uma sequéncia (PS). para I, com

c €0, c], entao

lim sup [, o, <e VA>A.
n—toc LB~ (B(0)

Demonstracao.

Para R > 0, considere

AR)={z € R*/|z| > Re V(z) > My}

B(R)={z €R*/|z| > Re V(x) < My}.
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Entao,

1
uidxg—/ AV (z) + Dulde
/A(R) (AMo + 1) ]R3( @ +1)
1

< o el (2:21)

Desde que ¢; é independente de A, por (2.21) existe A > 0 tal que

lim sup/ uldr < E, VA > Al (2.22)
AR 2

n—-+00

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder para s € [1,3] e a imersao continua

E\ — L*(R?), vemos que

=
=

Y <o (% _ i>1 IB(R)|¥ + 0, (1),

unde < B ||un|l 1B(R)
/B(R) A 2p

onde [ é uma constante positiva. Agora, pela hipotese (V3) do potencial V', sabemos
que

|B(R)| — 0, when R — +o0,
entao podemos escolher R suficientemente grande tal que

lim sup/ uldr < = (2.23)
B(R) 2

n—-+4o0o

De (2.22) e (2.23), obtemos que

lim sup/ uldr < e.
R3

n—-+0o0o

Assim como no Lema 1.1.6, usamos a desigualdade de interpolacao para mostrar que

6
limsup/ \uﬂﬁdm <e, A>A,
R3\Br(0)

n—-+o0o

aumentando os valores de R e A se necessario. m

Proposicao 2.2.7 Dado ¢, > 0, independente de A, existe A = A(cy) > 0 tal que se
A > A, entao I, verifica a condi¢ao (PS). para todo ¢ € [0, ¢4].
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Demonstragao. Seja {u,} uma sequéncia (PS).. O Lema 2.2.1 implica que {u,} é

limitada. Passando a uma subsequéncia se necesséario,

U, — u, em FEy;
U, () = u(z), q.s. em R?;
u, = u, em L (R*), 1< s <6.

Entédo, I{(u) = 0 e Ix(u) > 0. Considerando v, = u,, — u, o Lema 2.2.3 garante que

{v,} € uma sequéncia (PS), com d = ¢ — Iy(u). Além disso,
0<d=c—I\(u) <c<gq.

Afirmamos que d = 0. Suponha que d > 0, pelos Lemas 2.2.4 e 2.2.5, sabemos que
d>c.e

liminf |v,|*s, > doce > 0. (2.24)

n——+o00 L6—1 (R3)

(500*

Aplicando o Lema 2.2.6 com ¢ = > 0, existem A, R > 0 tais que

(S(] Cy

lim sup |v,| s, < , para A > A. (2.25)
n—400 L= (B (0)) 2
Combinando (2.24) e (2.25), obtemos
d0Cx
lim inf |v,,|* o, > 0% 0,
noboo Lo (BR(0) 2

6
o que é absurdo, pois como v, — 0 em FE), a imersao compacta E) — Lﬁfpu(BR(O))
implica que

lim inf v, |* g, =0.
oo L6=k (BRg(0))

Logo, d = 0 e {v,} € uma sequéncia (PS)y. Entao, pelo Corolario 2.2.2, v, — 0 em FE}.
Portanto, I satisfaz a condi¢ao (PS). para ¢ € [0,¢1] se A é suficientemente grande.

2.3 A condigao (PS).~ para (C),

Nesta segdo apresentamos uma versdo da condi¢do (PS). para o problema de
Choquard (C),.

Proposicio 2.3.1 Supondo que 0 < 1 < 3,2 <p <6 —pu e {u,} € H'(R?) ¢ uma
sequéncia (PS)400 para (In)ys, com 0 < d < cp. Entdo, passando a uma subsequéncia,
exviste u € H'(R?) tal que u,, — u em H'(R?). Além disso,
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(i) u, — u em H'(R?);

(i) u=0emR*\ Q eu € Hy(Q) € uma solugio para

|ul? 2
—Au+u= dy |ulP™2u  em Q;
alr =yl

(iii) An/ V(z)|un)? — 0;
R3
(iv) [lun = ull3q — 0;

(v) Ilunl} psra = 05

(vi) Iy, (u,) — = / (|Vul|* + |ul? )d:)s—;p/ (/ \x@ r dy>|u|pd$

Demonstracao. Por hipotese,

I, (u,) —de Hlf\n(un)HE;n — 0.

Entao, os mesmos argumentos empregados na demonstracao do Lema 2.2.1 mostram
que (||lunlx,) e (un) sdo limitados em R e H'(R?) respectivamente. Logo, passando a

uma subsequéncia, existe u € H'(R?) tal que
u, —uem H'(R?) e u,(r) — u(r) q.s. para x € R®.

1
Agora, para cada m € N, definimos C,, = {x cR?: V(x) > —}. Sem perda de
m

generalidade, podemos assumir que A, < 2(\, — 1), ¥n € N. Logo

/]un|dx<—/ AV (@) + 12z < <.
. "

Pelo Lema de Fatou, obtemos que
/ lu|?dx = 0,

o que implica u = 0 em C,,, assim, v = 0 em R?\ . Desta forma, estamos aptos a
provar (i) — (vi).

(7) Por um calculo simples, vemos que

1
[ = ull}, = I3, (un)un — I3, (un)u + / (W % |un|p) |t [P 2t (1, — w)d + 0, (1).
R3 X

Entao,

1
Jun =l = [ (o ol il = )+ 0.
R



Como na demonstracao do Lema 2.2.3,
lun —ull3, =0,

o que significa que u, — u em H'(R?).
(i) Como u € H'(R*) e u =0em R®\ Q, temos u € Hy(Q) e ulo, € Hy(Y),
para j € {1,2...,k}. Além disso, levando em consideracio u, — u em H'(R?) e

I} (un)e — 0 para ¢ € C3°(£2), obtemos

|ul” -2
VuVp + up d:c—/ / dy ) |ulP"*updx = 0, 2.26
/Q( ) Q( ol —ylr y>| ‘ ( )

mostrando que u|g ¢ uma solu¢do para o problema nao-local

. _ |u|p p— 2

Au+u = dy |ul em (),
oz =yl

u = 0, sobre 0f2.

(7i1) Tendo (i) em mente,
/\n/ V() un 2z = / AV (@) [t — e < fJum — ull..
R3 R3

Entao
/\n/ V(z)|u,[*dz — 0.
R3

(tv) Para cada j € {1,2....k},

|y, — u@@j, |Vu, — Vu\;ﬂj — 0.

/]Vun|2dx—>/|Vu|2dx e /]un|2dx—>/\u|2dx.
Q Q Q Q

Em vista de (iii), sabemos

Assim,

/ AV (@) |un |2 dz — 0,
Q
implicando em

lunl2. o — / (IVal? + [uf?)de

(v) Combinando (i) e [ju, —ul|3 — 0, obtemos

”un||§\n,R3\Q — 0.
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(vi) Podemos escrever o funcional I, da seguinte forma

Iy, (u,) = %/Q(]Vun\2 + (MV (@) + D)|un|?)dx + %/R (|Vun|?> + AV (2) + 1) |u,[?)dx

3\9
1 1

=35 o (e = (o i

Afirmacao 2.3.2 Usando (i) — (v), obtemos

@/QM'W)W”“V(/un@WW
(b) / (|5U|“ \un\P> |un|Pdx — 0;

(c) %[2(|Vun|2+()\nV(x)+1)|un|2)dx—> %/Q(|Vu|2+|u|2)dm

1

(d) -/ (V0 + V() + Dlun ) 0,
2 Jra\a

De fato, para mostrarmos o item (a) consideremos

un(x), se x € )
0, se z € R*\ Q.

—~

U, () =

Entao,

p p
’// n(9) dd—//'“ )tz ddm‘<
RS Ix—yl“ Ifc—yl“
Iun )P = lu(y )\p’!un [u(y)[P||un ()P — |u(x)[P
// y:r;—i—// dydx
R3 JR3 |$—y|“ R3 JR3 |x—y|f‘

Por Hardy-Litllewood-Sobolev,

/}RS /]RS }lun )P ;E’i y‘i ’|un diydx . </Rs ‘|un(x)|p—|u(9€)|p 6/(6

Segue por (i) e das imersoes de Sobolev que

un()P = uy)P| [T ()P
/ / dydx — 0.
R3 JR3 |z —y|~

)P [m ()" = Ju(z)

[u(y)|
/ / dydx — 0.
R3 JR3 |z — yl»
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Mostrando (a). Para provar (b) consideramos

u, (1), se z € R*\ Q

un(z) =
0, se x € (),

e procedemos da mesma forma que no item (a). Os itens (c) e (d) seguem imediatamente
de (7i1) — (v).
Portanto, podemos concluir que

juf”

1 1
I, (u, —>—/ Vul? + |u)?)dz — — (/ dy)updx.
) = 5 [ (9l e — oo (] Sy

2.4  QOutras proposicoes para cr

No que segue, sem perda de generalidade, consideramos I' = {1,--- I}, com
I < k. Além disso, denotamos por Q. = Ujer(Y;, onde €2} é uma vizinhanga aberta €
com Q; NQ; =0 se j # 4. Usando esta notagdo, introduzimos o funcional

juf”

L (u) = 1/9 (Vul? + V(@) + Dful)dz — 5 i (/Q dy) lulde,

2 Jo, P o=yl
com u € H'(Qp), que é o funcional energia associado a equacdo de Choquard com

condicao de Neumann

—Au+ (AV = u” P2y, em

u+ (AV(z) +1)u = 7= |#dy |u[P*u, em Qf,
ou o ! (CN)
o 0, sobre 9O

No que segue, denotamos por cr o numero dado por

cr = inf Ip(u)
ueMr

onde
Mr={ueNr: [ (uwu;=0eu; #0, Vj €T}
com u; = ulg; e

Nr = {u € H' (Qr)\ {0} : I[(u)u =0}

Analogamente, denotamos por ¢, r o nimero dado

C\I = inf [)\71‘(’11,)
ueEMp
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onde

r={veMN :Lp(uwu =0eu; #0, VjeT}
com u; = ulg; e
b= {ue H'(Q)\ {0} : I} r(w)u=0}.
Repetindo os mesmos argumentos da Se¢do 2, sabemos que existem wr € H(Qr) e
wyr € H'(Q) tais que

IF(U}F) = Cr and ]ll—\(wr) =0

Iyr(war) = cxr e Iy p(wyr) = 0.
A seguinte proposicao descreve uma importante relacao entre cr e ¢y p.
Lema 2.4.1 (i) 0 <cyr <cp, YA > 0;

(ii) exr — cr, quando A\ — oo.
Demonstragio. (i) Como H}(Qr) C H'(Qp), é facil ver que
0<exnr <cr.

(7i) Consideremos a sequéncia A\, — 0o. Dos comentérios acima, para cada A,

existe w, € H'(Q') com

Iy r(wn) =y, r e Iy p(w,) =0.

Como (cx,r) € limitada, existe (wy,), subsequéncia de (w,), tal que (I, r(wy,)) con-
verge e Iy p(wp,) = 0. Repetindo as mesmas ideias exploradas na demonstracao da

Proposigdo 2.3.1, sabemos que existe w € Hy(Qr) \ {0} € H'(Q}) tal que

wj:w’Qj#O, Jer

wy, — w em H'(), quando n; — oo.

Além disso, temos também

O, r = Iy, r(wy,) = Ir(w)
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0 =15, o(wa) = Ip(w).
Pela definicao de cr,
lim Chn, T > cr.

Entdo, combinando o tltimo limite com a conclusdo (i), podemos garantir que
¢\, r — ¢r, quando n; — oo.
Z’

Isto estabelece o resultado enunciado. m
Na sequéncia, denotaremos por w € H(}(Qp) a solucao de energia minima obtida
na Secao 2, isto é,

we Mp, Ir(w)=cr e I (w)=0. (2.27)

1
Fazendo a mudanga de variaveis t; = s7, € 6bvio que

L2 1 tjw;]”
Ir(twy + -+ + tiw) :ZEJHIUJ'H?_Z)/Q (/Q lz,;_ly,uj| > ‘Zt wj
T T

j=1
2
L cp
S 1 Si|w
:Z—]ngﬂ?——/ Z] sslogl dy (ZSj|wj|p>daj
2 2p Jor \Jor  lx =yl o

Argumentando mais uma vez como em [44],
Zl S'lUJ'|p l 1 l 2
j=1 53 1Wj
= dy < s-\w-\p)dx :/ — % < s-\w-\p) dx.
/QF ( Qr |x — ylu ) JZ_; J1%0 ar |Z‘|’“‘/2 JZ_; J1%)

Como s — s¥? ¢ concavo e s — s é estritamente convexo, concluimos que a funcio

2 2

G(SbSQv e 7Sl) = IF(wal +eeet Slpwl)

é estritamente concava com VG(1,---,1) = 0. Logo, (1,---,1) é o tnico ponto de
maximo global de G sobre [0, +00)" com G(1,---,1) = cp.

Assumindo p > 2, temos

! .|P
L tyw))(tiw) = Lllwll? — €7 / (/ 9|0w—2|y| )'“’”'pdx
j=1 -\

S o, (] o) o
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e consequentemente existem r > 0 suficientemente pequeno e R > 0 suficientemente

grande tais que

l
[F (Z %U@(l’)) < Cr, V(tl, te ,tl) S 8[7“, R]l, (230)

onde w; := w|g,, j € I'. Usando estas informagdes, podemos definir
!
Yolty, -+ t)(x) = > tjwi(x) € Hy(Qr), V(ty, -+ 1) € [, R,
j=1

e denote por T, a classe de fungdes continuas v € C([r, R]', Ey \ {0}) que satisfaz as

seguintes condicoes:

(a) v = o sobre J[r, R]',

1 1 1
0 o) = [ (9P Oae) 0P [ (b ) e 2o
2 R3\Q, p R3A\QL ‘iL”

onde R > 1 > r > (0 sdo constantes positivas obtidas em (2.28) e (2.29). Como v, € I'",

sabemos que I', # (). Por (a) para uma funcao v e (2.30), temos
]A(7<t1a S 7tl)) < cr, V(tl, -. ,tl) S 8[7", R]I,V’)/ erl.. (231)

O proximo lema serd usado para descrever a propriedade de intersecao das funcoes

de T'y e o conjunto Mr na secao final.

Lema 2.4.2 Para todo v € T, eziste (t1,...,t;) € (r, R)" tal que
I;\I(’)/(tl, C. ,tl))’}/j(tl, e ,tl) = O,
onde ’yj(th cee Jtl> = fY(tb ce 7“)’997 j el

Demonstragdo. Desde que p > 2 e v = 7, sobre J[r, R, usando (2.28) e (2.29),

vemos que o resultado segue pelo Teorema de Miranda [53]. =
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2.5 Demonstracao do Teorema 0.0.3

Nesta secao, vamos encontar uma familia de solucdes nao negativas u) para va-
lores grandes de A, que convergem para uma solugao de energia minima de (C)sr as
A — oo. Para este fim, provaremos duas proposigoes que, juntamente com a Proposi¢ao
2.3.1, nos ajudara a provar o Teorema 0.0.3.

Daqui em diante, denotamos por

rT .
@:{ueEA Nulaey > 5 3:1,..-,1},

onde 7 foi fixado em (2.28) e 7 é uma constante positiva tal que
llujll; >7, YueTr={ue Mp: Ip(u) =c} and Vjel.
Além disso, 13" denota o conjunto
I" ={ue E\; I\(u) < cr}.
Fixando ¢ = %, para & > 0 suficientemente pequeno, definimos
A = {u € 05+ Br(u) 2 0, [Jullgngy <E e [La(u) — er| < g} . (2.32)

Observe que
we A NIT,

mostrando que A2 NI £ (). Temos a seguinte estimativa uniforme de || I} (u
¢! My 8 A

a regiao (A3 \ A7) NI

B sobre

Proposicao 2.5.1 Para cada & > 0, existem A, > 1 e o9 > 0 independente de X\ tal

que

|13 (u)] gy = 00, para A> A, etodoue (A \ AY) NI (2.33)

Demonstracao. Nos assumimos que existem A, — 0o e u, € (Aé\g \Ag‘”) NIy tal
que

By — 0.

17, ()|
Desde que u,, € Aé\g, sabemos que {||u,||x, } € {Ix, (u,)} sdo ambas limitadas. Passando
a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que {I,,(u,)} converge. Assim,

da Proposicio 2.3.1, existe u € Hy (Qr) tal que u é uma solucdo para

P
—Au+u= (/ Ldy>|u|p_2u in Qr
or |z =yl
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com

U, — uin H'(R?), [lug|ln, g0 — 0 e Iy, (un) = Ir(u).

Como (u,) C Oqs, resulta que

rT

||UnH>\n,Q;. > Z, j: 1,--- 71‘

Fazendo n — 400, obtemos a desigualdade
r
hully = >0, G =1, 1.

que implica Ul # 0,5 =1,---,l e It(u) = 0. Consequentemente, Ir(u) > cr.
Todavia, do fato que I, (u,) < cr e I, (u,) — Ir(u), temos Ir(u) = cr, entdo, u € Y.

Logo, para n suficientemente grande

rT '
[unll; > 5 € |1, (up) —cr| <& j=1,---,1L

Desta forma u, € A", o que ¢ uma contradicio, finalizando a demonstracio. m

No que segue, &1,£" serao definidos como

T Egy [ (ot -+ 1)) = er[ > 0
e
§" =min{& /2,6, p/2},
onde

p = 4R%cy,

e R,6 sdo dados em (2.28) e (2.32), respectivamente. Além, para cada s > 0, B denota
o conjunto

B} = {u€ E\; ||ul} < s} para s> 0.
Proposicao 2.5.2 Dados 0 < p <3 e2<p<6—pu Sejam & € (0,£) e Ay > 1

dados na proposi¢ao anterior. Entdo, para A > A, existe uma solugdo uy de (C)y tal
que uy € AL NI N Bé\pﬂ.

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao segue da mesma forma da Propo-
sicao 1.4.2. m
[Demonstragao do Teorema 0.0.3: Conclusao] Da tltima Proposicio, existe (uy, )

com )\, — +oo satisfazendo:
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(a) I3, (ux,) =0, Vn € N;
(b) In,(w,) — cr.

[ [——

Portanto, da Proposicdo 2.3.1, obtemos que (uy, ) converge em H'(R?) para uma funcao
u € H(R?), a qual satisfaz u = 0 fora de Q e Ul #0,7=1,---,1. Agora, afirmamos
que u = 0 em €, para todo j ¢ I. Com efeito, ¢ ossivel mostrar que existe o3 > 0,0

qual é independente de j, tal que se v ¢ umasolucao nao trivial de (C')s r, entao

ol 200y = 01-
Todavia, a solucao u verifica
|ull 1 @3\0r) = 0,

mostrando que u = 0 em €, para todo j ¢ I'. Isto finaliza a demonstracao do Teorema

0.0.3.
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Capitulo 3

Solucao nodal de energia minima para
um problema com o operador

biharmonico

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao nodal de energia minima para

o problema
A’u= f(u), em €,
u= Bu=0, sobre 0f,

(V)

onde Q C RY(N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave, A% ¢ o operador

biharménico, f é uma fungao satisfazendo (f1),(f1) e (f5) — (f7).
ou

Em relacao as condigoes de contorno consideraremos Bu = Au ou Bu = —. Se

ov

Bu = Au, temos a condicao de Navier
u = Au = 0, sobre 0f1,

ou
e para o caso Bu = 2 temos a condicao de Dirichlet
v
ou

T o

u

=0, sobre 012

No que segue, diremos que uma solu¢ao u de (N) é uma solu¢do nodal, quando
u* # 0, onde v = max{u,0} e v~ = min{u, 0}.

Recordamos que o funcional energia I : H — R associado com (P) é definido por

I(u) = %/Q|Au\2dx—/QF(u)dx,



onde H = H*(Q)NH; () no caso da condicio de Navier, e H = HZ(Q) para a condicio
de Dirichlet. Além disso, é bem conhecido que para estas condicoes de contorno, H é

um espaco de Hilbert munido com o produto interno

(u,v) :/AuAvdx,
Q

[l = (/ |Au|2dx> .
Q

Por um argumento padrao mostra-se que pontos criticos de I sao precisamente

cuja a norma associada é

as solugoes fracas de (P). No que segue, diremos que u € H é uma solu¢do nodal de

ENErgia minima se

I(u) = min{/(v) : v ¢é uma solu¢do nodal para (P)}.

3.1 O método dual

Nesta secao, definiremos e provaremos algumas propriedades do funcional dual
associado a (N). Usando um resultado do tipo Agmon-Dolglis-Niremberg (ver [42]),
para cada w € LP%(Q), p € (2,2,), existe uma unica solugdo u € W4’1>%1(Q) do

problema linear

A%y = w, em (2,
(Pw)
u= Bu=0, sobre 0.
Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
<
Dos comentarios acima, podemos considerar o operador linear

T : Lﬁ(ﬂ) — WA"P%(Q), tal que para w € Lppfl(Q), Tw é a tnica solucao de
(Py). Pela tltima desigualdade,

ITwl oy gy < Cllel, g0 Y € LFT(S),

() = a)’

mostrando que 7' é continua. Agora, recordando que as imersoes abaixo

W (Q) < L5(Q), Vse€ {%,4(p)*>
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sao compactas para
Np

4(p)y = p(N —4) =N’
+oo, 1< N <4,

N > 5,

podemos garantir que T : L%(Q) — LP(2) &€ um operador linear compacto, pois

pE <L1, 4(p)*). Além disso, T satisfaz as seguintes propriedades:
p —

(Ty) T é positivo, isto é, para qualquer w € Lﬁ(ﬂ), / wTwdx > 0. Além disso, se
Q
w € nao negativa e w # 0, Tw > 0 em €.

Com efeito, para cada ¢ € LP/P~!

| a@uan = [wp,

Tomando ¢ = T'w, temos

me :AAGMMMMx

— JJu] > 0.

Além disso, se w é ndo negativa com w # 0, temos pelo Principio do Méaximo (ver
Apéndice A) que Tw é positivo em Q.

(Ty) T é simétrico, no sentido que, se wy, we € Lppfl(Q), entao

/wlng dx:/ngwl dx.
Q Q

De fato, para cada ¢, € LP/P~?

/QA(Twl)A(go)dx:/legodx

Lammmwmz/mwx

Q

Escolhendo ¢ = Tws e ¥ = twy, temos

/wlTdex:/A(Twl)A(ng)dx:/wQTwld.x
Q Q Q

Usando o funcional T', definimos ¥ : L71(Q) — R por
1
U(w) = / H(w)dz — = / wTwdz,
Q 2 Ja
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t
onde H(t) = / h(s)ds e h é a inversa de f. Note que f é invertivel, pois (f1) — (f5)
0
implicam que f : R — R é bijetiva. O funcional ¥ é chamado de funcional dual
associado a (P).

No que segue, para qualquer w € L#(Q), denotaremos por ||w| a norma

L7 1(Q), isto é,
il = ( / \w\wda:) .
Q

Agora, mostraremos algumas propriedades de h. Estas propriedades serao essen-

ciais para o estudo do comportamento do funcional V.
(ho) h é continua, h(0) =0 e h(t) = —h(—t), VteR.

(hy) h verifica as seguintes condicoes de crescimento: Dado € > 0, existem 6, M > 0

tais que
] 1/(p-1) ] 1/(p-1)
(mt) < h(t) < (mt> V> f(M), (3.1)
¢ . 1/(a-1) 1 1/(a=1)
(mt) < h(t) < (mt) , Vit < f(0). (3.2)
De fato, de (f3) — (f1), dado € > 0, existem 0, M > 0 tais que
(1 —¢e)cot! ™t < f(t) < (14 €)ept?™, Vt > M, (3.3)
e
(1 —e)bot?™ ! < f(t) < (1+e)bgt? !, vVt < 4. (3.4)

Agora, (3.1) — (3.2) segue de (3.3) — (3.4).

(ha) As funcoes H e h satisfazem as seguintes desigualdades
1
H(t) = Sh(t)t > Ct?/=Y vt > f(M). (3.5)

Com efeito, para t > f(M) temos por (3.1)

1/(p—-1)
H(t) > p—1 1 /(-1 K
- D co(l+¢)
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onde K é uma constante, a qual pode ser negativa. Uma vez que,

H(t -1 1 1/(p—1)
lim sup ®) > (p ) ( ) ,
s too tp/(p—1) P co(l + g)

1/(p—1)
(p— 1) ( (11+ )) _5] /-1
p Co €

para t suficientemente grande. Portanto, por (3.1),

obtemos

H(t) >

1
H(t) = Sh(t)t > C.tP/(P=1), (3.6)

para t suficientemente grande e

D) )

Como C, > 0 para ¢ suficientemente pequeno, a estimativa esta provada.

C. =

(hs) Existem constantes positivas c¢;, ¢z e 8 satisfazendo

H(t) < eytvt, V>0, (3.7)

H(t) > cot? @Y para t € [0,4),

(3.8)
eot?’P=D  para t > .

A demonstragao de (hsz) segue o mesmo tipo de argumento explorado na demonstragao

de (hz)

1
(hy) A funcdo H(t) — éh(t)t é crescente para t > 0.

h(t)

Esta propriedade é uma consequéncia imediata do fato que h € C*(R) e —~ é decres-

cente para t > 0.

Usando (hg)-(hs), pode-se verificar que ¥ ¢ C'(L71(2), R) com

\Ill(w)n:/h(w)nda:—/ndea:, Yw,n € Li1(9).
Q 0
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Além disso, se w € Lp%l(Q) ¢ um ponto critico de ¥, entao ele gera uma solugao
para (P). Com efeito, para qualquer n € L%(Q), sabemos que ¥'(w)n = 0, ou
equivalentemente,
/(h(w) — Tw)ndz =0, Yy € Li1(9),
Q
implicando que

Tw = h(w), g.s. em Q.

Portanto, fazendo u = Tw, temos
Ay = A’Tw =w = f(h(w)) = f(Tw) = f(u) ¢.5. em Q.

Além disso, u também verifica as condi¢oes de contorno u = Bu = 0. Logo, u é uma
solugdo nao trivial de (P). Aqui, é importante observar que u é uma solugao nodal se,
e somente se, w é um ponto critico nodal, isto é, w® # 0.

No proximo Lema mostraremos que ¥ satisfaz a geometria do passo da montanha.

Lema 3.1.1
i)Existem p, 5 > 0 tais que V(w) > [, para ||w| = p.
i1) Existe e € Lﬁ(ﬂ), com |le|| > p e ¥(e) <O0.

Demonstracao. Para cada w € L%(Q),

/ H(w)dz > ¢, / lw(z)|” Y dz + ¢, / w(z)[P/P da.
Q [lw(z)[<d] [lw(z)>d]

Pela desigualdade de Holder,

/ |w<x)|p/(p—1) dr < c </ \w(m)|q/(q_1) dx
[Jw(z)]<d'] [[w(=)]<d']

desde que ¢ € (2, p], se ||w]|| é suficientemente pequeno, vemos que

/ (@)D dz > ( / (@)Y da
(@) 57 (@) 57

Combinando as duas ultimas desigualdades, temos

U(w) >é, ( / () P/ d
[Jw(z)| <]

+ 0y ( / jw(z)[P/ PV dx
[lw(@)[>d]
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Desde que dado o > 0 existe C' > 0 tal que
A+ B> C(A+ B)Y, VA B>0,

temos
U(w) > Cllw] ™) — esl|w]?,  Vw € LT(Q).
Como ¢ > 2, fixando p suficientemente pequeno, encontramos [ > 0 verificando

U(w) 2 B, for [lw]| = p,

mostrando 7). Para mostrar ii), é suficiente ver que para cada w € Lv-1(Q)\ {0} e
t>0,

U(tw) - —oo quando ¢ — 4o00.
Aqui, usamos as propriedades (hg) e (77). m
O proximo lema serd importante para conseguirmos demonstrar que ¥ verifica a
condicao (PS).

Lema 3.1.2 Seja {w,} uma sequéncia (PS). para V. FEntao, {w,} é limitada em
L71(Q).

Demonstragao. Como {w,} C L71(£2) é uma sequéncia (PS), para ¥, devemos ter
U(wy,) = ce ¥(w,) — 0.

Assim,

1
U(w,) — 5\11’(wn)wn <c+ 1+ ||wa| (3.9)

para n suficientemente grande. Por outro lado, de (3.5),
1, 1
U(wy,) — =V (w,)w, = H(w,) — =h(w,)w, | dx
2 Q 2
> a/ w, |71 do — C'|Q] . (3.10)
Q

De (3.9) e (3.10),
Cellwnl| 71 = C Q] < 41 + [[wal),

para n suficientemente grande. Como p > 2, a tltima desigualdade implica que {w,}
¢ limitada em L71(Q). m
Agora estamos aptos a mostrar que ¥ verifica a condigao (P.S).
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Lema 3.1.3 O funcional ¥ satisfaz a condicio (PS).
Demonstragao. Seja {w,} uma sequéncia (PS). para ¥. Entdo,
U(w,) = ce ¥(w,) — 0.

Consequentemente,

sup [V’ (wn)n| — 0,
Inli<1

ou equivalentemente,

sup
lInll<1

/ (h(wy,) — Twy,) ndx| — 0.
Q

Aplicando o Teorema de Riesz, podemos garantir que

Por outro lado, do Lema 3.1.2, {w,} ¢ limitada em L7 71(Q). Como L7 1(Q) é
reflexivo, para alguma subsequencia de {w,}, ainda denotada por ela mesma, existe
w € L%(Q) tal que

w, =~ w em Lr1(Q).

Da compacidade de T segue que Tw,, — Tw em LP(2), entao
|h(w,) — Tw|LP(Q) < |h(wn) — Twn|LP(Q) + | Tw, — Tw|LP(Q) — 0,
implicando que para alguma subsequéncia, existe g € L”(Q)) tal que

|h(w,)(x)] < g(x) q.s. em € (3.11)

h(wp(z)) = u(z) q.s. em €. (3.12)
Recordando que h ¢é a inversa de f, segue que
wp(z) = f(u(z)) :=w(r) qs. em Q. (3.13)
Combinando (3.1) e (3.2), existem constantes positivas My, My e §” tais que

My [w, V07D | > 67,
|7 (wn)] = ) (3.14)
Mo|w, Y@V |w,| < 67
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Portanto, de (3.11) — (3.14), existe g € L71(Q) tal que
lwp ()| < g(xr) q.s. em €.
Aplicando o Teorema de Lebesgue, temos
w, — wem L%(Q),
finalizando a demonstracao. m

Teorema 3.1.4 O funcional ¥ tem um ponto critico w, € Lp%l(Q), cuja energia €
wqual ao nivel do passo da montanha. Além disso, w, tem sinal definido, isto €, ela é

positiva ou negativa sobre €.

Demonstragao. Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2, o funcional ¥ satisfaz as hipoteses do
Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [19]. Logo, o nivel
do passo da montanha ¢ é um nivel critico para W, isto é, existe w, € Lp%l(Q) tal que
U'(w,) = 0 e U(w,) = ¢ > 0. Além disso, como ¥(0) = 0, concluimos que w, # 0.

Recordamos que ¢ é dado por

= inf max U(y(t)) > 0 3.15
¢ = Inf max W(4(t)) > 0, (3.15)

onde

[ = {5 € (0.1, LF1(9)); %(0) =0 e W(y(1)) < 0}

O nivel do passo da montanha, ¢, pode ser caracterizado das seguintes maneiras

c= inf sup V(tu) = inf ¥(u) = inf ¥(u 3.16
wEL%(Q)\{O} t>0 ( ) ueN ( ) ueNy ( ) ( )
onde
N = {w e Lr1(Q)\ {0} ¥'(w)w = 0}
e

Ny = {w e L1 () \ {0}; ¥'(w) = 0}.
O conjunto N é chamado de Variedade de Nehari associada a W, para mais detalhes
ver [74].

Agora, iremos mostrar que w, tem um sinal definido. De fato, como

/w*Tw*dx = /(w*+ +w, )T (w, ™t +w,”)de < / w, T Tw, T de + / w,” Tw, dx,
Q Q 0 0
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temos

U(w,) = max ¥(tw,) > V(tw,) > ¥(tw,") + U(tw,”), Vt>0.

>0

Argumentando por contradicao, se w,t # 0, tem-se

/ w, T Tw, dr >0 e / wy Tw, dz > 0.
0 0

Portanto, existem t3 € (0, +oc) satisfazendo

U (tFw,t) = max U (tw,*) > 0.

Usando a caracterizagao de ¢ mencionado em (3.16),
U(tdw ), U(tyw, ) > c.
Assim,
c=U(w,) > V(tgw) + V(tgw.”) > c+ U(tgw. ),

de onde segue

U(tdw,”) <0.

Consequentemente,

td >ty

De maneira anéloga,
+ —
tr <1y,

obtendo uma contradi¢ao. m

3.1.1 Solucao de Energia Minima

Nesta se¢do, mostraremos a existéncia de solu¢ao de energia minima para (N),

isto ¢, um ponto critico u € H de I verificando

I(u) = uierj\ff, I(v)

onde

Nr={ueH, I'(u) =0}.

Com esse intuito, a afirmacao abaixo é crucial em nossa abordagem
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Afirmacao 3.1.5 w € Lppj(Q) € um ponto critico para V se, e somente se, u = Tw

é um ponto critico para I. Além disso, ¥(w) = I(u).

De fato, sabemos que se w é um ponto critico de ¥, entao v = Tw é um ponto

critico de I. Agora, dado um ponto critico u € H de [ e considerando wy = f(u),

temos

A%y = wy,
isto é,

Tw, = u.
Consequentemente,

/Twlndx = / undx = / h(wi)ndz, ¥y € LP/#~D(9Q),
Q Q Q

mostrando que w; é um ponto critico de ¥. Além disso,

() = I(u) ~ I(w)u = /Q Auf?dz — /Q F(u)dz — /Q Auf’d + /Q F(u)uda
_ /Q[f(u)u ~ P(w)]ds — %/Q\Au\2dx.

Como,
/ ATwAndx = / windx,¥n € H,
Q Q

fixando n = T'w,, encontramos

/]Au|2dx:/ ]ATw1|2dx:/w1Tw1dx.
Q Q Q

Agora, fazendo a mudanca de variaveis r = h(s), temos

H(t) = /Ot h(s)ds = /Oh(t) rf'(r)dr.

Usando integragao por partes,

h(t) h(t)
H(t) = / rf(r)dr = h(t)t — / F(r)dr = F(h(£)R(t) — F(A(t)),

logo,
H(wy) = f(h(wi))h(wr) = F(h(w1)) = f(u)u = F(u),

conduzindo a

I(u) = ¥(wy).
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Considerando

Ny ={ueH, I'(u) =0}

d= inf I(u),

uGN[

da anélise anterior, devemos ter ¢ = d. Portanto, u = Tw, é uma solucao de energia

minima para (P), onde w, é o ponto critico obtido no Teorema 3.1.4.

3.2 Solucao Nodal de Energia Minima

Nesta se¢ao, usaremos o método dual para encontrar uma solucao nodal de energia
minima para o problema (N). Para este fim, procuraremos pontos criticos de ¥ no

conjunto
M = {w e PP D(Q)w* £0e V(w)w' =V (w)w =0}.
Mais precisamente, provaremos que existe wy € M verificando
_ / _
U (wp) —wlélja U(w) e V(wy) =0.

Neste caso, temos que ug = Twy é uma solugdo nodal de energia minima para (N).

Esta conclusao vem do estudo feito na Subsecao 3.1.1, pois é facil provar que
I(ug) = min{/(u) : v & solugdo nodal para (N)}.

Como V¥ tem um termo nao local / wTwdz, vemos que
Q

0="(whw= / h(wh)wtde — /w+Tw+dx — /w+Tw_dx,
Q

logo,
U (whH)wt = / wrTw dz < 0
Q

e pelo Principio de Maximo (ver Apéndice A),
U (whwt < 0.
Analogamente, mostramos que
U'(w )w™ = / w-Twhdr < 0.
Q
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A informagdo acima nao nos permite repetir os argumentos usados para obter
solugao nodal no caso do operador Laplaciano. Para contornar essa dificuldade adap-
tamos para o nosso caso a abordagem explorada por Alves e Souto em [17].

Os proximos lemas sao resultados técnicos que serao essenciais para obter a so-

lugao nodal de energia minima.

Lema 3.2.1 FEuziste p > 0 tal que

/wdexzp, Yw € N.
Q
Demonstragdo. Suponha por contradi¢ao que exista {w,} C N tal que
/ w, Tw,dz — 0. (3.17)
Q

Como

/h(wn)wnd:c = / wpTw,dr, VYn €N,
Q Q

e h(t)t > 0 para todo t € R, temos que
h(w,)w, — 0 em L'(Q).
Consequentemente, para alguma subsequéncia, ainda denotada por ela mesma,
h(w,(x))w,(x) = 0, q.s. em € (3.18)

e existe g € L'(Q) tal que

|h(wn(x))w,(2)] < g(x), q.s. em . (3.19)
Portanto, de (h;) e (3.18),

wy(x) = 0, q.s. em Q.

Considerando
Ap ={z € Q, |wn(z)| = f(M)},
por (3.1) e (3.19), existe K > 0 tal que

1 p1
|wn ()| < ?gT(x) q.s. em A,.

Por outro lado, se x ¢ A,
[wn ()] < f(M).
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Além disso,

wa(@)] < 207 () + FO) € L2/0D (@),

A dltima igualdade combinada com (3.7) implica em

1

H(w,) < clun(@)lT < (107 @)+ 1)

Como

H(wy)(z) =0, qs.em €

o Teorema de Lebesgue garante que

LHWW&%Q

De (3.15), (3.17) e (3.20),

0<c<Y(w,) —0,
o que ¢ um absurdo. m

Lema 3.2.2 FExiste p > 0 tal que

/ wrTwrdr > 0,

Q
para todo w € M com w* # 0.
Demonstracao. Dado w € M, como ja sabemos que
U (whH)w®, ¥'(w)w™ <0,

existem Unicos t,+,t,- € (0,1) tais que

tw+w+, to-w™ €N.

Entao, pelo Lema 3.2.1,
/ torwT T (ty+rw™t)dz > p.
Q
Como t,+ < 1, segue que
/ wrTwhdx > p.
Q
Analogamente,

w-Tw dx > p,
0

concluindo a demonstracao. m
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Lema 3.2.3 Dada uma funcdo v € Lp%l(Q) com vt # 0. Entio existem s,t > 0 tais
que V'(tv" + sv” )t =0 e ¥ (vt +s07)v” =0.

Demonstracao. No que segue, consideraremos o campo vetorial
V(s,t) = (V' (tv" 4+ sv7)tot, U (tv" + sv7)sv7) .
Note que

U(tot + s )t = / toth(tvt + sv”)dr — / T (tv" + sv7)dx
Q Q

= /tv+h(tv+)d:1:—/tv+T(tv++sv_)d:v.
Q Q

Como v # 0, existe @ > 0 tal que [vt > o] = {z € Q : v7(z) > a} tem medida
positiva. Além disso,

@mﬁ+w)m+2/

[vt=a]

toth(tvt)dr — / T (tvt + sv™)da.
0

Como h é crescente, para t suficientemente pequeno

U (tot + sv7)tot > /

[+ >al

ta(ta) 4 dz — / T (tv™ + sv7)dz.
Q

Agora, usando a linearidade de 7' juntamente com o fato que /U+T(v_)da: < 0,
Q
obtemos

U (tot + sv7)tot > /@D | ot > ]| — || T £2 HUJFHQ.
Logo, existe r > 0 suficientemente pequeno tal que
U (rvt 4+ sv7)rot >0, Vs> 0. (3.21)
Podemos usar os mesmos argumentos para provar que
U (vt +ro7)ro” >0, Vi>0. (3.22)
Por outro lado,

U (to" + sv7)tot < c/

to" ‘tv+|1/(p_1) dx — t* / v T (vh)de — ts/ vt (v )dw.
Q Q

Q

Desde que t,s > r, segue que

tot ‘thr‘l/(p_l) dr — t2/

U (to" + sv7)tot < c/
Q

vt (v)dr — r2/v+T(v)dx,
Q

Q
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entao,

lim ¥'(tv* + sv”)tvT = —co, uniformemente em s > 7.
t—+o0

Assim, podemos fixar R > r suficientemente grande, tal que

U'(Rvt + sv”)Rv" <0, uniformemente para s > 7. (3.23)
Analogamente,

U'(tv" + Rv”)Rv~ >0 uniformemente para ¢ > r. (3.24)

Portanto, de (3.21) — (3.24), podemos aplicar o Teorema de Miranda para encontrar

(s,t) € (r, R) x (r, R) verificando V (s,t) =0. m

Na sequéncia, para cada v € Lﬁ(Q) com vt # 0, definimos

h? : [0, 400) x [0,4+00) — R por
RY(t,s) = U(tv" + sv7).

Consideramos também, a funcio ¢* : [0, +00) x [0, +00) — R? definida por

it.5) = (G 0. 5o 0.9).

Proposicao 3.2.4 Se w € M, entao
i) h¥(t,s) < h*(1,1) = U(w), Vs, t >0 com (s,t) # (1,1).
i) det(®")'(1,1) < 0.

Demonstragao.

Primeiro de tudo, precisamos mostrar a seguinte desigualdade

Afirmacdo 3.2.5 Se w € LPP"Y(Q) com w* # 0, entdo

( / w*Tw‘dx>2 < ( / w+Tw+dx) ( / w‘Tw_dx) .

De fato, pela positividade de T', temos a desigualdade abaixo
/(tufr + sw )T (twt + sw™)dx > 0, (t,5) # (0,0),
Q
a qual combinada com a simetria de 7T, implica que

t2/w+Tw+dx + 25t/ wTw dx + SQ/wdex > 0.
0 Q Q
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Entao, para s # 0,

£\ t
(—) / wTw dx + 2 (—) / wrTw ™ dx + / w - Tw dx > 0.
S Q S 9 Q

t
Fazendo X = —, deduzimos que
s

X2/w+Tw+da:+2X/w+Tw_dx+/w_Tw_da: >0, VX eR.
Q Q Q
Desta forma, o polinémio

P(X)=X? /

w+Tw+dx+2X/ wrTw dx + / w- Tw dx
Q Q Q

nao tem raizes reais. Além disso, como / wTTwhdr > 0, existe um X, € R, tal que
0

P(X)> P(Xy) >0, VXeR (3.25)

Desde que w € M, sabemos que ¥'(w)w"™ = ¥'(w)w™ = 0. Entao, (1,1) ¢ um ponto
critico de A" e as identidades abaixo sao verdadeiras

/h(w*)w*dx:/w+Tw+dx+/w+Twda:
Q 0 Q

/ h(w™ )w™dx = / w- Twdr + / w Tw™ dx.
Q Q Q
Por outro lado, de (3.1) e (3.2),

he(t,s) < Ctp/(p—l)/

|w+‘p/<p71> dr + CsP/ D) / \w—\p/"’*l) d
Q

Q

— t2/w+Tw+d1: — 2t5/ w Twdr — 52/wde:c,
Q Q Q

onde C' éuma constante positiva. As estimativas acima juntamente com (3.25) garantem
que

h*(t,s) — —oo, quando |(s,t)| — +o0.

Combinando a continuidade de h* com o tltimo limite, deduzimos que A" assume um
maximo global em algum ponto (a, b).

Mostraremos agora que a,b > 0. Com efeito, se b =0
U(aw™) > U(tw™), Vt >0,
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ai(a, 0) = 0.

Entao,

ou equivalentemente,

1
—/ h(awH)wtdr = / wtT (wh)dx.
aJao Q

Recordando que ¥'(w)w™ = 0, sabemos que

/Q h(w* ywt dz < / Wt () da.

De (3.26)-(3.27),

/Q V(W) ) h(w*)} whida > 0.

awt wt

(3.26)

(3.27)

Usando o fato que e é decrescente para t > 0, as desigualdades acima implicam que

a < 1. Por outro lado, note que

1(a,0) = U(aw") = U(aw") — %\y/(awﬂaw _ /Q (H(aw+) - %h(awﬂaw) da.

1
Desde que H(t) — §h(t)t ¢ crescente parat >0, a € (0,1) e

/ﬂ (H(w—) - %h(w‘)w‘) dz > 0,

temos
h(a,0) < /Q <H(w+) - %h(m)uﬁ) da
< /Q (H(uﬁ) _ %h(wﬂuﬁ) da +/Q (H(w—) - %h(w‘)w‘) dz
</ <H(w+ b — %h(w* + )t + w—)) iz
< Ww) — S¥ (w)w = () = 1(1,1),

obtendo uma contradi¢ao, pois (a,0) é um ponto de méaximo global para A*. O mesmo

tipo de argumento mostra que a > 0, provando a afirmacao.

A segunda afirmagao é que 0 < a,b < 1. Com efeito, uma vez que (a,b) é um

ponto critico de A", temos as seguintes identidades

U (awt +bw )awt =0 e V(awt +bw ™ )bw™
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ou equivalentemente

a2/w+Tw+d:L’+ab/w+dex = a/ h(aw™)wtdz
Q Q Q

bz/w_Tw_dx+ab/w+Tw_d:v = b/ h(bw)w*tdz.
Q Q 0

Sem perda de generalidade, vamos supor que a > b. Entao,
ab/ wrTw dz > a® / wrTw ™ dz.
Q Q

Assim

h(aw+
/w*Tw*d:c—l—/w*dea: §/ (aw >(w+)2d:c,
Q 0 0

awt

+
/w+Tw+dx+/w+Tw_dx:/h(L) w
Q Q o wt

Combinando as informagoes acima, temos a desigualdade

o< [ [Hamt) B e

awt wt

h(t)

a qual combinada com o fato que — ¢ decrescente para t > 0 implica em a < 1.
Para concluir a demonstracao do item ), mostraremos que h"* nao tem maximo
global em [0,1] x [0,1] \ {(1,1)}. Observe que
1
h¥(a,b) = ¥(aw’ +bw™) — 5\11’(aw+ + bw ™) (aw™ + bw™)
- / [H(aw™) — h(aw™)aw] dx —I—/ [H(bw™) — h(bw ™ )bw™] da.
Q Q

Logo,

h"(a,b) < /Q [H(w") — h(w")w] dz +/Q [H(w™) — h(w™)bw™ | dx
< /Q [H(w" 4+ w™) = h(w" +w™)(w +w”)] de = h*(1,1),

provando ).

Para mostrar o item i), note que

det(®V)'(1,1) = G(wh)G(w™) — (/Q w+Tw—dg;)2,
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onde

Gv) = /Q W (v)od — /Q oTvdz.

Comowe./\/le/

w Twdr = / wTw™ dz, obtemos
Q Q

/w+Tw+da::/h(w+)w+dx—/w+Tw_dx
0 Q

Q

/wde;r:/h(w)wd:c—/w+dex.
Q Q 0

Portanto,
Gwh) = / [h'(w+)(w+)2 — h(w+)w+} dx + / wrTw ™ dzx.
Q Q
Por (h4)7
h(t)t > B (t)t?, Vt #0,
entao,
G(w") < / wtTw dx.
Q
Analogamente,
Glw™) < / wrTw™ dz.
Q
Com isto,

det(®"Y(1,1) < 0

3.3 Demonstracao do Teorema 0.0.4
No que segue, denotamos por cy 0 infimo de ¥ em M, isto &,
= inf ¥(w).
w= )

Como M C N, devemos ter

cpm 2> c> 0.

Seja {w,} C M tal que

U(w,) — cpm.
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Usando um argumento padrao, podemos mostrar que {w,} é uma sequéncia limitada

em Lz%l(Q) Assim, passando a uma subsequéncia se necessario,
w, — w em Li-1(Q),

para algum w € L7-1 ().

Afirmacio 3.3.1 w> — w™ em L 1(Q).

De fato, sendo {w,} limitada em L71(), {w/} e {w.} também sio limitadas. Da

reflexividade de Lp%l(Q), existem wy, wq € Lp%l(Q) tais que
wh—=w, e w, =wy em Lri()

com

wi(z) >0, wy(x) <0 qs.em Q e w=w +ws.

Pelo Lema 3.2.2,

/wlTwldx,/ngwgdx >p
Q Q

Wy, W2 7£ 0.

implicando que

Combinando a compacidade de T' com o principio do maximo encontrado no Apéndice

A, temos Tw} — Tw; em LP(Q) e Tw; > 0 em . Entdo,
Tw}(x) = Twi(x) q.s. em €. (3.28)
Ainda pela compacidade de T
wiTwt — wTw; em L*(Q),
de onde segue que
w (z)Tw(z) = wy(x)Tw () q.s. em (3.29)
para alguma subsequéncia. De (3.28) e (3.29)
wi(z)Tw! (x) wi(x)Tw(x)

wi(z) = ot (@) — Tw(t) wi(z) qs. em €.

Analogamente,

w, () = wo(z) q.8. em L
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Observe que, se wi(z) > 0, entao w, (x) > 0 para n suficientemente grande. Logo,
wy(x) = wl(z) = wi(z).
Usando o mesmo argumento para provar que
wy(x) = w, () = wo(z) se wy(x) <O0.
Desta forma, wy (x)ws(x) =0 q.s. em Q e
{z € Qwy(x) <0} Nn{x € Qwi(zr) >0} =0.

Portanto,

wt(z) = mar{w(x),0} = mazr{w(x) + we(x),0} = wi(z) qs. em K

w™(x) = min{w(x),0} = min{w,(z) + wa(x),0} = we(z) q.s. em £,

finalizando a prova da afirmacao.

Do Lema 3.2.3, existem ¢, s > 0 tais que
U (twt + sw )wt = V' (twt + sw™)w™ = 0.

Mostraremos que t,s < 1. Recordando que ¥’ (wn)w = 0, segue que
/ wlh(w)dr = / wiTwtdr + / w, Twdx
Q Q Q

/w;h(w;)dx:/w;Tw;dx—l— w, Tw dz.
Q Q Q

Entao, passando ao limite com n — 400 nas expressoes acima,

/w+h(w+)dx:/ +Tw+dx+/w_Tw+dx
Q Q

/wh(w)da::/w Tw™ dx—l—/wTw*d:c.
Q Q Q

Uma vez que ¥'(twt + sw™)tw™ = 0, sabemos que

/h(tw+)tw+dx:t2/w*TwJ“dx—i-ts/wTw+dx.
Q Q Q

89



Supondo t > s, obtemos a desigualdade abaixo

h(tw™ h(wt
/ (fw )(w+)2dx2/w+Tw+dm+/wTw+dx2/ (w?)
o twt Q Q o w

isto é, /Q {h(fij)(wﬂz B h(lz,):)(wﬂﬂ dx > 0.

(w*)*da,

h(t
Como % é decrescente para t > 0, a Gltima desigualdade garante que t < 1, entao,

s < 1.
No que segue, provaremos que V(tw" + sw™) = cp. Para este fim, como tw™ +

sw~ € M, devemos ter
e S U(twt 4+ sw) = U(twt + sw) — %\I!’(tw+ + sw”)(twt + sw™)
< /Q [H(tw+ +sw”) — %h(zﬁw+ + sw”)(tw™ + sw)} dz,
< /Q {H(twﬂ - %h(tw*)(tw*)} dr + /Q {H(sw) _ %h(sw)(sw)} dz.
Usando novamente que H(t) — %h(t)t é crescente para ¢ > 0, obtemos

cws [ [ - Juwnwn] e+ [ ) - Jrwoen)|
Pelo Lema de Fatou

er < lim inf /Q {H(w:) - %h(wj)(wi)} dz + lim in /Q [H(wn) - %h(wn)(wn)} dx

n—+00 n——+o00

1
< timnt [ r(u + ) = daor +wp)(u + )|
Q

n—-+o0o

n—+o0o n—-+o0o

< lim inf {\Il(wn) - %\If'(wn)wn] = liminf ¥(w,) = cp,
mostrando que
cm = V(tw™ + sw™).
Definindo wy = tw™ + sw™ € M, segue que
wg EM e U(wy) = cp.

Para concluir a demonstracao do Teorema 0.0.4, afirmamos que wy é um ponto
critico para o funcional ¥. Suponhamos que isso nao ocorre, entao existe a > 0 e

vo € L71() com ‘UO‘LP%(Q) = 1 satisfazendo

U'(w)vg = 2a > 0.
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Como U’ é continua, fixamos r > 0 tal que
' (v)vg > a, v¥ #£0, para todo v € B,(w) C L1(R).
Fixemos D = (£,x) x (£,x) CR? com 0 < £ < 1 < x tal que
(i) (1,1) € D e ®“(t,s) =0 em D se, e somente se, t = s = 1;
(i) cum ¢ h¥(OD);
(iii) {tw’ +sw™; (t,s) € D} C B,(w).

Como V¥ é continua, podemos fixar v’ > 0 tal que

B = B,./(wy) C B,(wy)

Bn{twt +sw™; (t,s) € 9D} = 0.
Considere a aplicaciio continua p : L#-1(Q) — [0, +00) definida por
p(u) = dist(u, B°).

Além disso, definimos o campo vetorial Lipschitziano V : L7-1(Q) — L#1(£2) dado

por

Afirmamos que,
(1) sewu ¢ B, n(r,u) = u, para todo T;
(2) seuwe B, 7 ¥(n(r,u)) é decrescente e n(r,u) € B, para todo 7 > 0;

(3) existe 79 tal que ¥ (n(r,wp)) < ¥(w) — ((r'a)/2)7, para todo 0 < 7 < 7.
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Com efeito, o item (1) é uma consequéncia imediata da definicdo de p. Por sua vez, o

item (2) segue da desigualdade
() (1) < —p(n(7))e < 0, Vn(7) € B.
Por fim, para mostramos que (3) ocorre, fixemos 75 > 0 tal que
/',,/
In(T, we) — wol| < 5 para todo |7| < 7.

Logo,
d r'a
— < — < ——
ZW((r,w0)) < —p((r))e < =

Integrando em [0, 7g], temos

(5o, wo)) < W(uwp) — %%0.

Considerando 7 : D — L#-1(€2) definida por

v(t, s) = n(7o, twt + sw™).

Note que,
max V(7(t,s)) < cum,
(t,s)eD
pois
U(y(t,s)) < h"(t,s) < cu, V(t,s) € D\{(1,1)}
e

V(y(1,1)) < ¥(w) = ((r'e)/2)70 < em.

Consequentemente, v(D) N M = 0.

Por outro lado, considerando Y : D — R? por
T(t,s) = (W (y(t9)((t, 8) "), s7 ' (A(L, 5)) (4(t 5)7))
obtemos que
T(t,s) = (V' (tw" + sw )w", U (tw? + sw )w™) = ®“(t,s), V(t,s) € OD.
Entao, usando o grau topologico de Brouwer

d(v, D, (0,0)) = d(®“, D, (0,0)) = sgn(det(®*)'(1,1)) = —1
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o que implica que v tem um zero (a,b) em D. Portanto, existe (a,b) € D verificando

' (v(a,0)(v(a, b)*) = 0,

isto é, y(a,b) € M o que é uma contradigao. Desta forma concluimos que wy é um

ponto critico de ¥ e consequentemente uma solugao nodal do problema (P).
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Capitulo 4

Existéncia de solucao multi-bump
nodal para uma classe de problemas

com o operador biharmonico

A proposta deste capitulo é mostrar a existéncia de solucdo multi-bump nodal

para a seguinte classe de problemas

A2u4+ AV (2)u = |[ufPu, in RY

(B1)a
u € H*(RY);

onde A > 0 & um parametro positivo, V : RY — R & uma funcéo continua e p € (2,2,),

com 2, = se N>be2, =+4ocosel <N <4,

N —4
Vamos supor que V satisfaz as propriedades (13) e (V3), além disso consideraremos
a propriedade

(V) V(z) >0, ¥z cRY e existem R,V > 0 tal que
V(z) > Vy, quando |z| > R.

Além disso, com o intuito de podermos usar os resultados obtidos no Capitulo
!

3 vamos supor que o dominio 2 = U 2, é tal que cada (2, satisfaz a propriedade
j=1

(G) A fungdo de Green associada A* em €2, denotada por Gaz,q,, € positivase N > 2,

sempre que B = — .
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4.1 Preliminares

Nesta secao estabelecemos algumas notagoes que serao importantes no decorrer
do capitulo. Primeiramente, recordamos que o funcional energia [, : £\, — R associado
ao problema (Bj), é definido por

1 2 2
I(u) = = [Aul” + AV (2) |u|*] dz —
2 Jpn

lu|” du,
RN

onde

E\ = {u c H*(R™); V(z)|u|*dx < —i—oo}

RN
é equipado com a norma

1/2
|lullx = (/ |Aul? + /\V(x)|u]2da:) .
RN
Por (V),

/ lul?de < / |u]2dx+/ lul?dzx
RN Br(0) RN\BR(0)

1
<C |Aul?dz + — NV (2)|u)*dx.
B (0) AVo Jr¥\ B (0)
Logo, para A suficientemente grande existe © > 0 independente de A, tal que

[ull < Olullx,

1/2
|lul| = </ |Au\2 + |u]2da:) .
RN

Portanto, F) esta imerso continuamente em H?*(R”Y). Além disso, o funcional I é de

onde

classe C! e para cada v € E)
I (u)v = / [AulAv + AV (z)uv]| dz — / lulP~*uvdz.
RN RN

Para cada i € {1,--- 1} definimos o funcional I; sobre HZ($;) por

1
Lw) == | |Au|*de — | |uPda.
2 Q Q;

Como cada €Q; verifica a condi¢ao (G), segue do estudo feito no Capitulo 3 que
para cada ¢ € {1,--- ,l} o problema

A%y = |u|P~?u, in Q;,

P,
u= % =0, sobre 0f);. #)
an
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tem uma solugdo nodal u; € HZ(€;), a qual satisfaz
Ii(u;) = ¢,

onde

c; = inf{L;(u); u e HZ () \ {0}, I/(u) =0 e u™ #0}.

A solucao u; é gerada a partir de um ponto critico w; do funcional dual ¥; : Lr/ =1 () —

R definido por

1 1
onde —+ — =1leT;: L 1(Q;) — W5 1(Q;) é o operador solugao associado ao

p p
problema
A%y = w, em ),
Py
u = @ =0, sobre 0f);. (F)
on

O proximo lema mostra uma estimativa para a norma LP das partes positiva e
negativa das solugdes nodais de (P;), este lema sera crucial para nossos argumentos nas

secoes posteriores.

Lema 4.1.1 Para cada i € {1,--- 1} existe p; > 0 tal que
[ e =
Q;
Demonstracao. Pelo exposto no Capitulo 3, para cada ¢ € {1,---,[} a fungao

w; = |u;[P"?u; é um ponto critico para o funcional ¥;, ou seja

/|wi|p/dac:/wiTwidx. (4.1)
Q Q

Pelo Lema 3.2.2, existe uma constante positiva p; tal que

/ wETwEdr > p;. (4.2)
Q;

De (4.1) e (4.2),
|1t = (13)

O lema segue da tultima desigualdade. m

Dado um subconjunto I' C {1,--- , [}, definimos
QF:UQZ e C’F:ZCZ'.
i€l i€l
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Além disso, fixamos R > 0 tal que

| € Br(0),

i=1
e defina os funcionais Iy g, Jy r : H3(Br(0)) — R por

1 1
Iy r(u) = 5/B o (JAuf + AV (z)|u]?)dz — E/B o |ulPdx
R R

JA,R(U):/B o (B AV @)

4.2 Um valor critico especial para J) p

Nesta secao mostraremos a existéncia de um valor critico para Jy que sera usado
para construir uma sequéncia de fungoes que, como mostraremos nas secoes seguintes,
converge para uma solu¢ao multi-bump do problema (B ).

No que segue, consideraremos

: (5= 3)pi
C:Z% 0 := min 2 p O<p<=.

i=1

¢ =min{p;,1 € {1,---,l}}.
Usando estes niimeros, denotamos por Ay i o conjunto das fungoes u € H3(Bg(0)) que

verificam as propriedades abaixo:

/ |ulPdz = 1; (4.4)
Br(0)
/ it Pz > 6, Vi € T (4.5)
Q;
/ |u|Pdx < u, para cada j ¢ I'. (4.6)
Q;
Note que A, g # 0, pois se considerarmos uy = Z u;, temos
i€l
Vo = Ho € Ayr. (4.7)
|to| Lr (B (0))
No que segue, também fixamos
) p
0 <u<min{§,g|]vo\];2} (4.8)
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= inf J . 4.9
AR uea}m A,R(u) ( )
Lema 4.2.1 Eziste uyp € Ay r tal que
Inr(UrR) = YR

Além disso, eziste ag > 0 independente de \ e R, tais que

YR >y para A>1 e R>0.
Demonstracao. Seja {u,} C A, p uma sequéncia tal que
[unllX = Jxr(un) = 72 8-
Entdo, {u,} é limitada em HZ(Br(0)), e passando a uma subsequéncia se necessario,
U, — uyr € H3(Br(0)) e wu, —uyp em LP(Bg(0)).
Os limites acima garantem que uy g € Ay g. Por outro lado,

VAR = 1}}3&3 Iar(un) > Iy r(urr),

de onde segue que
I\ r(UNR) = VAR
Por outro lado, usando (4.5)

1 )
’YA,R:HU/\,RHAZE/ \uf’R]pdxza::om para A>1 e R >0,

K3

onde C' > 0 é a constante da imersao de Sobolev.

Lema 4.2.2 A funcao uyr € A\ r obtida no lema anterior é um ponto critico para

J\r sobre V = {u € H3(Bgr(0)); / |u|Pdx = 1}.

BRr(0)
Demonstracao. Suponha que uy g nao é um ponto critico para Jy g. Entao existem

constantes £, v > 0 e r > 0 tais que

8¢ _ -
175 mlusll. > =, Vu € Tk (lan = 26,0+ 2¢]) 1 By ().
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Dado 7 > 0, fixe 0 < s < g de maneira que

/ lutPde > 6 — 7, Vi € T;
Q;

(IS BQS(U)\VR) = (410)

|ulPdr < p+ 7.
Br(0)\Qr

Aplicando o lema de deformacao encontrado em |74, Lemma 5.15], existe um fluxo

n:V =V com
e N(u)=u, ué¢ JA_,JI%G%R —2e\ R+ 25]) N Bss(uxr);
o N(JVHTTNS) C IV N Bay(up).
Como uy g € J:%RJFS N Bs(uy r), temos
wxr =N(uxngr) € JVE N Bag(uar). (4.11)

Agora, consideramos Aj o conjunto das fun¢des u € HG(Bg(0)) que verificam as

propriedades abaixo:

° / |u|Pdx = 1;
Br(0)

0/|ui|pd:1725—7, Vi eI,
Q;

o / |u|Pdx < p+ 7, para cada j ¢ I

Q;

Como Ay r C A} g, concluimos que Aj  # () e o nimero

T 5= inf J
Y\R uely{\lgﬂ )\,R(u)a
estd bem definido.
De (4.10) e (4.11),
Yaor < Inr(war) < ar— € (4.12)

Afirmagao 4.2.3 v}  — YA r, quando 7 — 0.

Seja {7,} C (0,400) uma sequéncia com 7, — 0. Dos argumentos usados no Lema

4.2.1, existe u, = ul’y € A, tal que

Iar(Un) =15
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Observe que,

lunll® < Ml = Jar(n) = 75 < k- (4.13)

Entao, {u,} é uma sequéncia limitada com respeito a n. Entao passando a uma sub-

sequéncia se necessario

Uy, — Ug € Hg(BR(O))

Logo,

liminf (", = lim+inf Iar(un) > Iy r(uo). (4.14)
? n—+oo

n—-+o0o

Das imersoes de Sobolev, uy € A\ r e consequentemente

Jar(U0) > Y R- (4.15)

Como {7,} é uma sequéncia arbitraria, a afirmagao segue de (4.13)-(4.15).

A Afirmacao 4.2.3 juntamente com (4.12) implicam em

AR < VAR —E,

o que é absurdo. m

Agora, do Teorema dos multiplicadores de Lagrange existe ay r > 0 tal que

J;\7R<U)\7R)w = Ck)“Rp/ ]uA7R]p_2u,\73wdx, Yw € HOQ(BR(O)),
Br(0)
isto é, uy r ¢ uma solugao do problema

2A%u + 20V (z)u = ay zplulP~*u, em Bg(0)

0
u = a—:; = 0, sobre 0Bg(0).

Portanto, vy r = Bx rua r ¢ uma solugao para

A2y 4+ AV (2)u = |u|P"*u, em Bg(0)

0
u= 8_2 =0, sobre 0Bg(0),
onde,
Brr = Vi/}(%p—Q).
Note que,

1 2 -2
@HU,\,RH2 < HU,\,RHi = ’Yf\y,/zgtp )/ luxgr|Pdx = ”Yf,/}(zp ),
Br(0)
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como vy dado em (4.7) pertence a Ay g para todo A > 0, temos

p/(p—2)

B p/(—2) 1 1\"'/1 1 Jo. [Aug|?
o ()= (2-1) (1) (2 )

2/
p p Jag Tuol?) ™"
1 1\-1
= (=—-) Cr
<2 p> .

Entao considerando uma sequéncia {R,,} tal que R,, — +o00, temos {vy g, } ¢ limitada

em H?*(RY). Consequentemente, passando a uma subsequéncia se necessario

Uar, — U, em H*(RY), quando n — oco. (4.17)

Proposicao 4.2.4 A funcdo vy € um ponto critico do funcional I. Além disso, existe
0" >0 tal que

(i) / v [Pdx > 8%, Vi € T
Qi

(11) / luaPdz < g, Vié¢T.
Q;

Demonstragio. Inicialmente, consideremos uma funcio teste p € C5°(RY). Pelo
estudo feito anteriormente, para cada n € N
[ Bon e+ WV @nnelds = [ o, P pds
supty supty
De (4.17) e pelas imersoes de Sobolev,
/ [AvyAp + AV (x)vrp] de = / lua [P 2urpda,
suptyp supty

ou seja,

Ii(va)p = 0.
Pela arbitrariedade de ¢ e pela densidade de C5°(R™) em H?(RY), concluimos que vy
é um ponto critico para [.

Além disso, como uy g, pertencer a A, g, , temos por (4.5) e (4.4) que

|t 8,0 2 a5 = 5, vieT
Q;

§

> vidr.
2,VJ¢

2p_
[ 1onmlrde < 3 g < ol P20 <
Q;

Desde que vy g, — vy, segue da imersdo compacta de Sobolev, H*(RY) — LP (RY),

que
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/ |vS|Pdz > 6%, Vi € T
Q;

/ s [Pdz < g Vi ¢T.
Q;

4.3 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao demonstraremos o Teorema 0.0.6. Desde que,
2 . . 2 ]. 1 -1
foall* < liminf osnl® < (5 =) Cr.
R—o0 ’ 2 D

nos concluimos que para cada sequéncia {\,} C (0,+00) com A\, — o0, a sequéncia
{vy,} & limitada em H?(RY). Entdo, para alguma subsequéncia, existe v € H*(RY)
tal que

vy, — v em H*(RY).

Além disso,

1 1 1
Dn(®3) = Dr(On8) = =L p(0r,m)0nm = (5= 5 ) loa,.all,

B (1 1) (H ”2 )p/(pz) B (1 1)( )p/(p2)
= 2 Urp,RII N, —\9 D YAn,R

e pela estimativa (4.16) obtemos

Entao,

1 1
0< (5= =)o, < Ia(en,) < Tminf Iy, plo, ) < Cr, (4.18)
2 Y% " R—o0

assim, para alguma subsequéncia,
I>\7L (v)\n) _> c E [O’ CF]

Agora, argumentando como na Proposi¢ao 1.2.1, concluimos que

l
(a) v=0emRY\ U Q; e v & uma solugao de (P;) para cada i € {1,--- ,l}.

=1
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Além disso, como

/ vy [Pdz > 6%, VieT
Q;

/ |uy, [Pdz < §, Vj¢ T,
0 2
o limite fraco vy, — v em H*(R") implica em

/ lvE|Pde > 6%, Vi € T (4.19)
Q;

/ lv[Pdx < §, Vi¢T. (4.20)
o 2
Por (4.19), v é uma solugao nodal de (F;) para cada i € ' e por (4.20) v = 0 em cada
Qj com j ¢ I', por que se existe j ¢ I com v # 0 em €2, entao por (4.8)
gg/ wlPda < i < &
% 2
o que é absurdo. De (a),
I;(v) > ¢;, para cadai €T.
Por outro lado, pelo item 2 e (4.18)
Li(v) < Cp, Vi €T, (4.21)
entao,
]Z(’U) = Ci,VZ' S F,
pois se existir i € I" tal que
Ii (U) > Cig,s

temos

> Li(v) > Cr,
i€l
o que contradiz (4.21).
Do estudo feito acima, a func¢ao vy ¢ uma solucao para (Bj), e para cada sequéncia

{va,}, podemos extrair uma subsequéncia {vy, } tal que
Uy,, — U em H*(RM),

para algum v € H*(RY). Além disso, para cada i € I, v|g, é uma solugdo nodal de

energia minima de (P;) e v =0 em RY \ Qr.
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Apéndices



Apéndice A

Principio do Maximo para o Operador

Biharmonico

Neste apéndice, baseados em [42], trataremos de um dos pontos mais delicados no
estudo do operador Biharménico, A%, que é determinar sobre quais condices teremos

um principio de maximo para o problema

A*u = f(z), em Q,
u= Bu=0, sobre 0f2

(P)

Ou

ov

com Bu = Au (Problema de Navier) ou Bu = (Problema de Dirichlet ).

A.1 A funcao de Green

Para obtermos uma forma explicita para determinar uma solugao pra o problema
(P), o primeiro passo é definir a solucdo fundamental do operador biharménico A? em

RY. Consideramos

2I'(n/2 — 2
#W/Q))Lrﬁ_n se N>4o0ouN é impar

Fy(z) = (_1)2—N/2 e ’ (A.1)
NenyAD(N/2)(2 — N/2)! |z|*"N se N <4 ¢é par,

entao, no sentido distribucional

AQFN(QT) = (50,

onde Jy é a massa de Dirac na origem



Definicdo A.1 Uma funcio de Green para (P) é uma funcio (z,y) — G(z,y) : Q x
Q — RU {oo} satisfazendo :

o v G(x,y) — Fx(z —1y) € CHQ) NC(Q) para todo y € Q se definido sequenci-

almente para x = y;

o A2(G(z,y) — Fn(z —1v)) = 0 para todo (z,y) € QO se definido sequencialmente

pare T =1y;

3 aﬁG(x,y) = 0 para todo (z,y) € 0 x Q.
T

Se f € C™(QQ), entdo a fungdo de Green permite que se escreva a solu¢ao tunica do

problema (P) como
ule) = [ Gl sy (4.2)
Q
Determinar a forma exata da funcao de Green nao é uma tarefa simples, Boggio em

1905 conseguiu calcular explicitamente a funcao de Green para o biharmonico quando

Q é a bola unitaria em RY, para mais detalhes indicamos o capitulo 2 de [42].

A.2 O problema de Navier

No caso do problema de Navier podemos reescrever o problema (P) como o se-

guinte sistema

—Au =0, em €
—Av=f, em Q
u = v =0, sobre 0f).

Entao se f > 0, segue do principio do méximo para o operador Laplaciano ao problema

—Av=f, em )
v =0, sobre 0.

temos, v positiva e aplicando novamente o principio do maximo, agora ao problema

—Au =wv, em ()

u = 0, sobre 0f).

concluimos que u > 0.
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A.3 O problema de Dirichlet

O caso do Problema de Dirichlet é mais sttil e temos pela expressao (A.2) que

se a fungao de Green G(z,y) for positiva, entao
f>0=u>0.

Todavia, nao temos a positividade da funcao de Green em qualquer dominio limitado,
Por exemplo, em uma elipse E,, C R? de eixos a,b > 0. Se a excentricidade % > 1,2,
entdo a funcio de Green para A? em E,; troca de sinal. No caso da bola unitaria B, a
partir da expressao encontrada por Boggio mostra-se que a funcao de Green é positiva
e consequentemente temos o seguinte resultado:

Teorema A.1 Para toda f € LP(B), 1 < p < +o0, existe uma tunica u € W*P(B) N
Wy (B) do problema de Dirichlet (P). Além disso, f 2 0, entio

u>0em B.
A positividade da funcio de Grenn para A? em uma bola unitaria B nao é um evento

singular, mas continua verdadeiro sob pequenas C**—deformacdes suaves da bola, as

quais definimos abaixo.

Definicdo A.2 Assumimos que Q e Qy sio dominios limitados de classe C*. Dado
e > 0, dizemos que Qo estd e—prozimo de Q no sentido C™®, se existir uma aplicacdo
sobrejetiva g : Q) — Qs de classe C** tal que

lg — Id||lcro@y) <€

Teorema A.3 Seja B a bola unitdria do RN, N > 2.Entdo eziste g9 = eo(N) > 0 tal
que para € € [0,e0] a sequinte afirmacdio € verdadeira. Se Q C RY ¢ um dominio de
classe C*® que estd e—prozimo de B no sentido C*®, entio a fun¢io de Green Gaz 0

para A* em Q sob a condicio de Dirichlet € estritamente positiva, isto é

GAz,Q(xay) > 07 V%?J S Qa T 7& Y.
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Apéndice B

Um exemplo especial

No Capitulo 3 apresentamos uma classe de termos nao lineares que satisfazem
nossas hipoteses mas que nao satisfazem as hipoteses do artigo [73], a saber as fun¢oes
da forma

f(t) = @)t
onde p : R — R é uma funcao positiva, crescente e limitada escolhida de tal maneira
que para cada s > 1

/')

ts—2

— 00, quando t — oo.

Desde que,
Fi(t) = ' Ot + (p — Dep(t) [t
vamos construir uma fungao ¢ com as caracteristicas supra citadas e tal que
' (t)

prey — 00, quando t — oo.

Consideramos entao que ¢(0) = 5¢© construimos uma sequéncia (t,) tal que

th=2 ¢t1)=2 e (t1)=¢e
1
to =4, (ty) =2+ 5 © ¢ (ty) = e
3
1
t3 = 23, (,O(t3) =2 + ; 2_” e QDl(tg) = 6t3

em geral,



Unindo estes pontos de forma que a funcdo seja de classe C', temos a funcio dese-

jada,pois a sequéncia (¢,) é tal que t,, — oo, temos

o(tn) <3, VneN

e
,tn etn
()DZES ) =4 — 00 quando n — 0o.
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