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Resumo

Nos propomos estudar a geometria de imersoes Riemannianas em certas vari-
edades semi-Riemannianas. Inicialmente, consideramos hipersuperficies Weingarten
lineares imersas em variedades localmente simétricas e, impondo restrigoes apropri-
adas a curvatura escalar, garantimos que uma tal hipersuperficie é totalmente umbilica
ou isométrica a uma hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas principais dis-
tintas, sendo uma destas simples. Em codimensao alta, usamos uma férmula do tipo
Simons para obter novas caracterizagoes de cilindros hiperbélicos a partir do estudo de
subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo em uma forma espacial
semi-Riemanniana. Finalmente, investigamos a rigidez de hipersuperficies tipo-espaco

completas imersas no steady state space via aplicagoes de alguns principios do méximo.

Palavras-chave: Variedades localmente simétricas, subvariedades Weingarten linea-
res, hipersuperficies totalmente umbilicas, hipersuperficies isoparamétricas, subvarie-

dades tipo-espaco, steady state space.
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Abstract

Our purpose is to study the geometry of Riemannian immersions in certain semi-
Riemannian manifolds. Initially, considering linear Weingarten hypersurfaces immersed
in locally symmetric manifolds and, imposing suitable constraints on the scalar curva-
ture, we guarantee that such a hypersurface is either totally umbilical or isometric to
a isoparametric hypersurface with two distinct principal curvatures, one of them being
simple. In higher codimension, we use a Simons type formula to obtain new charac-
terizations of hyperbolic cylinders through the study of submanifolds having parallel
normalized mean curvature vector field in a semi-Riemannian space form. Finally,
we investigate the rigidity of complete spacelike hypersurfaces immersed in the steady

state space via applications of some maximum principles.

Keywords: Locally symmetric manifolds, linear Weingarten submanifolds, totally
umbilical hypersurfaces, isoparametric hypersurfaces, spacelike submanifolds, steady

state space.
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Introducao

Um dos temas classicos de estudo na Geometria Diferencial é a caracterizagao de
hipersuperficies imersas em variedades semi-Riemannianas possuindo curvatura média
ou escalar constante. Nesta diregdo, Brasil, Colares e Palmas [35] utilizaram o principio
do méaximo generalizado de Omori-Yau para obter caracterizagoes de hipersuperficies
completas com curvatura escalar constante imersas na esfera unitaria Euclidiana S™*!.
Em [7], Alias e Garcia-Martinez, por meio de um principio do méaximo fraco de Omori-
Yau devido a Pigola, Rigoli e Setti [81], investigaram o comportamento da curvatura
escalar R de uma hipersuperficie completa imersa em uma forma espacial Riemanniana
com curvatura média constante e, obtiveram uma estimativa 6tima para o infimo da
curvatura escalar R.

Quando o espaco ambiente é o espaco de Sitter ST Goddard [49] conjecturou
que as unicas hipersuperficies tipo-espaco® completas com curvatura média constante
H imersas em S7™' seriam as totalmente umbilicas. Muito embora esta conjectura
acabou se mostrando falsa em sua configuragao original, ela impulsionou uma série de
trabalhos de diversos autores tentando encontrar uma resposta afirmativa para esta
conjectura sob certas hipoteses adicionais apropriadas. Por exemplo, Akutagawa [14]
mostrou ser verdadeira a conjectura de Goddard se 0 < H? < 1 en = 2, ou se
0 < H? < 4(n—1)/n? en > 3. Jaem [70], Montiel a mostrou ser verdadeira no
caso de hipersuperficies fechadas (isto ¢, compactas sem bordo). Mais precisamente,
ele provou que as tinicas hipersuperficies tipo-espaco fechadas em ST com curvatura

média constante sao as esferas totalmente umbilicas. Além disso, ele exibiu exemplos

3Lembremos que uma subvariedade é dita tipo-espaco quando sua métrica induzida for Riemanni-

ana.



de cilindros hiperbélicos que cumprem todas as hipoteses da conjectura mais nao sao
hipersuperficies totalmente umbilicas.

Relacionado ao caso curvatura escalar constante, Li em [66], mostrou que as tini-
cas hipersuperficies tipo-espaco fechadas com curvatura escalar constante satisfazendo
”T’2 < R < 1em St sdo as totalmente umbilicas. Neste mesmo trabalho, Li propos a
seguinte conjectura: as unicas hipersuperficies tipo-espaco completas imersas em S’f“
com curvatura escalar normalizada constante satisfazendo ”7_2 < R <1 sao as total-
mente umbilicas. Em resposta a tal conjectura, Caminha [25], impondo a condigao de
que a curvatura média atinge o supremo, atestou sua veracidade. Logo apods, supondo
apenas a curvatura média limitada, Camargo, Chaves e Sousa 23] estenderam uma téc-
nica devido a Cheng e Yau em [31] e mostraram também ser verdadeira a conjectura
para este caso.

Uma outra temaética interessante, é o estudo acerca da geometria de hipersuperfi-
cies Weingarten lineares. Dizemos que uma hipersuperficie é Weingarten linear quando
suas curvaturas média e escalar normalizada sao linearmente relacionadas. Nesta con-
figuracao, Hou e Yang [57] ampliaram as idéias de Li, Suh e Wei em [65] e obtiveram
resultados de caracterizacao para hipersuperficies tipo-espago completas Weingarten
lineares em S7™!. Em [39], de Lima e Veldsquez aplicaram uma extensdo apropriada
do principio do maximo no infinito de Yau [92| devido a Caminha [27] e caracteriza
as hipersuperficies tipo-espaco completas ndo-compactas Weingarten lineares em S}
Notemos que uma extensao natural das formas espaciais sao os espacos localmente
simétricos, os quais sao variedades semi-Riemannianas cujas componentes da derivada
covariante do seu tensor curvatura sao identicamente nulas. Neste contexto, estendendo
resultados prévios de Cheng e Nakagawa [32] e de Ki, Kim e Nakagawa [62], Ok Baek,
Cheng e Suh [76] mostraram que, sob restri¢oes apropriadas na curvatura média de
uma hipersuperficie tipo-espago completa, uma tal hipersuperficie deve ser totalmente
umbilica ou isométrica a uma hipersuperficie isoparamétrica possuindo duas curvaturas
principais distintas uma das quais é simples.

Passando a codimensdo alta, Ishihara [60] mostrou que as tnicas subvarieda-
des de dimensao n completas e maximais do espaco semi-Euclideano ]Rgﬂ’ de indice
p sao as totalmente geodésicas, estendendo para codimensao arbitraria, o resultado

classico de Cheng-Yau [31]|. Por outro lado, Cheng [33| estendeu o resultado de Aku-



tagawa [14] para subvariedades tipo-espago completas com vetor curvatura média par-
alelo no espaco de Sitter S;‘er de indice p. Pouco tempo depois, Alias e Romero
em [11]| desenvolveram formulas integrais para subvariedades tipo-espago fechadas em
SZ“’ e, como aplicagao, eles obtiveram um resultado do tipo-Bernstein para subva-
riedades tipo-espago completas maximais em Sg“’, estendendo o resultado anterior
devido a Ishihara [60]. No que tange ao espago anti-de Sitter H7*? de indice p, Ishi-
hara [60] mostrou que uma subvariedade tipo-espaco completa e maximal de dimenséao
n imersa em ]HIZJFP deve ter o quadrado da norma de sua segunda forma fundamen-
tal limitado superiormente por np. Além disso, ele provou que as tnicas subvarie-
dades que atingem essa estimativa sao os cilindros hiperboélicos maximais da forma
THF <_%> X oo X HFp+1 <_kpnT>’ onde k; +...+kp+1 =n.

Motivados pelos trabalhos previamente descritos, nesta tese nos propomos estudar
a geometria de imersoes Riemannianas em certas variedades semi-Riemannianas. Para
tal, iniciamos apresentando os ambientes os quais serao estudados bem como alguns
principios do méximo que servirao de maquinario analitico para a obtengao dos nossos
resultados (cf. Capitulo 1). Em seguida, impondo restrigdes apropriadas a curvatura
escalar, obtemos resultados no sentido de garantir que uma hipersuperficie completa
imersa num espago semi-Riemanniano localmente simétrico ¢ totalmente umbilica ou
isométrica a uma hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas principais distin-
tas, sendo uma das quais simples (cf. Capitulos 2 e 3). Em codimensao alta, estudamos
as subvariedades completas com vetor curvatura média normalizado paralelo e usamos
uma férmula do tipo Simons para estabelecermos novas caracterizagoes dos cilindros
hiperbolicos em formas espaciais semi-Riemannianas (cf. Capitulo 4). Finalmente, in-

vestigamos a rigidez de hipersuperficies tipo-espago completas imersas no steady state

space via aplicagoes de alguns principios do maximo (cf. Capitulo 5).



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo estabelecer os ambientes os quais serao traba-
lhados, resultados de caracterizagao, bem como alguns principios do maximo os quais
serao usados ao longo deste trabalho de tese bem como enunciar um resultado de clas-
sificagdo de hipersuperficies Riemannianas. Antes disso, fixaremos algumas notagoes
bésicas. Aqui, M™ sempre denotara uma variedade Riemanniana orientada de dimensao
n, C*°(M) denotaré o espago das fungoes suaves definidas sobre M™ e X(M) denotara

o C*°(M)-modulo dos campos vetoriais suaves definidos sobre M™.

1.1 Formas espaciais semi-Riemannianas e resultados

de classificacao

Seja R"? n >2ep > 1, o espago Euclideano de dimensao (n + p) munido com
a métrica canonica. Consideremos Q7*? a variedade Riemanniana (n + p)-dimensional
completa, simplesmente conexa com curvatura seccional constante c¢. A variedade Q7
damos o nome de forma espacial Riemanniana. De acordo com o sinal de ¢, podemos

determinar a forma de Q?*! (cf. por exemplo o Teorema 4.1 de [43]) como sendo:
(a) o espago Euclidiano R™*? se ¢ = 0;
(b) a esfera Euclidiana S"*?(c) se ¢ > 0;

(c) o espago hiperbolico H""(c) se ¢ < 0;



Levando em conta o Teorema 4 de [63] (veja também os classicos resultados sobre
hipersuperficies isoparamétricas de uma forma espacial de Cartan [28], Levi-Civita [64]

e Segre [85]), enunciamos o seguinte resultado de classificacao

Teorema 1.1.1 Seja M"™ wma hipersuperficie Riemanniana imersa em uma forma
espacial Riemanniana Q"™ de curvatura seccional constante c. Suponha que M™ ad-
mite no mdximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Entao, a menos de

1sometrias, M™ € uma subvariedade aberta de:

(i) S¥ x R"™* onde ¢; > 0, quando ¢ = 0;

(i) S*(c1) x S"*(cy), onde ¢y >0, cg >0 e 1/c; + 1/co = 1/¢, quando ¢ > 0;
(iii) S¥(cy) x H" *(cy), onde ¢y >0, ¢y <0 e 1/c; +1/cy = 1/¢, quando ¢ < 0,
onde k€ {1,...,n—1}.

Por outro lado, no contexto dual, quando munimos o espaco vetorial real R"*?

com a seguinte métrica

n n+p
<'T7y> :szyz_ Z ijjﬁ
=1 j=n+1

temos que a variedade RZ“’ é chamada de espaco semi-Fuclideano e possui curvatura
seccional constante igual a zero.

Consideremos uma variedade semi-Riemanniana (n + p)-dimensional completa,
conexa com curvatura seccional constante ¢ e denotada por L *?(c). A esta variedade
damos o nome de forma espacial semi-Riemanniana de indice p e quando p = 1, L"™(c)
¢é dita ser uma variedade Lorentziana.

Vejamos que o sinal de ¢ determina a forma de LZJF” (¢), a saber:
(a) se c =0, entdo L7 *P(c) = Ry*P;

b) se ¢ > 0, entdao L"™P(c) = S = {x € R*"P*L: (z. 2) = 1/c}, o qual é conhecido
P p P

por espaco de Sitter de indice p;

(c) se ¢ < 0, entdo Ly*P(c) = H}*™ = {x € R;If“; (zr,x) = —1/c}, o qual é

conhecido por espaco anti-de Sitter de indice p.

Para a obtencao dos nossos resultados de caracterizagao, enunciaremos um resul-
tado o qual serd de extrema importancia para a obtencao dos mesmos, devido a Abe,

Koike e Yamaguchi (cf. Teorema 5.1 de [1]).



Teorema 1.1.2 Seja M"™ uma hipersuperficie Riemanniana tmersa em uma forma
espacial Lorentziana L7(c) de curvatura seccional constante c. Suponha que M™
admite no mdximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Entao, a menos

de isometrias, M"™ € uma subvariedade aberta de:

(i) R"* x H¥(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ = 0;

(i) S"*(cy) x HF(cq), onde ¢y >0, ca <0 e 1/c; + 1/co = 1/¢, quando ¢ > 0;
(iii) H" % (c;) x H¥(cy), onde c; <0, ca <0 e 1/c;+1/cy = 1/c, quando ¢ < 0,

onde k € {1,...,n—1}.

1.2 Alguns principios do maximo

Iniciaremos citando a seguinte consequéncia do conhecido teorema de Stokes, que

é o teorema da Divergéncia para o caso em que a variedade Riemanniana M™ é fechada.

Teorema 1.2.1 Sejam M™ uwma variedade Riemanniana orientdvel fechada e X €

X(M) um campo suave definido em M™, entao

/ div(X)dM =0,
M

onde dM denota o elemento volume de M™.

No caso em que M™ é uma variedade Riemanniana completa, Yau [92] obteve a
seguinte versao do teorema de Stokes para variedades Riemannianas completas e nao-
compactas. Apenas por razoes de conhecimento basico, iremos apresentar uma ideia

de sua demonstracao.

Lema 1.2.2 Seja M"™ uma variedade Riemanniana orientada completa e nao-compacta
e seja w uma (n — 1)-forma diferencial definida em M™ tal que [, |w| < oo. Entdo

eziste uma sequéncia de dominios B; C By tais que M" =, B; e

lim dw = 0.

1—>00 B;
Esbogo da prova. Fixado um ponto py € M™, consideremos a funcao distancia em

DPo
¢o: M" — R

q +— ¢(q) =d(po,q),



onde d(py, q) denota a distancia Riemanniana do ponto ¢ ao ponto fixo py. Para cada
r > 0, seja B(r) a bola de raio r e centro py. Nesta configuragdo, de acordo com
Gaffney [46], sobre B(r), podemos aproximar a func¢ao ¢ por uma fungao suave e nao

negativa, g, tal que

(i) para quase todo t < r, a menos de um nimero finito, g, ' (¢) é uma hipersuperficie

compacta regular;
.. 3 _1
(11> |dg'f| S 5 em g, ([O,T]),
(iii) g7 '(t) C B(t+1)— B(t—1) parat <r.

Por meio do teorema de mudanca de variaveis, temos o seguinte

Lo daliel= [ 1et)
g7 ([0,t]) 0 g (t)

Agora, ao usarmos a condigao (7i) na igualdade acima, temos

[ ([ e)ass [l
0o \Jg e 2 Sy
[ )=
2 \Jgrt(e) 2Jm

Da condigao (i) e do teorema do valor médio para integrais, temos que para algum

3
[l [l (11)
gr (1) "M

Logo, usando o teorema de Stokes, de (1.1), obtemos

3
‘/ dws/ les—/lwl.
gr " ([0,t,]) g; ' (tr) M

Uma vez que a fungdo g, satisfaz a condigao (7i7), podemos escrever

ou ainda

r/2<t.<r,

Portanto, de (1.2), concluimos que

lim dw = 0.
e gt (o)

Denotando por £1(M) o espago das fungoes definidas sobre M™ que sao inte-
graveis a Lebesgue, como uma aplica¢ao do resultado acima, Yau 92| obteve a seguinte

extensao do teorema de Hopf para variedades Riemannianas completas.

7



Teorema 1.2.3 Seja M™ uma variedade Riemanniana, orientada completa e ndao-
compacta. Se u € C*(M) € uma fun¢io subharménica tal que |Vu| € LY(M) entdo

u € harmonica.

Seguindo os mesmos passos do Yau [92], Caminha [27], obteve uma extensao do
Lema 1.2.3 trocando o Vu por um campo vetorial suave X com norma integravel. Este
principio do méaximo, serd de grande valia na obtengao dos nossos resultados e, por
esta razao, apresentaremos a sua prova encontrada em [27].

Teorema 1.2.4 Seja X um campo vetorial suave sobre uma n-dimensional variedade
Riemanniana, orientada e completa M™, tal que divX nao muda de sinal sobre M™.
Se | X| € LY(M), entio divX = 0 sobre M™.

Demonstragao. Se M" é fechada, o resultado segue do Lema 1.2.1. Mostraremos
entao o caso em que M" é completa. Uma vez que divX nao muda de sinal, suponha-
mos, sem perda da generalidade que divX > 0. Consideremos w, uma (n — 1)-forma
suave definida sobre M"™ dada por w = ix(dM), onde ix(dM) denota a contragao da
n-forma dM na dire¢ao do campo vetorial X.

Afirmagao: dw = (divX)dM.

De fato, seja p € M™ um ponto fixo e {ey,...,e,} um referencial ortonormal e
geodésico em p. Neste referencial, podemos escrever X =Y " | f;e;, onde f; = (X, ¢;).
Sejam w;, i = 1,...,n, formas diferenciais de grau um definidas em uma vizinhanga de
p por w;(e;) = 6;;. Um célculo simples e direto nos permite verificar que o elemento de

volume de M™ é escrito como segue
dM = wi A+ Aw,.

Pondo 6; = w; A -+ ANW; A -+ A w,, & possivel escrever

n

ix(dM) = (1)1 f:6;. (1.3)
i=1
Tomando a derivada em (1.3), decorre que
dw = d(ix(dM)) = zn:(—n”ldfi AB; + zn:(—w“fi A db; (1.4)
i=1 =1
Sendo {ey, ..., e,} uma base de T, M, temos que {wy,...,w,} ¢ uma base para o espago

das 1-formas, entao

dfl = Z dfi(e]-)wj.

8



Mas considerando que w; A w; = 0, vem

(=) dfi A G = (—1)7H <Z dfi(ej)wj) AW A AD; A Awy
j=1
= (=)™ dfi(e))wi Awr A=+ ADi A+ Awy (1.5)

= dfl(e,)wl/\/\wl/\/\wn
Desde que df;(e;) = e;(f;), de (1.5) obtemos

Logo das igualdades (1.4) e (1.6), temos

n

dw = d(ix(dM)) = (Z ei(fi)) dM + zn:(—l)i“fi A db;

=1

Sendo o referencial geodésico, quando avaliamos em p, temos que df; = 0, pois

dwi (e, e5) = eiwr(e;) — ejwr(es) — wi([ei e5])

= wr(Ve,e5 — Ve e6i),

e além disso, e;(fi) = e; (X, e;) = (Ve, X, €;).

Portanto,

dw(p) = d(ix(dM))(p) = <Z<V8jX : 6j>(p)> dM = divX (p)dM,
j
uma vez que o ponto p foi escolhido arbitrariamente, temos mostrado o afirmado.
Por outro lado,
wf? = lix(dM)P =) (X, e;)* = | X,
J
Assim, estamos em condigoes de usar o Lema 1.2.3 para garantir a existéncia de uma

sequéncia de dominios B; C B, tais que M™ =, B; e

lim [ dw=lim [ (divX)dM = 0.

1—00 Bz 1—00 Bz

Sendo divX > 0, devemos ter divX = 0, que é o resultado desejado. =



Observacao 1.2.5 O Lema 1.2./ pode ser também visto como uma consequéncia da
versao do Teorema de Stokes obtida por Karp em [61]. De fato, usando o Teorema

em [61], a condi¢io | X| € LY(M) pode ser enfraquecida a sequinte condi¢io técnica:

1
liminf—/ | X |dM =0,
rtee T B(2r)\B(r)

onde B(r) denota a bola geodésica de raio v centrada em algum ponto fito o € M™.
Veja o Coroldrio 1 e a Observagao em [61] para alguma outra condigao geométrica

aumentando a sequranca desse fato.

Uma fato bastante conhecido em variedades Riemannianas compactas é a existén-
cia de pontos de méximo (ou minimo) de uma fungao. Assim, essa tal fun¢do neste
ponto, possui gradiente nulo e Hessiano ou Laplaciano nao-positivo (ndo-negativo).
Quando a variedade Riemanniana é completa, nem sempre é verdade a existéncia de
um tal ponto, assim surge a ideia de sequéncia maximizante (minimizante) com tais
propriedades. Nesta vertente, citamos o seguinte resultado devido a Omori [78], o qual

serd aplicado na obtengao do nosso primeiro resultado do tipo Omori (cf. Lema 2.5.5).

Teorema 1.2.6 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvaturas sec-
cionais limitadas inferiormente e f € C*(M) uma fungdo limitada superiormente.
Entao existe uma sequéncia de pontos {qr} C M™ tais que limy_, f(qx) = supy, f,
limy oo [V f(gr)| =0 e

lim sup max{Hess f(qx)(X, X); |X| =1} <0.

k—o0
Interessado pelo problema proposto por Omori, Yau [91] obteve a seguinte melho-
ria do Lema 1.2.6 trocando a limitacao inferior da curvatura seccional pela limitacao
do Ricci e considerando o Laplaciano ao invés do Hessiano
Teorema 1.2.7 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de

Ricci € limitada inferiormente e f € C*(M) uma fungdo limitada superiormente em

M™. Entao, existe uma sequéncia de pontos {qx}tr C M™ tal que

lim f(gg) =sup f, lim |[Vf(g) =0 e limsupAf(g,) <O0.
k—ro0 M k—ro0

k—o00
Dizemos que o Principio do Mdzimo de Omori- Yau vale sobre M™ para um opera-
dor de segunda ordem L se para qualquer funcao u de classe C? definida sobre M™ com

u* = sup,, u < 0o, existe uma sequéncia {py }reny C M" com as seguintes propriedades

1 1
u(py) > u* — Vu(pg)| < Z e Lu(py) < z

1
k?
10



para cada k € N. O nosso principio do maximo do tipo Omori-Yau (cf. Proposigao 2.3.1),
sera obtido como uma aplicagao do seguinte resultado, o qual é um caso particular do

Corolario 3 de Alias, Impera e Rigoli [9].

Teorema 1.2.8 Seja M uma variedade Riemanniana completa, nao-compacta orien-
tada com curvatura seccional limitada inferiormente. Entao o principio do mdximo de
Omori-Yau vale sobre M para qualquer operador semi-eliptico L = tr(P o Hess) com
sup,, tr(P) < +o0.

Em seguida, citamos o principio do maximo devido a Eschenburg [45], o qual sera

aplicado na obtencao do nosso principio da tangéncia

Teorema 1.2.9 Sejam W, e W_ dois dominios abertos e disjuntos de uma variedade
semi-Riemanniana com fronteiras Riemannianas de classe C* possuindo um ponto em

comum. Se as curvaturas médias Hy de OW, e H_ de OW_ satisfazem

H <-a e Hy<a

para algum numero real a, entao OW, =0W_ e, H, = —H_ = a.

Citamos também o bastante conhecido principio do méaximo forte de Hopf para

variedades Riemannianas completas, cuja a prova pode ser encontrada em [48|.

Teorema 1.2.10 Seja M™ uma variedade Riemanniana orientdvel e completa. Con-
sidere sobre M™, um operador L eliptico e u € C*(M). Se Lu > 0 em M" e u atinge

seu mdximo em M™, entao u € constante.

Finalizamos este capitulo citando o seguinte critério de parabolicidade de super-

ficies devido a Huber [58|.

Teorema 1.2.11 Toda superficie Riemanniana completa, nao-compacta e com cur-

vatura Gaussiana nao negativa € parabolica.
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Capitulo 2

A geometria de hipersuperficies

1mersas em ambientes Riemannianos

No presente capitulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [10], [17]
e [53]. Inicialmente apresentamos uma formula do tipo Simons para ambientes mais
gerais e logo em seguida alguns resultados que auxiliarao na demonstragao dos nossos
teoremas. Feito isso, estabeleceremos um principio do maximo para hipersuperficies
orientaveis completas e nao compactas imersas em uma variedade Riemanniana lo-
calmente simétrica que satisfaz duas condigbes sobre sua curvatura seccional (veja
Proposigao 2.3.1). Com restri¢oes adequadas sobre o quadrado da norma do opera-
dor sem traco, mostramos que uma tal hipersuperficie deve ser totalmente umbilica
ou, caso contrario, deve ser isométrica a uma hipersuperficie isoparamétrica com duas
curvaturas principais distintas sendo que uma delas é simples (cf. Teoremas 2.3.2
e 2.3.4). Além disso, estabelecemos um critério suficiente para a L-parabolicidade de
hipersuperficies Weingarten lineares imersas em uma variedade de Einstein localmente
simétrica (cf. Proposi¢ao 2.3.9). Logo apoés, na subsegdo seguinte, usando um outro
principio do méximo e impondo certas restrigoes sob a curvatura média e o supremo do
quadrado da norma do operador sem trago, provamos que uma hipersuperficie Wein-
garten linear imersa em uma variedade Riemanniana localmente simétrica deve ser ou
totalmente umbilica ou isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas sendo

uma delas simples (cf. Teoremas 2.4.1 e 2.4.2). Por fim, vamos explorar a geome-



tria de hipersuperficies Weingarten lineares com duas curvaturas principais distintas
prescritas suas multiplicidades, imersa em uma variedade Riemanniana localmente si-
métrica. Nesta configuragao, provamos que uma tal hipersuperficie é isoparamétrica

(veja teoremas 2.5.2 ¢ 2.5.6).

2.1 Uma férmula do tipo Simons para ambientes

Riemannianos

Esta segao tem por objetivo obter uma férmula do tipo Simons para uma hipersu-
perficie M™ a qual sera considerada orientada e conexa imersa isometricamente em uma
variedade Riemanniana M. Para isto, desenvolveremos as equagoes de estrutura de
M™ e indicamos para uma leitura mais ampla acerca deste assunto a seguinte referen-
cia [42]. A partir disso, escolhemos um referencial ortonormal local {ey,...,e,41} em
M com co-referencial dual {wi,...,wns1}, tal que, em cada ponto de M", eq,... e,
sao tangentes a M"™ e e,y; € normal & M". Usaremos a seguinte convencao para os
indices:

1<ABC,..<n+1 e 1<4i,j,k,...<n.

Nesta configuragao, denotando por {wap} as formas de conexao de M”H, temos

que as equagoes de estrutura de M sdo dadas por:

dWA:_ZWAi/\wi_wAn-H /\wn+1, CUAB‘f‘WBAzoa (21)
1 e—
dwap = — ;UJAC Nwep + 5 ; Rapcpwe N wp. (2'2)

Aqui, Ragep, Rep e R denotam, respectivamente, o tensor de curvatura Riemanniano,
.. . . . —n+1
o tensor de Ricci e a curvatura escalar da variedade Riemanniana M .

Assim, temos

FCD = ZEBCDB e R= ZRAA-
B A

Restringindo todos os tensores a M" evidenciamos que w;,+; = 0 sobre M". Entao

a métrica Riemanniana de M™ é dada por
ds® = E w?.
i
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Como, dwpy1 = — >, wnt1; Aw; = 0 pelo Lema de Cartan, podemos escrever
Wnitli = Z hijwj, hij = hﬂ (23)
J

Denotando por A a segunda forma fundamental de M", temos que a mesma é
dada por A = 37, S hijwiwjeni1 e o quadrado de sua norma é S = [A]* = 37, - h7. Além
disso, a curvatura média H de M™ é definida por H = %Zz i

As equagodes de estrutura de M"™ sao dadas por

dwi = — Zwij AN wj, wij + wji = O, (24)
J

1
dw;j = — Z Wik N\ Wij + B Z Rijrwi N wy. (2.5)
i k.l

Usando as equagoes (2.1), (2.2) e (2.3) juntamente com (2.4) e (2.5), obtém-se a equagdo

de Gauss

Rijri = Rijir + (highji — hahji), (2.6)

onde R;ji; sao as componentes do tensor curvatura de M™.
As curvaturas de Ricci e a curvatura escalar normalizada de M"™ sao dadas, res-

pectivamente, por

Ity = Z}_%z’kjk +nHh; — Z ik (2.7)
K K

1
R= WZR (2.8)

Das equagoes (2.7) e (2.8) obtemos a seguinte relagao
n(n - 1)R == Zﬁiﬁj + n2H2 - S (29)
,J

A primeira derivada covariante h;j;, de h;; satisfaz

> hiwr = dhij + Y higwri + Y higwi, (2.10)
k k k
com
2 2
VA =3 b
3,7,k

Neste momento, convém lembrar que uma hipersuperficie ¢ dita ser isoparamétrica
quando todos os autovalores do operador de Weingarten sao constantes, no contexto

acima, este fato se traduz VA = 0.
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Retornando, quando tomamos a derivada exterior em (2.3), obtemos a equag¢do

de Codazzi
hiji — hikj = —Rn+1)iji- (2.11)

Analogamente, a segunda derivada covariante h;j; de h;; cumpre a seguinte identidade

identidade

Z hijraw; = dhiji + Z hjrwri + Z Py + Z hijiwi.-
! ! 1 1

Derivando exteriormente a equagao (2.10), obtemos fdrmula de Ricci
hijer — hajie = Z e Z Pjm Rk - (2.12)

Restringindo as derivadas covariantes Rapcp,r de Rapcp sobre M™, temos que

R(nﬂ)ijk;l é dada por

Rinivyijit = Rnsnyijit — Bntyigrnyihi

—Rinvyiimenyh + ) R, (2.13)
m

onde F(nﬂ)iﬂd denota a derivada covariante de R(nﬂmk como um tensor sobre M™.
O Laplaciano Ah;; de h;; é definido por Ah;; = >, hijke. Assim, das equagOes
(2.6), (2.11), (2.12) e (2.13) deduzimos que

Ahi; = (nH);j + Z Pk Rint1)i(ns1); + HHZ Py — Z R Rt 1) k(1)
P k !

— Sh;; + Z(hmiﬁmkjk + hmjﬁmkik + 2hkm§mijk‘>

k,m

= > (Rnrvighe + Bons1yhis)- (2.14)
k

A vista disso, uma vez que

1
SAS = S G+ hyAhy, (2.15)
ijk i
tomamos um referencial ortonormal local {eq,...,e,} sobre M™ tal que h;; = X\;0;;, e

das equagao (2.14) e (2.15), apos calculos simples, obtemos a seguinte formula do tipo

Simons

15



Proposigao 2.1.1 Seja xz : M" — M uma hipersuperficie orientada imersa em

. . . —n+1 .
uma variedade Riemanniana M~ . Entao,

1
SAS = |VA|2+Z)\ (nH) ,,+nHZ)\3 82+2Rn+1 (ninyi (NHX; — S)

+ Z Rijij(Ni — \)? — Z hij(Rins1yijik + Rt 1kiks)-

i7j7k

Por outro lado, seja ¥ = ). i Yijw; ® w; um tensor simétrico sobre M™ definido

por

Vi = nHo;j — hyj. (2.16)
De acordo com Cheng-Yau [31], introduzimos um operador O associado a ¥ agindo em

qualquer funcao u € C*(M) por
Lu = ZQ/JUUU = Z nH(SU — hw)uw (217)
i,j

No caso em que M" é fechada e h;; é¢ um tensor de Codazzi, segue de [92| que o

operador [J é auto-adjunto com respeito ao produto interno de L? de M™, isto é,

fOgdM = [ ¢OfdM, (2.18)
J, oo = |,

onde f,g € C}(M) e dM denota o elemento volume de M™.
Considerando v = nH em (2.17) e um referencial ortonormal local {eq,...,e,}

sobre M™ tal que h;; = \;0;5, da equagdo (2.9) obtemos o seguinte:

O(nH) = nHA(nH) ZA (nH);;

— %A(nH)Q — z:(nH)Z2 — Z)\z(nH)n

— %A (n(n ~1)R— Zﬁiﬁj) + %AS —n?|VH|?* - Z Xi(nH )i
e consequentemente, levando em conlta a equacao (2.15), obtemos Z
O(nH) = %A (n(n ~1)R - ZR-M) + |[VAP? =¥ VH|? + nHZ A3
+ Zﬁ(nﬂ)i(nﬂﬁ(”ff& —8)+ Z(/\z’ — X))’ Rijij (2.19)
- Z hij (E(nJrl)ijk;k + E(er)kik;j) — 5%
ij,k

Observagao 2.1.2 Quando o espago ambiente € uma forma espacial Riemanniana, a

equagao (2.19) também pode ser reobtida do Coroldrio 3.3 (caso r = 1) em [26].
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2.2 Variedades Riemannianas localmente simétricas e

resultados auxiliares

No estudo geometria Riemanniana, desigualdades relacionadas a curvatura sec-
cional tais como K > ce a < K < b para a,b,c nimeros reais, tém sido intensa-
mente estudadas, como por exemplo no estudo de resultados com curvatura pinched
(veja 88, 89, 90]). Dentro deste contexto e, consoante a [59], vamos assumir a existén-
cia de constantes ¢; e ¢, tais que as curvaturas seccionais K do espaco ambiente M

satisfazem as duas seguintes condigoes

K(n,v) =2, (2.20)
n
para vetores n € T*M ev € TM, e
K(u,v) > ¢, (2.21)

para vetores u,v € T'M.

A seguinte defini¢ao serd bastante usual

Definicao 2.2.1 Uma variedade semi-Riemanniana € dita ser localmente simétrica
quando todas as componentes da derivada covariante Rapcp.p do seu tensor curvatura

sao identicamente nulas.

Observacgao 2.2.2 Obuviamente, quando a variedade ambiente M tem curvatura
seccional constante c, entao ela € localmente simétrica e as condi¢oes de curvatura (2.20)
e (2.21) sao satisfeitas para cada hipersuperficie imersa M™, com <t = cy = c. Assim,
em certo sentido, as nossas suposi¢oes sao uma generalizacao natural do caso onde
a variedade ambiente possui curvatura seccional constante. Por exemplo, quando a
variedade ambiente € um produto Riemanniano de duas variedades Riemannianas de
curvatura seccional constante, a saber M = M (k1) X My(ks), entdo M € localmente

simétrica. Neste caso, considere a imersao
M =3 X MQ(K,Q) — M = M1</€1) X MQ(/QQ),

onde ¥ — My(ke) € uma hipersuperficie conexa imersa isometricamente a qual as-
sumiremos ser orientdvel e orientada por um campo vetorial normal e unitdario global-
mente definido v. Denotemos por Ay, o tensor sequnda forma fundamental da imersao
com respeito a direcao normal v.

A curvatura seccional K de M satisfaz

K(U? (Xv U)) = <X7 X>M1 gl (222>
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onden = (v,0) € T*M e (X,U) € TM com

(n,mar = (X, U), (X, U))zr = 1.

Por outro lado, através de um cdlculo direto obtemos

K((X,U),(Y,V)) = (R, (X, Y)X, V), + (R, (U, VU, Vg,
para cada (X,U),(Y,V) € TM = TM,; x TM, tal que
(X, 0), (Y, V) =0, (X, U0),(X,U))z =(¥, V), (¥, V))zr =1
Consequentemente,

K((X,0),(Y,V)) = s (IXPIY]? = (X, Y)?) + o UV = (U, V)?),
K((X,U0),(Y,V)) >0 (2.23)

quando ki, ke > 0. Portanto, se k1 = 0 e ky > 0 observamos de (2.22) e (2.23) que
as condigoes de curvatura (2.20) e (2.21) sao satisfeitas para cada hipersuperficie da

forma ¥ x My (ka), com ¢; = co = 0.

Seguindo a nomenclatura estabelecida na Secao 2.1, se denotarmos por R,p as
componentes do tensor curvature de Ricci de uma variedade Riemanniana localmente
.. —n—+1 . .o~
simétrica M que satisfaz a condi¢ao de curvatura (2.20), temos que a curvatura

escalar & de M 6 dada por

n+1 n n n
R= ZEAA = Z Eijiﬁ + 2 ZE(H+1)i(n+l)i = Z Eijij + 2¢4.
A=1 i,j=1 i=1 ij=1

Além disso, um fato bastante conhecido é que a curvatura escalar de uma variedade

Riemanniana localmente simétrica é constante. Assim, ZZ ; Eiﬂj ¢ uma constante

naturalmente ligada a uma variedade Riemanniana localmente simétrica que satisfaz a

condigao de curvatura (2.20). Por questoes de simplificar a notac¢do, denotaremos ao
1

longo deste capitulo a constante e > i Eijij por R e por

C1
c=2cy — —,
n
a constante associada a variedade Riemanniana localmente simétrica satisfazendo as
condigoes de curvatura (2.20) e (2.21).

Uma outra defini¢ao que seré bastante usual é a seguinte

18



Definicao 2.2.3 Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel de uma variedade Rieman-
niana localmente simétrica. Dizemos que M™ € uma hipersuperficie Weingarten linear

se sua curvatura escalar normalizada e curvatura média satisfazem a sequinte relacao:
rR=aH + b, onde a,b,r € R.

Observagao 2.2.4 Constatamos que, quando a = 0, a Defini¢ao 2.2.3 reduz-se ao caso
curvatura escalar constante. Sendo assim, no nosso estudo, consideraremos apenas as

hipersuperficies Weingarten lineares que satisfazem a relagio R = aH +b com a,b € R.

No que segue, arrolaremos alguns resultados que darao a fundagao necessaria para
a obtengao dos nosso resultados. O primeiro deles ¢ uma extensao do Lema 3.2 de [15]
(veja também a Proposicao 3.1 de [16]).

Lema 2.2.5 Seja M"™ uma hipersuperficie Weingarten linear imersa em wma vari-

edade Riemanniana localmente simétrica M satisfazendo a condi¢ao de curvatura
(2.20), tal que R = aH + b com

(n —1)a® +4n(b—R) > 0. (2.24)
Entao,
VAP => h2y > n?|VHP. (2.25)
4,7,k

Além disso, se a desiqualdade (2.24) € estrita e a igualdade ocorre em (2.25) sobre M™,

entao H € constante em M"™ e consequentemente R € constante.

Demonstragao. Sejam p € M"™ e {ex} um referencial mével em uma vizinhanga
U C M de p, geodésico' em p e, denotemos por ex(f) = f a derivada de f € C(M).
Entao, tomando a derivada covariante na equagao (2.9), obtemos em p
er(S) =2 hijhijp =20 HH . — n(n — 1)(R — R) 1. (2.26)
i,
Por outro lado, uma vez que M™ é tal que R =aH + b e M satisfaz a condicao de

curvatura (2.20), da equagao (2.26) temos
2 Z hijhijk = (277,2H — 77,(71, — 1)(1) H,k:'
]

Assim, somando membro a membro a igualdade acima para 1 < k < n, obtém-se

finalmente )
k i

1'Um referencial mével {e;} é geodésico em p € M™ quando Ve,ei(p) = 0 para todos 1 < i,j < n.
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Logo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

4S|VAP*=4 Z(hij)z Z(hz’jk)2 >4 Z (Z hz‘jhijk) (2.27)

1,] .5,k

= (2n*H — n(n — 1)a)2 \VH|?.

Por outro lado, novamente da relacao R = aH+b e da equagao (2.9) podemos facilmente

verificar que

(2n*H — n(n — 1)(1)2 =n’(n—1) [(n —1)a® + 4n(b — R)] + 4n>S. (2.28)
Assim, das expressoes (2.27) e (2.28) temos

AS|VA? > n*(n — 1) [(n — 1)a® + 4n(b— R)| |[VH|* + 4n*S|VH|? (2.29)

e, aplicando a nossa hipotese (n — 1)a® + 4n(b—R) > 0 a (2.29) obtemos a seguinte
desigualdade
S|VA|? > Sn*|VH?.

Em consequéncia, ou

S=0 e |VAP=n*VH*=0

ou

VAP =Y h2y > n?|VHP.

ijk —
1,5,k

Por fim, se a desigualdade (2.24) é estrita, da equagao (2.28) temos que
(2n*H — n(n — 1)@)2 > 4n*8S.

Agora, assumiremos em adi¢do, que a igualdade em (2.25) ocorre sobre M". Neste
caso, 0 Nosso objetivo é mostrar que H é constante sobre M". De fato, suponhamos por
contradigao que isso nao ocorre, entao existe um ponto p € M™ tal que [VH(p)| > 0.
Entao, deduzimos de (2.27) que 4S(p)|VA|*(p) > 4n*S(p)|VH(p)|* e, uma vez que
IVAI*(p) = n?|VH(p)|*> > 0, chegamos a uma contradigao. Portanto, neste caso,
concluimos que H deve ser constante sobre M". m

No estudo de hipersuperficies com curvatura média constante, um operador que
é naturalmente utilizado para a obtencao dos resultados é o operador Laplaciano A.

Por outro lado, quando estudamos hipersuperficies com curvatura escalar constante,
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naturalmente introduzimos o operador [ o qual foi definido na se¢ao anterior. Para
o nosso estudo de hipersuperficies Weingarten lineares satisfazendo R = aH + b, para
a,b € R, precisaremos de um operador que se comporte tao bem quanto os anteriores,

em outras palavras, definimos o operador modificado de Cheng-Yau da seguinte forma

1
L=o-"

aA. (2.30)

Equivalentemente, para qualquer u € C*(M), a definigao (2.30) pode ser reescrita da
seguinte forma

L(u) = tr(P o V*u), (2.31)

com

P:(MJ—";%QJ—A, (2.32)

onde I é a identidade na &lgebra dos campos suaves definidos sobre M™ e V2u representa

o operador linear auto-adjunto metricamente equivalente ao Hessiano de wu.

Observagao 2.2.6 Observando a equagao (2.9) e considerando que a curvatura escalar
de M" satisfaz R = aH + b, temos

n*H? =S +n(n—1)(aH +b—TR). (2.33)

Suponha que b > R e que a condi¢do de curvatura (2.20) seja satisfeita de modo que R
seja constante. No caso em que b > R, seque de (2.33) que H(p) # 0 para cadap € M™,
do contrdrio, se existe um pyg € M"™ tal que H(py) = 0, aplicamos a equagao (2.33) e

obtemos que
0 =nH%(py) = S(po) +n(n — 1)(aH (po) +b—TR) > S(po).

Relembrando que S(po) = |A|*(po), chegamos a um absurdo. Logo, neste caso, escolhe-
mos a orientacao sobre M™ de tal forma H > 0, e portanto a < 0.

Por outro lado, quando b=TR ea # 0, sendo aH = R —b < 0, concluimos que
H nao muda de sinal sobre M™. Neste caso, escolhemos a orientagao sobre M"™ tal que
H >0, e portanto a < 0.

Finalmente, quando b = R e a = 0, a condicdo Weingarten linear reduz-se ao
caso curvatura escalar constante. Neste caso, sequindo [7] assumimos que H nao muda

de sinal sobre M™ e escolhemos a orienta¢ao sobre M™ tal que H > 0.

Sabemos que o operador Laplaciano é sempre eliptico, em verdade, ele é uni-

formemente eliptico. Por outro lado, também é de conhecimento que sob determinadas
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condicoes o operador [ é eliptico. Neste sentido, uma vez definido o operador L, o
nosso proximo resultado tem como proposito, estabelecer um critério suficiente para a
sua elipsidade. Resultado este, que em particular estende o Lema 5 de [8].

Lema 2.2.7 Seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear imersa em uma variedade
Riemanniana localmente simétrica M satisfazendo a condigdo de curvatura (2.20),
tal que R =aH +b comb> R eb>TR. No caso 0ndeoub>ﬁ0ub:ﬁea7&0,
escolha a orientacdo tal que H > 0. No caso ondeb=TR e a =0, assuma que a funcdo
curvatura média H nao muda de sinal. Sejam p_ e p., respectivamente, o minimo e
o mdximo dos autovalores do operador P definido em (2.32) em cada ponto p € M™.
Entao,

p- =0,

py < 2nH — (n — 1)a.

Além disso, no caso onde b > R sobre M™, as desiqualdades acima sdo estritas e o
operador L definido em (2.31) € eliptico.

Demonstragao. Por meio da equagao (2.9) e da relagdo R = aH + b, chegamos a
n*H?>=S+n(n—1)(aH +b—TR) > X +n(n —1)aH,

para cada curvatura principal \; de M", 1 =1,...,n.

Por outro lado, com um calculo simples e direto, verificamos que

~1\? —1)?
N <nPH? —n(n—1)aH = (nH _n 5 a) — ucﬂ (2.34)

4
—1\?
S(nH—n a).
2

A partir da analise realizada na Observagao 2.2.6, obtemos que H > 0 e a < 0.

Assim, de (2.34) temos

n_lag)\ignH—n_l

—nH +

Logo, para cada i, a desigualdade

n—1

0<nH-—

a—X\ <2nH —(n—1)a
se verifica. Contudo, se definirmos p; := nH — ”T_la — A\, podemos inferir que os

;’s sdo precisamente os autovalores do operador P definido em (2.32). Em particular,

concluimos que - > 0e py <2nH — (n — 1)a.
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Além disso, se b > R sobre M", entdo obtemos j_ >0 e puy < 2nH —(n—1)a, o
que significa que o espectro do operador P é positivo definido e, portanto, L é eliptico.
[ |

Dado ®;; = h;; — Hd;;, consideraremos também o seguinte tensor simétrico

P = Z(I)ijwi & Wy . (235)

2%
Note que para cada ponto de M", ® é um operador linear com norma de Hilbert-
Schmidt |®> = Y, i q)?j_ Além disso o operador ® é conhecido na literatura como
sequnda forma sem trago pois 0 mesmo possui trago nulo, como pode ser facilmente
verificado

Ademais, vale a seguinte relacao
|®|*> =S — nH? (2.36)

Pela propria definicao do operador ® nao é dificil verificar que o mesmo é simétrico e
qualquer base que diagonaliza o operador de Weingarten também o diagonaliza. Além
disso, quando |®| = 0, néo é dificil verificar com o auxilio da desigualdade de Cauchy-
Schwarz que a imersdo é totalmente umbilica. Por fim, juntando a equagao (2.36)
a (2.9) obtemos

2> =n(n—1)H>+n(n—1) (R - R). (2.37)

Prosseguindo no sentido de estabelecer os nossos resultados de caracterizacao,
citaremos um lema algébrico devido a Okumura [77], que foi completado com o caso

em que ocorre a igualdade por Alencar e do Carmo em [3].

Lema 2.2.8 Sejam k1, ...k, niumeros reais tais que Z/{i =0ce ZF;ZQ = (3%, com
i i
6> 0. Entao,

_ (n—=2) .4 (3 (n—2)
Va1 52 e

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos (n — 1) dos nimeros k; $ao iguais.

3, (2.38)

A ideia de sua prova consiste em encontrar os pontos criticos de Y, k¥ por meio da

técnica do multiplicador de Lagrange sujeito as condigdes > . r; =0 e Y. k2 = 2.
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Provaremos agora o principal resultado desta secao cuja configuracao é, uma
limitacao inferior para o operador L agindo sobre a norma do quadrado do sem traco

de uma hipersuperficie Weingarten linear.

Proposigao 2.2.9 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade Riemanniana localmente simé-
trica e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear imersa em ! satisfazendo
as condigoes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH +b comb > Reb > R.
Nos casos onde, oub>TR oub=TR ea #0, escolha a orientacdo tal que H > 0. No
caso onde b="TR e a =0, assuma que a funcdo curvatura média H nao muda de sinal.
Entao,

2 2 2 el n(n—1)
L(|® ——|P|"Qr(|® Q2 +nn—-1)(R-R)— ———a|,
(9) 2~ forQx |><¢||+< (R-R) )

onde

Qr(r)=—(n—2)2* — n—2x\/x2+n n—1)(R—-TR) (2.39)
+nn—1)(R—R+c).

~ .. . . —n+1
Demonstracgao. Inicialmente, observemos que a simetria local de M nos leva a

> hij(Rngnyisnk + Ringping) = 0. (2.40)
irjik
Consequentemente, sendo A, um operador simétrico, para cada p € M", podemos

escolher um referencial ortonormal local {e;,...,e,} sobre M"™ tal que h;; = A;0;;.

Entao, das equagoes (2.19) e (2.30), obtemos

)= hi —n’|VHP +nHY X - S

7]7

+ Z Ry 1yimsnyi(nHN; — S) + Z Rijij (A

Por meio da nossa hipotese sobre b, ndo é dificil verificar que a condicdo b > R
implica na desigualdade (2.24). Assim, pelo Lema 2.2.5 reescrevemos a equagao acima

como
L(nH) > nHZ AP — 52 4 Z Rinivyiny1i(nHN — S)

+ZRW )2, (2.41)
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Uma vez que qualquer referencial ortonormal que diagonaliza h,; também diagonaliza

®,;, consideremos entdo {ey, ..., e,} como sendo esse referencial em p € M" tal que
hij = )‘1513 (& q)ij = /ii(sl'j.

Nesta configuracao, podemos imediatamente verificar que

Zﬁizo,Zm?:@P e Zm?:ZA?—SH@|2—nH3.

Logo, aplicando o Lema 2.2.8 aos ntmeros reais K, ..., k,, obtemos
nHY N — S =n?HY 4 3nH 0P +nH Y w2 — (|0 + nH?)®

MH(I)?"
vn(n—1) 2]

Agora, das condigoes de curvatura (2.20) e (2.21), através de um simples célculo che-

> —|®* + nH?®|* — (2.42)

gamos a

> Ratyisni(nHA; = 8) = cy(nH? = S) = —¢1|®|? (2.43)

Z}_%ijij(/\i - )\j>2 > Co Z(/\z — )\j)2 (2.44)
4,7 4,J

=2ncy(S — nH?) = 2ncy| %,

Portanto, inserindo (2.42), (2.43) e (2.44) na equagao (2.41) obtemos

n(n —2)

L(nH) = | <—|<I>|2 - =

H|®| +n(H? —|—c)>, (2.45)

&1
onde ¢ = 2¢y — —.
n

Por outro lado, da equagao (2.37) e da relagdo R = aH + b, escrevemos

n D> = n*H? — n’aH — n*(b—R). (2.46)

n—1
Como ! satisfaz a condigao de curvatura (2.20), temos que R é uma constante.
Além disso, da hipétese b > R (resp. b > R), o Lema 2.2.7 assegura-nos que o operador
L é positivo semi-definido (resp. positivo definido). Assim, da equagao (2.46) temos o
seguinte

n
n—1

L(|®*) =2nHL(nH) +2n*(P(VH),VH) — anL(nH) (2.47)

>9n <H - g) L(nH),
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uma vez que a equagao (2.31) garante-nos que L(u?) = 2uL(u) + 2(P(Vu), Vu) para
cada u € C*(M).

Logo, substituindo (2.45) em (2.47) chegamos a

n(n —2)
n(n —1)

Evidenciando a curvatura média na equagao (2.37) em termos da curvatura escalar

o ten 2 (- ) r (- - S Bmot o).

normalizada, temos

1 _
= — — |9 — 2.4
H n(n—l)’ I+ R—TR, (2.48)

e consequentemente, levando em conta que H > 0, podendo escrever

1 —
H=——==1\/|?2?+n(n—-1)(R-TR). 2.49
S VI - DR -R) (249)

Apo6s um simples calculo, das equagoes (2.48) e (2.49), temos

a 1 ) — n(n —1)
H—§:m <\/|<I>| —l—n(n—l)(R—R)—Ta) (2.50)
2 n(n—2) 2 _ 1
ot~ SIS HIel b 40 = Qa5
onde

Qr(r) =—(n — 2)2?  (n — 2)v\/a> + n(n — )(R—R)
+n(n—1)(R—R+c).

Portanto, de (2.50) e (2.51) obtemos a limitagdo desejada. =

2.3 Rigidez de hipersuperficies Weingarten lineares
em variedades localmente simétricas

Em consonancia com o Capitulo 1, o primeiro resultado desta secao, sera obtido

como uma aplica¢do do Lema 1.2.8 o qual é um caso particular do Corolario 3 de [9].

Sendo mais especificos, vamos estabeleceremos o seguinte principio maximo de Omori-

Yau
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Proposigao 2.3.1 Seja M uma variedade Riemanniana localmente simétrica e
seja M™ uma hipersuperficie completa, nao-compacta imersa em m satisfazendo
as condicoes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH +b comb> Reb>R.
Nos casos onde, oub>TR oub=TR ea #0, escolha a orientacdo tal que H > 0. No
caso onde b="TR e a =0, assuma que a funcdo curvatura média H nao muda de sinal.

Se sup,; |®|> < 400, entdo o principio do mdzimo de Omori-Yau vale sobre M™ para
o operador L definido em (2.31).

~ 5 n+1 . .~
Demonstracao. Uma vez que M satisfaz a condi¢ao de curvatura (2.20), temos
que R é constante. Agora, se levarmos em conta que R = aH + b, reescrevemos a

equacao (2.37) da seguinte forma
@ =n(n—1)(H* —aH) —n(n—-1) (b—TR). (2.52)

Como estamos assumindo que sup,, |®|> < +oo, por intermédio da equacgao (2.52)
segue que sup,; H < 4+o00. Assim, pela definigdo do operador P dada em (2.32) temos
que seu trago satisfaz

n(n —1)

tr(P)=n(n—1)H — —5—a

e, portanto,

sup tr(P) < +o0. (2.53)
M

Por outro lado, usando mais uma vez (2.9) temos também que sup,,; S < +oc.
Assim, da equagao de Gauss (2.6) e da condi¢ao de curvatura (2.21), obtemos que a

curvatura seccional de M™ satisfaz
Rijz'j > cyg — supS > —0Q. (254)
M

Ademais, pelo Lema 2.2.7 temos a garantia que o operador L é semi-eliptico.
Portanto, levando em conta as equagdes (2.31), (2.53) e (2.54), podemos aplicar o
Lema 1.2.8 para concluir o resultado desejado. m

Como uma primeira aplicacao da Proposicao 2.3.1, provaremos o nosso primeiro
resultado concernente a caracterizacao de hipersuperficies Weingarten lineares imersa

em uma variedade localmente simétrica Riemanniana.

Teorema 2.3.2 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear imersa em m satisfazendo as
condigdes de curvatura (2.20) e (2.21) com ¢ > 0, tal que R =aH +b comb > R > R.
No caso onde R = R, assuma em adi¢do que a funcio curvatura média H ndio muda

de sinal. Entao
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(i) ou |®| =0 e M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica,
(it) ou supy, |®* > infy a, = (R).

Em particular, se R > R, a igualdade sup,, |®|?> = infy, a,, .= (1) vale e este supremo
¢ atingido em algum ponto de M"™, entao M™ é uma hipersuperficie isoparamétrica com

duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Demonstragao. Iniciamos a demonstragao observando que se |®| = 0, ent@o o item (1)
é satisfeito. Se sup,, |®|* = 400, entdao o item (i7) ¢ trivialmente satisfeito. Sendo
assim, suponhamos entao que 0 < sup,, |®|*> < +o0o e consideremos u = |®|?. Entao,

pela Proposicao 2.2.9 temos

L(u) > f(u), (2.55)

onde

2 —
) =~ <\/u ta(n—1)(R—R) - Ta) Qr(v/u)

n(n—1

e Qr(z) esta definido em (2.39).

Se M™ for compacta, entao existe um ponto py € M™ tal que u(py) = u*. Con-
sequentemente, Vu(py) = 0 e Lu(py) < 0. Portanto, por meio da desigualdade (2.55)
obtemos que f(u*) < 0 e consequentemente Qr(yv/u*) < 0, mostrando o item (ii).
Assumiremos entao que M" seja completa e nao-compacta. Neste ponto, a Obser-
vagao 2.2.6 garante-nos que H > 0 e a < 0. Uma vez que u* < +00, a Proposi¢ao 2.3.1

assegura-nos que existe uma sequéncia de pontos {px}reny C M™ satisfazendo

1 1
u(pg) > u* — T e Lu(py) < Z (2.56)

para cada k € N. Logo, avaliando (2.55) em pj, e usando (2.56), temos

L > Lu(pe) > f(ulp). (2.57)

Portanto, tomando o limite quando k& — 400 em (2.57), por continuidade, obtemos

flu*) = Q—U*) <\/u* +n(n—1) (Ssz—ﬁ) — wa) QR(W) <0.

n(n—1

Uma vez que u* > 0 e a < 0, da desigualdade acima devemos ter que

Qr(vVu) 0. (2.58)
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Sendo ¢ > 0, a hipotese R > R garante-nos que
Qr(0)=n(n—1)(R—R+¢c) >0

e, portanto, a fungdo Qr(x) é estritamente decrescente para x > 0, com Qg(zo) = 0

em

. B - n(n —1)
zo:=zo(R) = (R—R+ )\/(n—2)<nR+20—nﬁ)>O.

Portanto, (2.58) implica em

n(n—1) (R—l—c—ﬁf
(n—2) (nR+2c—nR)’

u* >} =, (R) =

isto é,
sup [@” > inf o, = (R),
mostrando a desigualdade em (iz).
Além disso, a igualdade sup,, |®]* = infy o, . z(R) vale se, e somente se, v/u* =
i]r\l/[f zo. Assim Qgr(v/u) > 0 sobre M™ que, juntamente com a desigualdade (2.55),
implica em

L(u) >0 sobre M".

Suponhamos agora que R > R. Uma vez que a < 0, da relacio R = aH +b, temos
que b > R e, portanto, podemos usar o Lema 2.2.7 para assegurar-nos que o operador
L ¢ eliptico. Logo, se existe um ponto pg € M" tal que |®(py)| = sup,, |P|, entdo
aplicamos o principio do maximo forte de Hopf (cf. Lema 1.2.10) a funcao u = |®|?,
para garantir que a mesma é constante, e consequentemente, |®| = infy a,, .7(R).

Assim,

_ 2 2’(1)’2 2 o TL(?’L— 1)
0=L(|2]) > \/ﬁ (\/|‘I>| +n(n—-1)(R-R) - Ta) Qr(|®[)

e dessa forma, todas as desigualdade obtidas ao longo da prova da Proposicao 2.2.9
sao, de fato, igualdades. Em particular, como o operador L é eliptico se, e somente se,
P & positivo definido, quando retornamos a (2.47) obtemos que H é constante. Além
disso, a igualdade também ocorre em (2.24) ou, equivalentemente,

VAP =) h2y =n’|VH] = 0.

i’j’k
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Assim, segue que \; é constante para cada ¢ = 1,...,n, isto é, M™ é uma hipersu-
perficie isoparamétrica. Finalmente, a desigualdade em (2.42) também deve ser uma
igualdade, a qual garante-nos que ocorre a igualdade no Lema 2.2.8. Isto implica que a
hipersuperficie possui exatamente duas curvaturas principais distintas sendo uma das
quais simples. m

Levando em consideragao a classificacao dada no Teorema 1.1.1, o Teorema 2.3.2,
a analise das possibilidades dos diferentes valores da constante |®|? para hipersuperficies
isoparamétrica de S"™! remetemos ao final da prova do Teorema 1 de [8], e obtemos
a seguinte extensao do referido resultado no contexto de hipersuperficies Weingarten

lineares.

Corolario 2.3.3 Seja M™ uma hipersuperficie completa Weingarten linear imersa na
esfera unitdria S*™, n > 3, tal que R = aH +b com b > R > 1. No caso onde
R =1, assuma também que a funcao curvatura média H nao muda de sinal e escolha
a orientacao tal que H > 0. Entao

(i) ou |®| =0 e M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica,
(ii) ou sup,, |®|* > infys a1 (R).

Em particular, R > 1 a igualdade sup,, |®|> = infy o, 1(R) vale e este supremo é

atingido em algum ponto de M™ se, e somente se, M™ é um toro de Clifford
SYVI=72) x 8" (r) c ",

com 0 <r=./(n—2)/nR<+\/(n—2)/n.

No nosso proximo resultado, lidamos com o caso em que o parametro ¢ é nao

positivo.

Teorema 2.3.4 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satis-
fazendo as condigoes de curvatura (2.20) e (2.21) com ¢ <0, tal que R = aH + b com
b>R>TR —c. Entio

(i) ou |®| =0 e M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica,
(i) ou supy |®* > infy o, 7 (R).

Em particular, se a igualdade sup,, |®|* = infy, @, .7 (R) vale e este supremo € atingido
em algum ponto de M", entao M"™ € uma hipersuperficie isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo que uma delas € simples.
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Demonstragao. A demonstracao segue como a primeira parte da demonstracao do
Teorema 2.3.2 até chegarmos a desigualdade (2.58).

Note que a condicdo R > R — ¢ implica em
Qr(0) =n(n—1)(R—R+c) > 0.

Assim a funcdo Qg(z) é estritamente decrescente para x > 0, com Qr(zo) = 0 em

C(R_Taec n(n—1)
xo_(R R+ )\/(n—Q)(nR+20—nﬁ)>0

e, consequentemente

sup |®° = u* > af > inf o, m(R),

provando a desigualdade em (i7).

No caso da igualdade, notamos apenas que as condicoes R > R —cec < 0
implicam em R > R. Entdo, temos a garantia, através da Observacio 2.2.6 e do
Lema 2.2.7, que o operador L ¢é eliptico. Neste ponto, podemos prosseguir como na
tltima parte da prova do Teorema 2.3.2 para concluir o resultado. m

Raciocinando de modo anélogo ao que fizemos no Corolério 2.3.3, do Teorema 2.3.4,
e da classificacao das isoparamétricas dada no Teorema 1.1.1, também obtemos a

seguinte extensdo do Teorema 2 em [8] para hipersuperficies Weingarten lineares.

Corolario 2.3.5 Seja M™ be a hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em
uma forma espacial Riemanniana Q"™ (c¢=0, -1, e n > 3) tal que R = aH + b com
b> R > 0. Entao

(i) ou |®| =0 e M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica,
(ii) ou sup,, |®|* > infy; a, o(R).

Em particular, a igualdade sup,, |®|* = infy; o, .(R) vale e este supremo € atingido em

algum ponto de M™ se, e somente se,
(a) c=0 e M™ é um cilindro circular R x S*~1(r) Cc R**!

(b) ¢ = —1 e M™ é um cilindro hiperbolico H'(—+/1 4+ r2) x S*1(r) C H"™, onde

r=+/(n—2)/nR>0.
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2.3.1 L-parabolicidade de hipersuperficies Weingarten lineares

Relembremos que uma variedade Riemanniana M™ é dita ser parabolica se as
funcoes constantes sao as tinicas fungoes subharmonicas sobre M"™ as quais sao limitadas

superiormente; isto ¢, para uma fungao u € C*(M)
Au>0 e u<u*<+oo implicaem wu = constante.

Um exemplo de uma variedade Riemanniana que é parabélica é o espaco Euclidiano
R? (cf. Teorema de Liouville em [48]). Por outro lado, nao ¢é dificil construir exem-
plos de variedades parabolicas, basta considerar variedades produto N x R? onde N
é uma variedade Riemanniana compacta. Assim, considerando o operador modificado
de Cheng-Yau L dado em (2.30), diremos que M™ é L-parabélica se, e somente se,
as unicas solugoes da desigualdade L(u) > 0 que s@o limitadas superiormente sao as
fungoes constantes. Nesta configuracdo, e motivados pelo Teorema 3 de 8], temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3.6 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satis-
fazendo as condigdes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH +b comb> R>TR
e R >R —c. No caso onde c >0 e R =TR, assuma em adi¢do que a funcdo curvatura
média H nao muda de sinal. Suponha que M™ nao € totalmente umbilica. Se M"™ é
L-parabdlica, entao

s&p D > izl\}f a, .z7(R). (2.59)

Além disso, se a igualdade ocorre em (2.59), entao M™ € uma hipersuperficie isopara-

métrica com duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Demonstragao. Se sup,, |®?|> = +oo, entdo nao ha o que mostrar. Por outro lado,
no caso em que 0 < sup,, |®|*> < +oo, raciocinando como na primeira parte da prova
dos Teoremas 2.3.2 ¢ 2.3.4, temos que sup,, |®[* > infy o, ,z(R). Além disso, se a
igualdade vale em (2.59), entao temos Qr(|®|) > 0 e, consequentemente, L(|®|?) > 0
sobre M™. Portanto, da L-parabolicidade de M™ concluimos que a fungao u = |P|?
deve ser constante e igual a infy, «, . z(R). Neste ponto, podemos raciocinar como nas
provas dos teoremas anteriores. m

Como antes, dos Teoremas 2.3.6 e 2.3.4 juntamente com o Teorema 1.1.1 obtemos
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Corolario 2.3.7 Seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa iso-
metricamente em uma forma espacial Riemanniana Q"' (¢c=-1,0,1 e n > 3) tal que
R=aH+bcomb>R>ceR>0. Nocaso ondec=1 e R=1, assuma em adi¢cao

que a fung¢ao curvatura média H nao muda de sinal. Se M™ é L-parabdlica, entao
sup |®|* > inf o, . (R),
M M

com igualdade se, e somente se,
(a) c=0 e M™ é um cilindro circular R x S*1(r) C R**!,
(b)) c=1e M"™ é um toro de Clifford S'(v/1 —r2) x S*(r) C S**,

c) c=—1eM™ é um cilindro hiperbolico H'(—v/1 + r2) x S*1(r) Cc H", onde
(c) p

r=+/(n—2)/nRkR > 0.

A fim de obter o nosso tltimo resultado, observemos inicialmente que o operador
L definido em (2.30) é um operador do tipo-divergéncia quando o espago ambiente é
uma variedade de Einstein?.

De fato, da equagao (2.17) e para todo u € C*(M), temos que
Ou = tr(P, o V*u), (2.60)

onde P, = nHI — A. Assim, escolhendo um referencial ortonormal local {es, ..., e,}
sobre M™ e usando a notagao padrao (, ) para a métrica (induzida) de M™, de (2.60)

obtemos

n

Du =Y (Pi(Ve,Vu),e;). (2.61)

i=1
Por meio de (2.61) podemos verificar

n

div(PVu) = Z(vei(Plvu)>€i>

=D A(VeP)Vu,ei) + 3 (Ve Vu), ) (2.62)

= Z(Vu, (Ve,Pr)e;) +0u
i=1

= <diVP1, VU> + DU,

2Uma variedade é dita ser de Einstein quando o seu tensor de Ricci é uma multiplo da métrica.
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onde
n

divPy = tr(VP) =Y (Ve P)e;.
i=1
Portanto, do Lema 25 de [9] (veja também Lema 3.1 de [6]) temos

(divPy, Vu) = Y (R(N,e;)Vu, e;) = Ric(N, Vu), (2.63)
i=1
onde R e Ric sdo a curvatura e o tensor de Ricci M”H, respectivamente, e N denota

. ~ . . . —n+1 , .
a orientacao de M™. Assim, assumindo que o espaco ambiente M~ é uma variedade

de Einstein, de (2.63) obtemos
(divPy, Vu) = 0.
Logo, no neste caso, de (2.62) concluimos que
Ou = div(P1(Vu)).
Além disso, retornando ao operador L, obtemos
L(u) = div(P(Vu)), (2.64)
onde P esta definido em (2.32).

Observacao 2.3.8 De um ponto de vista geométrico, a parabolicidade de uma vari-
edade Riemanniana completa esta fortemente relacionada a tara de crescimento do
volume de bolas geodésicas. Por exemplo no Teorema 7.5 de [5]], Grigor’yan mostrou
que um critério suficiente para M"™ ser parabdlica é que ela seja geodésicamente com-

pleta e, para algum ponto de referéncia o € M™,
vol(0B,)~! ¢ LY (M).
Aqui B, denota a bola geodésica de raio r em M™ centrada na origem o.
Diante de todo o observado, estabelecemos o seguinte critério de L-parabolicidade,
o qual pode ser considerado como uma pequena extensao do Corolario 12 em |[§].

Proposicao 2.3.9 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade de Finstein localmente simétrica
e seja M™ hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satisfazendo a
condi¢do de curvatura (2.20), tal que R =aH +b eb> R >R. Sesup,, |®|> < +o0
e, para algum ponto de referéncia o € M™,

too dr
M 2.65
/0 wl@B,) > (2.65)
entao M"™ € L-parabolica.
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Demonstragao. Consideremos sobre M™ seguinte o tensor simétrico do tipo (0, 2)
dado por
h(X,Y)=(PX,Y),

ou, equivalentemente,

h(Vu,-)* = P(Vu),

para cada u € C2(M), onde ¥ : T*M — TM denota o isomorfismo musical. Logo, pela

digressao anterior a Observagao 2.3.8, podemos usar (2.64), a fim de escrever
L(u) = div (h(Vu,-)") .

Por outro lado, como na prova da Proposicao 2.3.1, obtemos que sup,, H < +oc.
Logo, podemos definir uma fun¢do continua e positiva hy sobre [0, +00), por

hi(r) =2n %%pH —(n—1)a. (2.66)

Entao, da equacao (2.66) temos

hy(r)= QnE%pH —(n—1)a < 2nS}‘1/IpH —(n—1)a < +oo. (2.67)

Portanto, de (2.65) e (2.67) obtemos

/-‘roo L e
o hi(r)vol(0B;) ’

Consequentemente, podemos aplicar o Lema 11 de [8] (veja também o Teorema 2.6

de [80]) para concluir a demonstragao. m

Observagao 2.3.10 Levando em conta a Proposi¢ao 2.3.9, € natural perquntar-se so-
bre a existéncia de variedades de Einstein que sao localmente simétricas. Nesta direcao,
Tod [87] mostrou que para dimensao 4 variedades de Einstein que sao também espagos
de D’Atri sao necessariamente localmente simétricas. Mais recentemente, Brendle [22]
provou que uma variedade de Einstein compacta de dimensao n > 4 possuindo cur-
vatura isotropica nao-negativa deve ser localmente simétrica, estendendo um resultado
anterior devido a Micallef e Wang para n = 4 (cf. Teorema 4.4 de [69]). Veja tam-
bém [89] para outras condigoes suficientes para uma variedade de Einstein ser local-

mente simétrica.
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2.4 Hipersuperficies Weingarten lineares em varieda-

des Riemannianas localmente simétricas

Prosseguiremos no estudo de hipersuperficies Weingarten lineares imersas em am-
bientes Riemannianos localmente simétricos com restricoes em sua curvatura seccional.
Nesta secao, com o mesmo maquinario algébrico e analitico utilizado na se¢ao anterior,
provaremos dois resultados de caracterizagao. No primeiro resultado, utilizando como
ferramenta analitica o principio do maximo forte de Hopf e impondo restri¢oes sobre
a o supremo do quadrado da norma do operador sem trago, obtemos que uma tal hi-
persuperficie ou é totalmente umbilica ou isométrica a uma isoparamétrica com duas
curvaturas principais distintas sendo uma delas simples, em outras palavras, mostramos

o seguinte

Teorema 2.4.1 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satis-
fazendo as condigdes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH +b com b > R.
Suponha que R >R — ¢, quando ¢ <0, e R > R — %c, quando ¢ > 0. Se H atinge seu

mdximo sobre M™ e

n(n—1)(R+c-R)"
(n—2) (RR+2c—nR)’

entao M"™ ou € totalmente umbilica ou uwma hipersuperficie isoparamétrica com duas

sup [®* <
M

curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

. . . 5+l
Aqui convém ressaltar que, no caso em que o espaco ambiente M é uma
forma espacial Riemanniana Q""! observando a tltima parte da demonstragao do
Teorema 1.1 de [15], podemos inferir que as hipersuperficies isoparamétrica de Q!

com duas curvaturas principais distintas, das quais uma delas é simples, sao tais que

|CI)|2 — ( n(n—1)R?

. Portanto, levando em conta que neste caso R = ¢, concluimos
n—2)(nR—(n—2)c) ’ ?

que nossa restrigao sobre |®| é, de fato, uma hipotese leve.

Logo ap6s, para o proximo resultado, utilizaremos como maquinério analitico,
um principio do maximo devido a Caminha [26] que é uma generaliza¢ao do principio
do méximo de [92]. Impondo como restri¢ao a limitagao da fungao curvatura média e
que o seu gradiente tem norma integravel a Lebesgue, o nosso outro resultado de cara-
cterizagao de hipersuperficies Weingarten lineares, concerne ao caso em que 0 espago

ambiente é uma variedade de Einstein, isto é,
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Teorema 2.4.2 Seja Mnﬂ, n > 3, uma variedade de Finstein localmente simétrica e
seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satisfazendo
as condigoes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH+b com (n—1)a®+4n(b—R) >
0. Suponha que R > R —¢, quando ¢ < 0, e R > R — %c, quando ¢ > 0. Se H €
limitada, |VH| € LY(M) e

n(n —1) (R—i—c—ﬁ)2
(n—2) (nR+2c—nR)’

sup [ <
M

Entao M™ ou € totalmente umbilica ou uma hipersuperficie isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

2.4.1 Provas dos Teoremas 2.4.1 e 2.4.2

Prova do Teorema 2.4.1:.
Pela Proposicao 2.2.9 temos a seguinte limitagao inferior para o operador L em
termos da norma do operador de Weingarten sem o trago

n(n — 2)

L(nt) > |of <—|<I>|2 - =

H|®| + n(H? —i—c)). (2.68)

Por outro lado, da equagdo (2.48) e da desigualdade (2.68) obtemos a seguinte

limitagao inferior para o operador L agora em termos da curvatura escalar normalizada

L(H) > L

> gy PR (),

onde Qg esta definido em (2.39).
Das condigbes impostas sobre R, temos que Qg(0) > 0. Além disso a funcao

Qr(z) é estritamente decrescente para x > 0, com Qg(z*) =0 em

. _ n(n —1)
’ _<R+C_R)\/(n—2)(nR—l—20—nR) >0

Assim, da restrigdo imposta a |®|, obtemos que

L{#) = n(nl— 1)

|@[*Pr (|2]) > 0. (2.69)

Uma vez que o Lema 2.2.7 garante-nos que o operador L é eliptico e como es-
tamos supondo H atinge seu méaximo sobre M™, da desigualdade (2.69), aplicamos o
Lema 1.2.10 a fim de concluir que H é constante sobre M™. Assim, levando em conta

a equagao (2.41), obtemos

> bl =n’|VH] =0,

i7j7k
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donde segue que \; é constante para cadat=1,...,n.

Se |®| < z*, entao Qg(|P|) é estritamente positivo e consequentemente de (2.69)
temos que |®| = 0, ou seja, M" é totalmente umbilica. Se |®| = z*, entdo Qr(|®|) =0
e assim, todas as desigualdades obtidas anteriormente a (2.45), tornam-se igualdades.
Em particular, ocorre a igualdade em (2.38), entdo do Lema 2.2.8, concluimos que é
uma hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas uma das
quais é simples. m
Prova do Teorema 2.4.2:.

Uma vez que M satisfaz a condi¢do de curvatura (2.20), temos que R é cons-
tante. Por outro lado, como H é suposta ser limitada sobre M™, e além disso, a relacao
R = aH + b vale sobre M™, da equag@o (2.9) obtemos que A é também limitada sobre
M™. Consequentemente, uma vez que P é dado em termos de H e A, temos que o
mesmo ¢ limitado, isto é, existe uma constante positiva C' tal que |P| < C. Assim,

como também estamos assumindo que |VH| € L'(M), obtemos que
|P(VH)| < |P||VH| < C|VH| € LY(M). (2.70)

Assim, de (2.64), (2.69) e (2.70), podemos aplicar o Lema 1.2.4 a fim de obter que
L(nH) = 0sobre M". Consequentemente, levando em conta que todas as desigualdades
obtidas ao longo da prova da Proposi¢ao 2.2.9 sdo de fato igualdades, a equagao (2.41)

garante-nos que

> bl =n?|VH.

i4,k
Portanto, uma vez que estamos assumindo que (n — 1)a® + 4n(b — R) > 0 acontece,
aplicamos o Lema 2.2.5 e obtemos que H é uma constante sobre M".

Portanto, de maneira similar a feita na tltima parte da demonstragao do Teo-
rema 2.4.1 concluimos que M" ou é totalmente umbilica ou uma hipersuperficie isopa-

ramétrica com duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples. =

2.5 Hipersuperficies com duas curvaturas principais

distintas

Nesta secao estudaremos hipersuperficies com duas curvaturas principais distintas

prescritas as suas multiplicidades. Utilizaremos como técnica, um maquinério algébrico
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que em certo sentido substitui a técnica de Okumura para hipersuperficies com duas
curvaturas principais distintas de multiplicidades p e n —p. Ao agregar a formula tipo-
Simons desenvolvida em (2.15) com este maquinario, obtemos a seguinte limitac¢ao
inferior para o operador Laplaciano operando sobre o quadrado da norma do operador
sem trago |®|* de uma hipersuperficie de curvatura média constante imersa em uma
variedade Riemanniana localmente simétrica que satisfaz as duas condigbes sob sua

curvatura seccional, em outras palavras,

. | . . . o
Proposicao 2.5.1 Seja M wma variedade Riemanniana localmente simétrica sat-
isfazendo as condi¢oes de curvatura (2.20) e (2.21). Seja M™ uma hipersuperficie
. —n+1 L. . .
imersa em M com curvatura média constante H e possuindo duas curvaturas prin-

cipais distintas com multiplicidades p e n — p, onde 1 < p < 2. Entao,

1
FAIRP 2 [VOF —[@* Py o(|2]), (2.71)
onde 5
Pape(a) = a2+ =) 0 (2 4 o). (2.72)
pn(n —p)
Demonstragao. Inicialmente, escolhemos um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}

sobre M™ tal que h;; = A\;id;j € ;5 = K;0;;. Como M" & suposta ter duas curvaturas
principais distintas com multiplicidades p e n — p, entao existem x e v tais que

.

Kl = " =Ky =K,
Kpy1 = -+ = kp = K,

M= =N =Kk+H,
A1 = =\, =r+H.

\

Assim, com um simples célculo é possivel obter

n

0= p=pi+n—py [OF= & =p&’+(n—p)’
i=1 i=1
tr(®?) = Z ke = pr® + (n — p)v°.
i=1
Logo, das equagoes acima evidenciamos que

B P
p n(n —p)

|,
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e, portanto,

(%) = i K = ((n ) — M) y

=1 p
V3 2p—n
= n(n—p)2p ) = L) _jqpp
p pn(n —p)
Consequentemente
& -2
YR = =) g, (2.73)
i=1 pn(n — p)

Por outro lado, da relacao ¢;; = h;; — Hd;; juntamente ao fato de ser H constante,
temos

Al =AS e |VO? =|VA% (2.74)

Logo, das equagoes (2.15) e (2.74) obtemos
1
§A|(I)|2 |VCD|2+7’LHZ)\3 SQ Z)\ (n+1 zzkk+Rn+1 kzkz)

+ZRH+1 (mini(nHX; — S) + ZRW )2 (2.75)
Agora, da relagao (2.36) e k; = A\; — H, obtemos

K] = (N —H)? = N} —3HS +3nH? —nH?
2 =2 Z

%

= Z)\?’ 3H|®|* — (2.76)
Assim, de (2.36), (2.73) e (2.76) temos

nHY X =S =nHY rl+3nH|®+n’H" - (|9 + nH?)’

3
2"

i

a2 5 n(n—2p) o
@) <|<I>| T e T H).

Portanto, ao inserirmos (2.40), (2.43), (2.44) e (2.77) em (2.75), concluimos que

> —|®|* + nH?|®|* — n|H| (2.77)

Vv

1 —2
EA@\Z > |[VO[]* — | <\<I>\2 + M]HH@] — nH2> — ¢1|®|* + 2ncy| P|?

vpn(n —p)
n(n — 2p)

vpn(n —p)
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Como uma aplicacao da Proposicao 2.5.1, temos um resultado de caracterizacao
concernente a hipersuperficies com curvatura média constante possuindo duas curvatu-

ras principais distintas imersas em uma variedade Riemanniana localmente simétrica.

Teorema 2.5.2 Seja WH, n > 2, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M"™ uma hipersuperficie completa imersa em M satisfazendo as condigoes de
curvatura (2.20) e (2.21) com curvatura média constante H. Suponha que M™ possui
duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n —p, onde 1 <p < 5, e
H? 4+ ¢ > 0. Entao,

n

2

sup(I>22—< n?H? +4p(n —p)c — (n —2p H) 2.78
up | pn—p) v (n —p)e—( ) H| (2.78)
Além disso, se a igualdade ocorre em (2.78) e |®(q)| = sup,, |®| em algum ponto

~ P . L. . L, . —n-+
q € M™, entao M"™ é uma hipersuperficie isoparamétrica de M~ .

Demonstragao. Se sup,, |®|*> = oo entao, o resultado ¢ vélido. Suponhamos entao

que sup,, |®|> < +o0o0. Uma vez que H? + ¢ > 0, temos
Py ,e(0) = —n(H? + ¢) < 0,

onde Py, (), esta definido em (2.72).
Além disso, Py, () é estritamente crescente para x > 0, com Py, .(z*) = 0 em

.

~24/p(n —p)

x <\/n2H2+4p(n—p)c—(n—2p)\H\> ,

e Pypo(r) > 0 se, e somente se, z > z*.
Como estamos supondo sup,, |®|> < 400 e H constante, sendo |®|*> = S — nH?>
temos que sup,; S < +oo. Portanto, da equagdo de Ricci (2.7) e da condi¢ao de

curvatura (2.21), obtemos
Ri; > (n—1)cs — nHsup V'S —sup S > —o0,
M M

isto é, a curvatura de Ricci de M™ é limitada por baixo.
Assim, podemos aplicar o Lema 1.2.7 a func¢ao |®| a fim de garantir a existéncia

de uma sequéncia de pontos {q,}r C M"™ tal que

. (2.79)

| =

. 1
Jim |®|(qr) = sup |®], |V|<I’|(q;c)l<E e AlP|(q) <
— 00 M
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Por outro lado, das propriedades elementares do Laplaciano,

1 1 1
S AR () = [21(ar) A2l (gr) + [VI@[(ge)]” < [@l(gr) 7 + 75 (2.80)
Logo, de (2.71) e (2.80), obtemos
2 2
[lar) 7 + 75 > AlD*(gr) = —2|21* (g ) Prrp.e(| 2 (g1))- (2.81)

Portanto, quando k ¢é arbitrariamente grande em (2.81), de (2.79), temos

2
(sup |(I>|) Py (sup |(I>|) > 0.
M M

Como sup,, |®| > 0, pois M™ possui duas curvaturas principais distintas, segue
que Pp . (sup,, |®|) > 0, o que implica na veracidade da desigualdade em (2.78).
Agora, supondo que a igualdade ocorre em (2.78) e |®(q)| = sup,, |®| em algum

ponto g € M™. Entéo, Py,.(|®|) <0 e, de (2.71), temos
1
FAIRP = [V — [0 Py (@) > 0. (2.82)

Assim, a fungao |®|? ¢ uma fungao subharmonica sobre M™, e consequentemente,
aplicamos o Lema 1.2.10 para obter que |®|? ¢ constante. Retornando a (2.82) obtemos
que |V®|? = 0. Portanto, de (2.35) e H constante, concluimos que VA = 0 e, assim,

. L e . L. —n+1
M™ deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica de M . m

Observagao 2.5.3 Por intermédio de (2.78), nao € dificil verificar que |®|* = 0 se,
e somente se, H?> + ¢ = 0 para todo ¢ € R. Além disso esta iqualdade ¢ verdadeira
apenas nos casos onde o pardmetro ¢ € nao positivo. Por este motivo e por estarmos
assumindo que a hipersuperficie possui duas curvaturas principais distintas, € que surge
a hipotese H? + ¢ > 0.

Quando o espaco ambiente é uma forma espacial Riemanniana, do Teorema 2.5.2

obtemos

Corolario 2.5.4 (Teorema 1 de [50]) Seja M™ wma hipersuperficie completa imersa
em uma forma espacial Riemanniana Q"' n > 2, com curvatura média constante H.
Suponha que M™ possui duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e

n—p, ondel <p< 3, e H?> + ¢ > 0. Entdo,

Sﬁp‘@ﬁ ) <\/n2H2+4p(n—p)c— (n—2p)\H|>2. (2.83)

Z R —
dp(n —p
Em particular, se a igualdade ocorre em (2.83) e |®(q)| = supy, |®| em algum ponto

q € M"™, entao M™ € isométrica a
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(i) S"P(r) x RP para algum r € (0,+00), quando ¢ = 0;

(it) S™7P(r) x SP(v/1 —r2) para algum r* € (0, u} . quando c =1, er? = nop
n n
se, e somente se, H = 0;

(113) S"P(r) x HP(—v/1 +12), para algum r € (0,400), quando ¢ = —1.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.5.2, M"™ deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica
de Q™! Assim, pelo Teorema 1.1.1, temos o seguinte:

(i) Caso ¢ = 0: M™ ¢ isométrica a S¥(r) x R"™* para algum r € (0,+00) e

ke {l,...,n—1}. Além do mais, escolhendo apropriadamente o vetor normal, temos
1
AM=-=X=—- € Np1=---=2X,=0.
r
Assim,
k k —k
H=2,5=2 ¢ |8 = nin = k)
nr r k

Por outro lado

n—p

Entao, |®| = z* se, e somente se, k = n — p.

(ii) Caso c = 1: M™ & isométrica a S¥(r) x S*7*(v/1 — r2), para algum r € (0,1)

ek €{l,...,5}. Novamente por uma escolha apropriada do vetor normal temos
/1T 12
A1="'=)\k=——r, )\Hl:...:)\n:L
r V1—r?
e
nr? —k
H=——. 2.84
nry/1 —r? ( )
Logo,
g nrt + k — 2kr? D k(n —k)
= e = — .
r2(1 —r2) ry/n(l —r2)

Portanto, usamos a equagao (2.84) e vemos que

2 2k +nH? &+ |H|\/n?H? + 4k(n — k)
2n(1 + H?) ’

onde o sinal ¢ + ou — se % > % ou r? < 57 respectivamente. Consequentemente, se

H = 0entao r = \/g e |®| = /n = x*. Assim, para k = n —p temos o toro de Clifford
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minimo ™7 (/*=£) x SP(,/Z). Em geral, para k = n — p temos

B = — Y (wH  dpn = p) £ (n — 20)| H]).

2¢/p(n —p)

Em particular, |®| = z* quando r* < =2 ¢ |®| > x* se r? > L.
n n

(iii) Caso ¢ = —1: M™ ¢ isométrica a S¥(r) x H"*(—+/1 +r?), para algum
r € (0,+400) ek € {1,...,n—1}. Uma vez mais, fazendo uma escolha adequada do

vetor normal, temos

m T

MN=-=)\ = e Mpp1=- =N, =

r Vitr2

Assim,
nr? + k
H= "% 2.85
m’m ( )
g nrt + 2kr? + k
N r2(1+7r2)
e
k(n —k
o = VAR (2.86)

Agora, a equagao (2.85) permite-nos deduzir que H* — 1 > 0 se, e somente se,
n(2k —n)r* +k* > 0.

Além disso

n*(H?> = 1)r* + n(nH? - 2k)r* = k* = 0

e
2k —nH? + H\/n2H? — 4k(n — k
P2 nH? + Hy/n (n—k) (2.87)
2n(H? — 1)
Logo, para k = p temos H? —1 > 0 se, e somente se, r? < n(np—;p), com p # 7. Além

disso, segue de (2.87) e (2.86) que
Vn
@ =

2¢/p(n —p)

(\/n2H2 —4p(n—p)+ (n—2p)H) > z*.

Finalmente, para k = n — p temos H?> — 1 > 0 para qualquer r > 0, e novamente
de (2.87) e (2.86) obtemos
vn

@ = —F——

2¢/p(n —p)

(Vn2H? —4p(n —p) — (n —2p)H) = a*.
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2.5.1 Hipersuperficies Weingarten lineares completas

Nesta secao vamos estabelecer uma versao do Teorema 2.5.2, e seu respectivo
corolario, para o contexto de hipersuperficies Weingarten lineares. Vimos que na
demonstracao do Teorema 2.5.2 foi utilizado como ferramenta analitica o Lema 1.2.7.
Seguindo este raciocinio, para estabelecermos esta versao, precisaremos de um resul-
tado que garanta a existéncia de uma sequéncia do tipo Omori relacionada ao operador
de Cheng-Yau modificado L. Diante disso, o nosso préximo resultado versa sobre a

existéncia dessa sequéncia e o mesmo estende a Proposi¢ao 3.2 de [16].

Lema 2.5.5 Seja M uma variedade Riemanniana localmente simétrica e seja M™
uma hipersuperficie Weingarten linear imersa em ! satisfazendo a condi¢ao de
curvatura (2.21), tal que R =aH +b, coma <0 e (n—1)a®>+4n(b—R) > 0. Se H ¢

limitada sobre M™, entdo existe uma sequéncia de pontos {qy}reny C M™ tal que

(1) im H(q) =supH, (zz)khin |\VH(q)| =0, (zi) limsup L(H (qx)) < 0.
M —T00

k—+o00 k—oo

Demonstragao. Seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal local sobre M"™ tal que

hij = X\id;j. Da definigdo do operador modificado (2.30) obtemos

n—1
2

= Z (”H == ; fa- Ai) (nH);;. (2.88)

L(nH) =0(nH) —

aA(nH)

Por outro lado, observamos que se H é identicamente nulo sobre M", entao o
resultado é valido. Assim, deixe-nos supor que H nao é identicamente nulo e escolhamos
a orientagao de M™ tal que sup,, H > 0.

Logo, para todo ¢ = 1,...,n, de (2.9) temos

2 < Z)\f =S =n*H*—n(n—1)aH —n(n—1)b+ Zﬁijﬂ
i i

— (nH— n- 1@) — i [(n— 1)%a* + 4n(n — 1)(b—ﬁ)]

n—1\?
S(nH— 5 a),

onde na tltima desigualdade foi usado o fato de que a desigualdade (2.61) vale. Con-

sequentemente, temos
n—1

|Ai| < |nH — al. (2.89)
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Agora, pela condi¢ao de curvatura (2.21) e das equagdes de Gauss (2.17) e de (2.89)

obtemos

— —1\?
Rijij = Rijij + Nidj 2> ca — (nH _n 5 a) . (2.90)
Uma vez que estamos assumindo que H ¢é limitada sobre M™, segue de (2.90) que

a curvatura seccional de M™ é limitada por baixo, além disso
(nH); < max{n(HessH)(X,X); |X| =1} <0,

e portanto, podemos aplicar o Lema 1.2.6 a funcao nH para obter uma sequéncia de
pontos {qx fren C M™ satisfazendo limy_,oo nH (qx) = sup,, nH, limg_,o0 |[VnH (gx)| = 0

(S

kll_)rilo sup Z(nH)”(qk) <0. (2.91)
Passando a subsequéncia se necessario, podemos considerar que {qx}rey C M™ sa-
tisfaz (2.91) e é tal que H(qx) > 0. Assim, levando em conta que a < 0, de (2.89)
obtemos

n—1 n—1

a = |Xigr)| < nH(qr) -

0 < nH(q) — a — Ai(qr)

n—1

< nH(q) — a+ [Ni(q)| < 2nH(qr) — (n— 1)a. (2.92)

Consequentemente, usando uma vez mais o fato de H ser limitada sobre M",

de (2.92) podemos inferir que nH (qx) — - Ai(qr) € ndo-negativo e limitado sobre

M™, para todo k € N. Portanto, de (2.88), (2.91) e (2.92) concluimos que

Y ) @) nalar) | <o

n —

: < : _
/fh—{go sup L(nH (qx)) < zz:klggo sup [(nH

Agora estamos em condigdes de provar o nosso ultimo resultado.

Teorema 2.5.6 Seja WH, n > 2, uma variedade Riemanniana localmente simétrica
e seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear completa imersa em M satis-
fazendo as condicoes de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH +b com a < 0 e
b > R. Suponha que M™ possui duas curvaturas principais distintas com multiplici-
dadesp en —p, onde 1 <p < 2, e que H?+c¢>0. Se H ¢ limitada, entdo

> "
— 4p(n —p)

Além disso, se a igualdade ocorre em (2.93), |®(q)| = sup,, |P| em algum ponto ¢ € M™

(293

sup 9] (v/n2H? + 4p(n — p)e — (n — 20)| H]

e H atinge seu mdximo sobre M™, entao M™ € uwma hipersuperficie isoparamétrica de
—n+1

M
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Demonstragdo. Vamos supor novamente que sup,, |®|* < 400, uma vez que se
sup,, |®[*> = +o00 ndo ha o que mostrar. Sendo M localmente simétrico e M™
hipersuperficie Weingarten linear, de (2.19) e (2.30), obtemos

= B —n?|VH* + nHZA?’ — 52

1,5,k

+ ) Riprnyitnenyi(nHA; — +ZRW )2, (2.94)

0.
Das nossas hipoteses sobre a constante b, temos que a desigualdade (2.61) vale e,
portanto, do Lema 2.2.5 temos
VAP =Y hly > n?|VHP. (2.95)
4,7,k

Agora, inserindo (2.43), (2.44), (2.77) e (2.95) em (2.94) obtemos
L(nH) = —[®[* Py ,p.o(|2]), (2.96)

onde Py, .(z) é o polindmio definido em (2.72). Pela demonstragao do Teorema 2.5.2,

Py ,.c(x) € estritamente crescente para todo x > 0, com Pp,.(2*) =0 em

* \/ﬁ 2172
x :m<\/nH +4p(n—p)c—(n—2p)‘H‘>a

e Py p.(r) > 0 se, e somente se, z > z*.

Por outro lado, uma vez que b > R, H é limitada sobre M" e a < 0, o Lema 2.5.5

assegura-nos que existe uma sequéncia de pontos {g }reny C M"™ tal que

lim nH(qx) = sup nH, e limsup L(nH(q)) <0. (2.97)

k—o0 k—o0
Assim, sendo M™ Weingarten linear tal que R = aH + b, da equacdo (2.9) temos

que

9> =n(n—1)(R+H*—aH —b). (2.98)
Logo, (2.97) e (2.98) garante-nos que
lim |®(gx)| = sup|P|. (2.99)
k—o00 M

Entao, de (2.72), (2.96) e (2.99) temos

2
0 > limsup L(nH(q)) > — (Sup I‘PI) Poupy; Hpe (sup \‘P\)
M

k—o00
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Portanto,

2
(sup |<I>|) Puup,, Hp,e (sup |<I>\) > 0.
M M

Uma vez que M"™ é suposta possuir duas curvaturas principais distintas, temos
que sup,, |®| > 0. Donde, segue que Py, #pe (Supy, [®]) > 0, 0 que implica que a
desigualdade (2.93) vale.
Agora, suponha que a igualdade ocorre em (2.93). Entao, Py, .(|®]) < 0 e, de
(2.96), temos
L(nH) > — |0 Py (1®]) > 0. (2.100)

Como H atinge seu maximo em M" e, sendo b > R, o operador L é eliptico, e
podemos aplicar o principio do méaximo forte de Hopf (cf. Lema 1.2.10) para concluir

que H é constante em M". Assim, de (2.100)
0= L(nH) > —|®]*Py,.(2]) >0,

e, portanto, todas as desigualdades obtidas na prova da Proposi¢ao 2.2.9, bem como a
desigualdade (2.95), sao de fato igualdades. Assim, obtemos
VAP => hl, =n|VH] = 0.
i7j7k

Portanto, temos que M™ deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica de M

Aplicando o Teorema 2.5.2, podemos raciocinar como na prova do Corolario 2.5.7
para obter o seguinte
Corolario 2.5.7 (Teorema 2 de [50]) Seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear
completa imersa em uma forma espacial Riemanniana Q" n > 2, tal que R = aH+b
coma <0 eb>c. Suponha que M™ possui duas curvaturas principais distintas com

multiplicidades p e n — p, onde 1 < p < g, e H* + ¢ > 0. Se H ¢ limitada, entao H

nao muda de sinal sobre M™ e

> ) (V2HZ 5 4p(n = p)e — (n — 2p)|H))

n 2

sup |®|? (2.101)
M

Em particular, se a igualdade ocorre em (2.101) e H atinge seu mdximo sobre M",

entao M™ ¢ isométrica a

(i) S"P(r) x RP para algum r € (0,+00), quando ¢ = 0;
(i1) S™7P(r) x SP(V/1 — r2) para algum r* € (0, u) , quando ¢ = 1.
n

(131) S P(r) x HP(—+/1 4+ 12), para algum r € (0,+00), quando ¢ = —1.
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Capitulo 3

A geometria de hipersuperficies
tipo-espaco imersas em ambientes

Lorentzianos

Este capitulo corresponde aos artigos [52], [40] e [51] e tem como objetivo, apre-
sentar uma versao Lorentziana dos resultados obtidos no Capitulo 2. Iniciamos o
mesmo apresentando uma férmula do tipo Simons para ambientes Lorentzianos mais
gerais. Logo em seguida, nos restringiremos apenas aos espacos localmente simétri-
cos que satisfazem certas condigoes de curvatura e, nesse contexto, apresentaremos
alguns resultados auxiliares com respeito a hipersuperficies tipo-espaco Weingarten li-
neares satisfazendo R = aH + b imersas no mesmo. Posteriormente, estabelecemos
uma limitacao inferior para o operador L aplicado a curvatura média da hipersuper-
ficie que possui duas curvaturas principais distintas prescritas as suas multiplicidades
(cf. Proposigao 3.3.1). Em seguida, usando o maquinéario desenvolvido na se¢ao ante-
rior, e com restrigoes adequadas sobre o quadrado da norma do operador sem trago,
mostramos que uma tal hipersuperficie deve uma hipersuperficie isoparamétrica e que
a imposi¢ao colocada sobre o quadrado da norma do operador sem trago é realizada (cf.
Segao 3.3). Com base na se¢ao anterior, porém com um maquinério analitico diferente,
abordamos os resultados anteriores no caso em que o ambiente é um espaco-tempo
de Einstein localmente simétrico que satisfaz as duas condigoes sob sua curvatura (cf.

Subsec¢ao 3.3.1). Mais a frente, no caso em que o ambiente é uma forma espacial



Lorentziana, classificamos as hipersuperficies isoparamétricas obtidas na Se¢ao 3.3 (cf.
Subsecao 3.3.2). Por fim, estudamos a rigidez de hipersuperficies imersas em espagos

localmente simétricos controlando a sua curvatura escalar (cf. Se¢ao 3.4).

3.1 Uma férmula do tipo Simons para ambientes

Lorentzianos

Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago conexa imersa isometricamente em uma
espaco de Lorentz L]+, Vamos dizer que uma hipersuperficie é tipo-espaco, quando a
métrica induzida pelo ambiente sobre M" for positiva definida, ou seja, uma métrica
Riemanniana. A partir de entdo, denotaremos esta métrica por (, ). Neste contexto,
consideremos um referencial ortonormal local semi-Riemanniano {ej,...,e, .1} em
L7 com co-referencial dual {wi, ..., wny1}, tal que, em cada ponto de M™, ey, ..., e,
sao tangentes a M" e e, ¢ normal a M™. No que segue, usaremos a mesma convengao

de indices do capitulo anterior:
1<ABC,...<n+1 e 1<ij,k...<n.

Iremos denotar as formas de conexao de L™ por {wap}. Assim, as equacdes de
estrutura de L1 sdo dadas por:

dwy = — E epwap Nwp, wap+wap=0, & =1-¢,01=—1,
B

1 _
dwap = — E Ecwac N\ WeB — 3 g ecepRapcpwe N wp.
C cD

Aqui, Ragcp, Rep e R denotam o tensor curvatura Riemanniano, a curvatura
de Ricci e a curvatura escalar do espaco Lorentz L™, respectivamente. Nesta confi-
guracao, temos

ECD = ZgBEBCDB e R= ZgARAA-
B A

Além disso, as componentes R4pcp.r da derivada covariante do tensor curvatura

Riemanniano de L sdo definidas por
g egRapep.pwe = dRapcp — E ep(ReBepwEA
E E

+Rapcpwres + Rapepwece + RapcEwWED)-
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Agora, restringiremos todos os tensores a hipersuperficie tipo-espaco M". Antes

de qualquer coisa observemos que w,+; = 0 sobre M", e assim,
Zw(nﬂ)z‘ Aw; = dwypy = 0.
i
Consequentemente, pelo Lema de Cartan, existem funcoes h;; que satisfazem
w(n—i—l)i = Z hijwj e hz‘j = hﬂ (31)
J

Veja que da equagao (3.1), temos que a segunda forma fundamental de M™ é dada
por A = Z” hijwiwjeny1, € a sua curvatura média, H ¢ definida por H = %Zl hi;.
As formas de conexao {w;;} de M™ sdo caracterizadas pelas equacoes de estrutura
de M™:
dw; = — sz‘j Nwj,  wij +wj =0,

J

1
dwij = =) wi Awyj — 3 > Rijuws Aw,
K ol

onde R;ji; sao as componentes do tensor curvatura de M™.

Das equacgoes de estrutura, obtemos a equacao de Gauss

Rijii = Riji — (highji — hahj). (3.2)

As componentes R;; do tensor de Ricci e a curvatura escalar R de M™ sao dados,

respectivamente, por

Rij = Zﬁkijk —nHh;; + Z hirhi; (3.3)
k k

1

Uma consequéncia imediata das expressoes (3.3) e (3.4) é a seguinte
n(n - 1)R = Z}_%ijji - TL2H2 + 5. (35)
]
A primeira derivada covariante h;;;, de h;; satisfaz
Z hijrwi = dhij — Z higwr; — Z hjrwp;. (3.6)
k k k
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Entao, tomando a derivada exterior em (3.1), obtemos a equacao de Codazzi
hiji — hirj = R(n+1)ijk~ (3.7)

A segunda derivada covariante h;;i; de h;; sao dadas por

E hijklwz = dhijk - E hljkwli - E hilkwlj - E hiﬂwlk-
l l l l

Pela derivacao exterior de (3.6), podemos obter a seguinte formula de Ricci
hijri — hajie = — Z T . Z Py Rkl - (3.8)

Restringindo a derivada covariante Rapcp,s de Rapcep sobre M™, temos F(nﬂ)ijk;l.

Por conseguinte, ela satisfaz a seguinte equacao:

Ry 1yijea = E(n+1)z‘jkl + R(n+1)z‘(n+1)khjz

+E(n+l)ij(n+1)hkl + Zﬁmijkhmla (39)

onde R(,11)x denota a derivada covariante de R(,41);jx como um tensor sobre M™ de

modo que

g Ripivyijuwr = dRni1yije — E R 1yjkwii

_E R(n—i—l)zlkwl] E Rn—l—l YiglWik -

O Laplaciano Ah;; de h;j é deﬁnldo por Ah;; = Zk iikk- Das equagoes (3.7),
(3.8) e (3.9), obtemos, apds alguns célculos

Ahjj = (nH);; — nHZ hihij + Shi; + Z (- )ighik + Bnat)kik)

— Z(hkkR(n—i-l)z‘j(n-i-l) + hij Rt 1)k(ns 1)k (3.10)
P

- Z(2hklﬁlzjk + hjiRigir + ha Rir)-
ool

Consequentemente, sendo AS = 2 <Z” T hUAhU) da equagao (3.10)
obtemos a seguinte formula tipo-Simons

—AS S? 4 Z h”k + Z hij(nH);; + Z hij(Rint1yijisk + Rns1)kin)

1,7,k 1,5,k

- (nH Z hsz n+1)ij(n+1) + S Z R (n+1)k n+1)k> (311)

i,

-2 Z hiahij Riijr, + hahijRigj) — nH Z hithyjh;.

Z‘ij7k7l 7:7j7l
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Por fim, de (2.17) e (3.5) obtemos

2

1 2 2
= SAS —n?|VH[? - Z Ni(nH )y (3.12)

1 —
2V

Observagao 3.1.1 Quando o espago ambiente € uma forma espacial Riemanniana, a

O(nH) = SAmH) = S (nH)? S A,

7

equagdo (3.12) pode também ser reobtida do Coroldrio 2 (caso r =1) em [25].

3.2 Espacos Lorentzianos localmente simétricos e re-

sultados auxiliares

No capitulo anterior estudamos a geometria de hipersuperficies imersas em vari-
edades Riemannianas que respeitam certas condigoes sob sua curvatura. Destacamos
que esse é um ramo de estudo que tem sido exaustivamente estudado e, por sua vez, no
contexto de variedades Lorentzianas nao ¢ diferente. Em 1984, Nishikawa [75], intro-
duziu uma importante classe de variedades de Lorentz que satisfazem duas condigoes
em sua geometria. Nos anos decorrentes, varios trabalhos surgiram nesta vertente,
inclusive em ambientes um pouco mais gerais (e.g. [34, 86, 67]). Seguindo tais ideias,
vamos impor condigoes geométricas sobre o nosso ambiente de estudo, isto é, consid-
eremos a existéncia de constantes ¢; e ¢y tais que a curvatura seccional K de L’f“

satisfaz as duas seguintes condigoes:
K(u,v) = ——, (3.13)

para quaisquer vetores tipo-espaco u € T'M e tipo-tempo v € T+M, e

K(u,v) > ¢, (3.14)

para quaisquer vetores tipo-espago u e v.

Observe que, se L1 (c) ¢ forma espacial Lorentziana de indice 1 com curvatura
seccional constante ¢, entdo ela satisfaz as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) para
—% = ¢ = c¢. Por outro lado, existe uma grande quantidade de exemplos de varie-

dades semi-Riemanniana (que nao sao formas espaciais Lorentzianas) que satisfazem
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as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14). Listaremos aqui alguns desses exemplos que

podem ser encontrados em [86].

Exemplo 3.2.1 (a) Considere a sequinte variedade produto:

(b)

(¢)

k —k+1
HY(—c1/n) x N" " (cy),
c : .
onde c; >0, co <0 e a2 < ¢y. Note que a sua curvatura seccional € dada por:
n
— c1 I I

K(uy,up) = f(ua,ub) == K(ug,u,) =0 e K(u,,us) =cy

onde a,b,...=2,....ker,s,...=k+1,...,n—k+ 1. Além disso, u; denota

um vetor tipo-tempo, u, € u, vetores tipo-espaco.
Seja
RY x S+ (1).

Veja que a sua curvatura seccional é dada por

K(ui,up) = K(ug,up) = K(ug,u,) =0 e K(up,us) =1,

onde a,b,...=2,... ) ker,s,...=k+1,....,n—k+ 1. Em particular, Rl x S"

€ conhecido como o Universo Estdtico de Einstein.

Como descrito em O’Neill [79], consideremos o espago-tempo Robertson- Walker
M(c, f). Desse modo, a variedade de Lorentz M pode ser considerada de tal modo
que

M(e, f) =1x; M*(c), c¢=—1,0,1.

onde I denota um intervalo de R} e f >0 é uma funcio suave definida sobre I.

Assim a sua curvatura seccional € dada por

para quaisquer vetores tipo-espaco u,v e

T _ <U7U> f”
Klenn,0) = Bre i) 7

onde
Q(en—i-la U) = <e’n+1a en+1><v7 U> - <€n+17 U>27

ent1 € um vetor tipo-tempo e v um vetor tipo-espaco qualquer. Observe que,
quando ¢ > 0 e f” = 0, K satisfaz a nossa condicio de curvatura para c¢; = 0 e

CQZF.
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Vejamos que se L7 & espaco de Lorentz que satisfaz a condicao de curvatura (3.13),

entao para uma escolha apropriada da constante c;, temos a seguinte observacao

Observagao 3.2.2 Sejam L} um espaco de Lorentz que satisfaz a condicio de cur-
vatura (3.13) e {ey, ..., ent1} um referencial ortonormal local semi- Riemanniano sendo

€1, .., ey vetores tipo-espaco e e,y vetor tipo-tempo. Ponhamos

E(GA, eB)ec = Z EABCDQD-
D

Entéo, a curvatura seccional K (e 4, ep) determinada pelo subespago bidimensional {e4, e}

€ dado por
- <E(€A, 63)637 €A> -
K €4, € = = €AE RA A-
) = e (emen) — (eaemp?  ATPTAD
Assim, K(e;,ept1) = —E(nﬂ)ii(nﬂ) e K(es, e;) = Tzim. Disto, seque que

Ric(ea,ea) E ep(R(ea,ep)ep, ea)

= ZEBRABBA
B

= Z 63?(6,4, eR).
B

Por outro lado, sabemos que
R'éc(en—‘rl) 6n—‘,—l E K €n+17 6] § R(n+1)j] n+1)-

Logo a condi¢ao de curvatura (3.13) implica em
Ric(v,v) = c1, (3.15)

para quaisquer vetor tipo-tempo v.

Neste momento, relembremos que uma variedade Lorentziana satisfaz a condi¢ao
de convergéncia forte (a condi¢ao de convergéncia tipo-tempo em Hawking-Ellis [56]) se
a sua curvatura de Ricci, Ric, € positiva semi-definida para todos os vetores tipo-tempo,
isto €, Ric(v,v) >0, para todo vetor tipo-tempo v (cf. [75]).

Retornando a (3.15), podemos inferir que se L't ¢ uma variedade Lorentziana
de indice 1 que satisfaz a condigao de curvatura (3.13) com ¢y > 0, entdo ela satisfaz

a condi¢cao de energia forte.

Consideremos L™ uma variedade Lorentziana localmente simétrica. Denotemos

por Rapcp.r as componentes da derivada covariante do seu tensor curvatura e por Rap
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as componentes do seu tensor de Ricci. Dessa forma, de modo analogo ao Capitulo 2,
temos que se L satisfaz a condigdo de curvatura (3.13), entdo a sua curvatura escalar
R é dada por

n+1

R Z EARAA - Z RZ]jl 2 Z R (n+1)ii(n+1) Z Eijji + 2Cl~ (316)

t,j=1 ,j=1
Relembrando que a curvatura escalar de um espacgo localmente simétrico é sempre

constante, da equagdo (3.16), temos que > ;.| R;;;; ¢ uma constante naturalmente

ij=1
obtida em um espago localmente simétrico que satisfaz a condi¢ao de curvatura (3.13).
Novamente por simplicidade, denotaremos R = ﬁ Z:L i1 Eijﬂ ec= =+ 2c.
Apresentaremos, no decorrer desta secao, alguns resultados que auxiliarao na
obtenc¢ao dos nossos resultados. Os dois proximos resultados sao a versao Lorentziana
dos Lemas 2.2.5 e 2.5.5 vistos no Capitulo 2. A prova dos mesmos pode ser obtida (com

pequenas adaptagoes) de modo analogo aos respectivos Riemannianos. O primeiro deles

corresponde ao Lema 3.2 de [38].

Lema 3.2.3 Seja M™ uma hipersuperficie Weingarten linear tipo-espago imersa num
espago de Lorentz localmente simétrico L' satisfazendo a condigao de curvatura (3.13).

Se M"™ € tal que R =aH +b com a,b € R satisfazendo a sequinte desiqualdade:

(n—1)a* —4n(b—R) >0, (3.17)
entao
VAP =Y h2y > n?|VH]. (3.18)
4,5,k

Além disso, se a desigualdade (3.17) € estrita e ocorre a igualdade em (3.18), entdo H

€ constante sobre M™.

Para o que segue, consideremos o seguinte operador de Cheng-Yau modificado

dado por

(3.19)

O segundo resultado garante a existéncia de uma sequéncia do tipo Omori para

operador de Cheng-Yau modificado.
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Lema 3.2.4 Seja L™ um espago de Lorentz localmente simétrico e seja M™ uma
hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear completa imersa em LI satisfazendo a
condi¢do de curvatura (3.14), tal que R = aH+b coma >0 e (n—1)a?—4n(b—R) > 0.
Se H ¢é limitada sobre M™, entao existe uma sequéncia de pontos {qx}ren C M" tal

que

(i) lim H(q)=supH, (i) lim [VH(g)| =0, (iii) limsup L(H(g.)) < 0.
M —+00

k——+o00 k—s00

Observagao 3.2.5 Quando o ambiente € uma forma espacial Lorentziana, a constante
R ¢ exatamente a curvatura seccional do ambiente. Assim, o Lema 3.2.3 € uma gener-
alizagao do resultado para formas espaciais obtido por [67]. Por outro lado, jd no caso

onde a =0, o Lema 3.2.4 reduz-se a Proposi¢ao 2.3 de [29].

Um ultimo resultado auxiliar garante um critério suficiente para que o operador
L definido em (3.19) seja eliptico. Por razoes de completude apresentaremos a sua

prova aqui (veja também, Lema 3.3 de [37]).

Lema 3.2.6 Seja M"™ uma hipersuperficie Weingarten linear tipo-espaco imersa em
um espaco de Lorentz LY. Se M™ ¢ tal que R = aH +b com b < R, entio H tem

sinal estrito e L € eliptico.

Demonstragao. Sendo b < R, por meio da equacdo (3.5), podemos facilmente ver-
ificar que H tem sinal estrito sobre M™ e, por uma escolha apropriada da aplicacao
normal de Gauss, podemos assumir que H > 0 sobre M".

Uma vez que a é uma constante, analisaremos dois casos: o0 caso em que a =0 e
o caso em que a # 0. No caso de a = 0, o operador L definido em (3.19) reduz-se ao
operador quadrado, e portanto a hipotese b < R, implica em R < R. Por outro lado,
considerando um referencial ortonormal local {es, ..., e,} sobre M™ tal que h;; = \;d;j,

da equagao de Gauss (3.2), podemos verificar o seguinte:

23 A\ =n(n—1)(R - R). (3.20)

1<j

Sendo R < R, da equagdo (3.20), obtemos que >.._-\;\; > 0. Consequentemente,

1<J

juntando esta desigualdade com a seguinte identidade algébrica

n’H? =) N +2) A, (3.21)

i<j
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concluimos que nH — \; > 0 para cada ¢ = 1,...,n. Isto significa que a forma
quadratica associada ao operador quadrado é positiva definida e, portanto, o operador
L é eliptico neste caso.
Consideremos agora o caso em que a # 0. Neste caso, a equagao (3.5), nos garante
que
1

a:m(s—n%ﬂ—l—n(n—l)(ﬁ—b)).

Consequentemente, para cada i € {1,...,n}, e com um céalculo algébrico simples,

verificamos que

n-l, 1 2772 =
nH — N\ + a—nH—)\Z—|—2nH(S—nH +n(n—1)(72—b))
=57 ((TLH—)\z) +;)\j+n(n—1)(72_b)>' (3.22)

Portanto, uma vez que b < R, concluimos, para este caso, que a forma quadrética

associada ao operador L é positiva definida implicando que o operador L é eliptico. m

Observagao 3.2.7 No contexto do Lema 3.2.6, se assumirmos também que L} sa-
tisfaz a condi¢ao de curvatura (3.13) e que a curvatura média H de M™ é limitada,
entao garantiremos que o operador L serd, na verdade, uniformemente eliptico. De
fato, se H € limitada sobre M™, entdo existe uma constante C' > 0 tal que H(p) < C,
para todo p € M™. Por outro lado, como L' é um espaco de Lorentz localmente
simétrico que satisfaz a condicio de curvatura (3.13), seque de (3.16), que R € uma
constante. Assim, da equagao (3.22), obtemos

1 -1 —1
nH— M+t gl (R—b)znzc (R —b) = 6 > 0,

2 ~ 2H
onde &g € uma constante positiva. Portanto, L € uniformemente eliptico.

Recorde que o operador sem trago ® definido no capitulo anterior, é dado por
®,; = h;j —nH. Como M" ¢ suposta ser uma hipersuperficie Weingarten linear satis-
fazendo R = aH + b para alguns a,b € R, das equagoes (2.36) e (3.5) encerramos esta

secao com a seguinte identidade

@ =n(n—1)(H*+aH+b—-TR). (3.23)
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3.3 Hipersuperficies tipo-espaco com duas curvaturas

principais distintas

Iniciaremos esta secao estabelecendo uma limitagao inferior para o operador L
aplicado a funcao curvatura média de uma hipersuperficie tipo-espago Weingarten lin-
ear possuindo duas curvaturas principais distintas. Estimativa esta, essencial para a

prova dos nossos resultados.

Proposicao 3.3.1 Sejam Ly, n > 2, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear imersa em L' satisfazendo as
condigées de curvatura (3.13) e (3.14), tal que R = aH+b com (n—1)a®>—4n(b—R) > 0
e possui duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde 1 <

n

p < 5, entao

L(nH) > |®* Py (|®]), (3.24)
onde 5
Prpe(t) = 2° — Muﬂx —n(H? - ¢), (3.25)
pn(n —p)

&1
comc= — + 2c¢y.
n

Demonstracao. A demonstragao procede igual a da Proposicao 2.3.9 até a igual-
dade (2.73). Para o que segue, consideremos um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}
sobre M" tal que h;; = Nd;j e @i = p;0;5. Assim, uma vez que R = aH + b, das
equagoes (2.40), (3.11), (3.12) e (3.19) obtemos

L(nH) =S —nH» X +> hi, —n’|VH|

i?ij

— <NH Z )\z’ﬁ(n-‘rl)ii(n-l-l) +5 Z}_%(nﬂ)k(nﬂ)k)
i k

-2 Z()\i)\k_Rmk + A Rigir)) (3.26)

ik
Como estamos assumindo que a relagao (3.17) é satisfeita, podemos aplicar o

Lema 3.2.3 para garantir que

> bl —n®|VH]> > 0.

i7j7k
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Consequentemente, podemos estimar a equagao (3.26) e obter

L(nH) > 5% — nHZ A =2 Z()\Mkﬁkiik + A Rigir) (3.27)
i ik

— (TLH Z )‘iﬁ(n—&-l)ii(n—&-l) + 8 Zﬁ(n—&-l)k(n—f—l)k) .
i k

Por um lado, de

Zuﬁ => (N—H)= Z A} — 3H|®|)? — nH?,

i

e das equagoes (2.36), e (2.73) escrevemos
S —nHY X = (|0 +nH?*)? —nH> pf—3nH*|®* — n’H*

= |®|* — nH?|®|? — nH 3
1

> (0] - nilap ol 3 (328)

n(n — 2p)
v pn(n — p)

Mas por outro lado, usando as condigdes de curvatura (3.13) e (3.14), apos alguns

> (@] (@P - ]|@| —nH2> .

calculos obtemos

- (”H Z AR 1ii(nt1) + 5 Z}_%(mrl)k(wrl)k) = c1(S —nH?) (3.29)
7 k

—2 Z()\i)\kﬁkiik + M Ripir) > ¢ Z()\Z — \)?
ik ik
= 2ncy(S — nH?). (3.30)

Portanto quando inserimos as expressoes (3.28), (3.29) e (3.30) na expressao (3.27),

concluimos que

LnH) > |3 (\@\2 _ nin—2p)

vpn(n —p)

-2
_ |o| (\ 2o 22y \—nH2)+ncr¢>r2

vpn(n —p)

o (\@\2 - %\HI@\ (i c>> ,
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onde ¢ = % +2¢cy. W

Antes de apresentar os nossos resultados, faremos uma breve analise a respeito do
comportamento do polinémio Py, . definido em (3.25) em termos do sinal do parametro
¢ de um espago localmente simétrico que satisfaz as condi¢oes de curvatura (3.13)

e (3.14), em outras palavras, é o que diz a seguinte

Observagao 3.3.2 Se Py, . € 0 polindmio definido em (3.25), entdo temos os sequintes

casos:

(a) Caso c > 0.

dp(n — p)c
Neste caso, se n*H? — 4p(n — p)c < 0, entao H* < p(—zp) e, portanto
n
Py po(x) > 0 para todo x € R.
4 — 2 n—pc
Se H? = p(n—Qp)c; entio podemos escrever |H| = M e o polinémio
n n

P pe tem exatamente uma raiz real, a saber

oV _ (n=2p)ye
= s -] = 2

Assim, neste caso,

para todo x € R.

4p(n — p)c . , . .
Se H? > p(—Qp)’ entao Py, . possut duas raizes reats, que sao dadas por
n

NG

24/p(n — p)

Observe que 7. € sempre positiva, enquanto x* € positiva, se e somente se,

*
Ty =

<(n — p)|H| £ /n2H? — dp(n — p)c> . (3.31)

4 —
W —ple g o,
n

(b) Caso ¢ <0.

Neste caso, Py, possui duas raizes reais distintas que coincidem com (3.31).
Note que x% € sempre positiva, enquanto x* € sempre negativa. Consequente-

mente, Py (x) > 0 se, e somente se, x > x* , onde

(0 = 2p)| H| + V/0?H? = 4p(n = p)e)
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Por meio da Proposigao 3.3.1 juntamente com andlise feita acima, somos ca-
pazes de provar os nossos resultados com respeito a caracterizacao de hipersuperficies
tipo-espago Weingarten lineares completas imersas em um espaco localmente simétrico
Lorentziano possuindo duas curvaturas principais distintas.

Teorema 3.3.3 Sejam L7, n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH +b com

b <R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p,

onde 1 < p < 3. Se H? < 413(7;—;’»6 e H atinge seu mdximo sobre M", entao M™ é uma

24/p(n—p)c e |CI)| _ (n72p)ﬁ.

. oo T n+1 —
hipersuperficie isoparamétrica de LY com |H| = NG

Demonstragao. Iniciamos observando que, da restricao imposta sobre o parametro
b, podemos usar o Lema 3.2.6 no sentido de garantir que H tem sinal estrito e que o
operador L é eliptico, além disso, a condigao (3.17) é satisfeita.

Assim, pela Proposicao 3.3.1, temos
L(nH) > | Pyp.(|®), (3.32)

onde
n(n — 2p)

vpn(n —p)

Uma vez que estamos assumindo ¢ > 0 e H? < 4”(7;”)0, o item (a) da Obser-

Prpo(|®]) = D> — |H||®| — n(H? - ¢).

vagao 3.3.2 garante-nos que Py, .(|®|) > 0 e, consequentemente, de (3.32), L(nH) > 0.
Como também estamos assumindo que H atinge seu méximo sobre M", podemos
utilizar o Lema 1.2.10 para garantir que H ¢é constante sobre M". Entao, da ex-

pressao (3.27) obtemos

0=L(nH) > hi) —n’|VH” + |2]* Py,(|2[) > 0. (3.33)

ijk
i?j7k

Conforme as nossas hipoteses, temos que (3.33) é soma de termos nao-negativos, e
portanto devemos ter
S B —n’|VH? =0 e |OPy,.(|®]) =0. (3.34)
0.4,k
Sendo H constante, de (3.34) obtemos que h;j; = 0 para todo 4, j, k. Afirmamos que
hijr = 0 implica que M™ é uma hipersuperficie isoparamétrica. De fato, se consider-

armos um referencial ortonormal local tal que h;; = \;d;; e ¢ = j na identidade (3.6),
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temos
k k
Usando o fato das formas de conexao w;; serem anti-simétricas, obtemos que d\; = 0
para todo i = 1,...,n e assim, todos os \; sao constantes, mostrando o afirmado.
Além disso, como M"™ é suposta ter duas curvaturas principais distintas, temos
que |®|* > 0. Assim, de (3.34), concluimos que Py, .(|®|) = 0. Portanto devemos ter

‘H‘ _ 24/p(n—p)c n—2p)+/c

e consequentemente |P| = (T u

Observacao 3.3.4 Veja que o Teorema 3.3.3 pode ser considerado como um resultado

do tipo "gap", uma vez que a desigualdade sob a curvatura média nao pode ser estrita.

Prosseguindo, obtemos o seguinte resultado de nao existéncia

Teorema 3.3.5 Nao existe hipersuperficie tipo-espagco Weingarten linear completa imersa

em um espago de Lorentz localmente simétrico L™ satisfazendo as condigdes de cur-

vatura (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH +b com (2m —1)a®> —8m(b—TR) > 0
e a > 0, possuindo duas curvaturas principais distintas com a mesma multiplicidade
tal que H?* < c.

Demonstragao. Suponha por contradi¢do que exista M*™, uma hipersuperficie tipo-
espaco Weingarten linear, completa e possuindo duas curvaturas principais de mesma
multiplicidade. Sendo H limitada e a > 0, podemos aplicar o Lema 3.2.4 a funcao

2mH , obtendo uma sequéncia de pontos {qx }rey C M*™ tal que

lim (2mH(qx)) =sup2mH, e limsupL(2mH)(q;) < 0. (3.35)
M

k—+o0 k—+o00

Uma vez que L' satisfaz a condicdo de curvatura (3.13), temos que R é cons-

tante. Assim, tomando o limite em (3.23) e usando (3.35) obtemos
lim |®(gx)| = sup|®|. (3.36)
k—+o00 M
Por outro lado, de (3.24) e (3.36), segue que
0 > limsup L@mH)(g) > sup |8 Pa 1110 (sup |<1>|) |
M M

k—o0

Logo, como M?™ & suposta ter duas curvaturas principais distintas, concluimos que

PsupH,m,c (SUP ‘CD‘) S 07
M
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e consequentemente, levando em conta nossa restrigao sobre H, de (3.25) obtemos
0 < sup |®|* < 2m(sup H*> — ¢) < 0.
M M

Portanto, devemos ter |®|? = 0 sobre M?™ chegando a uma contradi¢io. m
Retornando a caracterizacao de hipersuperficies tipo-espago Weingarten lineares,

temos

Teorema 3.3.6 Sejam L7, n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH + b com
b <R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p,
onde 1 < p < 3. Suponha que W < H? <ceque

|D| < (n—2p |H| — \/n2H? — 4p(n — )c) (3.37)

Vn
2/p(n —p)
Se H atinge seu mdximo sobre M", entao M"™ é uma hipersuperficie isoparamétrica de

LT Além disso, igualdade ocorre em (3.37).

Demonstracao. Das nossas restri¢oes sobre H e |®| remetemo-nos a Observagao 3.3.2
para garantir que Py, .(|®]) > 0 com Py, .(|®|) = 0 se, e somente se, a igualdade
ocorre em (3.37). Agora procedendo como na prova do Teorema 3.3.3, concluimos que
M™ & uma hipersuperficie isoparamétrica de L™ com igualdade ocorrendo em (3.37).
n

De maneira similar a demonstragao do Teorema 3.3.3, também obtemos o préximo

resultado

Teorema 3.3.7 Sejam L7, n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH + b com
b <R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p.

4pn p)c

Suponha que ou H? > para 1 <p <%, ouH*> wpara1§p<§ e que

|B| > L
2y/p(n —p)

Se H atinge seu mdximo sobre M", entao M"™ é uma hipersuperficie isoparamétrica de
n+1
Ly

((n — 2p)|H| 4 v/n2H? — 4p(n — p)c) : (3.38)

. Além disso, a igualdade ocorre em (3.38).

Como uma aplicagao do Lema 3.2.4, obtemos o seguinte
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Teorema 3.3.8 Sejam L', n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt satis-
fazendo (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH+b coma > 0, (n—1)a?—4n(b—R) >
0 e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p.
Suponhaqueou1§p§§6H2>W, 0u1§p<geH22%,e
que

NG

| > ———
2y/p(n —p)

((n — 2p) pr \H\+\/n2(s]1\14p H)? —4p(n — p)c) : (3.39)

Se H € limitada M™, entdo M™ € uma hipersuperficie isoparamétrica de L. Além

disso, a igualdade ocorre em (3.39).

Demonstragao. Aplicando o Lema 3.2.4 a fungao H, obtemos uma sequéncia de

pontos {qx breny C M™ tal que

lim H(qy) =supH e limsupL(H)(qx) <O0.
M

k—+o00 k—+4o00

Assim, da Proposicao 3.3.1 temos

0 > limsup L(nH)(qx) > sup |®* Poup H.p.c <sup |(I>|) . (3.40)
M M

k—o00

Logo, uma vez que M" é suposta ter duas curvaturas principais distinta, da desigual-

dade (3.40) concluimos que

Pawp pc (sup |(I>|) <0.
M

Por outro lado, das nossas restri¢oes sobre H e sobre |®|, temos que Py, . (|®|) > 0,

com Py, . (|®]) = 0 se, e somente se,

B = (0 = 2p) | H| + /w2 HZ = dp(n = p)e)

vn
2¢/p(n—p)
Consequentemente, da desigualdade (3.39) obtemos que

N

2¢/p(n —p)

sup [@| =
M

((n — 2p) sup |H| + \/TLQ(S]L\14p H)? —4p(n — p)C)

e, levando em conta mais uma vez a nossa restrigao sobre |®|, temos que |®| é constante
sobre M™. Uma vez que L}*! satisfaz a condicdo de curvatura (3.13) e M™ é uma

hipersuperficie Weingarten linear tal que R = aH + b, obtemos da expressao (3.23),
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que H é constante sobre M"™. A partir deste ponto, a prova procede como a prova do
Teorema 3.3.3. =
Finalmente, quando o parametro ¢ é nao-positivo, podemos raciocinar como antes

para obter os seguintes resultados

Teorema 3.3.9 Sejam L', n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) com ¢ <0, tal que R = aH +b com
b <R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p,

onde 1 < p < 5. Suponha que

T\/nﬁ—p) ((n — 2p)|H| 4+ v/n2H? — 4p(n — p)c> . (3.41)

|| >

Se H atinge seu mdximo sobre M", entao M"™ € uma hipersuperficie isoparamétrica de

Lyt Além disso, a igualdade ocorre em (3.41).

E,

Teorema 3.3.10 Sejam L', n > 3, um espaco de Lorentz localmente simétrico e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em LT+ satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH + b com
a>0, (n—1)a*—4n(b—R) > 0 e possuindo duas curvaturas principais distintas com

multiplicidades p e n — p, onde 1 < p < 5. Suponha que

NG

D] > —
2y/p(n —p)

((n — 2p) s&p |H| + \/n2 S}\l/lp H? —4p(n — p)c) . (3.42)

Se H atinge seu mdximo sobre M", entao M"™ € uma hipersuperficie isoparamétrica de

Lyt Além disso, a igualdade ocorre em (3.42).

3.3.1 Espacos-tempo de Einstein localmente simétricos

Esta secao tem como objetivo reproduzir os resultados da se¢ao anterior para
o contexto em que o espaco ambiente é um espacgo-tempo de Einstein. Antes disso

vejamos que, de modo anédlogo ao caso Riemanniano, temos
div(PVf) = (divP, Vf) + 0Of, (3.43)

onde P; é a primeira transformacao de Newton dada por P, = A —nH e f € C>®(M).

66



Por outro lado, denotando por R e Ric s@o os tensores de curvatura e Ricci de
L) respectivamente e por N a aplicacio de Gauss de M™, obtemos do Lema 3.1

de [21] que

(iR, V) = — S (RN, e, V) = ~Rie(N. V1) =0,

i=1
uma vez que L' é suposta ser um espaco-tempo de Einstein.
1

Consequentemente, retornando a equagao (3.43) concluimos que
Of = div(P,(VH)).

ou seja, obtemos que o operador quadrado é uma divergéncia. Além disso, retornando

ao operador L, temos

L(nH) = div(P(VH)), (3.44)

onde

(n—1)

P=npP +" —al. (3.45)

Motivados pela discussao acima, vamos tratar o caso em que o espago ambiente
L7 ¢ um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico satisfazendo as condicoes
de curvatura (3.13) e (3.14).

Assim, estamos em posi¢ao de demonstrar os nossos proximos resultados.

Teorema 3.3.11 Sejam L}, n > 3, um espago-tempo de Einstein localmente simétrico
e M™ uma hipersuperficie tipo espaco completa Weingarten linear imersa em Lyt sat-
isfazendo (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH +b com (n—1)a® —4n(b—R) > 0
e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde
1 <p<?% SelVH| € L'(M) e H* < %}”)C, entao M™ é uma hipersuperficie

\/p(n—p)c e |q)| _ (n—2p)\/6'

. L n+1 . . 2
isoparamétrica de LY. Além disso, |H| = NG

Demonstracao. Uma vez que M™ é tal que R = aH +b e H ¢é limitada, segue que M™
tem curvatura escalar normalizada R é limitada. Por outro lado, como L} satisfaz a
condicdo de curvatura (3.13), segue que R é constante e consequentemente por meio da
equagao (3.5), a segunda forma fundamental A de M™ ¢é limitada. Logo, o operador P
definido em (3.45) é também limitado e, como estamos assumindo que |VH| € L*(M),

concluimos que
|P(VH)| < |P||VH| € L'(M).
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Assim, podemos usar o Lema 1.2.4 para garantir que div(P(VH)) = 0 sobre M" e,
portanto, da igualdade (3.44) obtemos L(nH) = 0 sobre M".
Por outro lado, da restrigao H? < 4”(2—?»0, temos que Py, (|®]) > 0 e de (3.33)

obtemos

> hgy =n’|VHP. (3.46)

ijk
Z’7j7k

Como assumimos que (n—1)a?—4n(b—R) > 0, através do Lema 3.2.3 temos que que H

¢ constante sobre M" e portanto, da igualdade (3.46), M™ deve ser uma hipersuperficie
2y/p(n —p)c _ (n=2p)\/c
——— e |P| = —F—.

n NZD

Com um raciocinio analogo ao feito na demonstracao anterior, obtemos os prox-

isoparamétrica de L+, com |H| =

imos resultados.

Teorema 3.3.12 Sejam L™, n > 3, um espago-tempo de Einstein localmente simétrico
e M™ uma hipersuperficie tipo espaco completa Weingarten linear imersa em Lyt sat-
isfazendo (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH +b com (n—1)a? —4n(b—R) > 0
e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde
1<p<?t. SuponhaqueW§H2<c, e

@] < (0 = 2p) | H| = /w2 HZ = 4p(n = p)e) (3.47)

vn
2y/p(n —p)
Se \VH| € LY(M), entdo M™ ¢ uma hipersuperficie isoparamétrica de L' Além

disso, a igualdade ocorre em (3.47).

Teorema 3.3.13 Sejam L}, n > 3, um espago-tempo de Einstein localmente simétrico
e M™ uma hipersuperficie tipo espaco Weingarten linear completa imersa em Lyt sat-
isfazendo (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH +b com (n—1)a® —4n(b—R) > 0
e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde

1 <p<?2 Sel|VH|l € LY(M). Suponha que oul < p < 2 e H?> > 2IPE 4y

1§p<§eH22%gp)c,eque

v
2¢/p(n —p)

Se |VH| € LY(M), entdo M™ é uma hipersuperficie isoparamétrica de LT, Além

B > <(n — 2p)|H| + /n?H? — dp(n — p)c> . (3.48)

disso, a igualdade ocorre em (3.48).

Assim como na Sec¢ao anterior, também contemplamos o caso em que o parametro
¢ do espago localmente simétrico é nao negativo no contexto dos espagos-tempo de

Einstein.
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Teorema 3.3.14 Seja L™, n > 3, um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico
e seja M™ uma hipersuperficie tipo-espagco Weingarten linear completa imersa em L+
satisfazendo (3.13) e (3.14) com ¢ > 0, tal que R = aH+b com (n—1)a?—4n(b—R) > 0
e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde
1<p<% Se|VH|eL'(M)e

@] > (0 = 2p) | H| + /w?HZ = dp(n = p)e) (3.49)

v
2¢/p(n —p)
entdo M™ é wma hipersuperficie isoparamétrica de L. Além disso, a igualdade ocorre
em (3.49).

Encerramos esta secao estabelecendo um resultado de nao existéncia para hiper-

superficies fechadas.

Teorema 3.3.15 Nao existe hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear fechada imersa
em um espago-tempo de Einstein localmente simétrico Ly, satisfazendo (3.13) e (3.14),

tal que R = aH +b com (n—1)a®>—4n(b—R) > 0, possuindo duas curvaturas principais

4p(n—p)c
5 .

distintas com multiplicidades p e n — p, e H?> < -

Demonstragao. Suponha por contradicao, que exista M"™ uma hipersuperficie tipo-
espaco Weingarten linear fechada imersa em um espago-tempo de Einstein localmente
simétrico L}t! satisfazendo (3.13) e (3.14). Uma vez que estamos assumindo que a
desigualdade (3.17) é satisfeita, entdo podemos usar a Proposi¢ao 3.3.1.

Por um lado, da expressao (3.44) temos que o operador L é uma divergéncia.

Assim, aplicando o Lema 1.2.1 a estimativa (3.24), obtemos

0:/ div(P(VH))dM:/ L(nH)dMZ/ |®|? Py p.o(|®|)dM. (3.50)
M M M
Por outro lado, da nossa hipotese, H? < %;p)c, a Observacao 3.3.2 garante

nos que o polinémio Py, .(|®|) > 0. Logo, de (3.50) obtemos que |®|* = 0 sobre
M™, ou seja, M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica de L"™'. Mas, levando
em conta que M™ é suposta ter duas curvaturas principais distintas, chegamos a uma
contradicao. m

Observacao 3.3.16 Veja que, a priori, nao podemos aplicar a Proposicao 1 de [31]
no contexto do Teorema 3.3.15, mesmo sendo M"™ uma hipersuperficie fechada. De

fato, consideremos M™ uma variedade Riemanniana fechada e, sequindo a notagao

encontrada em [31], seja
Pij = (Z ¢kk> dij — Pij, (3.51)
k
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onde ¢;; € um tensor de Codazzi simétrico. Neste contexto, nao € dificil verificar que
>_; pijj = 0. Portanto, do Teorema 1 de Cheng-Yau [31], temos que a igualdade (2.18)
¢ satisfeita. Uma vez que ¢ € um tensor simétrico qualquer, facamos ¢;; = h;; e ob-
servemos que (3.51) coincide com (2.16). Por outro lado, a equagio de Codazzi (3.7)
nos garante que o tensor h;; é um tensor de Codazzi se apenas quando a variedade am-
biente possuir curvatura seccional constante. Portanto, o operador quadrado definido
a partir de (2.16) € auto-adjunto apenas quando o tensor h;; for de Codazzi, ou seja,
quando o espaco ambiente possuir curvatura seccional constante. Nesse sentido, ve-
mos que a escolha do espaco ambiente ser uma variedade Finstein no Teorema 3.3.15

torna-se necessdria.

3.3.2 Aplicacoes em formas espaciais

Como vimos na secao anterior, as formas espaciais Lorentzianas satisfazem as
condigdes de curvatura (3.13) e (3.14) para —< = ¢, = c e além disso, a constante R é
exatamente a curvatura seccional c¢. Dessa forma, todos os Lemas auxiliares bem como
a Proposigao 3.3.1 continuam validas para as formas espaciais. Em toda essa sec¢ao, o
parametro ¢ indicara a curvatura seccional da forma espacial e que pode ser {—1,0, 1}.

Teorema 3.3.17 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear completa

imersa em SP, n >3, tal que R = aH + b, e possuindo duas curvaturas principais
distintas com multiplicidades p e n — p, onde 1 < p < %. Suponha que H? < W.

Se uma das sequintes condigcoes € satisfeita

(i) b <1 e H atinge seu mdximo sobre M™;

(ii) (n —1)a* +4n(l1 —b) >0 ¢ |VH| € LY(M),

n—2p n—2p
€ Cyp — — .
n—p p

entao M™ € isométrica a S"P(c1) x HP(cg), com ¢ =

Demonstragao. Observe que em ambas as condicoes as restrigoes impostas sobre a e
b, nos garante que o Lema 3.2.6 ¢ valido. Como o ambiente possui curvatura seccional

constante, R(;41)ii(nt+1)=0. Dessa forma, com as devidas adaptagoes, podemos escrever

1 n
ij=1
1 n
25 D Rijij(Ai — A)* = @1 Prpa(|®)),
i5=1
onde
2 n(n — 2p)

PH7p71(.ﬁE) =T
np(n — p)

|H|z —n (H* - 1). (3.53)
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Além disso, da nossa restri¢ao sobre H, temos que Pp,1(|®|) > 0 e consequentemente
de (3.52) obtemos L(nH) > 0.

Neste momento, assuma que o item (7) seja satisfeito. Uma vez que b < 1, o
Lema 3.2.6 assegura-nos que o operador L ¢ eliptico. Agora como H atinge o seu
méximo sobre M", podemos aplicar o principio do méaximo forte de Hopf para concluir
que H é constante. Retornando a (3.52), obtemos que todas as desigualdades obtidas

nesta expressao sao, em verdade, igualdades. Em particular a seguinte igualdade ocorre

> hi, =n’|VH =0,

ijk
i7j7k

e dai inferimos que M™ é uma hipersuperficie isoparamétrica de S}

Suponhamos agora que ocorre o item (i), isto &, (n — 1)a® + 4n(1 —b) > 0 e
|\VH| € £LY(M) valem. Uma vez que S7"™' possui curvatura seccional constante, temos
que o operador [J ¢ uma divergéncia. Logo, nao ¢é dificil verificar que o operador L

definido em (3.19) pode ser escrito como segue
L(nH) =divy (P(VH)), (3.54)

onde P esta definido em (3.45).

Além disso, uma vez que R = aH +b e H é limitada sobre M™, da equagao (3.5)
temos que A é limitada sobre M™. Consequentemente, o operador P definido em (3.45)
é também limitado. Portanto, como também estamos assumindo que |[VH| € L*(M),

obtemos que

|P(VH)| € £'(M).

Assim, levando em conta mais uma vez que L(nH) > 0, usamos o Lema 1.2.4 e obtemos
que L(nH) = 0 sobre M™. Logo, retornando a (3.52) temos

> bl =n?VHP.

g,k
Portanto, neste caso, o Lema 4.2.1 assegura-nos que H é constante. Consequentemente,
também concluimos que M™ deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica de S

Além disso, de (3.52) temos que |®|*Py,,1(|®]) = 0, mas como M™ é suposta ter

duas curvaturas principais distintas, devemos ter Pp,1(|®|) = 0. Logo, ndo podemos

ter a desigualdade estrita na nossa hip6tese sobre H? e consequentemente (a menos
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) H = 2\/?(”‘17)

simples e direto, verificamos que |®| = ”&%p :

de escolha de orientagao . Assim, retornando a (3.31), com um calculo

Por outro lado, como em ambos os casos constatamos que M™ ¢ uma hiper-
superficie isoparamétrica e, por hipotese, possui duas curvaturas principais distin-
tas. Neste ponto, usando o Teorema 1.1.2 concluimos que M"™ deve ser isométrica
a S"*(c;) x H*(cy), onde k € {p,n—p},c1 >0, <0e é%— 1 = 1. Além disso, por

Co
uma mudanga adequada do vetor normal, nao é dificil ver que as curvaturas principais

de S"7*(c;) x H*(cy) < S** sdo dadas por

>\1:"':/\n—k:\/1_cl (§ >\n—k+1:"':)\n:\/]—_62-

Consequentemente,

nH=(n—-k)v1l—c+kJ/1—c (3.55)

AP = (n—k)(1 —c1) + k(1 — ca). (3.56)

Assim, inserindo (3.55) e (3.56) em (3.5), e com uma manipula¢do algébrica simples

temos

B2 = m ((n —k)H + \/n?H? — 4k(n — k))2
Portanto, levando em conta mais uma vez que H = w, M™ deve se isométrica
a S"P(¢;) x HP(¢y), com ¢; = n __2; ecy = n ;2]). u

Na sequéncia, estabelecemos o seguinte resultado de nao existéncia

Teorema 3.3.18 Nao existe hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear completa
imersa em S satisfazendo R = aH +b com (2m — 1)a? +8m(1 —b) >0 e a > 0,
possuindo duas curvaturas principais distintas com a mesma multiplicidade tal que
H? <1.

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que exista uma tal hipersuperficie tipo-
espaco Weingarten linear completa M?™ com H? < 1. Nestas condicoes, podemos
aplicar o Lema 4.2.3 a fungao H, para obter uma sequéncia de pontos {q }rey C M*™
tal que

lim H(q) = S}\l/[p H, e limsupL(H)(q) <0. (3.57)

k—+o00 k—+oc0
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Sendo R = aH + b, usando (3.57) em (3.23), temos
lim |®(gx)| = sup |®|. (3.58)
k——+o0 M

Assim, tomando o limite sobre k em (3.52), e levando em conta (3.57) e (3.58) obtemos

0 > limsup L(2mH )(qx) > Sup |D|? Paup Hom1 <sup |<I>|> .
k—o0 M
Logo, uma vez que M?™ é suposta ter duas curvaturas principais distintas, concluimos

que
psupH,m,l (SUP ‘(I)‘) S 0
M

Consequentemente, tendo em conta a nossa restrigao sobre H, de (3.53) obtemos
0 < sup |®|* < 2m(sup H*> — 1) < 0.
M M

Portanto, devemos ter |®| = 0 sobre M?™ o que ¢ uma contradigio. m

A partir do Teorema 3.3.18 e da classificacao das hipersuperficies tipo-espago

totalmente umbilicas de S7*" devido a Montiel [70], também obtemos o seguinte

Coroléario 3.3.19 Seja M? uma superficie tipo-espaco Weingarten linear completa
imersa em S3, tal que R = aH +b com a®> +8(1 —b) >0 ea > 0. Sesup,, H> < 1,

entao M? ¢ isométrica ou a R? ou S?, a menos de homotetias.

Impondo uma limitacao adequada na norma do operador sem traco, obtemos uma

outro teorema de caracterizacao no espaco de Sitter.

Teorema 3.3.20 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espa¢o Weingarten linear completa
imersa em Sy, n > 3, tal que R = aH + b, possuindo duas curvaturas principais

distintas com multiplicidades p e n—p, onde 1 < p < 5. Suponha que 473(:;—2_’)) <H*<1

|D| Sl
2¢/p(n —p)

Se uma das sequintes condigcoes € satisfeita

e

<(n — 9p)|H| — /n2H? — dp(n — )) (3.59)

(i) b<1 e H atinge um mdzimo sobre M";

(ii) (n—1)a®* +4n(1—0) >0,b#1 e [VH| € LY(M),

entdo M™ € isométrica a S"P(c1) x HP(¢p), com 0 < ¢; < n((n ;)72’), —"(np_22p) < <0
11 _
e a + a =1.
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Demonstragao. Das restri¢oes impostas sobre H e |®|, ndo ¢ dificil verificar, a partir

da Observagao 3.3.2, que Py, (|®|) > 0 para

@] < ((n = 2p)|H| = VW H? = 3p(n—p))

S
2¢/p(n —p)

com Py, 1(|®|) = 0 se, e somente se,

B = ((n = 2p)|H| = Vo H? = dp(n = p)) .

IV
2¢/p(n—p)

Logo, de modo similar a prova do Teorema 3.3.17, concluimos que M™ deve ser
uma hipersuperficie isoparamétrica de STt e, portanto, podemos aplicar o Teorema 5.1
de [1] para obter que M™ ¢ isométrica a S"*(c;) x H*(cy), onde k € {p,n —p}, ¢1 > 0,

g < 0e —+ — = 1. Além disso, levando em conta mais uma vez a nossa hipotese
C1 Co
sobre H juntamente com a hipdtese (3.59), da equagdo (3.55) obtemos que k = p,
n(n—2p)  n(n—2p)
2 ¢ 2
(n—p) p
Podemos raciocinar como na prova do Teorema 3.3.20 para também obter o

O0<e < < <0 m

seguinte

Teorema 3.3.21 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa
imersa em S", n > 3, tal que R = aH + b e possuindo duas curvaturas principais
distintas com multiplicidades p e n —p. Suponha que oul1 <p < 7 e H? > W

1§p<geH224p(Z—2_p),eque

|®| > L
2y/p(n —p)

Se uma das sequintes condigoes € satisfeita

, OU

((n — 2p)sup |H| + \/n2 sup H? — 4p(n —p)) :
M M

(1) (n—1)a*+4n(1 —b) >0,a>0,b+#1 e H € limitada sobre M";
(i1) b <1 e H atinge o seu mdzimo sobre M™;

(iii) (n —1)a* +4n(1 —b) >0, b # 1, H € limitada e |VH| € L'(M),

1 1
entao M™ é isométrica a S"P(cy) x HP(ca), com ¢y >0, ca <0 e —+ — = 1.
C1 Co

Demonstragao. Vamos supor que a situagao do item (i) ocorre. Neste caso, podemos
aplicar o Lema 3.2.4 a fun¢ao H, obtendo uma sequéncia de pontos {qx}ren C M™ tal
que

lim H(g) = supH e limsup L(H)(q) < 0. (3.60)

k=00 k—+o0
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Assim, de (3.52) e (3.60) temos
0 > limsup L(nH)(g.) > sup |®* Pap #rp1 (sup |<I>|) . (3.61)
k—00 M M
Logo, como M™ é suposta ter duas curvaturas principais distintas, de (3.61) concluimos
que

mem(NMM)SO. (3.62)
M

Por outro lado, das nossas restri¢oes sobre H e |®|, nao é dificil verificar que Py 1 (|®|) >

0, com Py, 1 (|®]) = 0 se, e somente se,

\/ﬁ 2172
:m<(n—2p)|H|+\/”H —410(”—]9))-

||
Consequentemente de (3.62) obtemos que

vn

24/p(n —p)

((n —2p)sup |H| + \/n2 sup H2 — 4p(n —p))
M M

sup || =
M

e, tendo em conta mais uma vez a nossa restrigao sobre |®|, temos que |®| é constante
sobre M™. Assim, desde que M™ é uma hipersuperficie Weingarten linear, de (3.5)
temos que H também é constante sobre M". Neste ponto, procedemos como na prova
do Teorema 3.3.17.

Finalmente se ocorre ou o item (ii) ou (iiz), podemos raciocinar de maneira
analoga a prova do Teorema 3.3.17. m

Encerramos esta secdo contemplando os casos em que o espaco ambiente L' (c),

ou é o espaco de Lorentz-Minkowski ou o espaco anti-de Sitter H7™ .

Teorema 3.3.22 Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa
imersa em uma forma espacial Lorentziana L7 (c) (c = 0,—1 e n > 3), tal que
R = aH + b e possuindo duas curvaturas principais distintas de multiplicidades p e

n —p, onde 1 < p < . Suponha que

N
0 > 2 (0 — 2p) [ H| + v/n?H? — 4p(n — p)c)
2¢/p(n —p)
Se uma das sequintes condigoes € satisfeita
(i) (n—1)a*>+4n(c—0b) >0, a >0 e H € limitada sobre M";
(11) b < c e H atinge o mdximo sobre M™;
(i) (n —1)a® +4n(c —b) > 0, H € limitada e |VH| € L'(M),
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entao M"™ € isométrica a
(a) R" P x HP(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ =0;

1 1
(b) H"P(cy) x HP(cg), onde ¢; <0, c2 <0 e —+ — = —1, quando ¢ = —1.
C1 Co

Demonstragao. A demonstragao procede de maneira anéloga a feita no Teorema 3.3.21
a fim de assegurar que uma tal hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear e com-
pleta M™ deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica de L} (c). Visto que M™ ¢é
suposta ter duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n — p, onde
1 < p < 3, usamos mais uma vez o Teorema 1.1.2 para concluir que M" ¢ isométrica

a:
(a) R x H¥(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ = 0;

1 1
(b) H"*(c;) x H*(cy), onde ¢; <0, ca <0e — + — = —1, quando ¢ = —1,
€1 C2
onde k € {p,n — p}.

Além disso, quando ¢ = 0, por uma escolha adequada do campo normal, temos

que as curvaturas principais de R** x H*(c,) — L"*! sdo dadas por

M= =Xk =0 ¢ Apgr == A = V05
Assim,
nH = ky/—cy (3.63)
e

|A]2 = —kc,. (3.64)

Consequentemente, inserindo (3.63) e (3.64) em (3.31), com uma simples manipula¢ao
algébrica, obtemos

q)QZn(n
jafr = "8

Logo, tendo em conta a nossa hipdtese (3.41), de (3.65) temos que M"™ deve ser

H?. (3.65)

isométrica a R" P x HP(¢y), com ¢z < 0.
Finalmente, quando ¢ = —1, por uma outra escolha do vetor normal, temos que

as curvaturas principais de H"*(¢;) x H*(cy) < H"™ sdo dadas por

)\1:"':/\n—k:\/_]-_cl e >\n—k+1:"':>\n:_\/_1_c2'
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Assim,

nH=mn-kv-1—c —kvV—1—cy (3.66)

AP = (n— k) (=1 —c1) + k(=1 —cy). (3.67)

Consequentemente, inserindo (3.66) e (3.67) em (3.31), obtemos

n 2
o = = ((n = 2W)H + /o H? + dk(n — F)) . 3.68
9 = G (0= 200H + VP 3 = ) (3.68)
Portanto, levando em conta mais uma vez a nossa hipotese (3.41), de (3.68) temos que
1 1
M™ deve ser isométrica a H" P(c;) x HP(¢y), com ¢; <0, co<0e —4+ —=—1. =
€1 C2

3.4 Estudo de hipersuperficies via curvatura escalar

No ano de 1997, Li [66], estudando a geometria de hipersuperficies tipo-espago
fechadas imersas no espaco de Sitter, mostrou que uma hipersuperficie fechada com

curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo

<R<1,
n

deve ser totalmente umbilica.

Neste mesmo trabalho, Li prop6s um problema bastante interessante: O resultado
acima continuaria sendo verdade se trocassemos a compacidade de M™ pela sua com-
pletude? Adicionando a hipotese do supremo da curvatura média de M™ ser atingido
em algum ponto, o Caminha [26] respondeu afirmativamente. Logo depois, relaxando a
hipotese sob a curvatura média, pedindo apenas que a mesma fosse limitada, Camargo,
Chaves e Souza Jr. em [23] também mostraram que a mesma ¢ verdadeira.

Assim, o objetivo desta segao é estudar a umbilicidade de hipersuperficies Wein-
garten lineares imersas isometricamente em espacos Lorentzianos mais gerais, a saber,
localmente simétricos que satisfazem duas condigoes em sua curvatura. Obtendo as-
sim, resultados que estendem os resultados anunciados previamente para esse contexto.
Antes disso, encontraremos uma limitacao inferior para o operador L em termos da cur-

vatura escalar.

Proposicao 3.4.1 Seja L™ um espago de Lorentz localmente simétrico satisfazendo

as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14). Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago
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Weingarten linear imersa em LY+ tal que R = aH +b com (n —1)a? —4n(b—TR) > 0.
Entao,

L(nH) > 1 |2]'Qn(|®)) (3.69)

onde

Qnlw) = (n—2)a® — (n — 221/ +n(n — )(R - R)
+n(n—1)(c+ R—R) (3.70)

com ¢ = - + 2cy.

Demonstragao. Considere um referencial ortonormal local {ey, ..., e,} sobre M" tal
que

hij = Xidi; e @i = pidij,
Levando em conta as igualdades (2.40), (3.29) e as desigualdades (3.30), (3.18), a partir

de (3.19) temos a seguinte estimativa
L(nH) > S? —nHZ)\?+01]@]2+2n02]@]2. (3.71)
Além disso, nao é dificil verificar as seguintes relacoes algébricas
Zui:(), Zu?:@\z e Zuf:Z)\f—3H\<I>\2—nH3. (3.72)
Logo, do Lema 2.2.8 e das equagoes (2.36) e (3.72) temos

S?—nH» N=(® —nH?)’ —nH Y i - 3nH?|®[> — n*H*

=[@|" = nH*|®* —nH > _u (3.73)
-2
> 10p (10 = 222 mie| - nm2 ).
n(n —1)

Portanto, inserindo (3.73) em (3.71), temos que

n(n —2)

Lint) > |0 (@!2 - =

H|®| — n(H? — c)> , (3.74)
onde ¢ = a + 2¢5.
n
Agora, rescrevendo a equagao (3.5) em termos do quadrado da curvatura média,

obtemos

1 _
H>=—— 9>+ R-R 3.75
TR R, (3.75)
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e, uma vez que estamos assumindo que H > 0 sobre M",

H:ﬁ\/@P—l—n(n—l)(ﬁ—R) (3.76)

Portanto, substituindo as equagoes (3.75) e (3.76) em (3.74), obtemos finalmente
1
L(nH) > m|‘b|2QR(|‘b|)7

onde Qr(x) esta definido em (3.70). =

Agora, demonstraremos nosso primeiro resultado.
Teorema 3.4.2 Seja LT um espaco de Lorentz localmente simétrico satisfazendo as
condigoes de curvatura (3.13) e (3.14), comn > 3 ec > 0. Seja M™ uma hipersuperficie

tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em L', tal que R = aH-+b comb < R.

Se H atinge o mdzimo sobre M™ e R > R — %, entao M™ é totalmente umbilica.

Demonstragao. Iniciamos esta demonstragao afirmando que Qg(x) > 0, para cada
r € R, onde Qp esta definido em (3.70). De fato, se existe um ponto zy tal que
Qr(zo) = 0, um simples célculo nos permite verificar que

o (-1 (c+R-R)
" (n-2)(R-R-%)

Assim,

(R—ﬁ+%c> x%z—gz:;; (c+R-R)".

e isso contradiz a nossa suposicdo de que R > R — %
Portanto, Qgr(z) > 0 ou Qr(z) < 0 para cada x € R. Mas, da nossa hipotese

RZﬁ—%,obtemosquec+R—ﬁ>0, uma vez queRZﬁ—%C >R —c. Assim
Qr(0) =n(n—1)(c+R-R) >0

e, portanto temos provado a nossa afirmacao.

Logo, de (3.69) temos
1
L(nH) > m’q’FQR(@D > 0. (3.77)

Além disso, uma vez que estamos supondo que b < R, o Lema 3.2.6 assegura-nos
que o operador L é eliptico. Consequentemente como também estamos assumindo que
H atinge o méaximo sobre M™, de (3.77) podemos aplicar o Lema 1.2.10 para concluir
que H é constante sobre M™. Entao, retornando a (3.77), obtemos que |®[2?Qr(|®|) = 0

e, portanto, |®|? = 0. Isso mostra que M™ é totalmente umbilica. m
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Observagao 3.4.3 No caso em que L ¢é o espago de Sitter Si(c), temos que
—% = ¢y = ¢ > 0. Neste contexto, Caminha [25] provou que se M™ é uma hipersu-

perficie tipo-espago completa imersa em S?H(c), com curvatura escalar constante R

-2
(n )C<R<C
n

e curvatura média atingindo seu mdximo, entao M™ € totalmente umbilica. Neste sen-

satisfazendo

tido, observando que quando a = 0 o caso Weingarten linear reduz-se ao caso curvatura
escalar normalizada constante e que nesta configuracdo as hipdtesesb < R e R > ﬁ—%
sao equivalentes a ”7720 < R < ¢, o Teorema 3.4.2 pode ser visto como uma extensao
do Teorema 2 de [25].

Prosseguindo, também temos o seguinte resultado

Teorema 3.4.4 Seja L7 um espaco de Lorentz localmente simétrico satisfazendo as
condigoes de curvatura (3.13) e (3.14), comn >3 e c > 0. Seja M"™ uma hipersuper-
ficie tipo-espagco Weingarten linear completa imersa em LY, tal que R = aH +b com
a>0e(n—1)a®—4n(b—TR) > 0. Se H € limitada sobre M" e R > R — %, entio

M™ € totalmente umbilica.

Demonstragao. Vejamos que da equacdo (3.69) e da nossa hipotese R > R — %

temos
1
L(n) > ——|BLQu(|B]) > 0. (3.78)
Por um lado, sendo H ¢ limitada sobre M" e a < 0, podemos aplicar o Lema 3.2.4

para garantir a existéncia uma sequéncia de pontos {q; }x C M™ satisfazendo

lim (nH)(qx) =supnH e limsup L(nH)(g) <0. (3.79)
M

k—o0 k—o0

Mas, por outro lado, de (3.79) e da expressao (3.5) obtemos
lim |®*(qx) = sup |®]*. (3.80)
k—ro0 M

Agora, avaliando (3.78) em {¢ }, € tomando o limite em k, das (des)igualdades (3.79)
e (3.80) temos que

0 > limsup L(nH)(qx) >

k—o0

<sup |q)|2) qupR (Sup ’@’) = 0,
M M

e portanto, sup,, |®|*> = 0, mostrando que M™ é totalmente umbilica. m

1
N sup |<I>|2qupR (Sup |<I>|) > 0.
M M

Logo,
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Observacao 3.4.5 Analogamente a Observacio 3.4.3, vemos que o Teorema 3.4.4

pode ser considerado como uma extensao do Teorema 1.1 de [23].

No contexto em que L} ¢ um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico,

apresentamos o nosso tultimo resultado.

Teorema 3.4.6 Seja L' um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico satis-
fazendo as condigoes de curvatura (3.13) e (3.14), comn > 3 e c > 0. Seja M"
uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten completa linear imersa em L', tal que
R=aH+b com (n—1)a®>—4n(b—R) > 0. Se H ¢ limitada sobre M™, |VH| € £L'(M)

eR>R— %, entao M"™ € totalmente umbilica.

Demonstragao. Uma vez que L' um espaco localmente simétrico que satisfaz a
condicdo de curvatura (3.13), temos que R é constante. Por outro lado, sendo H
limitada sobre M™, segue da equagao (3.5) que a segunda forma fundamental A de M™
¢ limitada. Consequentemente, o operador P definido em (3.45) é também limitado.

Como estamos assumindo que |[VH| € £1(M), temos
|P(VH)| < |P||VH| € L'(M).

Assim, o Lema 1.2.4 garante-nos que div(P(VH)) = 0 sobre M™ e portanto, de (3.54)
obtemos L(nH) = 0 sobre M™.
Uma vez que R > R — 2, temos que Qr(|®]) > 0 e de (3.69) obtemos

1
0=L(nH) > —|®[Qr(|®]) 20,

concluindo que |®|*> = 0 sobre M™, ou seja, M™ é totalmente umbilica. m
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Capitulo 4

Caracterizacoes de cilindros

hiperboélicos

Neste capitulo, vamos apresentar os resultados referente ao artigo [41]. Na
primeira parte, considerando o vetor curvatura média normalizado, apresentamos uma
formula do tipo Simons para subvariedades tipo-espaco imersas em ambientes com
curvatura seccional constante. Logo em seguida, arrolaremos alguns resultados con-
cernentes a subvariedades tipo-espaco Weingarten lineares que auxiliarao no desen-
volvimento dos nosso teoremas. Feito isso, partimos em busca dos nossos resultados,
iniciamos estabelecemos uma estimativa inferior para o operador L agindo na funcao
curvatura média (cf. Proposigao 4.3.1). Em seguida, usando um principio do max-
imo do tipo-Omori estabelecemos o nosso primeiro resultado de caracterizagao (cf.
Teorema 4.3.4 e Corolario 4.3.6). Finalizamos este capitulo reobtendo os resultados
anteriores utilizando a integrabilidade do gradiente do vetor curvatura meédia (cf. Teo-

rema 4.3.7 e Coroléario 4.3.8).

4.1 Preliminares

Seja M™ uma subvariedade tipo-espago conexa de dimensao n imersa isometri-
camente em uma forma espacial semi-Riemanniana L;*P(c), com curvatura seccional
constante c¢. Escolhamos um referencial ortonormal semi-Riemanniano local adaptado

{e1, ., enyp} sobre L37P(c), com co-referencial dual {wy, ..., wnip} tal que, em cada



ponto de M", eq,...,e, sao tangentes a M™. No que segue, assim como nos capitulos

anteriores, usaremos a seguinte convencao de indices:
1<ABC,...<n+p, 1<ijk...<n e n+1<a,B8,7,...<n+p.

Nesta configuracdo, a métrica Lorentziana de L;*?(c) é dada por
ds* = Z €AWy,
A
onde g =1lee,=—-1,1<i<n+1,n+1<a<n+p Denotando por {wap}

as formas de conexao de L;*P(c), temos que as equagoes de estrutura de Lj*P(c) sdo

dadas por:
dws = €epwap Awp, wap+wpa=0, (4.1)
B
1
dwap = Z €cwac Nwep — 3 Z ecepKapcp we N wp, (4.2)
c C.D
onde

Kapcep = ceaep(d0acdpp — dapdpe).

O proximo passo é restringir todos os tensores a M™, e assim,
we=0, n+l<aln+np.

Logo, a métrica Riemanniana de M™ é escrita como ds? = >, w?. Sendo >, wa; Aw; =

dw, = 0, pelo Lema de Cartan podemos escrever
Wai = Y hSw;, g = hS,. (4.3)
J

Isto dé& a segunda forma fundamental de M", A = Zaz ;i hfjwiwjeq. Além disso, defin-

imos o vetor curvatura média h e a funcao curvatura média de M", respectivamente

por =130, (S hg)ea e H = [h] = /¥, (X, h3)"

Neste momento introduziremos a seguinte definicao

Definicao 4.1.1 Se V+ denota a conexdo de Levi-Civita do fibrado normal de M™,
dizemos que o vetor curvatura média h € paralelo quando para todo X € X(M) tem-se
V+h =0.

Com respeito a definicao acima, a seguinte observacao torna-se bastante usual
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Observagao 4.1.2 Se o vetor curvatura média h € paralelo, entao H é constante. De
fato, considere a funcao f = (h,h) definida sobre M™. Note que f é suave e que para
todo X € X(M) temos que

X(f) = X(h,h) =2(Vxh,h) =0
uma vez que h € paralelo. Logo [ é constante e, consequentemente, |h| = H é constante.

Retornando ao contexto anterior, por meio das equagoes de estrutura (4.1) e (4.2),
escrevemos as equagoes de estrutura de M™ que sao divididas em parte tangente

dwi = E wij A wj, wij + wji = 0,

J

1
dwij =Y wix Awyj — 3 > Rijuws Aw,
K ol

onde R;j; sao as componentes do tensor curvatura de M" e satisfaz a equacdao de Gauss

Rijkl = C(5ik5ﬂ - 5il5jk) - Z( i ?z — hy Jak% (4-4)

(0%
e, parte normal

dwy, = —Zwaﬁ ANwg, Wap +wge =0,
B

1
dwop = =Y Wary N yp — 5 > Raguawr A, (4.5)
v kil

onde R,z satisfaz a equacao de Ricci

Ragin = 3 (Wahis = hih7) (4.6)
l

A curvatura de Ricci e a curvatura escalar de M™ sao dadas, respectivamente,

por

Ry = c(n—1)d;; — Z (Z hgk> h: + Z he b (4.7)
o k a,k

1
R= mZR (4.8)

Juntado as equagdes (4.7) e (4.8) obtemos a seguinte relagdo fundamental

|A]? = n*H? + n(n— 1)(R - ¢), (4.9)
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onde [A]* =37, .(hf;)? denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental
A de M™.
As componentes hfj; da derivada covariante VA satisfazem
> hwr = dh + ) hgwi + > WS — > hwsa. (4.10)
k k k B

Nesta configuracao, de (4.3) e (4.10) obtemos a equac¢do de Codazzi

%’k: ?kj = Z‘U (4-11)

- . . N N N
A primeira e segunda derivada covariante de h{; denotadas por hy e hfy,, res-

pectivamente, satisfazem
> hggwn = dhSy + > b+ hwy + Y hSwn — Y hwse.  (412)
1 ! 1 1 8

Assim, tomando a derivada exterior em (4.10), obtemos a identidade de Ricci
io;'kl - %’lk = Z hfanmikl + Z L Z hfkRaﬁjk- (4.13)
m m k,B
O Laplaciano Ahg; de hg; é definido por Ahg; = 37, hify,. Das equagoes (4.11)
e (4.13), obtemos que

AR = hiys + > hfyRije + > bt Ruge + Y W Ragjie. (4.14)
k k,l k,l k.8
No que segue, consideraremos o caso em que H > 0. Assim, escolhemos um
referencial ortonormal local {ey, ..., e,4,} tal que e, = % Assim,
nt1 1 n+1 o_ 1 a
H'" = —tr(h")=H e H"=—-tr(h*)=0,a>n+2, (4.15)
n n

e portanto das equagoes (4.4), (4.6), (4.14) e (4.15), obtemos

AW =nH + cnhfs — ecnH®6; + Y b by ohly — 20> b i b

mj' ik
ﬂ7k7m B,k,m

+ > RSk —nH > RS > " RS D R (4.16)
B,k,m m B,k,m

para todon+1 < a <n-+p.
Sendo

AJAP =2 (Z AR + ) g;kf) : (4.17)

a?z’.j a)i’j’k
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inserimos (4.16) em (4.17), e obtemos a seguinte formula do tipo Simons

1 o (03 (e 2
AP = > (hg)* +n > hGHS 4+ ne(|AP — nH?) + ) (tr(h*h?))
a,i,5,k Q,i,j a,B
—nHZtr (R (n)?) + D N(hR? = hPhe) (4.18)
a,B
onde N(B) = tr(BB"), para toda matriz B = (b;;), sendo B' sua transposta.

Encerramos esta segdo com a seguinte observagao relacionada a funcao N(B).

Observagao 4.1.3 Se M,,,,(R) € o espaco das matrizes n X n sobre o corpo dos
nimeros reais R, entao N(B) = tr(BB') > 0, para todo B € M,,x,(R). Com efeito,
observemos que um elemento genérico da matriz BB* € dado por (BB')i; = 37, bibj;

Assim, uma vez que b;; = bﬂ,

N(B) = tr(BB?) :Z (BB');; Zblkb = (ba)* = 0.

ik

temos a sequinte sequéncia de igualdades

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, B = 0.

4.2 Resultados auxiliares

Nesta secao apresentaremos alguns lemas que auxiliarao na obtencao dos nossos
resultados. Resultados estes, que correspondem a versdo (para codimensao alta) dos
resultados estabelecidos em hipersuperficies. A demonstragao dos mesmos serao omi-
tidas uma vez que podem ser obtidas de modo similar as encontradas nos capitulos
anteriores.

Lema 4.2.1 Seja M™ uma subvariedade tipo-espaco Weingarten linear imersa em uma

forma espacial semi-Riemannian LZ—H?(C), tal que R = aH + b para algum a,b € R.

Suponha que

(n —1)a® + 4n(c — b) > 0. (4.19)
Entao,
VAP =) (hiy)* = n?|VHP. (4.20)
a,i, g,k

Além disso, se a desigualdade (4.19) € estrita e vale a igualdade em (4.20) sobre M",

entao H ¢ constante sobre M™.

De maneira similar a feita no estudo de hipersuperficies, considere o seguinte

tensor simétrico W = » 7', 1yjw; ® w; sobre M™ definido por
1/12']‘ = nH(Sz] — hZ—H.
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Nesta configuragao, introduzimos um operador [ associado a ¥ atuando sobre qualquer

funcao suave f, da seguinte maneira

Of =Y Wiy = >_(nHs,; — hit) fiy, (4.21)

ij=1 i\j
onde f;; denota das componentes do Hessiano de f. Assim, ao tomarmos f = nH
em (4.21), obtemos

O(nH) = nHA(nH) —n» b Hy. (4.22)

7
]

Por outro lado, das equagoes (4.9) e (4.22) e da relagao

1A(nH)2 =nHA(nH) 4+ n*|VH|?

2
escrevemos
1 o n(n—1) 2 2 n+1
O(nt) = SAAP — =———AR —n*|VH] - ny hH;. (4.23)
ij
Sendo M™ uma subvariedade Weingarten linear tal que R = aH + b, temos das

equagoes (4.18) e (4.23) que

O(nH)= Y (h)* +n > b HE —n> Wi H;; — n?|VHP?
@] i

a7iﬂj?k

+ >  N(h*h? — hPh®) + nc(|AP —nH?) +n) Y RS HS

a>n+l 4,5

a3
+ 3 (tr(roh?))” ~ n- 1aA(nH). (4.24)
a,B

2

Doravante, M™ sera sempre considerada uma subvariedade tipo-espaco de L;‘*p(c)
que possui vetor curvatura média normalizado paralelo. Neste contexto, a equagao (4.24)
pode ser reescrita de uma maneira mais simples. Para isto, escolha {es, ..., e,4,} um
referencial ortonormal local sobre M" tal que e, 1 = % Uma vez que e, 1 ¢ paralelo,
segue que

0=Vxen1 = ZwanH(X)ea, (4.25)
para todo X € X(M). Assim, de (4.25) concluimos que
Want1 =0, paratodo a>n+1. (4.26)

Por outro lado, fazendo i = j na equagao (4.10), temos
> hgwr =Y dh$+2)  hw — Y hiwsa. (4.27)
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Logo ao considerarmos a = n + 1, de (4.26) e (4.27) segue que

> Hptlw, =dH. (4.28)
k

Neste ponto, relembremos que, dada uma fungao suave f sobre M", a primeira e

segunda derivadas f; e f;; sao dadas por

df = Z fiwi (§] Z fijwj = dfz + Z fjwji. (429)
i J J
Assim, fazendo f = H na primeira equagao de (4.29) e comparando a mesma com (4.28)
devemos ter Hp = HIZH. Quando o > n + 1, recorde que H* = 0. Dai, as
equagoes (4.26) e (4.27) garante-nos que » , Hpwy, = —Huw,41, = 0 e, portanto,
Hy =0.

Passemos agora a analisar o que acontece com a derivada covariante H};. Tomando

i = j na identidade (4.12) escrevemos
D G =Y dhS +2> e+ > B — Y hiywsa. (4.30)
il i il il i\

Por meio das equagoes (4.26) e (4.30) também temos
Z H,?l—i—lwl = de + Z lelk- (431)
l !

Considerando novamente f = H na segunda equagao de (4.29), quando comparamos
com a equagio (4.31) obtemos Hy, = H};"'. Além disso, no caso em que a > n + 1, de

(4.26) e (4.30) temos

(6
ZHklwl = —Hywpi1a = 0,
!

de onde comprovamos que Hy; = 0.

Como um sub-produto da prévia digressao, substituindo Hy, = H,’;‘l“ e H; =0
para o > n + 1 em (4.24), e rescrevendo a mesma em termos da defini¢gao (3.19),
ultimamos que

n—
2
= Y (h)? = n?|VH] = nH ) tr (B (h*)?)

a7i7j7k

LinH) = OmH) + "~ LaAmH)

+3 N = Bh) + 3 (tr(hh)) (4.32)
a,fB o,
+ne(|AP — nH?).
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Observacao 4.2.2 A suposi¢ao acerca do vetor curvatura média normalizado paralelo
foi introduzido pela primeira vez por Chen em [30]. A esse respeito, temos que sub-
variedades com vetor curvatura média paralelo nao-nulo também tém vetor curvatura
média normalizado paralelo, ocorrendo a equivaléncia apenas no caso em que a fun¢ao
H ¢ constante. Por outro lado, a condi¢cao para ter vetor curvatura média normal-
izado paralelo € muito mais fraca que ter vetor curvatura média paralelo. Por exemplo,
toda hipersuperficie imersa em uma variedade semi-Riemanniana sempre tem vetor

curvatura média normalizado paralelo.

Prosseguindo, o préoximo resultado garante-nos a existéncia de uma sequéncia do
tipo Omori relacionada ao operador L. Este resultado pode ser obtido de maneira

anédloga ao Lema 2.5.5 do Capitulo 2.

Lema 4.2.3 Seja M"™ uma subvariedade tipo-espaco Weingarten linear completa imersa
em uma forma espacial semi-Riemanniana L;j*p(c), tal que R=aH +b, coma >0 e
(n —1)a? + 4n(c — b) > 0. Se H € limitado sobre M™, entdo existe uma sequéncia de

pontos {qx tren C M™ tal que

(i) lim H(g)=supH, (ii) lim |VH(go)| =0, (i) lmsup L(H(q)) < 0.
M —+00

k—+o00 k—o0

Finalizamos esta segao citando o Lema, cuja prova ¢é inteiramente algébrica e

pode ser encontrada em [84].

Lema 4.2.4 Sejam A, B : R™ — R" aplicagoes lineares e simétricas tais que AB = BA
e tr(A) = tr(B) = 0. Entao

tr(A?B)| < %N(A) N(B). (4.33)

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, (n — 1) dos autovalores z; de A e os

correspondentes autovalores y; de B satisfazem

_ [y ) )
|xi|—\/%7 =0 yi—\/% (“Sp‘_ m)

Observe que a desigualdade (4.33), pode ser considerada como uma generalizagao
do Lema de Okumura (cf. Lema 2.2.8), o qual é bastante utilizado na obtencao de

resultados concernente ao estudo de hipersuperficies.
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4.3 Resultados de caracterizacao

Considere o seguinte tensor simétrico
b = Z@%wiwjea,
a7i7j
onde & = hiy — H*6;; com H* estd definido em (4.15).
Seja |®* = 37, (®5)* o quadrado da norma do operador ®. De maneira in-
teiramente analoga ao caso de hipersuperficies, nao ha dificuldades em verificar que ®

tem trago zero e é auto-adjunto. Além do mais, de (4.9), temos a seguinte relagao
D = |A]> —nH? =n(n — 1)H* +n(n — 1)(R — ¢). (4.34)

No proximo resultado estabeleceremos uma limitagao inferior para o operador L
atuando sobre a fungao curvatura média de uma subvariedade tipo-espago Weingarten
linear.

Proposigao 4.3.1 Seja M" uma subvariedade tipo-espaco Weingarten linear em uma

forma espacial semi-Riemanniana Ly P (c) com vetor curvatura média normalizado par-
alelo. Se M™ € tal que R = aH + b, com (n — 1)a® + 4n(c — b) > 0, entao

L(nH) > | @] Pp,p.e(|2]), (4.35)
onde ) ( 2)
P pe(x) = o m[{x —n(H?—c¢). (4.36)

Demonstragao. Seja M"™ uma subvariedade tipo-espa¢o com vetor curvatura média
normalizado paralelo. Através da equagao (4.26) constatamos que w,i1, = 0, para
todo a > n+ 1. Por outro lado, da identidade (4.5), segue que R, 114;; = 0, para todo

a,1,j. Logo, da equagao de Ricci (4.6), temos que
hn—i—lha - hahn+1 =0

o que implica que a matriz A"*! comuta com todas matrizes h® para todo . Sendo

P = (df;), temos que % = h* — H* e, portanto,
Pt = prtt - {HML e % = p°, (4.37)

uma vez que H® = 0 para o > n + 1. Dessas observacoes, temos que a matriz ®"*!

comuta com todas as matrizes ®¢. Por fim, sendo a matriz ®* sem traco e simétrica,
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pois as matrizes h® sao simétricas, podemos usar o Lema 4.2.4, tomando A = ®* e
B = ®"*! a fim de obter

n—2
n(n —1)

|tr((@*)?@" )| < N(®*)\/N(dn+1). (4.38)

Por um lado, com um célculo simples e direto garantimos que
—nHZtr [R" T (h)?] + Z [tr(R*R7)]" = —nHZtr [@" 1 (2*)?] (4.39)

—nH? 0P+ ) [tr(e0f)]”.
a?IB
Tomando a soma em « na desigualdade (4.38), temos

=3 tr((@7)2en ) > —LZ) S N(@%) /N (@), (4.40)

n(n —1) =

Inserindo as relagoes
N((I)nJrl) _ tr(q)n+1>2 < ’CI)|2 e ZN(Q)a) _ ‘CI)‘Q

na desigualdade (4.40), obtemos

—2)
—nH Y tr(@"H(9%)?) > ~ =2 piep 4.41
(@"(27)7) = D) || (4.41)
Ademais, pela Observacao 4.1.3, temos
N(h*h? — hPh®) = N(®*®° — d7d*) > 0. (4.42)

Por intermédio da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos a seguinte desigualdade

pZ[tr(@“CDB > pz [tr(®*)?]? = pz
o8
(ZN (D) ) D%, (4.43)

Da hipotese (4.19), vemos que o Lema 4.2.1 vale, isto é

VAP =) (h;),)° > n’|VHP. (4.44)

a7i7j7k:

Portanto, implementando em (4.32) as expressoes (4.41), (4.39), (4.42), (4.43) e (4.44),

obtemos
o (12 n(n—2) 2
L(nH b — OIH—-—n(H" —c)|.
(i) > [0 (p =il = >)
]
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Observagao 4.3.2 Note que, no caso p =1, o polinomio definido em (4.38) coincide
com o polinémio encontrado em (3.74) para o caso de hipersuperficies (veja também o
Teorema 1.2 de [21]).

Uma outra observagao é a seguinte

Observagao 4.3.3 Quando ¢ > 0, se H? > 201 op e
Qp) = (n—2)°p+4(n - 1),

entdo o polinémio Py, . definido em (4.38) possui (pelo menos) uma raiz real positiva

dada por

C(n,p, H) = 2\/% (p(n —2)H + /pQ(p)H? — 4p(n — 1)6)-

Por outro lado, no caso em que ¢ < 0, 0 mesmo ocorre sem qualquer restricao sobre os

valores da funcao curvatura média H.

Agora, estamos em condi¢bes de provar o nosso primeiro teorema.

Teorema 4.3.4 Seja M™ uma subvariedade tipo-espagco Weingarten linear completa
mmersa em uma forma espacial semi-Riemanniana Lg“’ (¢), com vetor curvatura média
normalizado paralelo, tal que R = aH +b com a > 0 e (n — 1)a® + 4n(c — b) > 0.

uando ¢ > 0, assuma em adicdo que H? > e Ge H ¢ limitado sobre M™ e
Q(p)

|®| > C(n,p,sup H), entiop=1e M™ € isométrica a

(a) R™! x H'(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ = 0;

(b) S (c1) x H'(¢), onde ¢y >0, c2 <0 e 1/c; +1/ca = 1/¢, quando ¢ > 0;

() H" Y(c;) x H'(ca), onde ¢; <0, ca <0 e 1/ci +1/co = 1/c, quando ¢ < 0.
Demonstracao. Uma vez que estamos assumindo que a > 0 e que a desigualdade

(4.19) ocorre, estamos em condigdes de aplicar o Lema 4.2.3 a fun¢do nH a fim de

obter uma sequéncia de pontos {qx}ren C M™ tal que

lim nH(q)=supnH e limsupL(nH)(q) <0. (4.45)
M

k=400 k—+o0

Assim, avaliando (4.38) em ¢, e tomando o limite sobre k, temos de (4.45) que

0 > limsup L(nH)(q.) > sup |®* Pap trp.c <sup |<I>\) . (4.46)
M M

k—o00
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Por outro lado, da nossa restrigao imposta sob |®| temos a garantia que sup,, |®|? > 0

e, portanto, de (4.46) concluimos que

Paptpe (sup \CD\) <0. (4.47)
M

Suponha, inicialmente o caso ¢ > 0. Das restri¢goes impostas sobre H e |®],
temos que Py, (|®]) > 0, com Py, (|®]) = 0 se, e somente se, |®| = C(n,p, H).

Consequentemente, de (4.47) obtemos
sup [®| = C(n,p,sup H).
M
Levando em conta mais uma vez a nossa restri¢ao sobre |®|, temos
C(n,p,sup H) < |®| < sup|®| = C(n,p,sup H)
M

e, portanto, |®| é uma constante sobre M". Assim, sendo M" uma subvariedade
Weingarten linear tal que R = aH + b, de (4.34) temos que H é também constante
sobre M"™. Portanto, de (4.39) obtemos

0= L(nH) > |®*Py,.(|®]) > 0. (4.48)

Desde que |®| > 0, devemos ter Py, (|®|) = 0. Assim, todas as desigualdades
obtidas ao longo da prova da Proposicao 4.3.1 sao, de fato, igualdades. Em particular,

da desigualdade (4.41) concluimos que
tr(®")? = |®)2.
Assim, de (4.34) obtemos
tr(®")? = |9)? = |A|* — nH~. (4.49)

Por outro lado, da igualdade (4.37), temos que

tr (P2 4 Z Z(h;;)? = Z (R — Hoyp)? Z Z

a>n+1 i,j a>n+1 4,7
Y W
a>n+1 i,j
= \AP —nH? (4.50)
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Logo, de (4.49) e (4.50) concluimos que »_ .. 4 Z”(hf;)Q = 0. Mas, quando

olhamos a desigualdade (4.43) temos que

B*=p D [IN@) =p Y [N(@)]+pN(@")

a>n+1 a>n+1

=) ) (h)?+pN (@) = p| D[ (4.51)

a>n+1 1,5
Portanto, uma vez que |®| > 0, devemos ter que p = 1.
Nesta configuragao, de (4.44) e (4.51) obtemos
> (i) =n’|VH|? =0
ij,k

n+1
hljk

isto é, = (0 para todo i, j e, portanto, M™ é uma hipersuperficie isoparamétrica
de Q! (c). Quando ¢ < 0, procedemos como antes até alcancar a equacgao (4.47) e
de |®| > C(n,p,sup H), temos que P, .(|P|) > 0. Neste ponto, podemos raciocinar
como no caso anterior para obter que H é constante, p = 1 e, em consequéncia, também
concluir que M™ & uma hipersuperficie isoparamétrica de Q7 (c).

Logo, como a igualdade ocorre em (4.39), temos que ela também ocorre no
Lema 4.2.4. Consequentemente, M™ deve ter no maximo duas curvaturas principais

distintas. A vista disso, podemos aplicar o Teorema 1.1.2 para finalizar a prova.

Observacgao 4.3.5 Podemos inferir do Teorema 4.3.4 que, para codimensdo maior
que 1, nao existem subvariedades tipo-espaco imersas em uma forma espacial semi-
Riemanniana nas condi¢oes do referido resultado. Por outro lado, no momento em que
todas as desigualdades na demonstracao da Proposicao 4.3.1 tornam-se igualdades, a
igualdade também ocorre em (4.42). Assim a Observagio 4.1.3, garante que N (h*hP —
hPhe) = 0 se, e somente se, h*h? = hPh®. Assim, da equacdo de Ricci (4.6) também

podemos inferir que R+ =0, o que é compativel com a conclusio do Teorema 4.3.4.

No Corolario 1.2 de [24], Camargo, Chaves e Souza Jr., mostraram que se M" é
uma subvariedade tipo-espago completa imersa no espaco de Sitter Sgﬂ’ (¢) com vetor
curvatura média normalizado paralelo, curvatura escalar normalizada constante R < ¢

e curvatura média satisfazendo H? < 4(8(;1))0, entao ele deve ser totalmente umbilica. O

Teorema 4.3.4, em particular, contempla o caso complementar tratado no Corolario 1.2
de [24], e além disso, também contempla as outras formas espaciais. Mais precisamente,

temos o seguinte
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Corolario 4.3.6 Seja M™ uma subvariedade tipo-espagco completa imersa em uma
forma espacial semi-Riemanniana L}*P(c), com vetor curvatura média normalizado
paralelo e curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R < c. Quando
c > 0, assuma em adicio que H? > %. Suponha que H ¢ limitado sobre M™ e

|®| > C'(n,p,sup H), entdo p=1 e M" € isométrica a
(a) R*"1 x H'(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ = 0;
(b) S"(c1) x H'Y(c2), onde ¢y >0, c2 <0 e 1/c; +1/ca = 1/¢, quando ¢ > 0;

() H" (c;) x H'(ca), onde ¢; <0, ca <0 e 1/ci +1/co =1/c, quando ¢ < 0.

Utilizando como maquinario analitico o Lema 1.2.4, temos o nosso segundo re-

sultado de caracterizacao de cilindros hiperbdlicos.

Teorema 4.3.7 Seja M™ uma subvariedade tipo-espagco Weingarten linear completa
imersa em uma forma espacial semi-Riemanniana Ly*P(c), com vetor curvatura média
normalizado paralelo, tal que R = aH +b, com (n—1)a*+4n(c—0b) > 0. Quando c > 0,
assuma em adi¢io que H* > 4(5(_;))0. Se H ¢ limitado sobre M", |®| > C(n,p,H) e
|IVH| € LY(M), entdao p=1 e M™ € isométrica a

(a) R*" 1 x H'(cy), onde ¢y < 0, quando ¢ = 0;
(b) S (c1) x H'(c2), onde ¢y >0, ca <0 e 1/c; +1/ca = 1/¢, quando ¢ > 0;

() H" 1(c;) x HY(cy), onde c; <0, ca <0 el/cy+1/co =1/c, quando ¢ < 0.
Demonstragao. Inicialmente, observamos que de (2.64) e (4.21) temos que
L(nH) = divy (P(VH)), (4.52)

onde

(n—1)

P = (nQH 4+ > a> I —nh"*t, (4.53)

htl = (h?j“) representa a segunda forma fundamental de M™ com respeito a e€,,.
Por outro lado, como M™ é suposta ser Weingarten linear satisfazendo R = aH +b

e H é limitada, por meio da equagao (4.9) temos que A também é limitada sobre M™.

Consequentemente, da defini¢ao (4.53) concluimos que o operador P é limitado, isto é,

existe uma constante C' > 0 tal que |P| < C. Uma vez que também estamos assumindo

que |VH| € L}(M), obtemos
|P(VH)| < |P||VH| < C,|VH| € £L'(M).
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Assim, do Lema 1.2.4 e (4.52) obtemos que L(nH) = 0 sobre M". Logo, (4.48) vale
e, consequentemente, temos que todas as desigualdades sao, de fato, igualdades. Em
particular, de (4.44) obtemos

> (0 = n|VH|.

aiyjik
Portanto, como estamos supondo que (n — 1)a® +4n(c —b) > 0, o Lema 4.2.1 também
dé que H ¢é constante. Neste ponto, podemos prosseguir como na ultima parte da
demonstracao do Teorema 4.3.4 para concluir o resultado. m

Encerramos este capitulo citando a seguinte consequéncia do Teorema 4.3.7

Corolario 4.3.8 Seja M"™ uma subvariedade tipo-espagco completa imersa em uma
forma espacial semi-Riemannian L;”rp(c), com vetor curvatura média normalizado par-
alelo e curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R < c. Quando ¢ > 0,
assuma em adicao que H? > 4(5(_;))6. Se H ¢ limitada sobre M", |®| > C(n,p,H) e

|IVH| € LY(M), entdo p=1 e M™ é isométrica a

(a) R™! x H'(cy), onde ca < 0, quando ¢ = 0;
(b) S"Y(cy) x H'(¢p), onde ¢y >0, cg <0 e 1/ci + 1/ca = 1/¢, quando ¢ > 0;

(¢) H" ' (c1) x H'(¢), onde ¢y <0, ca <0 e 1/e; + 1/ca = 1/¢, quando ¢ < 0.
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Capitulo 5

Caracterizacoes de hiperplanos no

steady state space H" 1

A nossa proposta neste tltimo capitulo, é investigar a geometria de hipersu-
perficies tipo-espago imersas no steady state space bem como em sua generalizacao
natural que sao os espacos-tempo do tipo steady state. Aqui apresentaremos os resul-
tados referentes ao artigo [18] e [19]. Na primeira parte, apresentaremos o steady state
space e algumas notagoes basicas concernentes a imersoes isométricas bem como alguns
resultados auxiliares e alguns fatos basicos relacionados a folheacao de H™™! por hiper-
planos tipo-espacgo. Apoés isso, na se¢ao seguinte, estabelecemos os nosso resultados de
caracterizagao concernente a hiperplanos tipo-espago do steady state space H"™! (cf.
Teoremas 5.1.5 e 5.1.10). Além disso, destacamos que por meio de um principio do
méximo devido ao Eschenburg [45], obtemos um principio da tangéncia e como apli-
cacao mostramos que uma hipersuperficie tipo-espaco completa deve ser um hiperplano
tipo-espago (cf. Teorema 5.1.16). Na sequéncia, estendemos a técnica devido a Colares
e de Lima [35] a fim de obter resultados de caracterizagao relacionados a dominios
inteiramente contidos em slices tipo-espaco de um espaco-tempo do tipo steady state
(cf. Teorema 5.2.4 e Corolario 5.2.5). Em seguida, aplicamos tais resultados de cara-
cterizagao no estudo da unicidade de hipersuperficies tipo-espago completas com um
fim (isto é, hipersuperficies tipo-espago completas que podem ser consideradas como

a uniao de uma hipersuperficie compacta cuja fonteira esta contida em um slice do



espago ambiente, com uma hipersuperficie completa difeomorfa a um cilindro circular)

imersa em um espago-tempo do tipo steady state (cf. Teorema 5.2.8 e Corolério 5.2.9).

5.1 Apresentando o ambiente steady state

Seja a € L"*? um vetor tipo-luz apontando para o passado, isto ¢, {a,a) = 0 e
{a, enia) >0, onde e,15 = (0,...,0,1). Entdo a regido aberta do espaco de Sitter ST,
dada por
H = {z e ST (z,a) > 0}
¢ conhecido como steady state space (cf. [73], Example 4.2). Observe que H"*! ¢ uma
variedade estendivel e portanto nao-completa, sendo apenas uma metade do espaco de

Sitter. A sua fronteira, como um subconjunto de S"™ é a hipersuperficie nula
Lo={z e S (x,a) =0},

cuja a topologia é a de R x S (cf. [74], Secao 2).

Agora, consideremos em H"™! o campo tipo-tempo
YV =—(pa)p+a. (5.1)

Por meio da definicao do campo V, nao é dificil verificar que, para todo campo suave
V e X(H™), temos
VVV = _<p7 a>‘/7

onde V denota a conexdo de Levi-Civita de #"*!. Em outras palavras, V é um campo
conforme e fechado com fator conforme ¢ = —(p,a) (no sentido de que a sua 1-forma
dual ¢é fechada; veja o Exemplo 2 da Segao 4 de [73]).

A proxima proposigao é devida a Montiel (cf. Proposicao 1 de [73]) e, ela garante
que steady state space pode ser folheado por hipersuperficies totalmente.

Proposicao 5.1.1 Seja H™', n > 1 uma variedade de Lorentz dotada de um campo

tipo-tempo V conforme e fechado. Entao temos que
(1) A distribuicao n-dimensional D definida em H™ por
p € H" = D(p) = {v e T,H"; (V(p),v) =0}

determina uma folheagdo tipo-espaco de codimensao um F(V) com orientagdo
de V. Além disso, as fungoes (V,V), divV e V¢ sio constantes sobre as folhas
conezas de F(V).
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(ii) O campo unitdrio tipo tempo definido por v = ———— em H" satisfaz:

_<V7 V>

Vw=0 e¢ Vw=—-—u se (vu)=0.

Entao, o fluxo do campo v é um fluxo geodésico normalizado que aplica as folhas de
F(V) homotéticamente em folhas de F(V) e cada folha de F(V) € totalmente umbilica

V-V

Além disso, do Exemplo 1 de [70], concluimos que as folhas de F (V) sao dadas

e tem curvatura média constante H =

por

Lor= {p e H"™: (p,a) = T} , 7> 0,

as quais sao hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbilicas de H"*!, isométricas ao
espaco Euclidiano R™ e possuem curvatura média constante igual a 1 com respeito ao

campo normal e tipo-tempo
1
N, =—-p+—-a, peL,. (5.2)
T

Uma isometria explicita entre as folhas £, ; e o espaco Euclidiano R" pode ser encon-
trada na Secao 2 de [2| (veja também [44]). Neste sentido, ao longo deste trabalho,
cada L, , sera dito um hiperplano tipo-espago de H" ™! determinado pelo vetor tipo-luz

a.

Observacao 5.1.2 Também € conveniente notar que os hiperplanos tipo-espago L, se
aproximam da fronteira de H"™' quando T tende para zero e que, quando T tende para
+00, eles se aproximam do infinito futuro tipo-espago para linhas tipo-tempo e tipo-luz
do espago de Sitter, que, sequindo [56/, denotaremos por J+. Uma outra maneira de

definir o infinito futuro é considerando a sequinte isometria
¢:H"T 5 R =R" xR,

dada por X
o(p) = o) (p — (p,a)b — (p,b)a,1),

onde b € L2 € um outro vetor tipo-luz tal que (a,b) = 1. E importante frisar que ¢

€ uma 1sometria desde que R’ffl esteja munido com a sequinte métrica Lorentziana

1 n
J@ani) (U, 0) = ——(uw,v), (v €R" 2,1 €RY)
‘Tn+1
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para todo u,v € R"™ . Nesta configuracio, ¢ inverte a orientacdo temporal, além
disso, os hiperplanos tipo-espago L, . de H™™ correspondem aos hiperplanos horizon-
tais x,1 = 1/7 = t no modelo do semi-espago superior. Assim, neste modelo, o
infinito futuro tipo-espago Jt € representado pelo hiperplano fronteira x,.1 = 0 (cf.

Montiel [74]).
Consideremos as fungoes suporte

la:<w7a> € fa:<N,CL>

definidas sobre ™. Seguindo a nomenclatura estabelecida por Montiel em [74], a

seguinte defini¢ao, por si 86, serda bastante recorrente

Definigao 5.1.3 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em H". Dizemos
que X" esta contida no fecho do dominio interior determinado pelo hiperplano L, com
T > 0, quando a sua funcao suporte satisfizer l, < T e, no dominio exterior quando
l,>T.

Encerramos esta ocasido com o seguinte exercicio que sera bastante usual (cf.

Exercicio 3.7 de [79])

Lema 5.1.4 Seja P é uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M. Se

P ¢é completa e M é conexa, entao P = M.

5.1.1 Caracterizando hiperplanos tipo-espaco no steady state

space

Nesta secao, trabalharemos com hipersuperficies tipo-espaco 1 : X" — H"HL,
Com esta configuracao, V denotara a conexao de Levi-Civita de 3" e vamos escolher a
orientacao N de 1 apontando para o passado cronoldgico, o qual significa que N deve
estar na mesma metade do cone de nulidade de L"*2 como o vetor tipo-luz a ¢, em
outras palavras,

(N,a) <0

ao longo de ¥". A fungao curvatura média de uma hipersuperficie tipo-espago X" é
definida como H = Ltr(A), onde A denota o operador de Weingarten (ou segunda
forma fundamental) de ¥ com respeito a sua orientagao apontando para o passado N.

Posto isso, estamos em condigoes de afirmar e provar o nosso primeiro resultado.
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Teorema 5.1.5 Seja v : X" — H"™ wma hipersuperficie tipo-espaco completa com
curvatura média H > 1, a qual esta contida no fecho do dominio interior determinado
por um hiperplano tipo-espago de H™ ' com respeito ao vetor tipo-luz a € L2, Se

uma das sequintes condicoes € satisfeita:
(a) n =2 e X? ¢ parabolica;
(b) |a'| € LY(Z),

entdo X" € um hiperplano tipo-espaco de H™! determinado por a.
Demonstragao. Consideremos as fungoes suporte
lo = <1/},(Z> € fa = <N,CL>

definidas sobre ¥". Uma vez que X" < H"*!, temos que a funcao [, ¢ sempre positiva.
Além do mais, seguindo a orientacao N de X" escolhida anteriormente, a funcao f,
serd uma funcao negativa.

Por outro lado, um calculo simples e direto nos permite verificar que o gradiente

de tais fungoes sao dados por
Vip=a' e Vf,=—-Aa"),
onde a' denota a projecao ortogonal de a no fibrado tangente T'Y, isto &,
a' =a+ fuN — 1. (5.3)
Usando as formulas de Gauss e Weingarten, para todo X € X(X) temos

VxVli, =Vxa' =Vx(a+ fuN — 1,0)
= Vxa+ X(fo)N + fuVxN — X(l.)¢Y — 1,V xt

tomando a componente tangente, obtemos
VxVi, = —f,AX — [, X. (5.4)
Consequentemente, da equagao (5.4) obtemos
Al, = —nH f, — nl,. (5.5)
Sendo a tipo-luz, por intermédio da identidade (5.3) chegamos a
f2=12=1|Vi|. (5.6)
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Em particular, de (5.6) e dos respectivos sinais das fungoes suporte I, e f,, temos que
0<l, <—f,. (5.7)

Além disso, das propriedades fundamentais do Laplaciano juntamente com a

equagao (5.5) podemos escrever

1
EAZZ = 1,Al, + |Vi,|? (5.8)

= —nHl,f, — nl? + |V,
Agora, ao considerarmos as desigualdades (5.7) em (5.8), obtemos
%Alﬁ > n(H — 1)+ |Vi,|*. (5.9)
Consequentemente, uma vez que estamos supondo que H > 1, de (5.9) temos que
%Alﬁ > |Vl (5.10)
Por outro lado, considerando que
Lo.={peH" ™ ({pa)y=1}, 7>0 (5.11)

¢ o hiperplano tipo-espaco de H"™! o qual X" esta contida no seu fecho de dominio
interior, temos que [, < 7.

Portanto, de (5.10) concluimos que 2 ¢ uma fungdo subharmonica limitada.
Suponha que n = 2 e que Y2 seja parabolica. Sendo [? uma funcdo subharmoénica
e limitada superiormente devemos ter, da parabolicidade de X2, que [, é constante em
Y2, isto &, existe 7 > 0 tal que [, = 7. Assim, X% C L, 7 e pelo Lema 5.1.4 concluimos
que X2 = L, 7, ou seja, X% é um plano tipo-espaco de H? determinado por a.

Agora suponha que |Vi,| =|a'| € L}(X). Logo, uma vez que
V2| = 21,|Vi| < 7|V, (5.12)

temos que |VI2| € £L1(X). Assim, neste caso, podemos aplicar o Lema 1.2.3 a fim de
concluir que [? é harmonica. Portanto, quando retornamos a igualdade (5.10), temos
que [, é constante em X". Neste ponto procedemos como anteriormente para concluir
que X" é um hiperplano tipo-espaco. =

Pedindo que a curvatura Gaussiana da superficie seja nao negativa, podemos usar

o Teorema 1.2.11 para obter a seguinte consequéncia do Teorema 5.1.5
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Coroléario 5.1.6 Seja ¢ : X" — H" ™ wuma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média H > 1, a qual esta contida no fecho do dominio interior determinado
por um hiperplano tipo-espago de H" ' com respeito ao vetor tipo-luz a € L2, Se

uma das sequintes condigoes € satisfeita:
(a) n =2 e a curvatura Gaussiana de X% ¢ ndo negativa;
(b) la'| € LY(Z),
entdo X" € um hiperplano tipo-espago de H™! determinado por a.

Observacao 5.1.7 Levando em conta mais uma vez o Exemplo 1 de [70], a partir
da descricao das hipersuperficies totalmente umbilicas do steady state space dada na
Segao 3 de [74] seque que nao existem hipersuperficies tipo-espago totalmente umbilicas
com curvatura média |H| < 1 em H"'. Assim, uma vez que nosso objetivo neste
capitulo é a caracterizacao de hiperplanos tipo-espaco de H™'t, é natural restringir a
nossa ateng¢ao a hipersuperficies tipo-espag¢o completas imersas com func¢ao curvatura
média H > 1 em H" L.

Observemos que qualquer vetor tipo-tempo unitario N normal a uma imersao

tipo-espaco 1 : ¥ — H"t! C L"*2 pode ser visto como uma aplicacao
N : 3" — H",
a qual toma valores no espago hiperbdlico
H** = {p € L {p,p) = —1, (p,a) < 0},

onde a é um vetor tipo-luz em L"*2. Nesta configuragao, a imagem N (X) é conhecido
como a aplicagao de Gauss hiperbolica de X™.

Assim, com a escolha da orientagao de 1, a aplicagao de Gauss hiperboélica N
de X" toma valores na folha inferior do correspondente hiperboldide, que sera simples-
mente denotado por H"™!. Além disso, de modo semelhante & Se¢ao 4 de [68], notamos

que os conjuntos de nivel

Lop={p " (p,a) = p}, p<0,

folheiam todo o espaco H"*! por por meio de horoesferas paralelas.

Em alusao a Defini¢ao 5.1.3, também temos a seguinte defini¢ao
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Definigao 5.1.8 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em H" . Dizemos
que a imagem da aplicagao de Gauss hiperbolica de X" esta contida no fecho do dominio
interior determinado por uma horoesfera L, , com p < 0 de H"*!, quando a sua fungdo
suporte satisfizer f, > p e, no dominio exterior quando f, < p.

Em [74], Montiel provou que se 3" é uma hipersuperficie tipo-espago completa
no espaco de Sitter S com curvatura média constante H > 1 e tal que N(X) esta
contida no fecho do dominio interior determinado por uma horoesfera, entao a sua
curvatura ¢é, de fato, igual a 1. Quando n = 2, de [14] ou [82], segue que ¥? é também
uma superficie totalmente umbilica. Através do Teorema 5.1.5 obtemos uma espécie
extensao deste resultado do Montiel. Mais precisamente,

Coroléario 5.1.9 Seja ¢ : X" — H" ™ wuma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média H > 1. Suponha que a imagem da aplicacao de Gauss hiperbolica de

" esta contida no fecho do dominio interior determinado por uma horoesfera de H™ 1

com respeito ao vetor tipo-luz a € L"2. Se uma das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) n =2 e a curvatura Gaussiana de ¥* € nao negativa;
(b) la'| € LY(2),

entio X" € um hiperplano tipo-espago de H™ ! determinado pelo vetor tipo-luz a.

Demonstragao. Observamos que se N(X) esta contida no fecho do dominio interior
determinado por uma horoesfera L, , de H"*! com respeito ao vetor a, entdo temos o
seguinte

0> fo>p.

Portanto, de (5.7) temos que 0 < I, < —p, o que significa que X" esta contida no fecho
do dominio interior determinado pelo hiperplano tipo-espago L, —, de H™*! determi-
nado pelo vetor tipo-luz a. Portanto, o resultado segue do Teorema 5.1.5. m

Da definigdo do campo normal (5.2), vemos que as fungoes suporte [, = (1, a) e
fa = (N;,a) de um hiperplano tipo-espaco L, . de H" ! satisfaz a relacdo I, = — f,.
Motivados por este fato, consideraremos hipersuperficies tipo-espaco completa de H"+!
cujas fungoes suporte sao linearmente relacionadas, isto é, que satisfazem a seguinte
relagao

lo = Afa, (5.13)

onde A : X" — R é uma fungao suave.

Neste contexto, temos o seguinte resultado de caracterizacgao:
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Teorema 5.1.10 Seja 1) : X" — H™ L wma hipersuperficie tipo-espaco completa cujas
fungoes suporte com respeito ao vetor tipo-luz a € L2 satisfazem a relagdao (5.13).
Suponha que X" esta contida no fecho do dominio interior determinado por um hiper-
plano tipo-espaco de H™' com respeito ao vetor tipo-luz a e que sua curvatura média

H ¢ tal que H > —\. Se uma das sequintes condicoes € satisfeita:
(a) n =2 e X? é parabolica;
(b) la'| € LY(Z),

entdo X" € um hiperplano tipo-espago de H™ ! determinado por a e A = —1.

Demonstragao. Iniciamos observando que a partir dos sinais das fungoes suporte [,
e fa., temos que o sinal da fun¢ao \ é estritamente negativo em ¥". Assim, de (5.6)
concluimos que A toma seus valores no intervalo [—1,0).

Por outro lado, da equagao (5.8) e da relagao (5.13), temos que

H
A2 = —2n <X + 1) 1% + 2|V, [%. (5.14)

Uma vez que X" esta contida no fecho do dominio interior determinado por um
hiperplano tipo-espago L, . de H"*! com respeito ao vetor tipo-luz a, temos que [, < 7.
Consequentemente, como estamos supondo que a curvatura média de " é tal que
H > —\, de (5.14) concluimos que [? ¢ uma fungao subharmonica limitada sobre %"

No caso que n = 2, se X2 é parabolica concluimos que a funcao [, é constante.
Portanto, Y2 deve ser um plano tipo-espaco de H? determinado por a.

Agora, suponha que |a'| € £L}(X). Entdo da desigualdade (5.12), o campo suave
V12 possui norma integravel em X" Assim, da equagio (5.14) concluimos, pela apli-
cagao do Lema 1.2.3, que [? é uma fungdo harménica e, retornando a equagao (5.14),
obtemos que

H
0=A2=-2n (7 - 1> 12+ 2|Vi,|* > 0. (5.15)

Portanto, |Vi,|[* = 0 em X" e, consequentemente, I, ¢ constante. Donde concluimos
que X" é um hiperplano tipo-espaco de H"™! determinado por a. Por fim, ainda da
igualdade (5.15) e levando em conta que [, > 0, temos que H = —\. Mas, de (5.2)
devemos ter A= —1. m

Raciocinando de maneira analoga a descrita antes do Corolario 5.1.6, do Teo-

rema 5.1.10, temos
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Corolério 5.1.11 Seja 1 : X" — H"™! uma hipersuperficie tipo-espago completa cu-
jas fungoes suporte com respeito ao vetor tipo-luz a € "2 satisfazem a relacdo (5.13).
Suponha que X" esta contida no fecho do dominio interior determinado por um hiper-
plano tipo-espaco de H™ ' com respeito ao vetor tipo-luz a e que sua curvatura média

H ¢ tal que H > —\. Se uma das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) n =2 e a curvatura Gaussiana X* € nado negativa;
(b) la'| € L1(2),

entdo X" € um hiperplano tipo-espago de H™ ! determinado por a e A = —1.

A seguir exibiremos um exemplo em que a hipotese da hipersuperficie estar no

fecho do dominio interior determinado por um hiperplano nao pode ser retirada.

Exemplo 5.1.12 De acordo com a Secao 3 de [74] (veja também o Exemplo 2 de [70]
ou a Segio 2 de [72]), os conhecidos cilindros hiperbdlicos do espaco de Sitter ST, os

quais sao definidos por
{p e ST pl + -+ piyy = cosh®r},

ondel < k<n—1er >0, possui duas componentes conexas as quais sao 1SOmetricas
a S*(coshr) x H" *(sinhr). Além disso, uma das componentes do cilindro hiperbolico
esta contida no steady state space H" ', e serd denotada por Cy,.

Nao ¢ dificil verificar que Ci, possui a sequinte aplica¢ao de Gauss hiperbdlica
apontando para o passado (isto €, esta contido no mesmo cone temporal do vetor tipo-

luz a)
1

o o 2
N(p) = —Coshrsmhr(ﬁ(p) cosh™ 7 p), (5.16)

onde & : Cy, — L2 € dada por £(p) = (p1,--.,Pks1,0,...,0). Consequentemente,
de (5.16) concluimos que Cy.,, € uma hipersuperficie tipo-espago isoparamétrica de H™ 1,

cuja curvatura média H com respeito a N é dada por
1
H = —(ktanhr + (n — k) cothr). (5.17)
n

Em particular, decorre da igualdade (5.17) que para todo r > 0 e para qualquer valor
de k no intervalo [1,n/2] devemos ter H > 1. Além disso, de (5.16) vemos que as

funcoes suporte de Cy, satisfazem a segquinte relagao
l, = —tanhr f,.

Por outro lado, levando em conta mais uma vez o Lema 1 de [2], temos que C,, nao
pode estar contida no fecho do dominio interior determinado por qualquer hiperplano

tipo-espaco de H"HL.
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Usando a mesma ideia da prova do Corolario 5.1.9, rescrevemos o Teorema 5.1.10

na seguinte maneira:

Coroléario 5.1.13 Seja ) : X" — H" ! uma hipersuperficie tipo-espaco completa cujas
fungoes suporte satisfazem a relagio (5.13). Suponha que a N(X") esta contida no
fecho do dominio interior determinado por uma horoesfera de H™™' com respeito ao
vetor tipo-luz a € "2, e que sua curvatura média H ¢é tal que H > —\. Se uma das

sequintes condigoes € satisfeita:
(a) n =2 e a curvatura Gaussiana de ¥.? é nao-negativa;
(b) la'] € LY(Z),
entao X" € um hiperplano tipo-espago de H™ determinado por a e A = —1.

Observagao 5.1.14 No Lema 1 de [2], Albujer e Alias mostraram que se uma hiper-
superficie tipo-espaco completa esta contida no fecho do dominio interior determinado
por um hiperplano tipo-espaco de H"', entio ela deve ser difeomorfa a R™. Em
particular, seque que nao existem hipersuperficies tipo-espago compactas (sem bordo)
em H"TL. Neste sentido, a suposi¢io de |a'| € LY(X) nos resultados anteriores vem
suprem a falta de compacidade de ™. FExiste também uma motivacao fisica para uma

tal suposicao a qual pode ser encontrada na Se¢ao 2.1.3 de [83].

Ao considerar uma hipersuperficie tipo-espaco completa ¢ : X"* — H"*! como
sendo a fronteira de um dominio adequado de H"*!, aplicamos o Lema 1.2.9 a fim de
obter o seguinte principio da tangéncia (veja também Teorema 2 de [74], para uma

versao correspondente a hipersuperficies tipo-espa¢o com curvatura média constante):

Proposicao 5.1.15 Seja X1 e Yo hipersuperficies tipo-espa¢o completas imersas em
H™L com curvatura média H, e H,, respectivamente. Suponha que ¥, encontra-se
acima de 9. Se, em uma vizinhanca de um ponto de tangéncia comum, temos que

H, < a < Hy, para algum numero real o, entao Y1 e Yo devem coincidir.

Vamos nos referir ao angulo hiperbdlico # de uma hipersuperficie tipo-espaco
Y X" — H™! com sendo o angulo entre a sua aplicagao hiperbolica de Gauss N e o

vetor tipo-tempo V definido em (5.1). Em outras palavras,

cosh® = —(N,v),
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Como uma aplicagao da Proposigao 5.1.15, revisitaremos o Teorema 3.2 de [36]
e apresentaremos uma prova diferente e mais simples que a apresentada pelos autores,

sem pedir que a curvatura média da hipersuperficie tipo-espaco seja limitada por cima.

Teorema 5.1.16 Seja ¢ : X" — H™ uma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média H > 1 e contida no fecho do dominio interior determinado por um
hiperplano tipo-espaco de H™ ! com respeito ao vetor tipo-luz a € L"*2. Se o dngulo
hiperbdlico 0 de ¥ satisfaz cosh @ < infy, H, entao X" € um hiperplano tipo-espaco de

H" L determinado pelo vetor tipo-luz a.

Demonstracao. Suponha, sem perda da generalidade que X" esteja contida no fecho

interior determinado pelo hiperplano tipo-espaco
Loz = {p c H"™ : (p,a) = ?} ,

para algum 7 > 0. Seja Hy = infy, H. Se Hy = 1, entao cosh # = 1 e, consequentemente
0 = 0. Logo X" seria um hiperplano tipo-espago mostrando o desejado. Suponha
entao que Hy > 1 e consideremos a familia de hipersuperficies tipo-espaco totalmente
umbilicas de H"*!, as quais denotaremos por S, possuindo curvatura média constante
Hj e tal que suas correspondentes aplicacoes de Gauss apontam para o passado, vindas
do futuro infinito J*. Observemos que, de acordo com a descri¢ao das hipersuperficies
tipo-espago totalmente umbilicas de H"™! devido ao Montiel na Segao 3 de [74], tal
hipersuperficie tipo-espaco sao isométricas a espacos hiperbolicos apropriados. Assim,
em analogia com o contexto da geometria hiperboélica, chamamos tal hipersuperficie

tipo-espaco de hipersuperficies equidistantes de H"*!.

j—[”+l

Figura 5.1: Aproximando X" por equidistantes.
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Por uma movimento rigido desta familia, chegamos até o primeiro ponto de con-
tato de X com uma das tais hipersuperficies equidistantes, a qual vamos denotar por
S,. Seja entao ¢ € X" NS, o tal ponto interior comum a ambas as hipersuperficies
onde ocorre a tangéncia.

Uma vez que H > Hy = infy, H, podemos aplicar a Proposicao 5.1.15, e obter que
3" deve ser uma das hipersuperficies equidistantes. Mas, tendo em conta mais uma vez
o estudo feito por Montiel na Sec¢ao 3 de [74], vemos que tal hipersuperficie equidistante
nao pode estar contida no fecho do dominio interior determinado por um hiperplano
tipo-espaco de H" L. Logo, chegamos a uma contradicao e, consequentemente, Hy = 1.

Portanto, usamos a hipotese cosh 6 < H, para concluir que coshf = 1 em X", ou
seja, 0 = 0. Consequentemente, temos que N ¢ colinear a v e, assim, X" C L, g para
algum 8 > 0. Portanto, do Lema 5.1.4 temos que ¥" é uma hiperplano tipo-espago de
HH =

Através do Teorema 5.1.16 obtemos o seguinte
Corolario 5.1.17 Seja v : X" — H™ L wma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média H > 1 e contida no fecho do dominio exterior determinado por um
hiperplano tipo-espa¢o Ly, de H™™. Suponha que a imagem hiperbolica N(X) esta

contida no fecho do dominio interior determinado por wma horosfera L, ,. Suponha

que P < irzlfH, entio X" € um hiperplano tipo-espaco de H" ! determinado pelo vetor
T

tipo-luz a.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que o angulo hiperboélico 6 de ¥™ é tal que
1 1
—CI/ —_—
(¥, a) (¥, a)

Consequentemente, uma vez que estamos supondo que X" esta contida no fecho do

coshf = —(N,v) = —(N, - +

)= ———(N,a). (5.18)

dominio exterior determinado pelo hiperplano tipo-espaco L, ., de (5.18) temos

1
coshf < ——(N,a). (5.19)

T

Portanto, tendo em conta a nossa hipotese sobre a image hiperbolica da aplicagao de

Gauss de X", da desigualdade (5.19) temos

cosh < _P < infH.
T 5

Portanto, uma vez que a desigualdade (5.7) garante-nos que " esta também contida

no fecho do dominio interior determinado pelo hiperplano tipo-espaco £_,, podemos
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aplicar o Teorema 5.1.16 a fim de concluir que X" é um hiperplano tipo-espaco de H"*!
determinado por a. m

Observacao 5.1.18 Quando X" € uma hipersuperficie tipo-espago compacta imersa
com curvatura média constante H > 1 em H", cuja fronteira 0% esta contida em um
hiperplano tipo-espago de H" ™, o Teorema 7 de [74] assequra que o dngulo hiperbélico

0 de X" satisfaz a estimativa cosh@ < H. Nesta sentido, nossa restri¢ao sobre o dngulo

hiperbolico no Teorema 5.1.16 é uma hipdtese leve.

5.2 Notacgoes basicas e resultados auxiliares

Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional conexa e orientada, I C R
um intervalo aberto e f : I — R uma funcao suave positiva. Além disso, na variedade
produto M = x M sejam 7; e Ty, as projecgoes sobre os fatores I e M™, respecti-
vamente. O nosso estudo versard acerca de uma classe de variedades Lorentzianas que

., . —n+1 . . L, . .
nada mais é a variedade M munida com a seguinte métrica Lorentziana

(,w)p = =((71)u0, (TD)sw) ) + (f 0 71) (P)*((T21) 40, (Wa1)sW) 2,

p— 1 —_—
para todo p € M e v,w € T,M. Em tal caso, escrevemos

——n+1

M™ = —Ix, M, (5.20)

e dizemos que M 6 um produto warped Lorentziano com func¢ao warped f.

Acerca desses espagos, de acordo com a terminologia estabelecida por Alias,
Romero e Sanchez [11], um espago produto warped (5.20) é chamado um espago-
tempo Robertson-Walker generalizado (GRW). Note que, nesta defini¢do a fibra nao
é assumida ter curvatura seccional constante. Quando esta é assumida e a dimen-
sao do espago-tempo € igual a 3, o espago-tempo GRW é o espago-tempo classico de
Robertson- Walker.

Observamos também que, sendo d; um vetor tipo-tempo normal e unitario glob-
almente definido sobre espaco-tempo ambiente, existe um tnico vetor normal e tipo-
tempo N globalmente definido sobre a hipersuperficie tipo-espaco " o qual possui a
mesma orientacao temporal de 0;. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa

para vetores tipo-tempo, temos
(N,0;) < —-1<0,
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em »". Vamos nos referir ao campo normal N como a aplicagao de Gauss apontando
para o futuro da hipersuperficie tipo-espago 3.

Associado ao operador de Weingarten A : X(X) — X(X) de X" (com respeito a
N ou —N) existem n invariantes algébricos, a saber, as fungdes simétricas elementares
S, das curvaturas principais k1, ..., k, de A, dadas por

Sy =0p (Kiy. .oy Kp) = Z Kiy - - - Ki,,
i< <ip

onde, para 1 < r < n, o, € R[Xy,...,X,] é o r-ésimo polinébmio simétrico elementar
sobre as indeterminadas X,...,X,,.

A r-ésima curvatura média H, de ¥™ é entao definida por

(Z) H, = (-1)"S,.

] — 1
H1 = —H;Iiz = _E tI‘(A)

Em particular,

¢ a curvatura média H de X", a qual é a principal curvatura extrinseca de X".

Também ¢é interessante notar que H, define uma quantidade geométrica a qual
esta intimamente relacionada com a (intrinseca) curvatura escalar R de X". Por exem-
plo, quando m possui curvatura seccional constante ¢, podemos facilmente checar
que da equacao de Gauss

R =n(n—1)(c— Hy)
Usando a defini¢ao de H e a identidade (3.21), podemos rescrever esta expressao como
R=n(n—1)e+ |A]* - n*H?,

onde |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A (isto &, |A]*> = tr(A*A), onde A* é o
operador adjunto de A).

Para o que segue, dizemos que py € X" é um ponto eliptico de X" se todas as
curvaturas principais r;(pg) sdo negativas com respeito a uma escolha apropriada da
aplicacao de Gauss de X" em py.

Das ideias de Montiel e Ros concernente ao Lema 1 de [71] e seu uso das desigual-
dades de Garding (cf. [47]) e, além disso, levando em conta a nossa convengao de sinais
na definigdo das r-ésima curvatura média, decorre o seguinte resultado (veja também

a Proposigao 2.3 de [26]).
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Lema 5.2.1 Suponha que 3" possui um ponto eliptico. Se H, € positivo em X", entdo

o mesmo vale para Hy, k=1,...,r — 1. Além disso,
Hy > HEVE ¢ B> HIF

para k=1,... r. Também, se k > 2, entao a igualdade acontece em um das desigual-

dades acima somente em pontos umbilicos.

Agora, para 0 < r < n, seja P. : X (X) — X (X) as r—ésimas transformagoes de
Newton de ¥", definidas indutivamente pondo Py = I (a identidade de X (X)) e, para
1 <r<n,

P = (7;) H,I+ AP,_,.

Um fato bastante conhecido acerca das transformagoes de Newton é o seguinte:

tr(P) = (r +1) (rL)HT’ (5.21)

para 1 <7 <n, onde ¢, = (n—7)(7) = (r+1)(,1,) (cf., por exemplo, [4]).
Se C*(X) denota o anel das fungdes suaves definidas sobre ", entdo, associado
a cada P,, temos um operador linear diferenciavel de segunda ordem L, : C*(X) —

C>(%), dado por
L, (&) = tr(P, Hess§). (5.22)

Para qualquer fungao suave g : R — R e £ € C*(X), de (5.22) e das propriedades

elementares do operador Hessiano segue que

Ly(g o &) =g ()L (&) + "()(PVE, VE). (5.23)

Dado um sistema de coordenadas local {%} de X" em um ponto p, através de

i

um célculo direto, nao é dificil obter de (5.22), a seguinte expressao local do operador

linear L,: . e e
L&) = Y g™ tug" 5 ——— > 9" tug"T}j7 >, (5.24)
0,4,k PTTI dgkls s
onde
_ IS _ —1 _ (. ij _ 0§ 0¢
1y <81)Z, al'j> ) G - (glj)7 G - (g ) ) tZ] - PT al'i, 8% ) (525>

e I'}; sdo os coeficientes da conexao V.
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Da expressao local acima, sabemos que os operadores L, sao elipticos se, e somente
se, os P, sao positivos definido. Em particular, quando r = 0, o operador L, reduz-se
ao operador Laplaciano. Assim, Ly é sempre um operador eliptico. No que segue,
citaremos dois resultados que garantem condigoes suficientes para a elipsidade dos

operadores L, em geral (cf. [5], Lemas 3.2 e 3.3).

Lema 5.2.2 Se Hy > 0 em X", entao o operador Py é positivo definido para uma

escolha apropriada da aplicagdao normal de Gauss N.

Lema 5.2.3 Suponha que X" possui um ponto eliptico com respeito a uma escolha
apropriada da aplicagcao normal de Gauss. Se H,.1 > 0 em X" para algum 2 < r <

n — 1, entdao Py € positivo definido para todo 1 < k < r.

Doravante, consideraremos duas fun¢oes naturalmente ligadas a uma hipersuper-
ficie tipo-espaco X" imersa em um espaco-tempo GRW M= I x §M™, asaber, a
fungao altura (vertical) h = (m7)|g e a fungao suporte (N, d;), onde lembramos que N
denota a aplicagao de Gauss apontando para o futuro de X".

Para uma funcao suave ¢ em WH, denotemos por V¢ e V¢ o gradiente de ¢

em M e a sua restricao a X", respectivamente. Um simples calculo mostra que
vﬂ'[ = —<vW1,0t>3t = —8t,

de modo que

Vh = (vﬂ'[)—r = —3; = _8t - <N, at>N

Portanto,

IVh|? = (N,0,)* - 1,

onde | - | denota a norma de um campo suave em %"

Do Lema 4.1 de [5], temos que
L.h = —(log f)'(h) (¢, H, + (P,Vh,Vh)) — ¢, H.11(N, ). (5.26)
Por outro lado, do Corolério 8.2 de [5] temos que

A(f(R){N, ) = nf(h)(VH,d;) +nH f'(h) + f(h)(N, ;)| A]
—(n = 1) f(h)(N,8,)(log f)"(h)|VA|* (5.27)
+f(h){N,0y)Ricpy (N*, N*),
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onde Ricys denota o tensor de Ricci da fibra Riemanniana M", e N* = (mp).(N).
Além disso, se —1 x; M™ é uma espago-tempo RW, do Corolario 8.4 de [5], também
temos o seguinte

n

numan = ()

)f(h><VHr+1> o) + ¢, Hyp f'(R)
+(r n 1)f(h)<N, Or) (NnHH, 11 — (n— 71— 1)Hyy2)

AN, 9, (f—&) - (lnf)”(h)) ~ (5.28)

(e H, [Vh|* = (P.Vh, V1)),

onde kj; denota a curvatura seccional da fibra Riemanniana M™.

5.2.1 Unicidade em um espacgo-tempo do tipo steady state

Iniciamos observando que o steady state space H"*! pode ser também expressado

como o seguinte espaco-tempo RW
R Xet R™.

Para ver este fato, basta tomar um outro vetor tipo-luz b € L"*2 tal que (a,b) = 1

e considerar a aplicacao ® : H"*! — —R x .+ R™ definida por

- <x2ba; (m,b)a) |

Pode-se verificar que a aplicacao ¢ é uma isometria entre os dois espagos que preserva

o(o) = (1n((e.a)

a orientacao temporal (cf. 2], Se¢ao 4, ou para mais detalhes [44]).
A fim de obter os nosso resultados, seguiremos as ideias de Albujer e Alias em [2],
e consideraremos uma extensao natural do steady state space H"*! = —R x . R". Seja
M"™ uma variedade Riemanniana, conexa e orientada de dimensao n e, considere o
espago-tempo GRW
—R X M™.

Vamos referir-nos a essa familia mais ampla de espacos-tempo GRW como espa¢os-
tempo do tipo steady state. Note que para cada t € I, orientamos o slice (tipo-espago)
M} = {t} x M™ usando o seu vetor normal e unitario d;. Em conformidade com [12],
M} possui curvatura média constante H = T(t) com respeito a ;.

Nesta configuracao, vamos enunciar e provar o nosso primeiro resultado.
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Teorema 5.2.4 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa em um es-
pago - tempo tipo steady state —R X M™, cuja fibra Riemanniana M™ possui cur-
vatura seccional constante nao-negativa Kyr. Suponha que X" encontra-se sobre um
slice My = {t} x M"™, para algum t € R, com sua fronteira 0% contida em M;. Se uma

das sequintes condicoes € satisfeita:

(i). Hy € uma constante com 1 < H < Hj, ou

(ii). H,i1 € uma constante com 1 < H, < H,,1 (r > 2) e existe um ponto eliptico em
X,

entdo X" € um dominio de M,.

Demonstragao. Assumiremos, sem perda da generalidade, que t = 0. Consequente-
mente, como estamos pedindo que X" esteja sobre My, temos que h é nao-negativa.

Diante desta configuracao, definimos a funcao & : X" — R dada por
§=ce"— (N, K), (5.29)

onde h ¢é a funcao altura vertical de X", K = e"0,, N ¢é a aplicacao de Gauss apontando
para o futuro de X" e ¢ é uma constante positiva arbitraria. Pela propria definicao da
fungao &, vemos que a mesma é suave e portanto das equagoes (5.23), (5.26) e (5.28)
escrevemos
L.(€) = —cc, e"(H, 4+ (N,0)H,11) — ¢, H, 14
n
— (T N 1) (N, O)(nHH, 1 — (n—7 — 1)H,y5)
—e (N, 0)ku (¢, H, | VA|> = (P.Vh,Vh)) , (5.30)

onde ¢, = (r+1)(,,).

Por outro lado, de () ou (i¢), podemos usar ou o Lema 5.2.2 ou o Lema 5.2.3 a
fim de concluir que o operador L é eliptico, para qualquer k € {0,...,r}. Uma vez
que existe uma equivaléncia entre a elipsidade dos operadores L, e a positividade dos
operadores P, (cf. Proposi¢ao 3.2 de [20]), temos de (5.21) que a seguinte desigualdade
ocorre

(P.Vh,Vh) < tr(P,)|Vh|* = ¢, H,|Vh|*. (5.31)
Assim, levando em conta que (N, 0;) < —1 e kpr > 0, de (5.30) e (5.31) obtemos

L (&) > —cc, " (H, + (N,0,)Hy 1) — "¢, Hrpq (5.32)

_ (T Z 1) e"(N,0)(nHH, 1 — (n— 1 —1)H,,).
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Neste ponto da demonstracao, afirmamos que:
nHHypy —(n—r—1)Hy > (r+ 1)HD/H, (5.33)

De fato, tendo em conta as nossas restrigoes impostas em H, e H,,;, por meio

do Lema 5.2.1 temos que

H.>H!\™ >0 e H>HY. (5.34)

Além disso, da desigualdade de Newton (cf. [55], Teorema 144; veja também [26],

Proposigao 2.3), temos que
H2
H, 5 < ;1. (5.35)

Em seguida, de (5.34) e (5.35), obtemos a seguinte sequéncia de desigualdades

Hr—i—l
H,
= H,y (H—HY") > 0.

Hr+l
H,

HH,,  — H, s > (HH, — H,,,) > (HH, — HI"™D/M) (5.36)

Apo6s uma simples manipulagao algébrica e usando a desigualdade (5.36), concluimos

de (5.34) que

nHH..1 —(n—r—1)H,.o =nHH,;\y —(n—r—1)H, o+ (r+1)HH,
—(T + 1)HHT+1
= (TL - T — 1)(HH7-+1 — HT+2) + (7” + 1)HHT+1

> (e H

e a afirmacao esta mostrada.
Portanto, levando em conta mais uma vez as hipoteses sobre H, e H,,1, de (5.32)

e (5.33) obtemos

1 T T
C_LT<§) > " <—c H,—c¢(N,0,)H,+1 — H,+1 — (N, 8t>H£+J{2)/( +1)>
= <_CHT +cHrp — Hepr + HSTEQ)/(HI))

= <C (Hr-I—l - HT) + Hr-i—l(H:—{-(lr—i_l) - 1)> ’

Assim, das expressoes acima concluimos que L,(§) > 0 em ¥". Agora, o principio do

maximo garante que

£ <€ (5.37)
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Consequentemente, de (5.29) e (5.37), segue que
ce < ce — (N, ") = ¢ < 5‘82 < c+a,
onde o = maxyy, [(V, 0;)|. Assim, temos que
e <14 —. (5.38)

Portanto, uma vez que ¢ é uma constante positiva e arbitraria, fazendo ¢ — +oo e
usando que h > 0, da desigualdade (5.38) temos que a funcao altura h é identicamente
nula em " e, portanto, concluimos que ¥ (X") C M, e isto finaliza a prova. m

Da equagao (5.27), podemos raciocinar como na prova do Teorema 5.2.4 a fim de
obter o seguinte:
Corolario 5.2.5 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa em um
espaco-tempo do tipo steady state —R X M™, cuja fibra Riemanniana M™ possui cur-
vatura de Ricci nao-negativa. Suponha que X" esta sobre um slice M, = {t} x M",

para algum t € R, com sua fronteira 0% contida em M;. Se X" tem curvatura média

constante H > 1, entao X" € um dominio de M;.

Observacao 5.2.6 Notemos que a restricao na curvatura seccional da fibra do espacgo
ambiente no Teorema 5.2.4 corresponde, no contexto do espaco-tempo do tipo steady
state, a condi¢cdo de convergéncia nula forte, que foi estabelecida por Alias e Colares
em [5]. Além disso, a restri¢ao sobre a curvatura de Ricci da fibra no Coroldrio 5.2.5 é

exatamente a conhecida condigao de convergéncia nula (veja, por exemplo, [13] e [73]).

De acordo com a Segao 5 de [35|, dizemos que uma hipersuperficie tipo-espago
completa X imersa em um espaco-tempo do tipo steady state —R x. M™ possui um
fim C™ se, para cada t € R tal que M; N X" # (), podemos considerar " da seguinte
forma

Yr=3xuc",
onde »; é uma hipersuperficie conexa e compacta cuja fronteira esta contida no slice
M, = {t} x M™ e C" é uma variedade difeomorfa ao cilindro circular [t, +00) X S*~! que
se encontra em uma regiao de —R x. M" da forma [t,+00) X M"™ ou (—oo,t] x M™.

Neste momento introduzimos a seguinte defini¢ao

Definicao 5.2.7 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa com um fim imersa
em um espago-tempo do tipo steady state —R x . M™. Dizemos que X" € tangente por
ctma no infinito a um slice M;, se ou X" é um slice Mz, para algum t > t, ou, para

todo t > t, uma das sequintes condi¢oes ¢ satisfeita
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(a) M:AS" = 0;

(b) MzNXE™ #( e a parte compacta Xy de X" esta acima de M;.

Consoante a defini¢cao acima e ao Teorema 5.2.4, obtemos o seguinte resultado de

unicidade:

Teorema 5.2.8 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa com um fim imersa
em um espacgo-tempo do tipo steady state —R x. M", cuja fibra Riemanniana M™ é
completa com curvatura seccional constante nao-negativa. Suponha que X" € tangente
por cima no infinito a um slice My = {t} x M"™, para algum t € R. Se uma das sequintes

condigoes € satisfeita:
(i). Hy € uma constante com 1 < H < H,, ou

(it). H,y1 € uma constante com 1 < H, < H,.1 (r > 2) e existe um ponto eliptico em
X,

entao X" € um slice Mz, para algum t>t.

Demonstragao. Suponha por contradicao que X" nao é um slice de —R X, M".

Entao existem constantes t5 > ¢ tais que
MtlﬂEn#@ (§] MtzﬂEn#(D.

Como X" é suposta ser tangente por cima no infinito a um slice M; = {t} x M", para
algum ¢ € R, temos que X}, ¢ a parte compacta de X" que esta acima de My, e 3§ € a

parte compacta de X" que esta acima de M;,.

1l 4

/ A
% NG

Figura 5.2: Sec¢Oes em ™.

S

My
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Logo, estamos em condigoes de aplicar o Teorema 5.2.4, a fim de concluir que
Y C My, e que Xf C M,. Portanto, uma vez que X C X, deverfamos ter que
M, N My, # 0 o que é uma contradigao, pois to > t;. ®

Do Corolério 5.2.5, podemos raciocinar como na prova do Teorema 5.2.8 para

obter o seguinte:

Corolario 5.2.9 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa com um fim imersa
em um espago-tempo do tipo steady state —R X M"™, cuja fibra Riemanniana M™ €
completa com curvatura de Ricci nao-negativa. Suponha que X" € tangente por cima
no infinito a um slice My = {t} x M", para algum t € R. Se X" possui curvatura média

constante H > 1, entao X" € um slice My, para algum t € R.

Observagao 5.2.10 No Lema 7 de [2] Albujer e Alias, mostraram que uma condi¢ao
necessdria para a existéncia de hipersuperficies tipo-espago completas em um espago do
tipo steady state —R X M™, € que a fibra Riemanniana seja completa. Além disso,
no Teorema 5.3 e Coroldrio 5.4 de [35], Colares e de Lima obtiveram resultados de
unicidade e nao-eristéncia concernente a hipersuperficies tipo-espago completas com
curvatura média constante com um fim e sobre um hiperplano tipo-espago do steady

state space H" .
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