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Resumo

Nos propomos estudar a geometria de imersões Riemannianas em certas vari-

edades semi-Riemannianas. Inicialmente, consideramos hipersuperfícies Weingarten

lineares imersas em variedades localmente simétricas e, impondo restrições apropri-

adas à curvatura escalar, garantimos que uma tal hipersuperfície é totalmente umbílica

ou isométrica a uma hipersuperfície isoparamétrica com duas curvaturas principais dis-

tintas, sendo uma destas simples. Em codimensão alta, usamos uma fórmula do tipo

Simons para obter novas caracterizações de cilindros hiperbólicos a partir do estudo de

subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo em uma forma espacial

semi-Riemanniana. Finalmente, investigamos a rigidez de hipersuperfícies tipo-espaço

completas imersas no steady state space via aplicações de alguns princípios do máximo.

Palavras-chave: Variedades localmente simétricas, subvariedades Weingarten linea-

res, hipersuperfícies totalmente umbílicas, hipersuperfícies isoparamétricas, subvarie-

dades tipo-espaço, steady state space.
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Abstract

Our purpose is to study the geometry of Riemannian immersions in certain semi-

Riemannian manifolds. Initially, considering linear Weingarten hypersurfaces immersed

in locally symmetric manifolds and, imposing suitable constraints on the scalar curva-

ture, we guarantee that such a hypersurface is either totally umbilical or isometric to

a isoparametric hypersurface with two distinct principal curvatures, one of them being

simple. In higher codimension, we use a Simons type formula to obtain new charac-

terizations of hyperbolic cylinders through the study of submanifolds having parallel

normalized mean curvature vector field in a semi-Riemannian space form. Finally,

we investigate the rigidity of complete spacelike hypersurfaces immersed in the steady

state space via applications of some maximum principles.

Keywords: Locally symmetric manifolds, linear Weingarten submanifolds, totally

umbilical hypersurfaces, isoparametric hypersurfaces, spacelike submanifolds, steady

state space.
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Introdução

Um dos temas clássicos de estudo na Geometria Diferencial é a caracterização de

hipersuperfícies imersas em variedades semi-Riemannianas possuindo curvatura média

ou escalar constante. Nesta direção, Brasil, Colares e Palmas [35] utilizaram o princípio

do máximo generalizado de Omori-Yau para obter caracterizações de hipersuperfícies

completas com curvatura escalar constante imersas na esfera unitária Euclidiana Sn+1.

Em [7], Alías e García-Martínez, por meio de um princípio do máximo fraco de Omori-

Yau devido a Pigola, Rigoli e Setti [81], investigaram o comportamento da curvatura

escalar R de uma hipersuperfície completa imersa em uma forma espacial Riemanniana

com curvatura média constante e, obtiveram uma estimativa ótima para o ínfimo da

curvatura escalar R.

Quando o espaço ambiente é o espaço de Sitter Sn+1
1 , Goddard [49] conjecturou

que as únicas hipersuperfícies tipo-espaço3 completas com curvatura média constante

H imersas em Sn+1
1 seriam as totalmente umbílicas. Muito embora esta conjectura

acabou se mostrando falsa em sua configuração original, ela impulsionou uma série de

trabalhos de diversos autores tentando encontrar uma resposta afirmativa para esta

conjectura sob certas hipóteses adicionais apropriadas. Por exemplo, Akutagawa [14]

mostrou ser verdadeira a conjectura de Goddard se 0 ≤ H2 ≤ 1 e n = 2, ou se

0 ≤ H2 < 4(n − 1)/n2 e n ≥ 3. Já em [70], Montiel a mostrou ser verdadeira no

caso de hipersuperfícies fechadas (isto é, compactas sem bordo). Mais precisamente,

ele provou que as únicas hipersuperfícies tipo-espaço fechadas em Sn+1
1 com curvatura

média constante são as esferas totalmente umbílicas. Além disso, ele exibiu exemplos

3Lembremos que uma subvariedade é dita tipo-espaço quando sua métrica induzida for Riemanni-

ana.



de cilindros hiperbólicos que cumprem todas as hipóteses da conjectura mais não são

hipersuperfícies totalmente umbílicas.

Relacionado ao caso curvatura escalar constante, Li em [66], mostrou que as úni-

cas hipersuperfícies tipo-espaço fechadas com curvatura escalar constante satisfazendo
n−2
n

≤ R ≤ 1 em Sn+1
1 são as totalmente umbílicas. Neste mesmo trabalho, Li propôs a

seguinte conjectura: as únicas hipersuperfícies tipo-espaço completas imersas em Sn+1
1

com curvatura escalar normalizada constante satisfazendo n−2
n

≤ R ≤ 1 são as total-

mente umbílicas. Em resposta a tal conjectura, Caminha [25], impondo a condição de

que a curvatura média atinge o supremo, atestou sua veracidade. Logo após, supondo

apenas a curvatura média limitada, Camargo, Chaves e Sousa [23] estenderam uma téc-

nica devido a Cheng e Yau em [31] e mostraram também ser verdadeira a conjectura

para este caso.

Uma outra temática interessante, é o estudo acerca da geometria de hipersuperfí-

cies Weingarten lineares. Dizemos que uma hipersuperfície é Weingarten linear quando

suas curvaturas média e escalar normalizada são linearmente relacionadas. Nesta con-

figuração, Hou e Yang [57] ampliaram as idéias de Li, Suh e Wei em [65] e obtiveram

resultados de caracterização para hipersuperfícies tipo-espaço completas Weingarten

lineares em Sn+1
1 . Em [39], de Lima e Velásquez aplicaram uma extensão apropriada

do princípio do máximo no infinito de Yau [92] devido a Caminha [27] e caracteriza

as hipersuperfícies tipo-espaço completas não-compactas Weingarten lineares em Sn+1
1 .

Notemos que uma extensão natural das formas espaciais são os espaços localmente

simétricos, os quais são variedades semi-Riemannianas cujas componentes da derivada

covariante do seu tensor curvatura são identicamente nulas. Neste contexto, estendendo

resultados prévios de Cheng e Nakagawa [32] e de Ki, Kim e Nakagawa [62], Ok Baek,

Cheng e Suh [76] mostraram que, sob restrições apropriadas na curvatura média de

uma hipersuperfície tipo-espaço completa, uma tal hipersuperfície deve ser totalmente

umbílica ou isométrica a uma hipersuperfície isoparamétrica possuindo duas curvaturas

principais distintas uma das quais é simples.

Passando a codimensão alta, Ishihara [60] mostrou que as únicas subvarieda-

des de dimensão n completas e maximais do espaço semi-Euclideano Rn+p
p de índice

p são as totalmente geodésicas, estendendo para codimensão arbitrária, o resultado

clássico de Cheng-Yau [31]. Por outro lado, Cheng [33] estendeu o resultado de Aku-
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tagawa [14] para subvariedades tipo-espaço completas com vetor curvatura média par-

alelo no espaço de Sitter Sn+p
p de índice p. Pouco tempo depois, Alías e Romero

em [11] desenvolveram fórmulas integrais para subvariedades tipo-espaço fechadas em

Sn+p
p e, como aplicação, eles obtiveram um resultado do tipo-Bernstein para subva-

riedades tipo-espaço completas maximais em Sn+p
q , estendendo o resultado anterior

devido a Ishihara [60]. No que tange ao espaço anti-de Sitter Hn+p
p de índice p, Ishi-

hara [60] mostrou que uma subvariedade tipo-espaço completa e maximal de dimensão

n imersa em Hn+p
p deve ter o quadrado da norma de sua segunda forma fundamen-

tal limitado superiormente por np. Além disso, ele provou que as únicas subvarie-

dades que atingem essa estimativa são os cilindros hiperbólicos maximais da forma

Hk1

(
− n

k1

)
× · · · ×Hkp+1

(
− n

kp+1

)
, onde k1 + · · ·+ kp+1 = n.

Motivados pelos trabalhos previamente descritos, nesta tese nos propomos estudar

a geometria de imersões Riemannianas em certas variedades semi-Riemannianas. Para

tal, iniciamos apresentando os ambientes os quais serão estudados bem como alguns

princípios do máximo que servirão de maquinário analítico para a obtenção dos nossos

resultados (cf. Capítulo 1). Em seguida, impondo restrições apropriadas à curvatura

escalar, obtemos resultados no sentido de garantir que uma hipersuperfície completa

imersa num espaço semi-Riemanniano localmente simétrico é totalmente umbílica ou

isométrica a uma hipersuperfície isoparamétrica com duas curvaturas principais distin-

tas, sendo uma das quais simples (cf. Capítulos 2 e 3). Em codimensão alta, estudamos

as subvariedades completas com vetor curvatura média normalizado paralelo e usamos

uma fórmula do tipo Simons para estabelecermos novas caracterizações dos cilindros

hiperbólicos em formas espaciais semi-Riemannianas (cf. Capítulo 4). Finalmente, in-

vestigamos a rigidez de hipersuperfícies tipo-espaço completas imersas no steady state

space via aplicações de alguns princípios do máximo (cf. Capítulo 5).
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo tem como objetivo estabelecer os ambientes os quais serão traba-

lhados, resultados de caracterização, bem como alguns princípios do máximo os quais

serão usados ao longo deste trabalho de tese bem como enunciar um resultado de clas-

sificação de hipersuperfícies Riemannianas. Antes disso, fixaremos algumas notações

básicas. Aqui, Mn sempre denotará uma variedade Riemanniana orientada de dimensão

n, C∞(M) denotará o espaço das funções suaves definidas sobre Mn e X(M) denotará

o C∞(M)-modulo dos campos vetoriais suaves definidos sobre Mn.

1.1 Formas espaciais semi-Riemannianas e resultados

de classificação

Seja Rn+p, n ≥ 2 e p ≥ 1, o espaço Euclideano de dimensão (n+ p) munido com

a métrica canônica. Consideremos Qn+p
c a variedade Riemanniana (n+ p)-dimensional

completa, simplesmente conexa com curvatura seccional constante c. A variedade Qn+p
c

damos o nome de forma espacial Riemanniana. De acordo com o sinal de c, podemos

determinar a forma de Qn+1
c (cf. por exemplo o Teorema 4.1 de [43]) como sendo:

(a) o espaço Euclidiano Rn+p se c = 0;

(b) a esfera Euclidiana Sn+p(c) se c > 0;

(c) o espaço hiperbólico Hn+p(c) se c < 0;



Levando em conta o Teorema 4 de [63] (veja também os clássicos resultados sobre

hipersuperfícies isoparamétricas de uma forma espacial de Cartan [28], Levi-Civita [64]

e Segre [85]), enunciamos o seguinte resultado de classificação

Teorema 1.1.1 Seja Mn uma hipersuperfície Riemanniana imersa em uma forma

espacial Riemanniana Qn+1
c de curvatura seccional constante c. Suponha que Mn ad-

mite no máximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Então, a menos de

isometrias, Mn é uma subvariedade aberta de:

(i) Sk × Rn−k, onde c1 > 0, quando c = 0;

(ii) Sk(c1)× Sn−k(c2), onde c1 > 0, c2 > 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(iii) Sk(c1)×Hn−k(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0,

onde k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Por outro lado, no contexto dual, quando munimos o espaço vetorial real Rn+p

com a seguinte métrica

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi −
n+p∑

j=n+1

xjyj,

temos que a variedade Rn+p
p é chamada de espaço semi-Euclideano e possui curvatura

seccional constante igual a zero.

Consideremos uma variedade semi-Riemanniana (n + p)-dimensional completa,

conexa com curvatura seccional constante c e denotada por Ln+p
p (c). A esta variedade

damos o nome de forma espacial semi-Riemanniana de índice p e quando p = 1, Ln+1
1 (c)

é dita ser uma variedade Lorentziana.

Vejamos que o sinal de c determina a forma de Ln+p
p (c), a saber:

(a) se c = 0, então Ln+p
p (c) = Rn+p

p ;

(b) se c > 0, então Ln+p
p (c) = Sn+p

p = {x ∈ Rn+p+1
p ; 〈x, x〉 = 1/c}, o qual é conhecido

por espaço de Sitter de índice p;

(c) se c < 0, então Ln+p
p (c) = Hn+p

p = {x ∈ R
n+p+1
p+1 ; 〈x, x〉 = −1/c}, o qual é

conhecido por espaço anti-de Sitter de índice p.

Para a obtenção dos nossos resultados de caracterização, enunciaremos um resul-

tado o qual será de extrema importância para a obtenção dos mesmos, devido a Abe,

Koike e Yamaguchi (cf. Teorema 5.1 de [1]).
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Teorema 1.1.2 Seja Mn uma hipersuperfície Riemanniana imersa em uma forma

espacial Lorentziana Ln+1
1 (c) de curvatura seccional constante c. Suponha que Mn

admite no máximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Então, a menos

de isometrias, Mn é uma subvariedade aberta de:

(i) Rn−k ×Hk(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(ii) Sn−k(c1)×Hk(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(iii) Hn−k(c1)×Hk(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0,

onde k ∈ {1, . . . , n− 1}.

1.2 Alguns princípios do máximo

Iniciaremos citando a seguinte consequência do conhecido teorema de Stokes, que

é o teorema da Divergência para o caso em que a variedade Riemanniana Mn é fechada.

Teorema 1.2.1 Sejam Mn uma variedade Riemanniana orientável fechada e X ∈
X(M) um campo suave definido em Mn, então

∫

M

div(X)dM = 0,

onde dM denota o elemento volume de Mn.

No caso em que Mn é uma variedade Riemanniana completa, Yau [92] obteve a

seguinte versão do teorema de Stokes para variedades Riemannianas completas e não-

compactas. Apenas por razões de conhecimento básico, iremos apresentar uma ideia

de sua demonstração.

Lema 1.2.2 Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada completa e não-compacta

e seja ω uma (n − 1)-forma diferencial definida em Mn tal que
∫
M
|ω| < ∞. Então

existe uma sequência de domínios Bi ⊂ Bi+1 tais que Mn =
⋃

iBi e

lim
i→∞

∫

Bi

dω = 0.

Esboço da prova. Fixado um ponto p0 ∈ Mn, consideremos a função distancia em

p0

φ : Mn → R

q 7→ φ(q) = d(p0, q),

6



onde d(p0, q) denota a distância Riemanniana do ponto q ao ponto fixo p0. Para cada

r > 0, seja B(r) a bola de raio r e centro p0. Nesta configuração, de acordo com

Gaffney [46], sobre B(r), podemos aproximar a função φ por uma função suave e não

negativa, gr tal que

(i) para quase todo t < r, a menos de um número finito, g−1
r (t) é uma hipersuperfície

compacta regular;

(ii) |dgr| ≤
3

2
em g−1

r ([0, r]);

(iii) g−1
r (t) ⊂ B(t+ 1)− B(t− 1) para t ≤ r.

Por meio do teorema de mudança de variáveis, temos o seguinte
∫

g−1
r ([0,t])

|dgr||ω| =
∫ r

0

(∫

g−1
r (t)

|ω|
)
dt.

Agora, ao usarmos a condição (ii) na igualdade acima, temos
∫ r

0

(∫

g−1
r (t)

|ω|
)
dt ≤ 3

2

∫

M

|ω|,

ou ainda ∫ r

r/2

(∫

g−1
r (t)

|ω|
)
dt ≤ 3

2

∫

M

|ω|.

Da condição (i) e do teorema do valor médio para integrais, temos que para algum

r/2 ≤ tr ≤ r, ∫

g−1
r (t)

|ω| ≤ 3

r

∫

M

|ω|. (1.1)

Logo, usando o teorema de Stokes, de (1.1), obtemos
∣∣∣∣
∫

g−1
r ([0,tr])

dω

∣∣∣∣ ≤
∫

g−1
t (tr)

|ω| ≤ 3

r

∫

M

|ω|.

Uma vez que a função gr satisfaz a condição (iii), podemos escrever

M =
⋃

i

g−1
i ([0, ti]), (1.2)

Portanto, de (1.2), concluímos que

lim
i→∞

∫

g−1
r ([0,tr])

dω = 0.

Denotando por L1(M) o espaço das funções definidas sobre Mn que são inte-

gráveis à Lebesgue, como uma aplicação do resultado acima, Yau [92] obteve a seguinte

extensão do teorema de Hopf para variedades Riemannianas completas.
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Teorema 1.2.3 Seja Mn uma variedade Riemanniana, orientada completa e não-

compacta. Se u ∈ C2(M) é uma função subharmônica tal que |∇u| ∈ L1(M) então

u é harmônica.

Seguindo os mesmos passos do Yau [92], Caminha [27], obteve uma extensão do

Lema 1.2.3 trocando o ∇u por um campo vetorial suave X com norma integrável. Este

princípio do máximo, será de grande valia na obtenção dos nossos resultados e, por

esta razão, apresentaremos a sua prova encontrada em [27].

Teorema 1.2.4 Seja X um campo vetorial suave sobre uma n-dimensional variedade

Riemanniana, orientada e completa Mn, tal que divX não muda de sinal sobre Mn.

Se |X| ∈ L1(M), então divX = 0 sobre Mn.

Demonstração. Se Mn é fechada, o resultado segue do Lema 1.2.1. Mostraremos

então o caso em que Mn é completa. Uma vez que divX não muda de sinal, suponha-

mos, sem perda da generalidade que divX ≥ 0. Consideremos ω, uma (n − 1)-forma

suave definida sobre Mn dada por ω = iX(dM), onde iX(dM) denota a contração da

n-forma dM na direção do campo vetorial X.

Afirmação: dω = (divX)dM .

De fato, seja p ∈ Mn um ponto fixo e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal e

geodésico em p. Neste referencial, podemos escrever X =
∑n

i=1 fiei, onde fi = 〈X, ei〉.
Sejam ωi, i = 1, . . . , n, formas diferenciais de grau um definidas em uma vizinhança de

p por ωi(ej) = δij. Um cálculo simples e direto nos permite verificar que o elemento de

volume de Mn é escrito como segue

dM = ω1 ∧ · · · ∧ ωn.

Pondo θi = ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn, é possível escrever

iX(dM) =
n∑

i=1

(−1)i+1fiθi. (1.3)

Tomando a derivada em (1.3), decorre que

dω = d(iX(dM)) =
n∑

i=1

(−1)i+1dfi ∧ θi +
n∑

i=1

(−1)i+1fi ∧ dθi (1.4)

Sendo {e1, . . . , en} uma base de TpM , temos que {ω1, . . . , ωn} é uma base para o espaço

das 1-formas, então

dfi =
n∑

j=1

dfi(ej)ωj.
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Mas considerando que ωi ∧ ωi = 0, vem

(−1)i+1dfi ∧ θi = (−1)i+1

(
n∑

j=1

dfi(ej)ωj

)
∧ ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn

= (−1)i+1dfi(ei)ωi ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn (1.5)

= dfi(ei)ω1 ∧ · · · ∧ ωi ∧ · · · ∧ ωn.

Desde que dfi(ei) = ei(fi), de (1.5) obtemos

(−1)i+1dfi ∧ θi = ei(fi)dM. (1.6)

Logo das igualdades (1.4) e (1.6), temos

dω = d(iX(dM)) =

(
n∑

i=1

ei(fi)

)
dM +

n∑

i=1

(−1)i+1fi ∧ dθi

Sendo o referencial geodésico, quando avaliamos em p, temos que dθi = 0, pois

dωk(ei, ej) = eiωk(ej)− ejωk(ei)− ωk([ei, ej])

= ωk(∇eiej −∇ejei),

e além disso, ei(fi) = ei〈X, ei〉 = 〈∇eiX, ei〉.
Portanto,

dω(p) = d(iX(dM))(p) =

(
∑

j

〈∇ejX, ej〉(p)
)
dM = divX(p)dM,

uma vez que o ponto p foi escolhido arbitrariamente, temos mostrado o afirmado.

Por outro lado,

|ω|2 = |iX(dM)|2 =
∑

j

〈X, ej〉2 = |X|2.

Assim, estamos em condições de usar o Lema 1.2.3 para garantir a existência de uma

sequência de domínios Bi ⊂ Bi+1 tais que Mn =
⋃

iBi e

lim
i→∞

∫

Bi

dω = lim
i→∞

∫

Bi

(divX)dM = 0.

Sendo divX ≥ 0, devemos ter divX = 0, que é o resultado desejado.
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Observação 1.2.5 O Lema 1.2.4 pode ser também visto como uma consequência da

versão do Teorema de Stokes obtida por Karp em [61]. De fato, usando o Teorema

em [61], a condição |X| ∈ L1(M) pode ser enfraquecida à seguinte condição técnica:

lim inf
r→+∞

1

r

∫

B(2r)\B(r)

|X|dM = 0,

onde B(r) denota a bola geodésica de raio r centrada em algum ponto fixo o ∈ Mn.

Veja o Corolário 1 e a Observação em [61] para alguma outra condição geométrica

aumentando a segurança desse fato.

Uma fato bastante conhecido em variedades Riemannianas compactas é a existên-

cia de pontos de máximo (ou mínimo) de uma função. Assim, essa tal função neste

ponto, possui gradiente nulo e Hessiano ou Laplaciano não-positivo (não-negativo).

Quando a variedade Riemanniana é completa, nem sempre é verdade a existência de

um tal ponto, assim surge a ideia de sequência maximizante (minimizante) com tais

propriedades. Nesta vertente, citamos o seguinte resultado devido a Omori [78], o qual

será aplicado na obtenção do nosso primeiro resultado do tipo Omori (cf. Lema 2.5.5).

Teorema 1.2.6 Seja Mn uma variedade Riemanniana completa com curvaturas sec-

cionais limitadas inferiormente e f ∈ C2(M) uma função limitada superiormente.

Então existe uma sequência de pontos {qk} ⊂ Mn tais que limk→∞ f(qk) = supM f ,

limk→∞ |∇f(qk)| = 0 e

lim sup
k→∞

max{Hessf(qk)(X,X) ; |X| = 1} ≤ 0.

Interessado pelo problema proposto por Omori, Yau [91] obteve a seguinte melho-

ria do Lema 1.2.6 trocando a limitação inferior da curvatura seccional pela limitação

do Ricci e considerando o Laplaciano ao invés do Hessiano

Teorema 1.2.7 Seja Mn uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de

Ricci é limitada inferiormente e f ∈ C2(M) uma função limitada superiormente em

Mn. Então, existe uma sequência de pontos {qk}k ⊂Mn tal que

lim
k→∞

f(qk) = sup
M

f, lim
k→∞

|∇f(qk)| = 0 e lim sup
k→∞

∆f(qk) ≤ 0.

Dizemos que o Princípio do Máximo de Omori-Yau vale sobre Mn para um opera-

dor de segunda ordem L se para qualquer função u de classe C2 definida sobre Mn com

u∗ = supM u <∞, existe uma sequência {pk}k∈N ⊂Mn com as seguintes propriedades

u(pk) > u∗ − 1

k
, |∇u(pk)| <

1

k
e Lu(pk) <

1

k

10



para cada k ∈ N. O nosso princípio do máximo do tipo Omori-Yau (cf. Proposição 2.3.1),

será obtido como uma aplicação do seguinte resultado, o qual é um caso particular do

Corolário 3 de Alías, Impera e Rigoli [9].

Teorema 1.2.8 Seja M uma variedade Riemanniana completa, não-compacta orien-

tada com curvatura seccional limitada inferiormente. Então o princípio do máximo de

Omori-Yau vale sobre M para qualquer operador semi-elíptico L = tr(P ◦ Hess) com

supM tr(P) < +∞.

Em seguida, citamos o princípio do máximo devido a Eschenburg [45], o qual será

aplicado na obtenção do nosso princípio da tangência

Teorema 1.2.9 Sejam W+ e W− dois domínios abertos e disjuntos de uma variedade

semi-Riemanniana com fronteiras Riemannianas de classe C2 possuindo um ponto em

comum. Se as curvaturas médias H+ de ∂W+ e H− de ∂W− satisfazem

H− ≤ −a e H+ ≤ a

para algum numero real a, então ∂W+ = ∂W− e, H+ = −H− = a.

Citamos também o bastante conhecido princípio do máximo forte de Hopf para

variedades Riemannianas completas, cuja a prova pode ser encontrada em [48].

Teorema 1.2.10 Seja Mn uma variedade Riemanniana orientável e completa. Con-

sidere sobre Mn, um operador L elíptico e u ∈ C2(M). Se Lu ≥ 0 em Mn e u atinge

seu máximo em Mn, então u é constante.

Finalizamos este capítulo citando o seguinte critério de parabolicidade de super-

fícies devido a Huber [58].

Teorema 1.2.11 Toda superfície Riemanniana completa, não-compacta e com cur-

vatura Gaussiana não negativa é parabólica.
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Capítulo 2

A geometria de hipersuperfícies

imersas em ambientes Riemannianos

No presente capítulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [10], [17]

e [53]. Inicialmente apresentamos uma fórmula do tipo Simons para ambientes mais

gerais e logo em seguida alguns resultados que auxiliarão na demonstração dos nossos

teoremas. Feito isso, estabeleceremos um princípio do máximo para hipersuperfícies

orientáveis completas e não compactas imersas em uma variedade Riemanniana lo-

calmente simétrica que satisfaz duas condições sobre sua curvatura seccional (veja

Proposição 2.3.1). Com restrições adequadas sobre o quadrado da norma do opera-

dor sem traço, mostramos que uma tal hipersuperfície deve ser totalmente umbílica

ou, caso contrário, deve ser isométrica a uma hipersuperfície isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo que uma delas é simples (cf. Teoremas 2.3.2

e 2.3.4). Além disso, estabelecemos um critério suficiente para a L-parabolicidade de

hipersuperfícies Weingarten lineares imersas em uma variedade de Einstein localmente

simétrica (cf. Proposição 2.3.9). Logo após, na subseção seguinte, usando um outro

princípio do máximo e impondo certas restrições sob a curvatura média e o supremo do

quadrado da norma do operador sem traço, provamos que uma hipersuperfície Wein-

garten linear imersa em uma variedade Riemanniana localmente simétrica deve ser ou

totalmente umbílica ou isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas sendo

uma delas simples (cf. Teoremas 2.4.1 e 2.4.2). Por fim, vamos explorar a geome-



tria de hipersuperfícies Weingarten lineares com duas curvaturas principais distintas

prescritas suas multiplicidades, imersa em uma variedade Riemanniana localmente si-

métrica. Nesta configuração, provamos que uma tal hipersuperfície é isoparamétrica

(veja teoremas 2.5.2 e 2.5.6).

2.1 Uma fórmula do tipo Simons para ambientes

Riemannianos

Esta seção tem por objetivo obter uma fórmula do tipo Simons para uma hipersu-

perfície Mn a qual será considerada orientada e conexa imersa isometricamente em uma

variedade Riemanniana M
n+1

. Para isto, desenvolveremos as equações de estrutura de

Mn e indicamos para uma leitura mais ampla acerca deste assunto a seguinte referen-

cia [42]. A partir disso, escolhemos um referencial ortonormal local {e1, . . . , en+1} em

M
n+1

com co-referencial dual {ω1, . . . , ωn+1}, tal que, em cada ponto de Mn, e1, . . . , en

são tangentes à Mn e en+1 é normal à Mn. Usaremos a seguinte convenção para os

índices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ 1 e 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n.

Nesta configuração, denotando por {ωAB} as formas de conexão de M
n+1

, temos

que as equações de estrutura de M
n+1

são dadas por:

dωA = −
∑

i

ωAi ∧ ωi − ωAn+1 ∧ ωn+1, ωAB + ωBA = 0, (2.1)

dωAB = −
∑

C

ωAC ∧ ωCB +
1

2

∑

C,D

RABCDωC ∧ ωD. (2.2)

Aqui, RABCD, RCD e R denotam, respectivamente, o tensor de curvatura Riemanniano,

o tensor de Ricci e a curvatura escalar da variedade Riemanniana M
n+1

.

Assim, temos

RCD =
∑

B

RBCDB e R =
∑

A

RAA.

Restringindo todos os tensores àMn evidenciamos que ωn+1 = 0 sobreMn. Então

a métrica Riemanniana de Mn é dada por

ds2 =
∑

i

ω2
i .
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Como, dωn+1 = −∑i ωn+1i ∧ ωi = 0 pelo Lema de Cartan, podemos escrever

ωn+1i =
∑

j

hijωj, hij = hji. (2.3)

Denotando por A a segunda forma fundamental de Mn, temos que a mesma é

dada por A =
∑

i,j hijωiωjen+1 e o quadrado de sua norma é S = |A|2 =∑i,j h
2
ij. Além

disso, a curvatura média H de Mn é definida por H = 1
n

∑
i hii.

As equações de estrutura de Mn são dadas por

dωi = −
∑

j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0, (2.4)

dωij = −
∑

k

ωik ∧ ωkj +
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl. (2.5)

Usando as equações (2.1), (2.2) e (2.3) juntamente com (2.4) e (2.5), obtém-se a equação

de Gauss

Rijkl = Rijkl + (hikhjl − hilhjk), (2.6)

onde Rijkl são as componentes do tensor curvatura de Mn.

As curvaturas de Ricci e a curvatura escalar normalizada de Mn são dadas, res-

pectivamente, por

Rij =
∑

k

Rikjk + nHhij −
∑

k

hikhkj (2.7)

e

R =
1

n(n− 1)

∑

i

Rii. (2.8)

Das equações (2.7) e (2.8) obtemos a seguinte relação

n(n− 1)R =
∑

i,j

Rijij + n2H2 − S. (2.9)

A primeira derivada covariante hijk de hij satisfaz

∑

k

hijkωk = dhij +
∑

k

hkjωki +
∑

k

hikωkj, (2.10)

com

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk.

Neste momento, convém lembrar que uma hipersuperfície é dita ser isoparamétrica

quando todos os autovalores do operador de Weingarten são constantes, no contexto

acima, este fato se traduz ∇A = 0.
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Retornando, quando tomamos a derivada exterior em (2.3), obtemos a equação

de Codazzi

hijk − hikj = −R(n+1)ijk. (2.11)

Analogamente, a segunda derivada covariante hijkl de hij cumpre a seguinte identidade

identidade

∑

l

hijklωl = dhijk +
∑

l

hljkωli +
∑

l

hilkωlj +
∑

l

hijlωlk.

Derivando exteriormente a equação (2.10), obtemos fórmula de Ricci

hijkl − hijlk =
∑

m

himRmjkl +
∑

m

hjmRmikl. (2.12)

Restringindo as derivadas covariantes RABCD;E de RABCD sobre Mn, temos que

R(n+1)ijk;l é dada por

R(n+1)ijk;l = R(n+1)ijkl −R(n+1)i(n+1)khjl

−R(n+1)ij(n+1)hkl +
∑

m

Rmijkhml, (2.13)

onde R(n+1)ijkl denota a derivada covariante de R(n+1)ijk como um tensor sobre Mn.

O Laplaciano ∆hij de hij é definido por ∆hij =
∑

k hijkk. Assim, das equações

(2.6), (2.11), (2.12) e (2.13) deduzimos que

∆hij = (nH)ij +
∑

k

hkkR(n+1)i(n+1)j + nH
∑

k

hikhkj −
∑

k

hijR(n+1)k(n+1)k

− Shij +
∑

k,m

(hmiRmkjk + hmjRmkik + 2hkmRmijk)

−
∑

k

(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j). (2.14)

À vista disso, uma vez que

1

2
∆S =

∑

i,j,k

h2ijk +
∑

i,j

hij∆hij, (2.15)

tomamos um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} sobre Mn tal que hij = λiδij, e

das equação (2.14) e (2.15), após cálculos simples, obtemos a seguinte fórmula do tipo

Simons
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Proposição 2.1.1 Seja x : Mn → M
n+1

uma hipersuperfície orientada imersa em

uma variedade Riemanniana M
n+1

. Então,

1

2
∆S = |∇A|2 +

∑

i

λi(nH)ii + nH
∑

i

λ3i − S2 +
∑

i

R(n+1)i(n+1)i (nHλi − S)

+
∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2 −

∑

i,j,k

hij(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j).

Por outro lado, seja Ψ =
∑

i,j ψijωi ⊗ ωj um tensor simétrico sobre Mn definido

por

ψij = nHδij − hij. (2.16)

De acordo com Cheng-Yau [31], introduzimos um operador � associado a Ψ agindo em

qualquer função u ∈ C2(M) por

�u =
∑

i,j

ψijuij =
∑

i,j

(nHδij − hij)uij. (2.17)

No caso em que Mn é fechada e hij é um tensor de Codazzi, segue de [92] que o

operador � é auto-adjunto com respeito ao produto interno de L2 de Mn, isto é,
∫

M

f�gdM =

∫

M

g�fdM, (2.18)

onde f, g ∈ C2(M) e dM denota o elemento volume de Mn.

Considerando u = nH em (2.17) e um referencial ortonormal local {e1, . . . , en}
sobre Mn tal que hij = λiδij, da equação (2.9) obtemos o seguinte:

�(nH) = nH∆(nH)−
∑

i

λi(nH)ii

=
1

2
∆(nH)2 −

∑

i

(nH)2i −
∑

i

λi(nH)ii

=
1

2
∆

(
n(n− 1)R−

∑

i

Rijij

)
+

1

2
∆S − n2|∇H|2 −

∑

i

λi(nH)ii.

e consequentemente, levando em conta a equação (2.15), obtemos

�(nH) =
1

2
∆

(
n(n− 1)R−

∑

i

Rijij

)
+ |∇A|2 − n2|∇H|2 + nH

∑

i

λ3i

+
∑

i

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S) +
∑

i,j

(λi − λj)
2Rijij (2.19)

−
∑

i,j,k

hij(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j)− S2.

Observação 2.1.2 Quando o espaço ambiente é uma forma espacial Riemanniana, a

equação (2.19) também pode ser reobtida do Corolário 3.3 (caso r = 1) em [26].
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2.2 Variedades Riemannianas localmente simétricas e

resultados auxiliares

No estudo geometria Riemanniana, desigualdades relacionadas a curvatura sec-

cional tais como K ≥ c e a ≤ K ≤ b para a, b, c números reais, têm sido intensa-

mente estudadas, como por exemplo no estudo de resultados com curvatura pinched

(veja [88, 89, 90]). Dentro deste contexto e, consoante a [59], vamos assumir a existên-

cia de constantes c1 e c2 tais que as curvaturas seccionais K do espaço ambiente M
n+1

satisfazem as duas seguintes condições

K(η, v) =
c1
n
, (2.20)

para vetores η ∈ T⊥M e v ∈ TM , e

K(u, v) ≥ c2, (2.21)

para vetores u, v ∈ TM .

A seguinte definição será bastante usual

Definição 2.2.1 Uma variedade semi-Riemanniana é dita ser localmente simétrica

quando todas as componentes da derivada covariante RABCD;E do seu tensor curvatura

são identicamente nulas.

Observação 2.2.2 Obviamente, quando a variedade ambiente M
n+1

têm curvatura

seccional constante c, então ela é localmente simétrica e as condições de curvatura (2.20)

e (2.21) são satisfeitas para cada hipersuperfície imersa Mn, com c1
n
= c2 = c. Assim,

em certo sentido, as nossas suposições são uma generalização natural do caso onde

a variedade ambiente possui curvatura seccional constante. Por exemplo, quando a

variedade ambiente é um produto Riemanniano de duas variedades Riemannianas de

curvatura seccional constante, a saber M = M1(κ1) × M2(κ2), então M é localmente

simétrica. Neste caso, considere a imersão

M := Σ×M2(κ2) →֒M = M1(κ1)×M2(κ2),

onde Σ →֒ M2(κ2) é uma hipersuperfície conexa imersa isometricamente a qual as-

sumiremos ser orientável e orientada por um campo vetorial normal e unitário global-

mente definido ν. Denotemos por AΣ o tensor segunda forma fundamental da imersão

com respeito a direção normal ν.

A curvatura seccional K de M satisfaz

K(η, (X,U)) = 〈X,X〉M1
· κ1 (2.22)
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onde η = (ν, 0) ∈ T⊥M e (X,U) ∈ TM com

〈η, η〉M = 〈(X,U), (X,U)〉M = 1.

Por outro lado, através de um cálculo direto obtemos

K((X,U), (Y, V )) = 〈RM1
(X, Y )X, Y 〉M1

+ 〈RM2
(U, V )U, V 〉M2

para cada (X,U), (Y, V ) ∈ TM = TM1 × TM2 tal que

〈(X,U), (Y, V )〉M = 0, 〈(X,U), (X,U)〉M = 〈(Y, V ), (Y, V )〉M = 1

Consequentemente,

K((X,U), (Y, V )) = κ1(|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2) + κ2(|U |2|V |2 − 〈U, V 〉2),

e

K((X,U), (Y, V )) ≥ 0 (2.23)

quando κ1, κ2 ≥ 0. Portanto, se κ1 = 0 e κ2 ≥ 0 observamos de (2.22) e (2.23) que

as condições de curvatura (2.20) e (2.21) são satisfeitas para cada hipersuperfície da

forma Σ×M2(κ2), com c1 = c2 = 0.

Seguindo a nomenclatura estabelecida na Seção 2.1, se denotarmos por RAB as

componentes do tensor curvature de Ricci de uma variedade Riemanniana localmente

simétrica M
n+1

que satisfaz a condição de curvatura (2.20), temos que a curvatura

escalar R de M
n+1

é dada por

R =
n+1∑

A=1

RAA =
n∑

i,j=1

Rijij + 2
n∑

i=1

R(n+1)i(n+1)i =
n∑

i,j=1

Rijij + 2c1.

Além disso, um fato bastante conhecido é que a curvatura escalar de uma variedade

Riemanniana localmente simétrica é constante. Assim,
∑

i,j Rijij é uma constante

naturalmente ligada a uma variedade Riemanniana localmente simétrica que satisfaz a

condição de curvatura (2.20). Por questões de simplificar a notação, denotaremos ao

longo deste capítulo a constante 1
n(n−1)

∑
i,j Rijij por R e por

c = 2c2 −
c1
n
,

a constante associada a variedade Riemanniana localmente simétrica satisfazendo as

condições de curvatura (2.20) e (2.21).

Uma outra definição que será bastante usual é a seguinte
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Definição 2.2.3 Seja Mn uma hipersuperfície orientável de uma variedade Rieman-

niana localmente simétrica. Dizemos que Mn é uma hipersuperfície Weingarten linear

se sua curvatura escalar normalizada e curvatura média satisfazem a seguinte relação:

rR = aH + b, onde a, b, r ∈ R.

Observação 2.2.4 Constatamos que, quando a = 0, a Definição 2.2.3 reduz-se ao caso

curvatura escalar constante. Sendo assim, no nosso estudo, consideraremos apenas as

hipersuperfícies Weingarten lineares que satisfazem a relação R = aH+b com a, b ∈ R.

No que segue, arrolaremos alguns resultados que darão a fundação necessária para

a obtenção dos nosso resultados. O primeiro deles é uma extensão do Lema 3.2 de [15]

(veja também a Proposição 3.1 de [16]).

Lema 2.2.5 Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear imersa em uma vari-

edade Riemanniana localmente simétrica M
n+1

satisfazendo a condição de curvatura

(2.20), tal que R = aH + b com

(n− 1)a2 + 4n(b−R) ≥ 0. (2.24)

Então,

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2|∇H|2. (2.25)

Além disso, se a desigualdade (2.24) é estrita e a igualdade ocorre em (2.25) sobre Mn,

então H é constante em Mn e consequentemente R é constante.

Demonstração. Sejam p ∈ Mn e {ek} um referencial móvel em uma vizinhança

U ⊂M de p, geodésico1 em p e, denotemos por ek(f) = f,k a derivada de f ∈ C∞(M).

Então, tomando a derivada covariante na equação (2.9), obtemos em p

ek(S) = 2
∑

i,j

hijhijk = 2n2HH,k − n(n− 1)(R−R),k. (2.26)

Por outro lado, uma vez que Mn é tal que R = aH + b e M
n+1

satisfaz a condição de

curvatura (2.20), da equação (2.26) temos

2
∑

i,j

hijhijk =
(
2n2H − n(n− 1)a

)
H,k.

Assim, somando membro a membro a igualdade acima para 1 ≤ k ≤ n, obtém-se

finalmente

4
∑

k

(
∑

i,j

hijhijk

)2

=
(
2n2H − n(n− 1)a

)2 |∇H|2.

1Um referencial móvel {ek} é geodésico em p ∈ Mn quando ∇ej
ei(p) = 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ n.
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Logo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

4S|∇A|2 =4
∑

i,j

(hij)
2
∑

i,j,k

(hijk)
2 ≥ 4

∑

k

(
∑

i,j

hijhijk

)2

(2.27)

=
(
2n2H − n(n− 1)a

)2 |∇H|2.

Por outro lado, novamente da relaçãoR = aH+b e da equação (2.9) podemos facilmente

verificar que

(
2n2H − n(n− 1)a

)2
= n2(n− 1)

[
(n− 1)a2 + 4n(b−R)

]
+ 4n2S. (2.28)

Assim, das expressões (2.27) e (2.28) temos

4S|∇A|2 ≥ n2(n− 1)
[
(n− 1)a2 + 4n(b−R)

]
|∇H|2 + 4n2S|∇H|2 (2.29)

e, aplicando a nossa hipótese (n − 1)a2 + 4n(b − R) ≥ 0 a (2.29) obtemos a seguinte

desigualdade

S|∇A|2 ≥ Sn2|∇H|2.

Em consequência, ou

S = 0 e |∇A|2 = n2|∇H|2 = 0

ou

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2|∇H|2.

Por fim, se a desigualdade (2.24) é estrita, da equação (2.28) temos que

(
2n2H − n(n− 1)a

)2
> 4n2S.

Agora, assumiremos em adição, que a igualdade em (2.25) ocorre sobre Mn. Neste

caso, o nosso objetivo é mostrar que H é constante sobre Mn. De fato, suponhamos por

contradição que isso não ocorre, então existe um ponto p ∈ Mn tal que |∇H(p)| > 0.

Então, deduzimos de (2.27) que 4S(p)|∇A|2(p) > 4n2S(p)|∇H(p)|2 e, uma vez que

|∇A|2(p) = n2|∇H(p)|2 > 0, chegamos a uma contradição. Portanto, neste caso,

concluímos que H deve ser constante sobre Mn.

No estudo de hipersuperfícies com curvatura média constante, um operador que

é naturalmente utilizado para a obtenção dos resultados é o operador Laplaciano ∆.

Por outro lado, quando estudamos hipersuperfícies com curvatura escalar constante,
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naturalmente introduzimos o operador � o qual foi definido na seção anterior. Para

o nosso estudo de hipersuperfícies Weingarten lineares satisfazendo R = aH + b, para

a, b ∈ R, precisaremos de um operador que se comporte tão bem quanto os anteriores,

em outras palavras, definimos o operador modificado de Cheng-Yau da seguinte forma

L = �− n− 1

2
a∆. (2.30)

Equivalentemente, para qualquer u ∈ C2(M), a definição (2.30) pode ser reescrita da

seguinte forma

L(u) = tr(P ◦ ∇2u), (2.31)

com

P =

(
nH − n− 1

2
a

)
I − A, (2.32)

onde I é a identidade na álgebra dos campos suaves definidos sobreMn e ∇2u representa

o operador linear auto-adjunto metricamente equivalente ao Hessiano de u.

Observação 2.2.6 Observando a equação (2.9) e considerando que a curvatura escalar

de Mn satisfaz R = aH + b, temos

n2H2 = S + n(n− 1)(aH + b−R). (2.33)

Suponha que b ≥ R e que a condição de curvatura (2.20) seja satisfeita de modo que R
seja constante. No caso em que b > R, segue de (2.33) que H(p) 6= 0 para cada p ∈Mn,

do contrário, se existe um p0 ∈ Mn tal que H(p0) = 0, aplicamos a equação (2.33) e

obtemos que

0 = n2H2(p0) = S(p0) + n(n− 1)(aH(p0) + b−R) > S(p0).

Relembrando que S(p0) = |A|2(p0), chegamos a um absurdo. Logo, neste caso, escolhe-

mos a orientação sobre Mn de tal forma H > 0, e portanto a ≤ 0.

Por outro lado, quando b = R e a 6= 0, sendo aH = R − b ≤ 0, concluímos que

H não muda de sinal sobre Mn. Neste caso, escolhemos a orientação sobre Mn tal que

H ≥ 0, e portanto a < 0.

Finalmente, quando b = R e a = 0, a condição Weingarten linear reduz-se ao

caso curvatura escalar constante. Neste caso, seguindo [7] assumimos que H não muda

de sinal sobre Mn e escolhemos a orientação sobre Mn tal que H ≥ 0.

Sabemos que o operador Laplaciano é sempre elíptico, em verdade, ele é uni-

formemente elíptico. Por outro lado, também é de conhecimento que sob determinadas
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condições o operador � é elíptico. Neste sentido, uma vez definido o operador L, o

nosso próximo resultado tem como proposito, estabelecer um critério suficiente para a

sua elipsidade. Resultado este, que em particular estende o Lema 5 de [8].

Lema 2.2.7 Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear imersa em uma variedade

Riemanniana localmente simétrica M
n+1

satisfazendo a condição de curvatura (2.20),

tal que R = aH + b com b ≥ R e b ≥ R. No caso onde ou b > R ou b = R e a 6= 0,

escolha a orientação tal que H ≥ 0. No caso onde b = R e a = 0, assuma que a função

curvatura média H não muda de sinal. Sejam µ− e µ+, respectivamente, o mínimo e

o máximo dos autovalores do operador P definido em (2.32) em cada ponto p ∈ Mn.

Então,

µ− ≥ 0,

e

µ+ ≤ 2nH − (n− 1)a.

Além disso, no caso onde b > R sobre Mn, as desigualdades acima são estritas e o

operador L definido em (2.31) é elíptico.

Demonstração. Por meio da equação (2.9) e da relação R = aH + b, chegamos a

n2H2 =S + n(n− 1)(aH + b−R) ≥ λ2i + n(n− 1)aH,

para cada curvatura principal λi de Mn, i = 1, . . . , n.

Por outro lado, com um cálculo simples e direto, verificamos que

λ2i ≤ n2H2 − n(n− 1)aH =

(
nH − n− 1

2
a

)2

− (n− 1)2

4
a2 (2.34)

≤
(
nH − n− 1

2
a

)2

.

A partir da análise realizada na Observação 2.2.6, obtemos que H ≥ 0 e a ≤ 0.

Assim, de (2.34) temos

−nH +
n− 1

2
a ≤ λi ≤ nH − n− 1

2
a, i = 1, . . . , n.

Logo, para cada i, a desigualdade

0 ≤ nH − n− 1

2
a− λi ≤ 2nH − (n− 1)a

se verifica. Contudo, se definirmos µi := nH − n−1
2
a − λi, podemos inferir que os

µi’s são precisamente os autovalores do operador P definido em (2.32). Em particular,

concluímos que µ− ≥ 0 e µ+ ≤ 2nH − (n− 1)a.
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Além disso, se b > R sobre Mn, então obtemos µ− > 0 e µ+ < 2nH − (n− 1)a, o

que significa que o espectro do operador P é positivo definido e, portanto, L é elíptico.

Dado Φij = hij −Hδij, consideraremos também o seguinte tensor simétrico

Φ =
∑

i,j

Φijωi ⊗ ωj. (2.35)

Note que para cada ponto de Mn, Φ é um operador linear com norma de Hilbert-

Schmidt |Φ|2 =
∑

i,j Φ
2
ij. Além disso o operador Φ é conhecido na literatura como

segunda forma sem traço pois o mesmo possui traço nulo, como pode ser facilmente

verificado

tr(Φ) =
∑

i

Φii =
∑

i

(hii −Hδii) =
∑

i

hii −H
∑

i

δii = nH − nH = 0.

Ademais, vale a seguinte relação

|Φ|2 = S − nH2. (2.36)

Pela própria definição do operador Φ não é difícil verificar que o mesmo é simétrico e

qualquer base que diagonaliza o operador de Weingarten também o diagonaliza. Além

disso, quando |Φ| = 0, não é difícil verificar com o auxilio da desigualdade de Cauchy-

Schwarz que a imersão é totalmente umbílica. Por fim, juntando a equação (2.36)

a (2.9) obtemos

|Φ|2 = n(n− 1)H2 + n(n− 1)
(
R−R

)
. (2.37)

Prosseguindo no sentido de estabelecer os nossos resultados de caracterização,

citaremos um lema algébrico devido a Okumura [77], que foi completado com o caso

em que ocorre a igualdade por Alencar e do Carmo em [3].

Lema 2.2.8 Sejam κ1, ...κn números reais tais que
∑

i

κi = 0 e
∑

i

κ2i = β2, com

β ≥ 0. Então,

− (n− 2)√
n(n− 1)

β3 ≤
∑

i

κ3i ≤
(n− 2)√
n(n− 1)

β3, (2.38)

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos (n− 1) dos números κi são iguais.

A ideia de sua prova consiste em encontrar os pontos críticos de
∑

i κ
3
i por meio da

técnica do multiplicador de Lagrange sujeito as condições
∑

i κi = 0 e
∑

i κ
2
i = β2.
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Provaremos agora o principal resultado desta seção cuja configuração é, uma

limitação inferior para o operador L agindo sobre a norma do quadrado do sem traço

de uma hipersuperfície Weingarten linear.

Proposição 2.2.9 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana localmente simé-

trica e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear imersa em M
n+1

satisfazendo

as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH + b com b ≥ R e b ≥ R.

Nos casos onde, ou b > R ou b = R e a 6= 0, escolha a orientação tal que H ≥ 0. No

caso onde b = R e a = 0, assuma que a função curvatura média H não muda de sinal.

Então,

L(|Φ|2) ≥ 2√
n(n− 1)

|Φ|2QR(|Φ|)
(√

|Φ|2 + n(n− 1)(R−R)−
√
n(n− 1)

2
a

)
,

onde

QR(x)=−(n− 2)x2 − (n− 2)x

√
x2 + n(n− 1)(R−R) (2.39)

+n(n− 1)
(
R−R+ c

)
.

Demonstração. Inicialmente, observemos que a simetria local de M
n+1

nos leva a

∑

i,j,k

hij(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j) = 0. (2.40)

Consequentemente, sendo Ap um operador simétrico, para cada p ∈Mn, podemos

escolher um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} sobre Mn tal que hij = λiδij.

Então, das equações (2.19) e (2.30), obtemos

L(nH)=
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 + nH
∑

i

λ3i − S2

+
∑

i

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S) +
∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2.

Por meio da nossa hipótese sobre b, não é difícil verificar que a condição b ≥ R
implica na desigualdade (2.24). Assim, pelo Lema 2.2.5 reescrevemos a equação acima

como

L(nH) ≥ nH
∑

i

λ3i − S2 +
∑

i

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S)

+
∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2. (2.41)
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Uma vez que qualquer referencial ortonormal que diagonaliza hij também diagonaliza

Φij, consideremos então {e1, . . . , en} como sendo esse referencial em p ∈Mn tal que

hij = λiδij e Φij = κiδij.

Nesta configuração, podemos imediatamente verificar que

∑

i

κi = 0,
∑

i

κ2i = |Φ|2 e
∑

i

κ3i =
∑

i

λ3i − 3H|Φ|2 − nH3.

Logo, aplicando o Lema 2.2.8 aos números reais κ1, . . . , κn, obtemos

nH
∑

i

λ3i − S2 = n2H4 + 3nH2|Φ|2 + nH
∑

i

κ3i −
(
|Φ|2 + nH2

)2

≥−|Φ|4 + nH2|Φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|3. (2.42)

Agora, das condições de curvatura (2.20) e (2.21), através de um simples cálculo che-

gamos a
∑

i

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S) = c1(nH
2 − S) = −c1|Φ|2 (2.43)

e

∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2 ≥ c2

∑

i,j

(λi − λj)
2 (2.44)

=2nc2(S − nH2) = 2nc2|Φ|2.

Portanto, inserindo (2.42), (2.43) e (2.44) na equação (2.41) obtemos

L(nH) ≥ |Φ|2
(
−|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(H2 + c)

)
, (2.45)

onde c = 2c2 −
c1
n

.

Por outro lado, da equação (2.37) e da relação R = aH + b, escrevemos

n

n− 1
|Φ|2 = n2H2 − n2aH − n2(b−R). (2.46)

Como M
n+1

satisfaz a condição de curvatura (2.20), temos que R é uma constante.

Além disso, da hipótese b ≥ R (resp. b > R), o Lema 2.2.7 assegura-nos que o operador

L é positivo semi-definido (resp. positivo definido). Assim, da equação (2.46) temos o

seguinte

n

n− 1
L(|Φ|2) = 2nHL(nH) + 2n2〈P (∇H),∇H〉 − anL(nH) (2.47)

≥ 2n
(
H − a

2

)
L(nH),
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uma vez que a equação (2.31) garante-nos que L(u2) = 2uL(u) + 2〈P (∇u),∇u〉 para

cada u ∈ C2(M).

Logo, substituindo (2.45) em (2.47) chegamos a

n

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ n

(
H − a

2

)
|Φ|2

(
−|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(H2 + c)

)
.

Evidenciando a curvatura média na equação (2.37) em termos da curvatura escalar

normalizada, temos

H2 =
1

n(n− 1)
|Φ|2 +R−R, (2.48)

e consequentemente, levando em conta que H ≥ 0, podendo escrever

H =
1√

n(n− 1)

√
|Φ|2 + n(n− 1)(R−R). (2.49)

Após um simples cálculo, das equações (2.48) e (2.49), temos

H − a

2
=

1√
n(n− 1)

(√
|Φ|2 + n(n− 1)(R−R)−

√
n(n− 1)

2
a

)
(2.50)

e

−|Φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|+ n(H2 + c) =
1

n− 1
QR(|Φ|), (2.51)

onde

QR(x)=−(n− 2)x2 − (n− 2)x

√
x2 + n(n− 1)(R−R)

+n(n− 1)
(
R−R+ c

)
.

Portanto, de (2.50) e (2.51) obtemos a limitação desejada.

2.3 Rigidez de hipersuperfícies Weingarten lineares

em variedades localmente simétricas

Em consonância com o Capítulo 1, o primeiro resultado desta seção, será obtido

como uma aplicação do Lema 1.2.8 o qual é um caso particular do Corolário 3 de [9].

Sendo mais específicos, vamos estabeleceremos o seguinte princípio máximo de Omori-

Yau
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Proposição 2.3.1 Seja M
n+1

uma variedade Riemanniana localmente simétrica e

seja Mn uma hipersuperfície completa, não-compacta imersa em M
n+1

satisfazendo

as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH + b com b ≥ R e b ≥ R.

Nos casos onde, ou b > R ou b = R e a 6= 0, escolha a orientação tal que H ≥ 0. No

caso onde b = R e a = 0, assuma que a função curvatura média H não muda de sinal.

Se supM |Φ|2 < +∞, então o princípio do máximo de Omori-Yau vale sobre Mn para

o operador L definido em (2.31).

Demonstração. Uma vez que M
n+1

satisfaz a condição de curvatura (2.20), temos

que R é constante. Agora, se levarmos em conta que R = aH + b, reescrevemos a

equação (2.37) da seguinte forma

|Φ|2 = n(n− 1)
(
H2 − aH

)
− n(n− 1)

(
b−R

)
. (2.52)

Como estamos assumindo que supM |Φ|2 < +∞, por intermédio da equação (2.52)

segue que supM H < +∞. Assim, pela definição do operador P dada em (2.32) temos

que seu traço satisfaz

tr(P ) = n(n− 1)H − n(n− 1)

2
a

e, portanto,

sup
M

tr(P ) < +∞. (2.53)

Por outro lado, usando mais uma vez (2.9) temos também que supM S < +∞.

Assim, da equação de Gauss (2.6) e da condição de curvatura (2.21), obtemos que a

curvatura seccional de Mn satisfaz

Rijij ≥ c2 − sup
M

S > −∞. (2.54)

Ademais, pelo Lema 2.2.7 temos a garantia que o operador L é semi-elíptico.

Portanto, levando em conta as equações (2.31), (2.53) e (2.54), podemos aplicar o

Lema 1.2.8 para concluir o resultado desejado.

Como uma primeira aplicação da Proposição 2.3.1, provaremos o nosso primeiro

resultado concernente a caracterização de hipersuperfícies Weingarten lineares imersa

em uma variedade localmente simétrica Riemanniana.

Teorema 2.3.2 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear imersa em M
n+1

satisfazendo as

condições de curvatura (2.20) e (2.21) com c > 0, tal que R = aH+ b com b ≥ R ≥ R.

No caso onde R = R, assuma em adição que a função curvatura média H não muda

de sinal. Então
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(i) ou |Φ| = 0 e Mn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou supM |Φ|2 ≥ infM αn,c,R(R).

Em particular, se R > R, a igualdade supM |Φ|2 = infM αn,c,R(R) vale e este supremo

é atingido em algum ponto de Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica com

duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Demonstração. Iniciamos a demonstração observando que se |Φ| = 0, então o item (i)

é satisfeito. Se supM |Φ|2 = +∞, então o item (ii) é trivialmente satisfeito. Sendo

assim, suponhamos então que 0 < supM |Φ|2 < +∞ e consideremos u = |Φ|2. Então,

pela Proposição 2.2.9 temos

L(u) ≥ f(u), (2.55)

onde

f(u) =
2√

n(n− 1)
u

(√
u+ n(n− 1)(R−R)−

√
n(n− 1)

2
a

)
QR(

√
u)

e QR(x) esta definido em (2.39).

Se Mn for compacta, então existe um ponto p0 ∈ Mn tal que u(p0) = u∗. Con-

sequentemente, ∇u(p0) = 0 e Lu(p0) ≤ 0. Portanto, por meio da desigualdade (2.55)

obtemos que f(u∗) ≤ 0 e consequentemente QR(
√
u∗) ≤ 0, mostrando o item (ii).

Assumiremos então que Mn seja completa e não-compacta. Neste ponto, a Obser-

vação 2.2.6 garante-nos que H ≥ 0 e a ≤ 0. Uma vez que u∗ < +∞, a Proposição 2.3.1

assegura-nos que existe uma sequência de pontos {pk}k∈N ⊂Mn satisfazendo

u(pk) > u∗ − 1

k
e Lu(pk) <

1

k
(2.56)

para cada k ∈ N. Logo, avaliando (2.55) em pk e usando (2.56), temos

1

k
> Lu(pk) ≥ f(u(pk)). (2.57)

Portanto, tomando o limite quando k → +∞ em (2.57), por continuidade, obtemos

f(u∗) =
2u∗√
n(n− 1)

(√
u∗ + n(n− 1)

(
sup
M

R−R
)
−
√
n(n− 1)

2
a

)
QR(

√
u∗) ≤ 0.

Uma vez que u∗ > 0 e a ≤ 0, da desigualdade acima devemos ter que

QR(
√
u∗) ≤ 0. (2.58)
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Sendo c > 0, a hipótese R ≥ R garante-nos que

QR(0) = n(n− 1)
(
R−R+ c

)
> 0

e, portanto, a função QR(x) é estritamente decrescente para x ≥ 0, com QR(x0) = 0

em

x0 := x0(R) =
(
R−R+ c

)
√

n(n− 1)

(n− 2)
(
nR + 2c− nR

) > 0.

Portanto, (2.58) implica em

u∗ ≥ x20 = αn,c,R(R) =
n(n− 1)

(
R + c−R

)2

(n− 2)
(
nR + 2c− nR

) ,

isto é,

sup
M

|Φ|2 ≥ inf
M
αn,c,R(R),

mostrando a desigualdade em (ii).

Além disso, a igualdade supM |Φ|2 = infM αn,c,R(R) vale se, e somente se,
√
u∗ =

√
inf
M
x0. Assim QR(

√
u) ≥ 0 sobre Mn que, juntamente com a desigualdade (2.55),

implica em

L(u) ≥ 0 sobre Mn.

Suponhamos agora que R > R. Uma vez que a ≤ 0, da relação R = aH+b, temos

que b > R e, portanto, podemos usar o Lema 2.2.7 para assegurar-nos que o operador

L é elíptico. Logo, se existe um ponto p0 ∈ Mn tal que |Φ(p0)| = supM |Φ|, então

aplicamos o princípio do máximo forte de Hopf (cf. Lema 1.2.10) à função u = |Φ|2,
para garantir que a mesma é constante, e consequentemente, |Φ| ≡ infM αn,c,R(R).

Assim,

0 = L(|Φ|2) ≥ 2|Φ|2√
n(n− 1)

(√
|Φ|2 + n(n− 1)(R−R)−

√
n(n− 1)

2
a

)
QR(|Φ|)

e dessa forma, todas as desigualdade obtidas ao longo da prova da Proposição 2.2.9

são, de fato, igualdades. Em particular, como o operador L é elíptico se, e somente se,

P é positivo definido, quando retornamos a (2.47) obtemos que H é constante. Além

disso, a igualdade também ocorre em (2.24) ou, equivalentemente,

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2 = 0.
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Assim, segue que λi é constante para cada i = 1, . . . , n, isto é, Mn é uma hipersu-

perfície isoparamétrica. Finalmente, a desigualdade em (2.42) também deve ser uma

igualdade, a qual garante-nos que ocorre a igualdade no Lema 2.2.8. Isto implica que a

hipersuperfície possui exatamente duas curvaturas principais distintas sendo uma das

quais simples.

Levando em consideração a classificação dada no Teorema 1.1.1, o Teorema 2.3.2,

a análise das possibilidades dos diferentes valores da constante |Φ|2 para hipersuperfícies

isoparamétrica de Sn+1 remetemos ao final da prova do Teorema 1 de [8], e obtemos

a seguinte extensão do referido resultado no contexto de hipersuperfícies Weingarten

lineares.

Corolário 2.3.3 Seja Mn uma hipersuperfície completa Weingarten linear imersa na

esfera unitária Sn+1, n ≥ 3, tal que R = aH + b com b ≥ R ≥ 1. No caso onde

R = 1, assuma também que a função curvatura média H não muda de sinal e escolha

a orientação tal que H ≥ 0. Então

(i) ou |Φ| = 0 e Mn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou supM |Φ|2 ≥ infM αn,1(R).

Em particular, R > 1 a igualdade supM |Φ|2 = infM αn,1(R) vale e este supremo é

atingido em algum ponto de Mn se, e somente se, Mn é um toro de Clifford

S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1,

com 0 < r =
√
(n− 2)/nR <

√
(n− 2)/n.

No nosso próximo resultado, lidamos com o caso em que o parâmetro c é não

positivo.

Teorema 2.3.4 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satis-

fazendo as condições de curvatura (2.20) e (2.21) com c ≤ 0, tal que R = aH + b com

b ≥ R > R− c. Então

(i) ou |Φ| = 0 e Mn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou supM |Φ|2 ≥ infM αn,c,R(R).

Em particular, se a igualdade supM |Φ|2 = infM αn,c,R(R) vale e este supremo é atingido

em algum ponto de Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo que uma delas é simples.
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Demonstração. A demonstração segue como a primeira parte da demonstração do

Teorema 2.3.2 até chegarmos à desigualdade (2.58).

Note que a condição R > R− c implica em

QR(0) = n(n− 1)
(
R−R+ c

)
> 0.

Assim a função QR(x) é estritamente decrescente para x ≥ 0, com QR(x0) = 0 em

x0 =
(
R−R+ c

)
√

n(n− 1)

(n− 2)
(
nR + 2c− nR

) > 0

e, consequentemente

sup |Φ|2 = u∗ ≥ x20 ≥ inf
M
αn,c,R(R),

provando a desigualdade em (ii).

No caso da igualdade, notamos apenas que as condições R > R − c e c ≤ 0

implicam em R > R. Então, temos a garantia, através da Observação 2.2.6 e do

Lema 2.2.7, que o operador L é elíptico. Neste ponto, podemos prosseguir como na

última parte da prova do Teorema 2.3.2 para concluir o resultado.

Raciocinando de modo análogo ao que fizemos no Corolário 2.3.3, do Teorema 2.3.4,

e da classificação das isoparamétricas dada no Teorema 1.1.1, também obtemos a

seguinte extensão do Teorema 2 em [8] para hipersuperfícies Weingarten lineares.

Corolário 2.3.5 Seja Mn be a hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em

uma forma espacial Riemanniana Qn+1
c (c=0, -1, e n ≥ 3) tal que R = aH + b com

b ≥ R > 0. Então

(i) ou |Φ| = 0 e Mn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou supM |Φ|2 ≥ infM αn,c(R).

Em particular, a igualdade supM |Φ|2 = infM αn,c(R) vale e este supremo é atingido em

algum ponto de Mn se, e somente se,

(a) c = 0 e Mn é um cilindro circular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1,

(b) c = −1 e Mn é um cilindro hiperbólico H1(−
√
1 + r2) × Sn−1(r) ⊂ Hn+1, onde

r =
√
(n− 2)/nR > 0.
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2.3.1 L-parabolicidade de hipersuperfícies Weingarten lineares

Relembremos que uma variedade Riemanniana Mn é dita ser parabólica se as

funções constantes são as únicas funções subharmônicas sobreMn as quais são limitadas

superiormente; isto é, para uma função u ∈ C2(M)

∆u ≥ 0 e u ≤ u∗ < +∞ implica em u = constante.

Um exemplo de uma variedade Riemanniana que é parabólica é o espaço Euclidiano

R2 (cf. Teorema de Liouville em [48]). Por outro lado, não é difícil construir exem-

plos de variedades parabólicas, basta considerar variedades produto N × R2 onde N

é uma variedade Riemanniana compacta. Assim, considerando o operador modificado

de Cheng-Yau L dado em (2.30), diremos que Mn é L-parabólica se, e somente se,

as únicas soluções da desigualdade L(u) ≥ 0 que são limitadas superiormente são as

funções constantes. Nesta configuração, e motivados pelo Teorema 3 de [8], temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3.6 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satis-

fazendo as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH + b com b ≥ R ≥ R
e R > R− c. No caso onde c > 0 e R = R, assuma em adição que a função curvatura

média H não muda de sinal. Suponha que Mn não é totalmente umbílica. Se Mn é

L-parabólica, então

sup
M

|Φ|2 ≥ inf
M
αn,c,R(R). (2.59)

Além disso, se a igualdade ocorre em (2.59), então Mn é uma hipersuperfície isopara-

métrica com duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Demonstração. Se supM |Φ|2 = +∞, então não há o que mostrar. Por outro lado,

no caso em que 0 < supM |Φ|2 < +∞, raciocinando como na primeira parte da prova

dos Teoremas 2.3.2 e 2.3.4, temos que supM |Φ|2 ≥ infM αn,c,R(R). Além disso, se a

igualdade vale em (2.59), então temos QR(|Φ|) ≥ 0 e, consequentemente, L(|Φ|2) ≥ 0

sobre Mn. Portanto, da L-parabolicidade de Mn concluímos que a função u = |Φ|2

deve ser constante e igual a infM αn,c,R(R). Neste ponto, podemos raciocinar como nas

provas dos teoremas anteriores.

Como antes, dos Teoremas 2.3.6 e 2.3.4 juntamente com o Teorema 1.1.1 obtemos
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Corolário 2.3.7 Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa iso-

metricamente em uma forma espacial Riemanniana Qn+1
c (c=-1,0,1 e n ≥ 3) tal que

R = aH + b com b ≥ R ≥ c e R > 0. No caso onde c = 1 e R = 1, assuma em adição

que a função curvatura média H não muda de sinal. Se Mn é L-parabólica, então

sup
M

|Φ|2 ≥ inf
M
αn,c(R),

com igualdade se, e somente se,

(a) c = 0 e Mn é um cilindro circular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1,

(b) c = 1 e Mn é um toro de Clifford S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1,

(c) c = −1 e Mn é um cilindro hiperbólico H1(−
√
1 + r2) × Sn−1(r) ⊂ Hn+1, onde

r =
√
(n− 2)/nR > 0.

A fim de obter o nosso último resultado, observemos inicialmente que o operador

L definido em (2.30) é um operador do tipo-divergência quando o espaço ambiente é

uma variedade de Einstein2.

De fato, da equação (2.17) e para todo u ∈ C2(M), temos que

�u = tr(P1 ◦ ∇2u), (2.60)

onde P1 = nHI − A. Assim, escolhendo um referencial ortonormal local {e1, . . . , en}
sobre Mn e usando a notação padrão 〈 , 〉 para a métrica (induzida) de Mn, de (2.60)

obtemos

�u =
n∑

i=1

〈P1(∇ei∇u), ei〉. (2.61)

Por meio de (2.61) podemos verificar

div(P1∇u) =
n∑

i=1

〈∇ei(P1∇u), ei〉

=
n∑

i=1

〈(∇eiP1)∇u, ei〉+
n∑

i=1

〈P1(∇ei∇u), ei〉 (2.62)

=
n∑

i=1

〈∇u, (∇eiP1)ei〉+�u

= 〈divP1,∇u〉+�u,

2Uma variedade é dita ser de Einstein quando o seu tensor de Ricci é uma multiplo da métrica.

33



onde

divP1 = tr(∇P1) =
n∑

i=1

(∇eiP1)ei.

Portanto, do Lema 25 de [9] (veja também Lema 3.1 de [6]) temos

〈divP1,∇u〉 =
n∑

i=1

〈R(N, ei)∇u, ei〉 = Ric(N,∇u), (2.63)

onde R e Ric são a curvatura e o tensor de Ricci M
n+1

, respectivamente, e N denota

a orientação de Mn. Assim, assumindo que o espaço ambiente M
n+1

é uma variedade

de Einstein, de (2.63) obtemos

〈divP1,∇u〉 = 0.

Logo, no neste caso, de (2.62) concluímos que

�u = div(P1(∇u)).

Além disso, retornando ao operador L, obtemos

L(u) = div(P (∇u)), (2.64)

onde P esta definido em (2.32).

Observação 2.3.8 De um ponto de vista geométrico, a parabolicidade de uma vari-

edade Riemanniana completa esta fortemente relacionada à taxa de crescimento do

volume de bolas geodésicas. Por exemplo no Teorema 7.5 de [54], Grigor’yan mostrou

que um critério suficiente para Mn ser parabólica é que ela seja geodésicamente com-

pleta e, para algum ponto de referência o ∈Mn,

vol(∂Br)
−1 6∈ L1(M).

Aqui Br denota a bola geodésica de raio r em Mn centrada na origem o.

Diante de todo o observado, estabelecemos o seguinte critério de L-parabolicidade,

o qual pode ser considerado como uma pequena extensão do Corolário 12 em [8].

Proposição 2.3.9 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade de Einstein localmente simétrica

e seja Mn hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satisfazendo a

condição de curvatura (2.20), tal que R = aH + b e b ≥ R ≥ R. Se supM |Φ|2 < +∞
e, para algum ponto de referência o ∈Mn,

∫ +∞

0

dr

vol(∂Br)
= +∞, (2.65)

então Mn é L-parabólica.
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Demonstração. Consideremos sobre Mn seguinte o tensor simétrico do tipo (0, 2)

dado por

h(X, Y ) = 〈PX, Y 〉,

ou, equivalentemente,

h(∇u, ·)♯ = P (∇u),

para cada u ∈ C2(M), onde ♯ : T ∗M → TM denota o isomorfismo musical. Logo, pela

digressão anterior a Observação 2.3.8, podemos usar (2.64), a fim de escrever

L(u) = div
(
h(∇u, ·)♯

)
.

Por outro lado, como na prova da Proposição 2.3.1, obtemos que supM H < +∞.

Logo, podemos definir uma função contínua e positiva h+ sobre [0,+∞), por

h+(r) = 2n sup
∂Br

H − (n− 1)a. (2.66)

Então, da equação (2.66) temos

h+(r) = 2n sup
∂Br

H − (n− 1)a ≤ 2n sup
M

H − (n− 1)a < +∞. (2.67)

Portanto, de (2.65) e (2.67) obtemos

∫ +∞

0

dr

h+(r)vol(∂Br)
= +∞.

Consequentemente, podemos aplicar o Lema 11 de [8] (veja também o Teorema 2.6

de [80]) para concluir a demonstração.

Observação 2.3.10 Levando em conta a Proposição 2.3.9, é natural perguntar-se so-

bre a existência de variedades de Einstein que são localmente simétricas. Nesta direção,

Tod [87] mostrou que para dimensão 4 variedades de Einstein que são também espaços

de D’Atri são necessariamente localmente simétricas. Mais recentemente, Brendle [22]

provou que uma variedade de Einstein compacta de dimensão n ≥ 4 possuindo cur-

vatura isotrópica não-negativa deve ser localmente simétrica, estendendo um resultado

anterior devido a Micallef e Wang para n = 4 (cf. Teorema 4.4 de [69]). Veja tam-

bém [89] para outras condições suficientes para uma variedade de Einstein ser local-

mente simétrica.
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2.4 Hipersuperfícies Weingarten lineares em varieda-

des Riemannianas localmente simétricas

Prosseguiremos no estudo de hipersuperfícies Weingarten lineares imersas em am-

bientes Riemannianos localmente simétricos com restrições em sua curvatura seccional.

Nesta seção, com o mesmo maquinário algébrico e analítico utilizado na seção anterior,

provaremos dois resultados de caracterização. No primeiro resultado, utilizando como

ferramenta analítica o princípio do máximo forte de Hopf e impondo restrições sobre

a o supremo do quadrado da norma do operador sem traço, obtemos que uma tal hi-

persuperfície ou é totalmente umbílica ou isométrica a uma isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo uma delas simples, em outras palavras, mostramos

o seguinte

Teorema 2.4.1 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satis-

fazendo as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH + b com b > R.

Suponha que R ≥ R− c, quando c ≤ 0, e R > R− 2
n
c, quando c > 0. Se H atinge seu

máximo sobre Mn e

sup
M

|Φ|2 ≤ n(n− 1)
(
R + c−R

)2

(n− 2)
(
nR + 2c− nR

) ,

então Mn ou é totalmente umbílica ou uma hipersuperfície isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

Aqui convém ressaltar que, no caso em que o espaço ambiente M
n+1

é uma

forma espacial Riemanniana Qn+1
c , observando a última parte da demonstração do

Teorema 1.1 de [15], podemos inferir que as hipersuperfícies isoparamétrica de Qn+1
c

com duas curvaturas principais distintas, das quais uma delas é simples, são tais que

|Φ|2 ≡ n(n−1)R2

(n−2)(nR−(n−2)c)
. Portanto, levando em conta que neste caso R = c, concluímos

que nossa restrição sobre |Φ| é, de fato, uma hipótese leve.

Logo após, para o próximo resultado, utilizaremos como maquinário analítico,

um princípio do máximo devido a Caminha [26] que é uma generalização do princípio

do máximo de [92]. Impondo como restrição a limitação da função curvatura média e

que o seu gradiente tem norma integrável a Lebesgue, o nosso outro resultado de cara-

cterização de hipersuperfícies Weingarten lineares, concerne ao caso em que o espaço

ambiente é uma variedade de Einstein, isto é,
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Teorema 2.4.2 Seja M
n+1

, n ≥ 3, uma variedade de Einstein localmente simétrica e

seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satisfazendo

as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH+b com (n−1)a2+4n(b−R) >

0. Suponha que R ≥ R − c, quando c ≤ 0, e R > R − 2
n
c, quando c > 0. Se H é

limitada, |∇H| ∈ L1(M) e

sup
M

|Φ|2 ≤ n(n− 1)
(
R + c−R

)2

(n− 2)
(
nR + 2c− nR

) ,

Então Mn ou é totalmente umbílica ou uma hipersuperfície isoparamétrica com duas

curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

2.4.1 Provas dos Teoremas 2.4.1 e 2.4.2

Prova do Teorema 2.4.1:.

Pela Proposição 2.2.9 temos a seguinte limitação inferior para o operador L em

termos da norma do operador de Weingarten sem o traço

L(nH) ≥ |Φ|2
(
−|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(H2 + c)

)
. (2.68)

Por outro lado, da equação (2.48) e da desigualdade (2.68) obtemos a seguinte

limitação inferior para o operador L agora em termos da curvatura escalar normalizada

L(H) ≥ 1

n(n− 1)
|Φ|2QR (|Φ|) ,

onde QR esta definido em (2.39).

Das condições impostas sobre R, temos que QR(0) > 0. Além disso a função

QR(x) é estritamente decrescente para x ≥ 0, com QR(x
∗) = 0 em

x∗ = (R + c−R)

√
n(n− 1)

(n− 2) (nR + 2c− nR)
> 0.

Assim, da restrição imposta a |Φ|, obtemos que

L(H) ≥ 1

n(n− 1)
|Φ|2PR (|Φ|) ≥ 0. (2.69)

Uma vez que o Lema 2.2.7 garante-nos que o operador L é elíptico e como es-

tamos supondo H atinge seu máximo sobre Mn, da desigualdade (2.69), aplicamos o

Lema 1.2.10 a fim de concluir que H é constante sobre Mn. Assim, levando em conta

a equação (2.41), obtemos
∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2 = 0,
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donde segue que λi é constante para cada i = 1, . . . , n.

Se |Φ| < x∗, então QR(|Φ|) é estritamente positivo e consequentemente de (2.69)

temos que |Φ| = 0, ou seja, Mn é totalmente umbílica. Se |Φ| = x∗, então QR(|Φ|) = 0

e assim, todas as desigualdades obtidas anteriormente a (2.45), tornam-se igualdades.

Em particular, ocorre a igualdade em (2.38), então do Lema 2.2.8, concluímos que é

uma hipersuperfície isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas uma das

quais é simples.

Prova do Teorema 2.4.2:.

Uma vez que M
n+1

satisfaz a condição de curvatura (2.20), temos que R é cons-

tante. Por outro lado, como H é suposta ser limitada sobre Mn, e além disso, a relação

R = aH + b vale sobre Mn, da equação (2.9) obtemos que A é também limitada sobre

Mn. Consequentemente, uma vez que P é dado em termos de H e A, temos que o

mesmo é limitado, isto é, existe uma constante positiva C tal que |P | ≤ C. Assim,

como também estamos assumindo que |∇H| ∈ L1(M), obtemos que

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ≤ C|∇H| ∈ L1(M). (2.70)

Assim, de (2.64), (2.69) e (2.70), podemos aplicar o Lema 1.2.4 a fim de obter que

L(nH) = 0 sobreMn. Consequentemente, levando em conta que todas as desigualdades

obtidas ao longo da prova da Proposição 2.2.9 são de fato igualdades, a equação (2.41)

garante-nos que
∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2.

Portanto, uma vez que estamos assumindo que (n − 1)a2 + 4n(b − R) > 0 acontece,

aplicamos o Lema 2.2.5 e obtemos que H é uma constante sobre Mn.

Portanto, de maneira similar a feita na última parte da demonstração do Teo-

rema 2.4.1 concluímos que Mn ou é totalmente umbílica ou uma hipersuperfície isopa-

ramétrica com duas curvaturas principais distintas sendo uma delas simples.

2.5 Hipersuperfícies com duas curvaturas principais

distintas

Nesta seção estudaremos hipersuperfícies com duas curvaturas principais distintas

prescritas as suas multiplicidades. Utilizaremos como técnica, um maquinário algébrico
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que em certo sentido substitui a técnica de Okumura para hipersuperfícies com duas

curvaturas principais distintas de multiplicidades p e n−p. Ao agregar a fórmula tipo-

Simons desenvolvida em (2.15) com este maquinário, obtemos a seguinte limitação

inferior para o operador Laplaciano operando sobre o quadrado da norma do operador

sem traço |Φ|2 de uma hipersuperfície de curvatura média constante imersa em uma

variedade Riemanniana localmente simétrica que satisfaz as duas condições sob sua

curvatura seccional, em outras palavras,

Proposição 2.5.1 Seja M
n+1

uma variedade Riemanniana localmente simétrica sat-

isfazendo as condições de curvatura (2.20) e (2.21). Seja Mn uma hipersuperfície

imersa em M
n+1

com curvatura média constante H e possuindo duas curvaturas prin-

cipais distintas com multiplicidades p e n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
. Então,

1

2
∆|Φ|2 ≥ |∇Φ|2 − |Φ|2PH,p,c(|Φ|), (2.71)

onde

PH,p,c(x) = x2 +
n(n− 2p)√
pn(n− p)

|H|x− n(H2 + c). (2.72)

Demonstração. Inicialmente, escolhemos um referencial ortonormal local {e1, . . . , en}
sobre Mn tal que hij = λiδij e Φij = κiδij. Como Mn é suposta ter duas curvaturas

principais distintas com multiplicidades p e n− p, então existem κ e ν tais que




κ1 = · · · = κp = κ ,

κp+1 = · · · = κn = κ ,

λ1 = · · · = λp = κ+H ,

λp+1 = · · · = λn = κ+H .

Assim, com um simples cálculo é possível obter

0 =
n∑

i=1

µi = pκ+ (n− p)ν, |Φ|2 =
n∑

i=1

κ2i = pκ2 + (n− p)ν2,

e

tr(Φ3) =
n∑

i=1

κ3i = pκ3 + (n− p)ν3.

Logo, das equações acima evidenciamos que

κ = −n− p

p
ν e ν = ±

√
p

n(n− p)
|Φ|,
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e, portanto,

tr(Φ3) =
n∑

i=1

κ3i =

(
(n− p)− (n− p)3

p2

)
ν3

= n(n− p)(2p− n)
ν3

p2
= ± (2p− n)√

pn(n− p)
|Φ|3.

Consequentemente ∣∣∣∣
n∑

i=1

κ3i

∣∣∣∣ =
(n− 2p)√
pn(n− p)

|Φ|3. (2.73)

Por outro lado, da relação φij = hij−Hδij juntamente ao fato de ser H constante,

temos

∆|Φ|2 = ∆S e |∇Φ|2 = |∇A|2. (2.74)

Logo, das equações (2.15) e (2.74) obtemos

1

2
∆|Φ|2 = |∇Φ|2 + nH

∑

i

λ3i − S2 −
∑

i,k

λi(R(n+1)iik;k +R(n+1)kik;i)

+
∑

i

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S) +
∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2. (2.75)

Agora, da relação (2.36) e κi = λi −H, obtemos

∑

i

κ3i =
∑

i

(λi −H)3 =
∑

i

λ3i − 3HS + 3nH3 − nH3

=
∑

i

λ3i − 3H|Φ|2 − nH3. (2.76)

Assim, de (2.36), (2.73) e (2.76) temos

nH
∑

i

λ3i − S2 = nH
∑

i

κ3i + 3nH2|Φ|2 + n2H4 − (|Φ|2 + nH2)2

≥ −|Φ|4 + nH2|Φ|2 − n|H|
∣∣∣∣
∑

i

κ3i

∣∣∣∣ (2.77)

≥ −|Φ|2
(
|Φ|2 + n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − nH2

)
.

Portanto, ao inserirmos (2.40), (2.43), (2.44) e (2.77) em (2.75), concluímos que

1

2
∆|Φ|2 ≥ |∇Φ|2 − |Φ|2

(
|Φ|2 + n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − nH2

)
− c1|Φ|2 + 2nc2|Φ|2

= |∇Φ|2 − |Φ|2
(
|Φ|2 + n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − n(H2 + c)

)
.
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Como uma aplicação da Proposição 2.5.1, temos um resultado de caracterização

concernente a hipersuperfícies com curvatura média constante possuindo duas curvatu-

ras principais distintas imersas em uma variedade Riemanniana localmente simétrica.

Teorema 2.5.2 Seja M
n+1

, n ≥ 2, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície completa imersa em M
n+1

satisfazendo as condições de

curvatura (2.20) e (2.21) com curvatura média constante H. Suponha que Mn possui

duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
, e

H2 + c > 0. Então,

sup
M

|Φ|2 ≥ n

4p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)2
. (2.78)

Além disso, se a igualdade ocorre em (2.78) e |Φ(q)| = supM |Φ| em algum ponto

q ∈Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de M
n+1

.

Demonstração. Se supM |Φ|2 = ∞ então, o resultado é válido. Suponhamos então

que supM |Φ|2 < +∞. Uma vez que H2 + c > 0, temos

PH,p,c(0) = −n(H2 + c) < 0,

onde PH,p,c(x), esta definido em (2.72).

Além disso, PH,p,c(x) é estritamente crescente para x ≥ 0, com PH,p,c(x
∗) = 0 em

x∗ =

√
n

2
√
p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)
,

e PH,p,c(x) ≥ 0 se, e somente se, x ≥ x∗.

Como estamos supondo supM |Φ|2 < +∞ e H constante, sendo |Φ|2 = S − nH2

temos que supM S < +∞. Portanto, da equação de Ricci (2.7) e da condição de

curvatura (2.21), obtemos

Rii ≥ (n− 1)c2 − nH sup
M

√
S − sup

M
S > −∞,

isto é, a curvatura de Ricci de Mn é limitada por baixo.

Assim, podemos aplicar o Lema 1.2.7 a função |Φ| a fim de garantir a existência

de uma sequência de pontos {qk}k ⊂Mn tal que

lim
k→∞

|Φ|(qk) = sup
M

|Φ|, |∇|Φ|(qk)| <
1

k
e ∆|Φ|(qk) <

1

k
. (2.79)
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Por outro lado, das propriedades elementares do Laplaciano,

1

2
∆|Φ|2(qk) = |Φ|(qk)∆|Φ|(qk) + |∇|Φ|(qk)|2 < |Φ|(qk)

1

k
+

1

k2
. (2.80)

Logo, de (2.71) e (2.80), obtemos

|Φ|(qk)
2

k
+

2

k2
> ∆|Φ|2(qk) ≥ −2|Φ|2(qk)PH,p,c(|Φ|(qk)). (2.81)

Portanto, quando k é arbitrariamente grande em (2.81), de (2.79), temos
(
sup
M

|Φ|
)2

PH,p,c

(
sup
M

|Φ|
)

≥ 0.

Como supM |Φ| > 0, pois Mn possui duas curvaturas principais distintas, segue

que PH,p,c (supM |Φ|) ≥ 0, o que implica na veracidade da desigualdade em (2.78).

Agora, supondo que a igualdade ocorre em (2.78) e |Φ(q)| = supM |Φ| em algum

ponto q ∈Mn. Então, PH,p,c(|Φ|) ≤ 0 e, de (2.71), temos

1

2
∆|Φ|2 ≥ |∇Φ|2 − |Φ|2PH,p,c(|Φ|) ≥ 0. (2.82)

Assim, a função |Φ|2 é uma função subharmônica sobre Mn, e consequentemente,

aplicamos o Lema 1.2.10 para obter que |Φ|2 é constante. Retornando a (2.82) obtemos

que |∇Φ|2 = 0. Portanto, de (2.35) e H constante, concluímos que ∇A = 0 e, assim,

Mn deve ser uma hipersuperfície isoparamétrica de M
n+1

.

Observação 2.5.3 Por intermédio de (2.78), não é difícil verificar que |Φ|2 = 0 se,

e somente se, H2 + c = 0 para todo c ∈ R. Além disso esta igualdade é verdadeira

apenas nos casos onde o parâmetro c é não positivo. Por este motivo e por estarmos

assumindo que a hipersuperfície possui duas curvaturas principais distintas, é que surge

a hipótese H2 + c > 0.

Quando o espaço ambiente é uma forma espacial Riemanniana, do Teorema 2.5.2

obtemos

Corolário 2.5.4 (Teorema 1 de [50]) Seja Mn uma hipersuperfície completa imersa

em uma forma espacial Riemanniana Qn+1
c , n ≥ 2, com curvatura média constante H.

Suponha que Mn possui duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e

n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
, e H2 + c > 0. Então,

sup
M

|Φ|2 ≥ n

4p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)2
. (2.83)

Em particular, se a igualdade ocorre em (2.83) e |Φ(q)| = supM |Φ| em algum ponto

q ∈Mn, então Mn é isométrica a
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(i) Sn−p(r)× Rp para algum r ∈ (0,+∞), quando c = 0;

(ii) Sn−p(r)× Sp(
√
1− r2) para algum r2 ∈

(
0,
n− p

n

]
, quando c = 1, e r2 =

n− p

n
se, e somente se, H = 0;

(iii) Sn−p(r)×Hp(−
√
1 + r2), para algum r ∈ (0,+∞), quando c = −1.

Demonstração. Pelo Teorema 2.5.2, Mn deve ser uma hipersuperfície isoparamétrica

de Qn+1
c . Assim, pelo Teorema 1.1.1, temos o seguinte:

(i) Caso c = 0 : Mn é isométrica a Sk(r) × Rn−k, para algum r ∈ (0,+∞) e

k ∈ {1, . . . , n− 1}. Além do mais, escolhendo apropriadamente o vetor normal, temos

λ1 = · · · = λk =
1

r
e λk+1 = · · · = λn = 0.

Assim,

H =
k

nr
, S =

k

r2
, e |Φ| =

√
n(n− k)

k
H.

Por outro lado

x∗ =

√
np

n− p
H.

Então, |Φ| = x∗ se, e somente se, k = n− p.

(ii) Caso c = 1 : Mn é isométrica a Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2), para algum r ∈ (0, 1)

e k ∈ {1, . . . , n
2
}. Novamente por uma escolha apropriada do vetor normal temos

λ1 = · · · = λk = −
√
1− r2

r
, λk+1 = · · · = λn =

r√
1− r2

e

H =
nr2 − k

nr
√
1− r2

. (2.84)

Logo,

S =
nr4 + k − 2kr2

r2(1− r2)
e |Φ| =

√
k(n− k)

r
√
n(1− r2)

.

Portanto, usamos a equação (2.84) e vemos que

r2 =
2k + nH2 ± |H|

√
n2H2 + 4k(n− k)

2n(1 +H2)
,

onde o sinal é + ou − se r2 > k
n

ou r2 ≤ k
n
, respectivamente. Consequentemente, se

H = 0 então r =
√

k
n

e |Φ| = √
n = x∗. Assim, para k = n− p temos o toro de Clifford
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mínimo Sn−p
(√

n−p
n

)
× Sp(

√
p
n
). Em geral, para k = n− p temos

|Φ| =

√
n

2
√
p(n− p)

(
√
n2H2 + 4p(n− p)± (n− 2p)|H|).

Em particular, |Φ| = x∗ quando r2 ≤ n−p
n

, e |Φ| > x∗ se r2 > n−p
n

.

(iii) Caso c = −1 : Mn é isométrica a Sk(r) × Hn−k(−
√
1 + r2), para algum

r ∈ (0,+∞) e k ∈ {1, . . . , n − 1}. Uma vez mais, fazendo uma escolha adequada do

vetor normal, temos

λ1 = · · · = λk =

√
1 + r2

r
e λk+1 = · · · = λn =

r√
1 + r2

.

Assim,

H =
nr2 + k

nr
√
1 + r2

, (2.85)

S =
nr4 + 2kr2 + k

r2(1 + r2)
,

e

|Φ| =

√
k(n− k)

r
√
n(1 + r2)

. (2.86)

Agora, a equação (2.85) permite-nos deduzir que H2 − 1 > 0 se, e somente se,

n(2k − n)r2 + k2 > 0.

Além disso

n2(H2 − 1)r4 + n(nH2 − 2k)r2 − k2 = 0

e

r2 =
2k − nH2 +H

√
n2H2 − 4k(n− k)

2n(H2 − 1)
. (2.87)

Logo, para k = p temos H2 − 1 > 0 se, e somente se, r2 < p2

n(n−2p)
, com p 6= n

2
. Além

disso, segue de (2.87) e (2.86) que

|Φ| =

√
n

2
√
p(n− p)

(√
n2H2 − 4p(n− p) + (n− 2p)H

)
> x∗ .

Finalmente, para k = n − p temos H2 − 1 > 0 para qualquer r > 0, e novamente

de (2.87) e (2.86) obtemos

|Φ| =

√
n

2
√
p(n− p)

(√
n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)H

)
= x∗ .
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2.5.1 Hipersuperfícies Weingarten lineares completas

Nesta seção vamos estabelecer uma versão do Teorema 2.5.2, e seu respectivo

corolário, para o contexto de hipersuperfícies Weingarten lineares. Vimos que na

demonstração do Teorema 2.5.2 foi utilizado como ferramenta analítica o Lema 1.2.7.

Seguindo este raciocínio, para estabelecermos esta versão, precisaremos de um resul-

tado que garanta a existência de uma sequência do tipo Omori relacionada ao operador

de Cheng-Yau modificado L. Diante disso, o nosso próximo resultado versa sobre a

existência dessa sequência e o mesmo estende a Proposição 3.2 de [16].

Lema 2.5.5 Seja M
n+1

uma variedade Riemanniana localmente simétrica e seja Mn

uma hipersuperfície Weingarten linear imersa em M
n+1

satisfazendo a condição de

curvatura (2.21), tal que R = aH + b, com a ≤ 0 e (n− 1)a2 +4n(b−R) ≥ 0. Se H é

limitada sobre Mn, então existe uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

(i) lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H, (ii) lim
k→+∞

|∇H(qk)| = 0, (iii) lim sup
k→∞

L(H(qk)) ≤ 0.

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal local sobre Mn tal que

hij = λiδij. Da definição do operador modificado (2.30) obtemos

L(nH) = �(nH)− n− 1

2
a∆(nH)

=
∑

i

(
nH − n− 1

2
a− λi

)
(nH)ii. (2.88)

Por outro lado, observamos que se H é identicamente nulo sobre Mn, então o

resultado é válido. Assim, deixe-nos supor queH não é identicamente nulo e escolhamos

a orientação de Mn tal que supM H > 0.

Logo, para todo i = 1, . . . , n, de (2.9) temos

λ2i ≤
∑

i

λ2i = S = n2H2 − n(n− 1)aH − n(n− 1)b+
∑

i,j

Rijji

=

(
nH − n− 1

2
a

)2

− 1

4

[
(n− 1)2a2 + 4n(n− 1)(b−R)

]

≤
(
nH − n− 1

2
a

)2

,

onde na última desigualdade foi usado o fato de que a desigualdade (2.61) vale. Con-

sequentemente, temos

|λi| ≤
∣∣∣∣nH − n− 1

2
a

∣∣∣∣. (2.89)
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Agora, pela condição de curvatura (2.21) e das equações de Gauss (2.17) e de (2.89)

obtemos

Rijij = Rijij + λiλj ≥ c2 −
(
nH − n− 1

2
a

)2

. (2.90)

Uma vez que estamos assumindo que H é limitada sobre Mn, segue de (2.90) que

a curvatura seccional de Mn é limitada por baixo, além disso

(nH)ii ≤ max{n(HessH)(X,X) ; |X| = 1} ≤ 0,

e portanto, podemos aplicar o Lema 1.2.6 a função nH para obter uma sequência de

pontos {qk}k∈N ⊂Mn satisfazendo limk→∞ nH(qk) = supM nH, limk→∞ |∇nH(qk)| = 0

e

lim
k→∞

sup
∑

i

(nH)ii(qk) ≤ 0. (2.91)

Passando a subsequência se necessário, podemos considerar que {qk}k∈N ⊂ Mn sa-

tisfaz (2.91) e é tal que H(qk) ≥ 0. Assim, levando em conta que a ≤ 0, de (2.89)

obtemos

0 ≤ nH(qk)−
n− 1

2
a− |λi(qk)| ≤ nH(qk)−

n− 1

2
a− λi(qk)

≤ nH(qk)−
n− 1

2
a+ |λi(qk)| ≤ 2nH(qk)− (n− 1)a. (2.92)

Consequentemente, usando uma vez mais o fato de H ser limitada sobre Mn,

de (2.92) podemos inferir que nH(qk)−
n− 1

2
a−λi(qk) é não-negativo e limitado sobre

Mn, para todo k ∈ N. Portanto, de (2.88), (2.91) e (2.92) concluímos que

lim
k→∞

supL(nH(qk)) ≤
∑

i

lim
k→∞

sup

[(
nH − n− 1

2
a− λi

)
(qk)(nH)ii(qk)

]
≤ 0.

Agora estamos em condições de provar o nosso último resultado.

Teorema 2.5.6 Seja M
n+1

, n ≥ 2, uma variedade Riemanniana localmente simétrica

e seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear completa imersa em M
n+1

satis-

fazendo as condições de curvatura (2.20) e (2.21), tal que R = aH + b com a ≤ 0 e

b > R. Suponha que Mn possui duas curvaturas principais distintas com multiplici-

dades p e n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
, e que H2 + c > 0. Se H é limitada, então

sup
M

|Φ|2 ≥ n

4p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)2
. (2.93)

Além disso, se a igualdade ocorre em (2.93), |Φ(q)| = supM |Φ| em algum ponto q ∈Mn

e H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de

M
n+1

.
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Demonstração. Vamos supor novamente que supM |Φ|2 < +∞, uma vez que se

supM |Φ|2 = +∞ não há o que mostrar. Sendo M
n+1

localmente simétrico e Mn

hipersuperfície Weingarten linear, de (2.19) e (2.30), obtemos

L(nH) =
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 + nH
∑

i

λ3i − S2

+
∑

i,j

R(n+1)i(n+1)i(nHλi − S) +
∑

i,j

Rijij(λi − λj)
2. (2.94)

Das nossas hipóteses sobre a constante b, temos que a desigualdade (2.61) vale e,

portanto, do Lema 2.2.5 temos

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2|∇H|2. (2.95)

Agora, inserindo (2.43), (2.44), (2.77) e (2.95) em (2.94) obtemos

L(nH) ≥ −|Φ|2PH,p,c(|Φ|), (2.96)

onde PH,p,c(x) é o polinômio definido em (2.72). Pela demonstração do Teorema 2.5.2,

PH,p,c(x) é estritamente crescente para todo x ≥ 0, com PH,p,c(x
∗) = 0 em

x∗ =

√
n

2
√
p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)
,

e PH,p,c(x) ≥ 0 se, e somente se, x ≥ x∗.

Por outro lado, uma vez que b > R, H é limitada sobre Mn e a ≤ 0, o Lema 2.5.5

assegura-nos que existe uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

lim
k→∞

nH(qk) = sup
M

nH, e lim sup
k→∞

L(nH(qk)) ≤ 0. (2.97)

Assim, sendo Mn Weingarten linear tal que R = aH + b, da equação (2.9) temos

que

|Φ|2 = n(n− 1)
(
R+H2 − aH − b

)
. (2.98)

Logo, (2.97) e (2.98) garante-nos que

lim
k→∞

|Φ(qk)| = sup
M

|Φ|. (2.99)

Então, de (2.72), (2.96) e (2.99) temos

0 ≥ lim sup
k→∞

L(nH(qk)) ≥ −
(
sup
M

|Φ|
)2

PsupM H,p,c

(
sup
M

|Φ|
)
.
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Portanto, (
sup
M

|Φ|
)2

PsupM H,p,c

(
sup
M

|Φ|
)

≥ 0.

Uma vez que Mn é suposta possuir duas curvaturas principais distintas, temos

que supM |Φ| > 0. Donde, segue que PsupM H,p,c (supM |Φ|) ≥ 0, o que implica que a

desigualdade (2.93) vale.

Agora, suponha que a igualdade ocorre em (2.93). Então, PH,p,c(|Φ|) ≤ 0 e, de

(2.96), temos

L(nH) ≥ −|Φ|2PH,p,c(|Φ|) ≥ 0. (2.100)

Como H atinge seu máximo em Mn e, sendo b > R, o operador L é elíptico, e

podemos aplicar o princípio do máximo forte de Hopf (cf. Lema 1.2.10) para concluir

que H é constante em Mn. Assim, de (2.100)

0 = L(nH) ≥ −|Φ|2PH,p,c(|Φ|) ≥ 0,

e, portanto, todas as desigualdades obtidas na prova da Proposição 2.2.9, bem como a

desigualdade (2.95), são de fato igualdades. Assim, obtemos

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk = n|∇H|2 = 0.

Portanto, temos que Mn deve ser uma hipersuperfície isoparamétrica de M
n+1

.

Aplicando o Teorema 2.5.2, podemos raciocinar como na prova do Corolário 2.5.7

para obter o seguinte

Corolário 2.5.7 (Teorema 2 de [50]) Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear

completa imersa em uma forma espacial Riemanniana Qn+1
c , n ≥ 2, tal que R = aH+b

com a ≤ 0 e b > c. Suponha que Mn possui duas curvaturas principais distintas com

multiplicidades p e n − p, onde 1 ≤ p ≤ n

2
, e H2 + c > 0. Se H é limitada, então H

não muda de sinal sobre Mn e

sup
M

|Φ|2 ≥ n

4p(n− p)

(√
n2H2 + 4p(n− p)c− (n− 2p)|H|

)2
. (2.101)

Em particular, se a igualdade ocorre em (2.101) e H atinge seu máximo sobre Mn,

então Mn é isométrica a

(i) Sn−p(r)× Rp para algum r ∈ (0,+∞), quando c = 0;

(ii) Sn−p(r)× Sp(
√
1− r2) para algum r2 ∈

(
0,
n− p

n

)
, quando c = 1.

(iii) Sn−p(r)×Hp(−
√
1 + r2), para algum r ∈ (0,+∞), quando c = −1.
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Capítulo 3

A geometria de hipersuperfícies

tipo-espaço imersas em ambientes

Lorentzianos

Este capítulo corresponde aos artigos [52], [40] e [51] e tem como objetivo, apre-

sentar uma versão Lorentziana dos resultados obtidos no Capítulo 2. Iniciamos o

mesmo apresentando uma fórmula do tipo Simons para ambientes Lorentzianos mais

gerais. Logo em seguida, nos restringiremos apenas aos espaços localmente simétri-

cos que satisfazem certas condições de curvatura e, nesse contexto, apresentaremos

alguns resultados auxiliares com respeito a hipersuperfícies tipo-espaço Weingarten li-

neares satisfazendo R = aH + b imersas no mesmo. Posteriormente, estabelecemos

uma limitação inferior para o operador L aplicado a curvatura média da hipersuper-

fície que possui duas curvaturas principais distintas prescritas as suas multiplicidades

(cf. Proposição 3.3.1). Em seguida, usando o maquinário desenvolvido na seção ante-

rior, e com restrições adequadas sobre o quadrado da norma do operador sem traço,

mostramos que uma tal hipersuperfície deve uma hipersuperfície isoparamétrica e que

a imposição colocada sobre o quadrado da norma do operador sem traço é realizada (cf.

Seção 3.3). Com base na seção anterior, porém com um maquinário analítico diferente,

abordamos os resultados anteriores no caso em que o ambiente é um espaço-tempo

de Einstein localmente simétrico que satisfaz as duas condições sob sua curvatura (cf.

Subseção 3.3.1). Mais a frente, no caso em que o ambiente é uma forma espacial



Lorentziana, classificamos as hipersuperfícies isoparamétricas obtidas na Seção 3.3 (cf.

Subseção 3.3.2). Por fim, estudamos a rigidez de hipersuperfícies imersas em espaços

localmente simétricos controlando a sua curvatura escalar (cf. Seção 3.4).

3.1 Uma fórmula do tipo Simons para ambientes

Lorentzianos

Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço conexa imersa isometricamente em uma

espaço de Lorentz Ln+1
1 . Vamos dizer que uma hipersuperfície é tipo-espaço, quando a

métrica induzida pelo ambiente sobre Mn for positiva definida, ou seja, uma métrica

Riemanniana. A partir de então, denotaremos esta métrica por 〈, 〉. Neste contexto,

consideremos um referencial ortonormal local semi-Riemanniano {e1, . . . , en+1} em

Ln+1
1 , com co-referencial dual {ω1, . . . , ωn+1}, tal que, em cada ponto de Mn, e1, . . . , en

são tangentes a Mn e en+1 é normal a Mn. No que segue, usaremos a mesma convenção

de indices do capítulo anterior:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ 1 e 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n.

Iremos denotar as formas de conexão de Ln+1
1 por {ωAB}. Assim, as equações de

estrutura de Ln+1
1 são dadas por:

dωA = −
∑

B

εBωAB ∧ ωB, ωAB + ωAB = 0, εi = 1, εn+1 = −1,

dωAB = −
∑

C

εCωAC ∧ ωCB − 1

2

∑

C,D

εCεDRABCDωC ∧ ωD.

Aqui, RABCD, RCD e R denotam o tensor curvatura Riemanniano, a curvatura

de Ricci e a curvatura escalar do espaço Lorentz Ln+1
1 , respectivamente. Nesta confi-

guração, temos

RCD =
∑

B

εBRBCDB e R =
∑

A

εARAA.

Além disso, as componentes RABCD;E da derivada covariante do tensor curvatura

Riemanniano de Ln+1
1 são definidas por

∑

E

εERABCD;EωE = dRABCD −
∑

E

εE(REBCDωEA

+RAECDωEB +RABEDωEC +RABCEωED).
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Agora, restringiremos todos os tensores a hipersuperfície tipo-espaço Mn. Antes

de qualquer coisa observemos que ωn+1 = 0 sobre Mn, e assim,

∑

i

ω(n+1)i ∧ ωi = dωn+1 = 0.

Consequentemente, pelo Lema de Cartan, existem funções hij que satisfazem

ω(n+1)i =
∑

j

hijωj e hij = hji. (3.1)

Veja que da equação (3.1), temos que a segunda forma fundamental de Mn é dada

por A =
∑

i,j hijωiωjen+1, e a sua curvatura média, H é definida por H = 1
n

∑
i hii.

As formas de conexão {ωij} de Mn são caracterizadas pelas equações de estrutura

de Mn:

dωi = −
∑

j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0,

dωij = −
∑

k

ωik ∧ ωkj −
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl,

onde Rijkl são as componentes do tensor curvatura de Mn.

Das equações de estrutura, obtemos a equação de Gauss

Rijkl = Rijkl − (hikhjl − hilhjk). (3.2)

As componentes Rij do tensor de Ricci e a curvatura escalar R de Mn são dados,

respectivamente, por

Rij =
∑

k

Rkijk − nHhij +
∑

k

hikhkj (3.3)

e

R =
1

n(n− 1)

∑

i

Rii. (3.4)

Uma consequência imediata das expressões (3.3) e (3.4) é a seguinte

n(n− 1)R =
∑

i,j

Rijji − n2H2 + S. (3.5)

A primeira derivada covariante hijk de hij satisfaz

∑

k

hijkωk = dhij −
∑

k

hikωkj −
∑

k

hjkωki. (3.6)
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Então, tomando a derivada exterior em (3.1), obtemos a equação de Codazzi

hijk − hikj = R(n+1)ijk. (3.7)

A segunda derivada covariante hijkl de hij são dadas por
∑

l

hijklωl = dhijk −
∑

l

hljkωli −
∑

l

hilkωlj −
∑

l

hijlωlk.

Pela derivação exterior de (3.6), podemos obter a seguinte fórmula de Ricci

hijkl − hijlk = −
∑

m

himRmjkl −
∑

m

hjmRmikl. (3.8)

Restringindo a derivada covarianteRABCD;E deRABCD sobreMn, temosR(n+1)ijk;l.

Por conseguinte, ela satisfaz a seguinte equação:

R(n+1)ijk;l = R(n+1)ijkl +R(n+1)i(n+1)khjl

+R(n+1)ij(n+1)hkl +
∑

m

Rmijkhml, (3.9)

onde R(n+1)ijkl denota a derivada covariante de R(n+1)ijk como um tensor sobre Mn de

modo que
∑

l

R(n+1)ijklωl = dR(n+1)ijk −
∑

l

R(n+1)ljkωli

−
∑

l

R(n+1)ilkωlj −
∑

l

R(n+1)ijlωlk.

O Laplaciano ∆hij de hij é definido por ∆hij =
∑

k hijkk. Das equações (3.7),

(3.8) e (3.9), obtemos, após alguns cálculos

∆hij = (nH)ij − nH
∑

l

hilhlj + Shij +
∑

k

(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j)

−
∑

k

(hkkR(n+1)ij(n+1) + hijR(n+1)k(n+1)k (3.10)

−
∑

k,l

(2hklRlijk + hjlRlkik + hilRlkjk).

Consequentemente, sendo ∆S = 2
(∑

i,j,k h
2
ijk +

∑
i,j hij∆hij

)
, da equação (3.10)

obtemos a seguinte fórmula tipo-Simons

1

2
∆S = S2 +

∑

i,j,k

h2ijk +
∑

i,j

hij(nH)ij +
∑

i,j,k

hij(R(n+1)ijk;k +R(n+1)kik;j)

−
(
nH

∑

i,j

hijR(n+1)ij(n+1) + S
∑

k

R(n+1)k(n+1)k

)
(3.11)

−2
∑

i,j,k,l

(hklhijRlijk + hilhijRlkjk)− nH
∑

i,j,l

hilhljhij.
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Por fim, de (2.17) e (3.5) obtemos

�(nH) =
1

2
∆(nH)2 −

∑

i

(nH)2i −
∑

i

λi(nH)ii

=
1

2
∆S − n2|∇H|2 −

∑

i

λi(nH)ii (3.12)

+
1

2
∆

(
∑

i,j

Rijji − n(n− 1)R

)
.

Observação 3.1.1 Quando o espaço ambiente é uma forma espacial Riemanniana, a

equação (3.12) pode também ser reobtida do Corolário 2 (caso r = 1) em [25].

3.2 Espaços Lorentzianos localmente simétricos e re-

sultados auxiliares

No capítulo anterior estudamos a geometria de hipersuperfícies imersas em vari-

edades Riemannianas que respeitam certas condições sob sua curvatura. Destacamos

que esse é um ramo de estudo que tem sido exaustivamente estudado e, por sua vez, no

contexto de variedades Lorentzianas não é diferente. Em 1984, Nishikawa [75], intro-

duziu uma importante classe de variedades de Lorentz que satisfazem duas condições

em sua geometria. Nos anos decorrentes, vários trabalhos surgiram nesta vertente,

inclusive em ambientes um pouco mais gerais (e.g. [34, 86, 67]). Seguindo tais ideias,

vamos impor condições geométricas sobre o nosso ambiente de estudo, isto é, consid-

eremos a existência de constantes c1 e c2 tais que a curvatura seccional K de Ln+1
1

satisfaz as duas seguintes condições:

K(u, v) = −c1
n
, (3.13)

para quaisquer vetores tipo-espaço u ∈ TM e tipo-tempo v ∈ T⊥M , e

K(u, v) ≥ c2, (3.14)

para quaisquer vetores tipo-espaço u e v.

Observe que, se Ln+1
1 (c) é forma espacial Lorentziana de índice 1 com curvatura

seccional constante c, então ela satisfaz as condições de curvatura (3.13) e (3.14) para

−c1
n

= c2 = c. Por outro lado, existe uma grande quantidade de exemplos de varie-

dades semi-Riemanniana (que não são formas espaciais Lorentzianas) que satisfazem
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as condições de curvatura (3.13) e (3.14). Listaremos aqui alguns desses exemplos que

podem ser encontrados em [86].

Exemplo 3.2.1 (a) Considere a seguinte variedade produto:

Hk
1(−c1/n)×Nn−k+1(c2),

onde c1 ≥ 0, c2 < 0 e −c1
n

≤ c2. Note que a sua curvatura seccional é dada por:

K(u1, ub) = K(ua, ub) = −c1
n
, K(ua, ur) = 0 e K(ur, us) = c2

onde a, b, . . . = 2, . . . , k e r, s, . . . = k + 1, . . . , n − k + 1. Além disso, u1 denota

um vetor tipo-tempo, ua e ur vetores tipo-espaço.

(b) Seja

Rk
1 × Sn−k+1(1).

Veja que a sua curvatura seccional é dada por

K(u1, ub) = K(ua, ub) = K(ua, ur) = 0 e K(ur, us) = 1,

onde a, b, . . . = 2, . . . , k e r, s, . . . = k + 1, . . . , n− k + 1. Em particular, R1
1 × Sn

é conhecido como o Universo Estático de Einstein.

(c) Como descrito em O’Neill [79], consideremos o espaço-tempo Robertson-Walker

M(c, f). Desse modo, a variedade de Lorentz M pode ser considerada de tal modo

que

M(c, f) = I ×f M
3(c), c = −1, 0, 1.

onde I denota um intervalo de R1
1 e f > 0 é uma função suave definida sobre I.

Assim a sua curvatura seccional é dada por

K(u, v) =

(
f

′

f

)2

+
c

f 2
,

para quaisquer vetores tipo-espaço u, v e

K(en+1, v) =
〈v, v〉

Q(en+1, v)

f
′′

f
,

onde

Q(en+1, v) = 〈en+1, en+1〉〈v, v〉 − 〈en+1, v〉2,

en+1 é um vetor tipo-tempo e v um vetor tipo-espaço qualquer. Observe que,

quando c > 0 e f
′′

= 0, K satisfaz a nossa condição de curvatura para c1 = 0 e

c2 ≥
c

f 2
.
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Vejamos que se Ln+1
1 é espaço de Lorentz que satisfaz a condição de curvatura (3.13),

então para uma escolha apropriada da constante c1, temos a seguinte observação

Observação 3.2.2 Sejam Ln+1
1 um espaço de Lorentz que satisfaz a condição de cur-

vatura (3.13) e {e1, . . . , en+1} um referencial ortonormal local semi-Riemanniano sendo

e1, . . . , en vetores tipo-espaço e en+1 vetor tipo-tempo. Ponhamos

R(eA, eB)eC =
∑

D

RABCDeD.

Então, a curvatura seccional K(eA, eB) determinada pelo subespaço bidimensional {eA, eB}
é dado por

K(eA, eB) =
〈R(eA, eB)eB, eA〉

〈eA, eA〉〈eB, eB〉 − 〈eA, eB〉2
= εAεBRABBA.

Assim, K(ei, en+1) = −R(n+1)ii(n+1) e K(ei, ej) = Rijji. Disto, segue que

Ric(eA, eA) =
∑

B

εB〈R(eA, eB)eB, eA〉

=
∑

B

εBRABBA

=
∑

B

εBK(eA, eB).

Por outro lado, sabemos que

Ric(en+1, en+1) =
∑

j

K(en+1, ej) = −
∑

j

R(n+1)jj(n+1).

Logo a condição de curvatura (3.13) implica em

Ric(v, v) = c1, (3.15)

para quaisquer vetor tipo-tempo v.

Neste momento, relembremos que uma variedade Lorentziana satisfaz a condição

de convergência forte (a condição de convergência tipo-tempo em Hawking-Ellis [56]) se

a sua curvatura de Ricci, Ric, é positiva semi-definida para todos os vetores tipo-tempo,

isto é, Ric(v, v) ≥ 0, para todo vetor tipo-tempo v (cf. [75]).

Retornando a (3.15), podemos inferir que se Ln+1
1 é uma variedade Lorentziana

de índice 1 que satisfaz a condição de curvatura (3.13) com c1 ≥ 0, então ela satisfaz

a condição de energia forte.

Consideremos Ln+1
1 uma variedade Lorentziana localmente simétrica. Denotemos

por RABCD;E as componentes da derivada covariante do seu tensor curvatura e por RAB
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as componentes do seu tensor de Ricci. Dessa forma, de modo análogo ao Capítulo 2,

temos que se Ln+1
1 satisfaz a condição de curvatura (3.13), então a sua curvatura escalar

R é dada por

R =
n+1∑

A=1

εARAA =
n∑

i,j=1

Rijji − 2
n∑

i=1

R(n+1)ii(n+1) =
n∑

i,j=1

Rijji + 2c1. (3.16)

Relembrando que a curvatura escalar de um espaço localmente simétrico é sempre

constante, da equação (3.16), temos que
∑n

i,j=1Rijji é uma constante naturalmente

obtida em um espaço localmente simétrico que satisfaz a condição de curvatura (3.13).

Novamente por simplicidade, denotaremos R = 1
n(n−1)

∑n
i,j=1Rijji e c = c1

n
+ 2c2.

Apresentaremos, no decorrer desta seção, alguns resultados que auxiliarão na

obtenção dos nossos resultados. Os dois próximos resultados são a versão Lorentziana

dos Lemas 2.2.5 e 2.5.5 vistos no Capítulo 2. A prova dos mesmos pode ser obtida (com

pequenas adaptações) de modo análogo aos respectivos Riemannianos. O primeiro deles

corresponde ao Lema 3.2 de [38].

Lema 3.2.3 Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear tipo-espaço imersa num

espaço de Lorentz localmente simétrico Ln+1
1 satisfazendo a condição de curvatura (3.13).

Se Mn é tal que R = aH + b com a, b ∈ R satisfazendo a seguinte desigualdade:

(n− 1)a2 − 4n(b−R) ≥ 0, (3.17)

então

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2|∇H|2. (3.18)

Além disso, se a desigualdade (3.17) é estrita e ocorre a igualdade em (3.18), então H

é constante sobre Mn.

Para o que segue, consideremos o seguinte operador de Cheng-Yau modificado

dado por

L = �+
n− 1

2
a∆. (3.19)

O segundo resultado garante a existência de uma sequência do tipo Omori para

operador de Cheng-Yau modificado.
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Lema 3.2.4 Seja Ln+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico e seja Mn uma

hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satisfazendo a

condição de curvatura (3.14), tal que R = aH+b com a ≥ 0 e (n−1)a2−4n(b−R) ≥ 0.

Se H é limitada sobre Mn, então existe uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂ Mn tal

que

(i) lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H, (ii) lim
k→+∞

|∇H(qk)| = 0, (iii) lim sup
k→∞

L(H(qk)) ≤ 0.

Observação 3.2.5 Quando o ambiente é uma forma espacial Lorentziana, a constante

R é exatamente a curvatura seccional do ambiente. Assim, o Lema 3.2.3 é uma gener-

alização do resultado para formas espaciais obtido por [67]. Por outro lado, já no caso

onde a = 0, o Lema 3.2.4 reduz-se a Proposição 2.3 de [29].

Um ultimo resultado auxiliar garante um critério suficiente para que o operador

L definido em (3.19) seja elíptico. Por razões de completude apresentaremos a sua

prova aqui (veja também, Lema 3.3 de [37]).

Lema 3.2.6 Seja Mn uma hipersuperfície Weingarten linear tipo-espaço imersa em

um espaço de Lorentz Ln+1
1 . Se Mn é tal que R = aH + b com b < R, então H tem

sinal estrito e L é elíptico.

Demonstração. Sendo b < R, por meio da equação (3.5), podemos facilmente ver-

ificar que H tem sinal estrito sobre Mn e, por uma escolha apropriada da aplicação

normal de Gauss, podemos assumir que H > 0 sobre Mn.

Uma vez que a é uma constante, analisaremos dois casos: o caso em que a = 0 e

o caso em que a 6= 0. No caso de a = 0, o operador L definido em (3.19) reduz-se ao

operador quadrado, e portanto a hipótese b < R, implica em R < R. Por outro lado,

considerando um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} sobre Mn tal que hij = λiδij,

da equação de Gauss (3.2), podemos verificar o seguinte:

2
∑

i<j

λiλj = n(n− 1)(R−R). (3.20)

Sendo R < R, da equação (3.20), obtemos que
∑

i<j λiλj > 0. Consequentemente,

juntando esta desigualdade com a seguinte identidade algébrica

n2H2 =
∑

i

λ2i + 2
∑

i<j

λiλj, (3.21)
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concluímos que nH − λi > 0 para cada i = 1, . . . , n. Isto significa que a forma

quadrática associada ao operador quadrado é positiva definida e, portanto, o operador

L é elíptico neste caso.

Consideremos agora o caso em que a 6= 0. Neste caso, a equação (3.5), nos garante

que

a =
1

n(n− 1)H

(
S − n2H2 + n(n− 1)(R− b)

)
.

Consequentemente, para cada i ∈ {1, . . . , n}, e com um cálculo algébrico simples,

verificamos que

nH − λi +
n− 1

2
a = nH − λi +

1

2nH

(
S − n2H2 + n(n− 1)(R− b)

)

=
1

2nH

(
(nH − λi)

2 +
∑

j 6=i

λ2j + n(n− 1)(R− b)

)
. (3.22)

Portanto, uma vez que b < R, concluímos, para este caso, que a forma quadrática

associada ao operador L é positiva definida implicando que o operador L é elíptico.

Observação 3.2.7 No contexto do Lema 3.2.6, se assumirmos também que Ln+1
1 sa-

tisfaz a condição de curvatura (3.13) e que a curvatura média H de Mn é limitada,

então garantiremos que o operador L será, na verdade, uniformemente elíptico. De

fato, se H é limitada sobre Mn, então existe uma constante C > 0 tal que H(p) ≤ C,

para todo p ∈ Mn. Por outro lado, como Ln+1
1 é um espaço de Lorentz localmente

simétrico que satisfaz a condição de curvatura (3.13), segue de (3.16), que R é uma

constante. Assim, da equação (3.22), obtemos

nH − λi +
n− 1

2
a ≥ n− 1

2H
(R− b) ≥ n− 1

2C
(R− b) =: δ0 > 0,

onde δ0 é uma constante positiva. Portanto, L é uniformemente elíptico.

Recorde que o operador sem traço Φ definido no capítulo anterior, é dado por

Φij = hij − nH. Como Mn é suposta ser uma hipersuperfície Weingarten linear satis-

fazendo R = aH + b para alguns a, b ∈ R, das equações (2.36) e (3.5) encerramos esta

seção com a seguinte identidade

|Φ|2 = n(n− 1)
(
H2 + aH + b−R

)
. (3.23)
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3.3 Hipersuperfícies tipo-espaço com duas curvaturas

principais distintas

Iniciaremos esta seção estabelecendo uma limitação inferior para o operador L

aplicado a função curvatura média de uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten lin-

ear possuindo duas curvaturas principais distintas. Estimativa esta, essencial para a

prova dos nossos resultados.

Proposição 3.3.1 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 2, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear imersa em Ln+1
1 satisfazendo as

condições de curvatura (3.13) e (3.14), tal que R = aH+b com (n−1)a2−4n(b−R) ≥ 0

e possui duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde 1 ≤
p ≤ n

2
, então

L(nH) ≥ |Φ|2PH,p,c(|Φ|), (3.24)

onde

PH,p,c(x) = x2 − n(n− 2p)√
pn(n− p)

|H|x− n(H2 − c), (3.25)

com c =
c1
n

+ 2c2.

Demonstração. A demonstração procede igual a da Proposição 2.3.9 até a igual-

dade (2.73). Para o que segue, consideremos um referencial ortonormal local {e1, . . . , en}
sobre Mn tal que hij = λiδij e Φij = µiδij. Assim, uma vez que R = aH + b, das

equações (2.40), (3.11), (3.12) e (3.19) obtemos

L(nH) = S2 − nH
∑

i

λ3i +
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2

−
(
nH

∑

i

λiR(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R(n+1)k(n+1)k

)

−2
∑

i,k

(λiλkRkiik + λ2iRikik) (3.26)

Como estamos assumindo que a relação (3.17) é satisfeita, podemos aplicar o

Lema 3.2.3 para garantir que

∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 ≥ 0.

59



Consequentemente, podemos estimar a equação (3.26) e obter

L(nH) ≥ S2 − nH
∑

i

λ3i − 2
∑

i,k

(λiλkRkiik + λ2iRikik) (3.27)

−
(
nH

∑

i

λiR(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R(n+1)k(n+1)k

)
.

Por um lado, de

∑

i

µ3
i =

∑

i

(λi −H)3 =
∑

i

λ3i − 3H|Φ|2 − nH3,

e das equações (2.36), e (2.73) escrevemos

S2 − nH
∑

i

λ3i = (|Φ|2 + nH2)2 − nH
∑

i

µ3
i − 3nH2|Φ|2 − n2H4

= |Φ|4 − nH2|Φ|2 − nH
∑

i

µ3
i

≥ |Φ|4 − nH2|Φ|2 − n|H|
∣∣∣∣
∑

i

µ3
i

∣∣∣∣ (3.28)

≥ |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − nH2

)
.

Mas por outro lado, usando as condições de curvatura (3.13) e (3.14), após alguns

cálculos obtemos

−
(
nH

∑

i

λiR(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R(n+1)k(n+1)k

)
= c1(S − nH2) (3.29)

e

−2
∑

i,k

(λiλkRkiik + λ2iRikik) ≥ c2
∑

i,k

(λi − λk)
2

= 2nc2(S − nH2). (3.30)

Portanto quando inserimos as expressões (3.28), (3.29) e (3.30) na expressão (3.27),

concluímos que

L(nH) ≥ |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − nH2

)
+ c1|Φ|2 + 2nc2|Φ|2

= |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − nH2

)
+ nc|Φ|2

= |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2p)√

pn(n− p)
|H||Φ| − n(H2 − c)

)
,
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onde c =
c1
n

+ 2c2.

Antes de apresentar os nossos resultados, faremos uma breve análise a respeito do

comportamento do polinômio PH,p,c definido em (3.25) em termos do sinal do parâmetro

c de um espaço localmente simétrico que satisfaz as condições de curvatura (3.13)

e (3.14), em outras palavras, é o que diz a seguinte

Observação 3.3.2 Se PH,p,c é o polinômio definido em (3.25), então temos os seguintes

casos:

(a) Caso c > 0.

Neste caso, se n2H2 − 4p(n − p)c < 0, então H2 <
4p(n− p)c

n2
e, portanto

PH,p,c(x) > 0 para todo x ∈ R.

Se H2 =
4p(n− p)c

n2
, então podemos escrever |H| = 2

√
p(n− p)c

n
e o polinômio

PH,p,c tem exatamente uma raiz real, a saber

x∗ =

√
n

2
√
p(n− p)

(n− 2p)|H| = (n− 2p)
√
c√

n
.

Assim, neste caso,

PH,p,c(x) =

(
x− (n− 2p)

√
c√

n

)2

≥ 0,

para todo x ∈ R.

Se H2 >
4p(n− p)c

n2
, então PH,p,c possui duas raízes reais, que são dadas por

x∗± =

√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| ±

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.31)

Observe que x∗+ é sempre positiva, enquanto x∗− é positiva, se e somente se,

4p(n− p)c

n2
≤ H2 < c.

(b) Caso c ≤ 0.

Neste caso, PH,p,c possui duas raízes reais distintas que coincidem com (3.31).

Note que x∗+ é sempre positiva, enquanto x∗− é sempre negativa. Consequente-

mente, PH,p,c(x) ≥ 0 se, e somente se, x ≥ x∗+, onde

x∗+ =

√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
.
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Por meio da Proposição 3.3.1 juntamente com análise feita acima, somos ca-

pazes de provar os nossos resultados com respeito a caracterização de hipersuperfícies

tipo-espaço Weingarten lineares completas imersas em um espaço localmente simétrico

Lorentziano possuindo duas curvaturas principais distintas.

Teorema 3.3.3 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH + b com

b < R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n− p,

onde 1 ≤ p < n
2
. Se H2 ≤ 4p(n−p)c

n2 e H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma

hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 com |H| = 2

√
p(n−p)c

n
e |Φ| = (n−2p)

√
c√

n
.

Demonstração. Iniciamos observando que, da restrição imposta sobre o parâmetro

b, podemos usar o Lema 3.2.6 no sentido de garantir que H tem sinal estrito e que o

operador L é elíptico, além disso, a condição (3.17) é satisfeita.

Assim, pela Proposição 3.3.1, temos

L(nH) ≥ |Φ|2PH,p,c(|Φ|), (3.32)

onde

PH,p,c(|Φ|) = |Φ|2 − n(n− 2p)√
pn(n− p)

|H||Φ| − n(H2 − c).

Uma vez que estamos assumindo c > 0 e H2 ≤ 4p(n−p)c
n2 , o item (a) da Obser-

vação 3.3.2 garante-nos que PH,p,c(|Φ|) ≥ 0 e, consequentemente, de (3.32), L(nH) ≥ 0.

Como também estamos assumindo que H atinge seu máximo sobre Mn, podemos

utilizar o Lema 1.2.10 para garantir que H é constante sobre Mn. Então, da ex-

pressão (3.27) obtemos

0 = L(nH) ≥
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 + |Φ|2PH,p,c(|Φ|) ≥ 0. (3.33)

Conforme as nossas hipóteses, temos que (3.33) é soma de termos não-negativos, e

portanto devemos ter

∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 = 0 e |Φ|2PH,p,c(|Φ|) = 0. (3.34)

Sendo H constante, de (3.34) obtemos que hijk = 0 para todo i, j, k. Afirmamos que

hijk = 0 implica que Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica. De fato, se consider-

armos um referencial ortonormal local tal que hij = λiδij e i = j na identidade (3.6),
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temos

0 =
∑

k

hiikωk = dλi − 2
∑

k

hikωki.

Usando o fato das formas de conexão ωij serem anti-simétricas, obtemos que dλi = 0

para todo i = 1, . . . , n e assim, todos os λi são constantes, mostrando o afirmado.

Além disso, como Mn é suposta ter duas curvaturas principais distintas, temos

que |Φ|2 > 0. Assim, de (3.34), concluímos que PH,p,c(|Φ|) = 0. Portanto devemos ter

|H| = 2
√

p(n−p)c

n
e consequentemente |Φ| = (n−2p)

√
c√

n
.

Observação 3.3.4 Veja que o Teorema 3.3.3 pode ser considerado como um resultado

do tipo "gap", uma vez que a desigualdade sob a curvatura média não pode ser estrita.

Prosseguindo, obtemos o seguinte resultado de não existência

Teorema 3.3.5 Não existe hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa

em um espaço de Lorentz localmente simétrico L2m+1
1 , satisfazendo as condições de cur-

vatura (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH+ b com (2m− 1)a2− 8m(b−R) ≥ 0

e a ≥ 0, possuindo duas curvaturas principais distintas com a mesma multiplicidade

tal que H2 ≤ c.

Demonstração. Suponha por contradição que exista M2m, uma hipersuperfície tipo-

espaço Weingarten linear, completa e possuindo duas curvaturas principais de mesma

multiplicidade. Sendo H limitada e a ≥ 0, podemos aplicar o Lema 3.2.4 a função

2mH, obtendo uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂M2m tal que

lim
k→+∞

(2mH(qk)) = sup
M

2mH, e lim sup
k→+∞

L(2mH)(qk) ≤ 0. (3.35)

Uma vez que Ln+1
1 satisfaz a condição de curvatura (3.13), temos que R é cons-

tante. Assim, tomando o limite em (3.23) e usando (3.35) obtemos

lim
k→+∞

|Φ(qk)| = sup
M

|Φ|. (3.36)

Por outro lado, de (3.24) e (3.36), segue que

0 ≥ lim sup
k→∞

L(2mH)(qk) ≥ sup
M

|Φ|2PsupH,m,c

(
sup
M

|Φ|
)
.

Logo, como M2m é suposta ter duas curvaturas principais distintas, concluímos que

PsupH,m,c

(
sup
M

|Φ|
)

≤ 0,
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e consequentemente, levando em conta nossa restrição sobre H, de (3.25) obtemos

0 ≤ sup
M

|Φ|2 ≤ 2m(sup
M

H2 − c) ≤ 0.

Portanto, devemos ter |Φ|2 = 0 sobre M2m chegando a uma contradição.

Retornando a caracterização de hipersuperfícies tipo-espaço Weingarten lineares,

temos

Teorema 3.3.6 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH + b com

b < R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n− p,

onde 1 ≤ p < n
2
. Suponha que 4p(n−p)c

n2 ≤ H2 < c e que

|Φ| ≤
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.37)

Se H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de

Ln+1
1 . Além disso, igualdade ocorre em (3.37).

Demonstração. Das nossas restrições sobre H e |Φ| remetemo-nos a Observação 3.3.2

para garantir que PH,p,c(|Φ|) ≥ 0 com PH,p,c(|Φ|) = 0 se, e somente se, a igualdade

ocorre em (3.37). Agora procedendo como na prova do Teorema 3.3.3, concluímos que

Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 com igualdade ocorrendo em (3.37).

De maneira similar a demonstração do Teorema 3.3.3, também obtemos o próximo

resultado

Teorema 3.3.7 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH + b com

b < R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n− p.

Suponha que ou H2 > 4p(n−p)c
n2 para 1 ≤ p ≤ n

2
, ou H2 ≥ 4p(n−p)c

n2 para 1 ≤ p < n
2

e que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.38)

Se H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de

Ln+1
1 . Além disso, a igualdade ocorre em (3.38).

Como uma aplicação do Lema 3.2.4, obtemos o seguinte
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Teorema 3.3.8 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH+b com a ≥ 0, (n−1)a2−4n(b−R) ≥
0 e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p.

Suponha que ou 1 ≤ p ≤ n
2

e H2 > 4p(n−p)c
n2 , ou 1 ≤ p < n

2
e H2 ≥ 4p(n−p)c

n2 , e

que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p) sup

M
|H|+

√
n2(sup

M
H)2 − 4p(n− p)c

)
. (3.39)

Se H é limitada Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 . Além

disso, a igualdade ocorre em (3.39).

Demonstração. Aplicando o Lema 3.2.4 a função H, obtemos uma sequência de

pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H e lim sup
k→+∞

L(H)(qk) ≤ 0.

Assim, da Proposição 3.3.1 temos

0 ≥ lim sup
k→∞

L(nH)(qk) ≥ sup
M

|Φ|2PsupH,p,c

(
sup
M

|Φ|
)
. (3.40)

Logo, uma vez que Mn é suposta ter duas curvaturas principais distinta, da desigual-

dade (3.40) concluímos que

PsupH,p,c

(
sup
M

|Φ|
)

≤ 0.

Por outro lado, das nossas restrições sobre H e sobre |Φ|, temos que PH,p,c (|Φ|) ≥ 0,

com PH,p,c (|Φ|) = 0 se, e somente se,

|Φ| =
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
.

Consequentemente, da desigualdade (3.39) obtemos que

sup
M

|Φ| =
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p) sup

M
|H|+

√
n2(sup

M
H)2 − 4p(n− p)c

)

e, levando em conta mais uma vez a nossa restrição sobre |Φ|, temos que |Φ| é constante

sobre Mn. Uma vez que Ln+1
1 satisfaz a condição de curvatura (3.13) e Mn é uma

hipersuperfície Weingarten linear tal que R = aH + b, obtemos da expressão (3.23),
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que H é constante sobre Mn. A partir deste ponto, a prova procede como a prova do

Teorema 3.3.3.

Finalmente, quando o parâmetro c é não-positivo, podemos raciocinar como antes

para obter os seguintes resultados

Teorema 3.3.9 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14) com c ≤ 0, tal que R = aH + b com

b < R e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n− p,

onde 1 ≤ p ≤ n
2
. Suponha que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.41)

Se H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de

Ln+1
1 . Além disso, a igualdade ocorre em (3.41).

E,

Teorema 3.3.10 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço de Lorentz localmente simétrico e

Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH + b com

a ≥ 0, (n− 1)a2 − 4n(b−R) ≥ 0 e possuindo duas curvaturas principais distintas com

multiplicidades p e n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
. Suponha que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p) sup

M
|H|+

√
n2 sup

M
H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.42)

Se H atinge seu máximo sobre Mn, então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de

Ln+1
1 . Além disso, a igualdade ocorre em (3.42).

3.3.1 Espaços-tempo de Einstein localmente simétricos

Esta seção tem como objetivo reproduzir os resultados da seção anterior para

o contexto em que o espaço ambiente é um espaço-tempo de Einstein. Antes disso

vejamos que, de modo análogo ao caso Riemanniano, temos

div(P1∇f) = 〈divP1,∇f〉+�f, (3.43)

onde P1 é a primeira transformação de Newton dada por P1 = A− nH e f ∈ C∞(M).
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Por outro lado, denotando por R e Ric são os tensores de curvatura e Ricci de

Ln+1
1 , respectivamente e por N a aplicação de Gauss de Mn, obtemos do Lema 3.1

de [21] que

〈divP1,∇f〉 = −
n∑

i=1

〈R(N, ei)ei,∇f〉 = −Ric(N,∇f) = 0,

uma vez que Ln+1
1 é suposta ser um espaço-tempo de Einstein.

Consequentemente, retornando a equação (3.43) concluímos que

�f = div(P1(∇H)),

ou seja, obtemos que o operador quadrado é uma divergência. Além disso, retornando

ao operador L, temos

L(nH) = div(P (∇H)), (3.44)

onde

P = nP1 +
n(n− 1)

2
aI. (3.45)

Motivados pela discussão acima, vamos tratar o caso em que o espaço ambiente

Ln+1
1 , é um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico satisfazendo as condições

de curvatura (3.13) e (3.14).

Assim, estamos em posição de demonstrar os nossos próximos resultados.

Teorema 3.3.11 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

e Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa Weingarten linear imersa em Ln+1
1 sat-

isfazendo (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH+ b com (n−1)a2−4n(b−R) > 0

e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde

1 ≤ p < n
2
. Se |∇H| ∈ L1(M) e H2 ≤ 4p(n−p)c

n2 , então Mn é uma hipersuperfície

isoparamétrica de Ln+1
1 . Além disso, |H| = 2

√
p(n−p)c

n
e |Φ| = (n−2p)

√
c√

n
.

Demonstração. Uma vez que Mn é tal que R = aH+b e H é limitada, segue que Mn

tem curvatura escalar normalizada R é limitada. Por outro lado, como Ln+1
1 satisfaz a

condição de curvatura (3.13), segue que R é constante e consequentemente por meio da

equação (3.5), a segunda forma fundamental A de Mn é limitada. Logo, o operador P

definido em (3.45) é também limitado e, como estamos assumindo que |∇H| ∈ L1(M),

concluímos que

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ∈ L1(M).

67



Assim, podemos usar o Lema 1.2.4 para garantir que div(P (∇H)) = 0 sobre Mn e,

portanto, da igualdade (3.44) obtemos L(nH) = 0 sobre Mn.

Por outro lado, da restrição H2 ≤ 4p(n−p)c
n2 , temos que PH,p,c(|Φ|) ≥ 0 e de (3.33)

obtemos

∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2. (3.46)

Como assumimos que (n−1)a2−4n(b−R) > 0, através do Lema 3.2.3 temos que que H

é constante sobre Mn e portanto, da igualdade (3.46), Mn deve ser uma hipersuperfície

isoparamétrica de Ln+1
1 , com |H| = 2

√
p(n− p)c

n
e |Φ| = (n− 2p)

√
c√

n
.

Com um raciocínio análogo ao feito na demonstração anterior, obtemos os próx-

imos resultados.

Teorema 3.3.12 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

e Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa Weingarten linear imersa em Ln+1
1 sat-

isfazendo (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH+ b com (n−1)a2−4n(b−R) > 0

e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde

1 ≤ p < n
2
. Suponha que 4p(n−p)c

n2 ≤ H2 < c, e

|Φ| ≤
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.47)

Se |∇H| ∈ L1(M), então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 . Além

disso, a igualdade ocorre em (3.47).

Teorema 3.3.13 Sejam Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

e Mn uma hipersuperfície tipo espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 sat-

isfazendo (3.13) e (3.14) com c > 0, tal que R = aH+ b com (n−1)a2−4n(b−R) > 0

e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde

1 ≤ p < n
2
. Se |∇H| ∈ L1(M). Suponha que ou 1 ≤ p ≤ n

2
e H2 > 4p(n−p)c

n2 , ou

1 ≤ p < n
2

e H2 ≥ 4p(n−p)c
n2 , e que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
. (3.48)

Se |∇H| ∈ L1(M), então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 . Além

disso, a igualdade ocorre em (3.48).

Assim como na Seção anterior, também contemplamos o caso em que o parâmetro

c do espaço localmente simétrico é não negativo no contexto dos espaços-tempo de

Einstein.
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Teorema 3.3.14 Seja Ln+1
1 , n ≥ 3, um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

e seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1

satisfazendo (3.13) e (3.14) com c ≥ 0, tal que R = aH+b com (n−1)a2−4n(b−R) > 0

e possuindo duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde

1 ≤ p < n
2
. Se |∇H| ∈ L1(M) e

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
, (3.49)

então Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 . Além disso, a igualdade ocorre

em (3.49).

Encerramos esta seção estabelecendo um resultado de não existência para hiper-

superfícies fechadas.

Teorema 3.3.15 Não existe hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear fechada imersa

em um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico Ln+1
1 , satisfazendo (3.13) e (3.14),

tal que R = aH+b com (n−1)a2−4n(b−R) ≥ 0, possuindo duas curvaturas principais

distintas com multiplicidades p e n− p, e H2 < 4p(n−p)c
n2 .

Demonstração. Suponha por contradição, que exista Mn uma hipersuperfície tipo-

espaço Weingarten linear fechada imersa em um espaço-tempo de Einstein localmente

simétrico Ln+1
1 satisfazendo (3.13) e (3.14). Uma vez que estamos assumindo que a

desigualdade (3.17) é satisfeita, então podemos usar a Proposição 3.3.1.

Por um lado, da expressão (3.44) temos que o operador L é uma divergência.

Assim, aplicando o Lema 1.2.1 a estimativa (3.24), obtemos

0 =

∫

M

div(P (∇H))dM =

∫

M

L(nH)dM ≥
∫

M

|Φ|2PH,p,c(|Φ|)dM. (3.50)

Por outro lado, da nossa hipótese, H2 < 4p(n−p)c
n2 , a Observação 3.3.2 garante

nos que o polinômio PH,p,c(|Φ|) > 0. Logo, de (3.50) obtemos que |Φ|2 = 0 sobre

Mn, ou seja, Mn é uma hipersuperfície totalmente umbílica de Ln+1
1 . Mas, levando

em conta que Mn é suposta ter duas curvaturas principais distintas, chegamos a uma

contradição.

Observação 3.3.16 Veja que, a priori, não podemos aplicar a Proposição 1 de [31]

no contexto do Teorema 3.3.15, mesmo sendo Mn uma hipersuperfície fechada. De

fato, consideremos Mn uma variedade Riemanniana fechada e, seguindo a notação

encontrada em [31], seja

ϕij =

(
∑

k

φkk

)
δij − φij, (3.51)
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onde φij é um tensor de Codazzi simétrico. Neste contexto, não é difícil verificar que∑
j ϕijj = 0. Portanto, do Teorema 1 de Cheng-Yau [31], temos que a igualdade (2.18)

é satisfeita. Uma vez que φ é um tensor simétrico qualquer, façamos φij = hij e ob-

servemos que (3.51) coincide com (2.16). Por outro lado, a equação de Codazzi (3.7)

nos garante que o tensor hij é um tensor de Codazzi se apenas quando a variedade am-

biente possuir curvatura seccional constante. Portanto, o operador quadrado definido

a partir de (2.16) é auto-adjunto apenas quando o tensor hij for de Codazzi, ou seja,

quando o espaço ambiente possuir curvatura seccional constante. Nesse sentido, ve-

mos que a escolha do espaço ambiente ser uma variedade Einstein no Teorema 3.3.15

torna-se necessária.

3.3.2 Aplicações em formas espaciais

Como vimos na seção anterior, as formas espaciais Lorentzianas satisfazem as

condições de curvatura (3.13) e (3.14) para − c1
n
= c2 = c e além disso, a constante R é

exatamente a curvatura seccional c. Dessa forma, todos os Lemas auxiliares bem como

a Proposição 3.3.1 continuam válidas para as formas espaciais. Em toda essa seção, o

parâmetro c indicará a curvatura seccional da forma espacial e que pode ser {−1, 0, 1}.

Teorema 3.3.17 Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em Sn+1
1 , n ≥ 3, tal que R = aH + b, e possuindo duas curvaturas principais

distintas com multiplicidades p e n − p, onde 1 ≤ p < n
2
. Suponha que H2 ≤ 4p(n−p)

n2 .

Se uma das seguintes condições é satisfeita

(i) b < 1 e H atinge seu máximo sobre Mn;

(ii) (n− 1)a2 + 4n(1− b) > 0 e |∇H| ∈ L1(M),

então Mn é isométrica a Sn−p(c1)×Hp(c2), com c1 =
n− 2p

n− p
e c2 = −n− 2p

p
.

Demonstração. Observe que em ambas as condições as restrições impostas sobre a e

b, nos garante que o Lema 3.2.6 é válido. Como o ambiente possui curvatura seccional

constante, R(n+1)ii(n+1)=0. Dessa forma, com as devidas adaptações, podemos escrever

L(nH) = |∇A|2 − n2|∇H|2 + 1

2

n∑

i,j=1

Rijij(λi − λj)
2 (3.52)

≥ 1

2

n∑

i,j=1

Rijij(λi − λj)
2 ≥ |Φ|2PH,p,1(|Φ|),

onde

PH,p,1(x) = x2 − n(n− 2p)√
np(n− p)

|H|x− n
(
H2 − 1

)
. (3.53)
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Além disso, da nossa restrição sobre H, temos que PH,p,1(|Φ|) ≥ 0 e consequentemente

de (3.52) obtemos L(nH) ≥ 0.

Neste momento, assuma que o item (i) seja satisfeito. Uma vez que b < 1, o

Lema 3.2.6 assegura-nos que o operador L é elíptico. Agora como H atinge o seu

máximo sobre Mn, podemos aplicar o princípio do máximo forte de Hopf para concluir

que H é constante. Retornando a (3.52), obtemos que todas as desigualdades obtidas

nesta expressão são, em verdade, igualdades. Em particular a seguinte igualdade ocorre

∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2 = 0,

e dai inferimos que Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Sn+1
1 .

Suponhamos agora que ocorre o item (ii), isto é, (n − 1)a2 + 4n(1 − b) > 0 e

|∇H| ∈ L1(M) valem. Uma vez que Sn+1
1 possui curvatura seccional constante, temos

que o operador � é uma divergência. Logo, não é difícil verificar que o operador L

definido em (3.19) pode ser escrito como segue

L(nH) = divM(P (∇H)), (3.54)

onde P esta definido em (3.45).

Além disso, uma vez que R = aH + b e H é limitada sobre Mn, da equação (3.5)

temos que A é limitada sobre Mn. Consequentemente, o operador P definido em (3.45)

é também limitado. Portanto, como também estamos assumindo que |∇H| ∈ L1(M),

obtemos que

|P (∇H)| ∈ L1(M).

Assim, levando em conta mais uma vez que L(nH) ≥ 0, usamos o Lema 1.2.4 e obtemos

que L(nH) = 0 sobre Mn. Logo, retornando a (3.52) temos

∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2.

Portanto, neste caso, o Lema 4.2.1 assegura-nos que H é constante. Consequentemente,

também concluímos que Mn deve ser uma hipersuperfície isoparamétrica de Sn+1
1 .

Além disso, de (3.52) temos que |Φ|2PH,p,1(|Φ|) = 0, mas como Mn é suposta ter

duas curvaturas principais distintas, devemos ter PH,p,1(|Φ|) = 0. Logo, não podemos

ter a desigualdade estrita na nossa hipótese sobre H2, e consequentemente (a menos
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de escolha de orientação), H =
2
√

p(n−p)

n
. Assim, retornando a (3.31), com um cálculo

simples e direto, verificamos que |Φ| = n−2p√
n

.

Por outro lado, como em ambos os casos constatamos que Mn é uma hiper-

superfície isoparamétrica e, por hipótese, possui duas curvaturas principais distin-

tas. Neste ponto, usando o Teorema 1.1.2 concluímos que Mn deve ser isométrica

a Sn−k(c1)×Hk(c2), onde k ∈ {p, n− p}, c1 > 0, c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= 1. Além disso, por

uma mudança adequada do vetor normal, não é difícil ver que as curvaturas principais

de Sn−k(c1)×Hk(c2) →֒ Sn+1
1 são dadas por

λ1 = · · · = λn−k =
√
1− c1 e λn−k+1 = · · · = λn =

√
1− c2.

Consequentemente,

nH = (n− k)
√
1− c1 + k

√
1− c2 (3.55)

e

|A|2 = (n− k)(1− c1) + k(1− c2). (3.56)

Assim, inserindo (3.55) e (3.56) em (3.5), e com uma manipulação algébrica simples

temos

|Φ|2 = n

4k(n− k)

(
(n− 2k)H ±

√
n2H2 − 4k(n− k)

)2
.

Portanto, levando em conta mais uma vez que H =
2
√
p(n− p)

n
, Mn deve se isométrica

a Sn−p(c1)×Hp(c2), com c1 =
n− 2p

n− p
e c2 = −n− 2p

p
.

Na sequência, estabelecemos o seguinte resultado de não existência

Teorema 3.3.18 Não existe hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em S2m+1
1 , satisfazendo R = aH + b com (2m− 1)a2 + 8m(1− b) ≥ 0 e a ≥ 0,

possuindo duas curvaturas principais distintas com a mesma multiplicidade tal que

H2 ≤ 1.

Demonstração. Suponha por contradição que exista uma tal hipersuperfície tipo-

espaço Weingarten linear completa M2m com H2 ≤ 1. Nestas condições, podemos

aplicar o Lema 4.2.3 a função H, para obter uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂M2m

tal que

lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H, e lim sup
k→+∞

L(H)(qk) ≤ 0. (3.57)
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Sendo R = aH + b, usando (3.57) em (3.23), temos

lim
k→+∞

|Φ(qk)| = sup
M

|Φ|. (3.58)

Assim, tomando o limite sobre k em (3.52), e levando em conta (3.57) e (3.58) obtemos

0 ≥ lim sup
k→∞

L(2mH)(qk) ≥ sup
M

|Φ|2PsupH,m,1

(
sup
M

|Φ|
)
.

Logo, uma vez que M2m é suposta ter duas curvaturas principais distintas, concluímos

que

PsupH,m,1

(
sup
M

|Φ|
)

≤ 0.

Consequentemente, tendo em conta a nossa restrição sobre H, de (3.53) obtemos

0 ≤ sup
M

|Φ|2 ≤ 2m(sup
M

H2 − 1) ≤ 0.

Portanto, devemos ter |Φ| = 0 sobre M2m o que é uma contradição.

A partir do Teorema 3.3.18 e da classificação das hipersuperfícies tipo-espaço

totalmente umbílicas de Sn+1
1 devido a Montiel [70], também obtemos o seguinte

Corolário 3.3.19 Seja M2 uma superfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em S3
1, tal que R = aH + b com a2 + 8(1 − b) ≥ 0 e a ≥ 0. Se supM H2 ≤ 1,

então M2 é isométrica ou a R2 ou S2, a menos de homotetias.

Impondo uma limitação adequada na norma do operador sem traço, obtemos uma

outro teorema de caracterização no espaço de Sitter.

Teorema 3.3.20 Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em Sn+1
1 , n ≥ 3, tal que R = aH + b, possuindo duas curvaturas principais

distintas com multiplicidades p e n−p, onde 1 ≤ p < n
2
. Suponha que 4p(n−p)

n2 ≤ H2 < 1

e

|Φ| ≤
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
. (3.59)

Se uma das seguintes condições é satisfeita

(i) b < 1 e H atinge um máximo sobre Mn;

(ii) (n− 1)a2 + 4n(1− b) > 0, b 6= 1 e |∇H| ∈ L1(M),

então Mn é isométrica a Sn−p(c1) × Hp(c2), com 0 < c1 <
n(n−2p)
(n−p)2

, −n(n−2p)
p2

< c2 < 0

e 1
c1
+ 1

c2
= 1.
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Demonstração. Das restrições impostas sobre H e |Φ|, não é difícil verificar, a partir

da Observação 3.3.2, que PH,p,1(|Φ|) ≥ 0 para

|Φ| ≤
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
,

com PH,p,1(|Φ|) = 0 se, e somente se,

|Φ| =
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Logo, de modo similar a prova do Teorema 3.3.17, concluímos que Mn deve ser

uma hipersuperfície isoparamétrica de Sn+1
1 e, portanto, podemos aplicar o Teorema 5.1

de [1] para obter que Mn é isométrica a Sn−k(c1)×Hk(c2), onde k ∈ {p, n− p}, c1 > 0,

c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= 1. Além disso, levando em conta mais uma vez a nossa hipótese

sobre H juntamente com a hipótese (3.59), da equação (3.55) obtemos que k = p,

0 < c1 <
n(n− 2p)

(n− p)2
e −n(n− 2p)

p2
< c2 < 0.

Podemos raciocinar como na prova do Teorema 3.3.20 para também obter o

seguinte

Teorema 3.3.21 Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em Sn+1
1 , n ≥ 3, tal que R = aH + b e possuindo duas curvaturas principais

distintas com multiplicidades p e n− p. Suponha que ou 1 ≤ p ≤ n
2

e H2 > 4p(n−p)
n2 , ou

1 ≤ p < n
2

e H2 ≥ 4p(n−p)
n2 , e que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p) sup

M
|H|+

√
n2 sup

M
H2 − 4p(n− p)

)
.

Se uma das seguintes condições é satisfeita

(i) (n− 1)a2 + 4n(1− b) ≥ 0, a ≥ 0, b 6= 1 e H é limitada sobre Mn;

(ii) b < 1 e H atinge o seu máximo sobre Mn;

(iii) (n− 1)a2 + 4n(1− b) > 0, b 6= 1, H é limitada e |∇H| ∈ L1(M),

então Mn é isométrica a Sn−p(c1)×Hp(c2), com c1 > 0, c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= 1.

Demonstração. Vamos supor que a situação do item (i) ocorre. Neste caso, podemos

aplicar o Lema 3.2.4 a função H, obtendo uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal

que

lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H, e lim sup
k→+∞

L(H)(qk) ≤ 0. (3.60)
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Assim, de (3.52) e (3.60) temos

0 ≥ lim sup
k→∞

L(nH)(qk) ≥ sup
M

|Φ|2PsupH,p,1

(
sup
M

|Φ|
)
. (3.61)

Logo, como Mn é suposta ter duas curvaturas principais distintas, de (3.61) concluímos

que

PsupH,p,1

(
sup
M

|Φ|
)

≤ 0. (3.62)

Por outro lado, das nossas restrições sobreH e |Φ|, não é difícil verificar que PH,p,1 (|Φ|) ≥
0, com PH,p,1 (|Φ|) = 0 se, e somente se,

|Φ| =
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Consequentemente de (3.62) obtemos que

sup
M

|Φ| =
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p) sup

M
|H|+

√
n2 sup

M
H2 − 4p(n− p)

)

e, tendo em conta mais uma vez a nossa restrição sobre |Φ|, temos que |Φ| é constante

sobre Mn. Assim, desde que Mn é uma hipersuperfície Weingarten linear, de (3.5)

temos que H também é constante sobre Mn. Neste ponto, procedemos como na prova

do Teorema 3.3.17.

Finalmente se ocorre ou o item (ii) ou (iii), podemos raciocinar de maneira

análoga a prova do Teorema 3.3.17.

Encerramos esta seção contemplando os casos em que o espaço ambiente Ln+1
1 (c),

ou é o espaço de Lorentz-Minkowski ou o espaço anti-de Sitter Hn+1
1 .

Teorema 3.3.22 Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em uma forma espacial Lorentziana Ln+1
1 (c) (c = 0,−1 e n ≥ 3), tal que

R = aH + b e possuindo duas curvaturas principais distintas de multiplicidades p e

n− p, onde 1 ≤ p ≤ n
2
. Suponha que

|Φ| ≥
√
n

2
√
p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)c

)
.

Se uma das seguintes condições é satisfeita

(i) (n− 1)a2 + 4n(c− b) ≥ 0, a ≥ 0 e H é limitada sobre Mn;

(ii) b < c e H atinge o máximo sobre Mn;

(iii) (n− 1)a2 + 4n(c− b) > 0, H é limitada e |∇H| ∈ L1(M),
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então Mn é isométrica a

(a) Rn−p ×Hp(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Hn−p(c1)×Hp(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= −1, quando c = −1.

Demonstração. A demonstração procede de maneira análoga a feita no Teorema 3.3.21

a fim de assegurar que uma tal hipersuperfície tipo-espaço Weingarten linear e com-

pleta Mn deve ser uma hipersuperfície isoparamétrica de Ln+1
1 (c). Visto que Mn é

suposta ter duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e n − p, onde

1 ≤ p ≤ n
2
, usamos mais uma vez o Teorema 1.1.2 para concluir que Mn é isométrica

a:

(a) Rn−k ×Hk(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Hn−k(c1)×Hk(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= −1, quando c = −1,

onde k ∈ {p, n− p}.
Além disso, quando c = 0, por uma escolha adequada do campo normal, temos

que as curvaturas principais de Rn−k ×Hk(c2) →֒ Ln+1 são dadas por

λ1 = · · · = λn−k = 0 e λn−k+1 = · · · = λn =
√−c2.

Assim,

nH = k
√−c2 (3.63)

e

|A|2 = −kc2. (3.64)

Consequentemente, inserindo (3.63) e (3.64) em (3.31), com uma simples manipulação

algébrica, obtemos

|Φ|2 = n(n− k)

k
H2. (3.65)

Logo, tendo em conta a nossa hipótese (3.41), de (3.65) temos que Mn deve ser

isométrica a Rn−p ×Hp(c2), com c2 < 0.

Finalmente, quando c = −1, por uma outra escolha do vetor normal, temos que

as curvaturas principais de Hn−k(c1)×Hk(c2) →֒ Hn+1
1 são dadas por

λ1 = · · · = λn−k =
√
−1− c1 e λn−k+1 = · · · = λn = −

√
−1− c2.
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Assim,

nH = (n− k)
√
−1− c1 − k

√
−1− c2 (3.66)

e

|A|2 = (n− k)(−1− c1) + k(−1− c2). (3.67)

Consequentemente, inserindo (3.66) e (3.67) em (3.31), obtemos

|Φ|2 = n

4k(n− k)

(
(n− 2k)H +

√
n2H2 + 4k(n− k)

)2
. (3.68)

Portanto, levando em conta mais uma vez a nossa hipótese (3.41), de (3.68) temos que

Mn deve ser isométrica a Hn−p(c1)×Hp(c2), com c1 < 0, c2 < 0 e
1

c1
+

1

c2
= −1.

3.4 Estudo de hipersuperfícies via curvatura escalar

No ano de 1997, Li [66], estudando a geometria de hipersuperfícies tipo-espaço

fechadas imersas no espaço de Sitter, mostrou que uma hipersuperfície fechada com

curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo

n− 2

n
≤ R ≤ 1,

deve ser totalmente umbílica.

Neste mesmo trabalho, Li propôs um problema bastante interessante: O resultado

acima continuaria sendo verdade se trocassemos a compacidade de Mn pela sua com-

pletude? Adicionando a hipótese do supremo da curvatura média de Mn ser atingido

em algum ponto, o Caminha [26] respondeu afirmativamente. Logo depois, relaxando a

hipótese sob a curvatura média, pedindo apenas que a mesma fosse limitada, Camargo,

Chaves e Souza Jr. em [23] também mostraram que a mesma é verdadeira.

Assim, o objetivo desta seção é estudar a umbilicidade de hipersuperfícies Wein-

garten lineares imersas isometricamente em espaços Lorentzianos mais gerais, a saber,

localmente simétricos que satisfazem duas condições em sua curvatura. Obtendo as-

sim, resultados que estendem os resultados anunciados previamente para esse contexto.

Antes disso, encontraremos uma limitação inferior para o operador L em termos da cur-

vatura escalar.

Proposição 3.4.1 Seja Ln+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico satisfazendo

as condições de curvatura (3.13) e (3.14). Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço
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Weingarten linear imersa em Ln+1
1 tal que R = aH + b com (n− 1)a2− 4n(b−R) ≥ 0.

Então,

L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR(|Φ|), (3.69)

onde

QR(x)= (n− 2)x2 − (n− 2)x

√
x2 + n(n− 1)(R−R)

+ n(n− 1)(c+R−R) (3.70)

com c = c1
n
+ 2c2.

Demonstração. Considere um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} sobre Mn tal

que

hij = λiδij e φij = µiδij,

Levando em conta as igualdades (2.40), (3.29) e as desigualdades (3.30), (3.18), a partir

de (3.19) temos a seguinte estimativa

L(nH) ≥ S2 − nH
∑

i

λ3i + c1|Φ|2 + 2nc2|Φ|2. (3.71)

Além disso, não é difícil verificar as seguintes relações algébricas

∑

i

µi = 0,
∑

i

µ2
i = |Φ|2 e

∑

i

µ3
i =

∑

i

λ3i − 3H|Φ|2 − nH3. (3.72)

Logo, do Lema 2.2.8 e das equações (2.36) e (3.72) temos

S2 − nH
∑

i

λ3i = (|Φ|2 − nH2)2 − nH
∑

i

µ3
i − 3nH2|Φ|2 − n2H4

= |Φ|4 − nH2|Φ|2 − nH
∑

i

µ3
i (3.73)

≥ |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ| − nH2

)
.

Portanto, inserindo (3.73) em (3.71), temos que

L(nH) ≥ |Φ|2
(
|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ| − n(H2 − c)

)
, (3.74)

onde c =
c1
n

+ 2c2.

Agora, rescrevendo a equação (3.5) em termos do quadrado da curvatura média,

obtemos

H2 =
1

n(n− 1)
|Φ|2 +R−R, (3.75)
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e, uma vez que estamos assumindo que H > 0 sobre Mn,

H =
1√

n(n− 1)

√
|Φ|2 + n(n− 1)(R−R). (3.76)

Portanto, substituindo as equações (3.75) e (3.76) em (3.74), obtemos finalmente

L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR(|Φ|),

onde QR(x) esta definido em (3.70).

Agora, demonstraremos nosso primeiro resultado.

Teorema 3.4.2 Seja Ln+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico satisfazendo as

condições de curvatura (3.13) e (3.14), com n ≥ 3 e c > 0. Seja Mn uma hipersuperfície

tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 , tal que R = aH+b com b < R.

Se H atinge o máximo sobre Mn e R ≥ R− 2c
n
, então Mn é totalmente umbílica.

Demonstração. Iniciamos esta demonstração afirmando que QR(x) > 0, para cada

x ∈ R, onde QR esta definido em (3.70). De fato, se existe um ponto x0 tal que

QR(x0) = 0, um simples cálculo nos permite verificar que

x20 =
(n− 1)

(
c+R−R

)2

(n− 2)
(
R−R− 2c

n

) .

Assim, (
R−R+

2c

n

)
x20 = −(n− 1)

(n− 2)

(
c+R−R

)2
,

e isso contradiz a nossa suposição de que R ≥ R− 2c
n
.

Portanto, QR(x) > 0 ou QR(x) < 0 para cada x ∈ R. Mas, da nossa hipótese

R ≥ R− 2c
n
, obtemos que c+R−R > 0, uma vez que R ≥ R− 2c

n
> R− c. Assim

QR(0) = n(n− 1)(c+R−R) > 0

e, portanto temos provado a nossa afirmação.

Logo, de (3.69) temos

L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR(|Φ|) ≥ 0. (3.77)

Além disso, uma vez que estamos supondo que b < R, o Lema 3.2.6 assegura-nos

que o operador L é elíptico. Consequentemente como também estamos assumindo que

H atinge o máximo sobre Mn, de (3.77) podemos aplicar o Lema 1.2.10 para concluir

que H é constante sobre Mn. Então, retornando a (3.77), obtemos que |Φ|2QR(|Φ|) = 0

e, portanto, |Φ|2 = 0. Isso mostra que Mn é totalmente umbílica.
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Observação 3.4.3 No caso em que Ln+1
1 é o espaço de Sitter Sn+1

1 (c), temos que

− c1
n

= c2 = c > 0. Neste contexto, Caminha [25] provou que se Mn é uma hipersu-

perfície tipo-espaço completa imersa em Sn+1
1 (c), com curvatura escalar constante R

satisfazendo (
n− 2

n

)
c < R < c

e curvatura média atingindo seu máximo, então Mn é totalmente umbílica. Neste sen-

tido, observando que quando a = 0 o caso Weingarten linear reduz-se ao caso curvatura

escalar normalizada constante e que nesta configuração as hipóteses b < R e R ≥ R− 2c
n

são equivalentes a n−2
n
c ≤ R < c, o Teorema 3.4.2 pode ser visto como uma extensão

do Teorema 2 de [25].

Prosseguindo, também temos o seguinte resultado

Teorema 3.4.4 Seja Ln+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico satisfazendo as

condições de curvatura (3.13) e (3.14), com n ≥ 3 e c > 0. Seja Mn uma hipersuper-

fície tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em Ln+1
1 , tal que R = aH + b com

a ≥ 0 e (n − 1)a2 − 4n(b −R) ≥ 0. Se H é limitada sobre Mn e R ≥ R − 2c
n
, então

Mn é totalmente umbílica.

Demonstração. Vejamos que da equação (3.69) e da nossa hipótese R ≥ R − 2c
n
,

temos

L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR(|Φ|) ≥ 0. (3.78)

Por um lado, sendo H é limitada sobre Mn e a ≤ 0, podemos aplicar o Lema 3.2.4

para garantir a existência uma sequência de pontos {qk}k ⊂Mn satisfazendo

lim
k→∞

(nH)(qk) = sup
M

nH e lim sup
k→∞

L(nH)(qk) ≤ 0. (3.79)

Mas, por outro lado, de (3.79) e da expressão (3.5) obtemos

lim
k→∞

|Φ|2(qk) = sup
M

|Φ|2. (3.80)

Agora, avaliando (3.78) em {qk}k, e tomando o limite em k, das (des)igualdades (3.79)

e (3.80) temos que

0 ≥ lim sup
k→∞

L(nH)(qk) ≥
1

n− 1
sup
M

|Φ|2QsupR

(
sup
M

|Φ|
)

≥ 0.

Logo, (
sup
M

|Φ|2
)
QsupR

(
sup
M

|Φ|
)

= 0,

e portanto, supM |Φ|2 = 0, mostrando que Mn é totalmente umbílica.
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Observação 3.4.5 Analogamente a Observação 3.4.3, vemos que o Teorema 3.4.4

pode ser considerado como uma extensão do Teorema 1.1 de [23].

No contexto em que Ln+1
1 é um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico,

apresentamos o nosso último resultado.

Teorema 3.4.6 Seja Ln+1
1 um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico satis-

fazendo as condições de curvatura (3.13) e (3.14), com n ≥ 3 e c > 0. Seja Mn

uma hipersuperfície tipo-espaço Weingarten completa linear imersa em Ln+1
1 , tal que

R = aH+ b com (n−1)a2−4n(b−R) ≥ 0. Se H é limitada sobre Mn, |∇H| ∈ L1(M)

e R ≥ R− 2c
n
, então Mn é totalmente umbílica.

Demonstração. Uma vez que Ln+1
1 um espaço localmente simétrico que satisfaz a

condição de curvatura (3.13), temos que R é constante. Por outro lado, sendo H

limitada sobre Mn, segue da equação (3.5) que a segunda forma fundamental A de Mn

é limitada. Consequentemente, o operador P definido em (3.45) é também limitado.

Como estamos assumindo que |∇H| ∈ L1(M), temos

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ∈ L1(M).

Assim, o Lema 1.2.4 garante-nos que div(P (∇H)) = 0 sobre Mn e portanto, de (3.54)

obtemos L(nH) = 0 sobre Mn.

Uma vez que R ≥ R− 2c
n
, temos que QR(|Φ|) > 0 e de (3.69) obtemos

0 = L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR(|Φ|) ≥ 0,

concluindo que |Φ|2 = 0 sobre Mn, ou seja, Mn é totalmente umbílica.
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Capítulo 4

Caracterizações de cilindros

hiperbólicos

Neste capítulo, vamos apresentar os resultados referente ao artigo [41]. Na

primeira parte, considerando o vetor curvatura média normalizado, apresentamos uma

fórmula do tipo Simons para subvariedades tipo-espaço imersas em ambientes com

curvatura seccional constante. Logo em seguida, arrolaremos alguns resultados con-

cernentes a subvariedades tipo-espaço Weingarten lineares que auxiliarão no desen-

volvimento dos nosso teoremas. Feito isso, partimos em busca dos nossos resultados,

iniciamos estabelecemos uma estimativa inferior para o operador L agindo na função

curvatura média (cf. Proposição 4.3.1). Em seguida, usando um principio do máx-

imo do tipo-Omori estabelecemos o nosso primeiro resultado de caracterização (cf.

Teorema 4.3.4 e Corolário 4.3.6). Finalizamos este capítulo reobtendo os resultados

anteriores utilizando a integrabilidade do gradiente do vetor curvatura média (cf. Teo-

rema 4.3.7 e Corolário 4.3.8).

4.1 Preliminares

Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço conexa de dimensão n imersa isometri-

camente em uma forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c), com curvatura seccional

constante c. Escolhamos um referencial ortonormal semi-Riemanniano local adaptado

{e1, . . . , en+p} sobre Ln+p
p (c), com co-referencial dual {ω1, . . . , ωn+p} tal que, em cada



ponto de Mn, e1, . . . , en são tangentes a Mn. No que segue, assim como nos capítulos

anteriores, usaremos a seguinte convenção de índices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ p, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n e n+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n+ p.

Nesta configuração, a métrica Lorentziana de Ln+p
p (c) é dada por

ds2 =
∑

A

ǫA ω
2
A,

onde ǫi = 1 e ǫα = −1, 1 ≤ i ≤ n + 1, n + 1 ≤ α ≤ n + p. Denotando por {ωAB}
as formas de conexão de Ln+p

p (c), temos que as equações de estrutura de Ln+p
p (c) são

dadas por:

dωA =
∑

B

ǫB ωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0, (4.1)

dωAB =
∑

C

ǫC ωAC ∧ ωCB − 1

2

∑

C,D

ǫCǫDKABCD ωC ∧ ωD, (4.2)

onde

KABCD = cǫAǫB(δACδBD − δADδBC).

O próximo passo é restringir todos os tensores a Mn, e assim,

ωα = 0, n+ 1 ≤ α ≤ n+ p.

Logo, a métrica Riemanniana de Mn é escrita como ds2 =
∑

i ω
2
i . Sendo

∑
i ωαi ∧ωi =

dωα = 0, pelo Lema de Cartan podemos escrever

ωαi =
∑

j

hαijωj, hαij = hαji. (4.3)

Isto dá a segunda forma fundamental de Mn, A =
∑

α,i,j h
α
ijωiωjeα. Além disso, defin-

imos o vetor curvatura média h e a função curvatura média de Mn, respectivamente

por h = 1
n

∑
α (
∑

i h
α
ii) eα e H = |h| =

√∑
α (
∑

i h
α
ii)

2.

Neste momento introduziremos a seguinte definição

Definição 4.1.1 Se ∇⊥ denota a conexão de Levi-Civita do fibrado normal de Mn,

dizemos que o vetor curvatura média h é paralelo quando para todo X ∈ X(M) tem-se

∇⊥
Xh = 0.

Com respeito a definição acima, a seguinte observação torna-se bastante usual
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Observação 4.1.2 Se o vetor curvatura média h é paralelo, então H é constante. De

fato, considere a função f = 〈h, h〉 definida sobre Mn. Note que f é suave e que para

todo X ∈ X(M) temos que

X(f) = X〈h, h〉 = 2〈∇⊥
Xh, h〉 = 0

uma vez que h é paralelo. Logo f é constante e, consequentemente, |h| = H é constante.

Retornando ao contexto anterior, por meio das equações de estrutura (4.1) e (4.2),

escrevemos as equações de estrutura de Mn que são divididas em parte tangente

dωi =
∑

j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0,

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj −
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl,

onde Rijkl são as componentes do tensor curvatura de Mn e satisfaz a equação de Gauss

Rijkl = c (δikδjl − δilδjk)−
∑

α

(hαikh
α
jl − hαilh

α
jk), (4.4)

e, parte normal

dωα = −
∑

β

ωαβ ∧ ωβ, ωαβ + ωβα = 0,

dωαβ = −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ −
1

2

∑

k,l

Rαβklωk ∧ ωl, (4.5)

onde Rαβjk satisfaz a equação de Ricci

Rαβjk =
∑

l

(
hβilh

α
lj − hαjlh

β
li

)
. (4.6)

A curvatura de Ricci e a curvatura escalar de Mn são dadas, respectivamente,

por

Rij = c(n− 1)δij −
∑

α

(
∑

k

hαkk

)
hαij +

∑

α,k

hαikh
α
kj (4.7)

e

R =
1

n(n− 1)

∑

i

Rii. (4.8)

Juntado as equações (4.7) e (4.8) obtemos a seguinte relação fundamental

|A|2 = n2H2 + n(n− 1)(R− c), (4.9)
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onde |A|2 =∑α,i,j(h
α
ij)

2 denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental

A de Mn.

As componentes hαijk da derivada covariante ∇A satisfazem

∑

k

hαijkωk = dhαij +
∑

k

hαikωkj +
∑

k

hαjkωki −
∑

β

hβijωβα. (4.10)

Nesta configuração, de (4.3) e (4.10) obtemos a equação de Codazzi

hαijk = hαikj = hαkij. (4.11)

A primeira e segunda derivada covariante de hαij denotadas por hαijk e hαijkl, res-

pectivamente, satisfazem

∑

l

hαijklωl = dhαijk +
∑

l

hαljkωli +
∑

l

hαilkωlj +
∑

l

hαijlωlk −
∑

β

hβijkωβα. (4.12)

Assim, tomando a derivada exterior em (4.10), obtemos a identidade de Ricci

hαijkl − hαijlk =
∑

m

hαmjRmikl +
∑

m

hαimRmjkl +
∑

k,β

hβikRαβjk. (4.13)

O Laplaciano ∆hαij de hαij é definido por ∆hαij =
∑

k h
α
ijkk. Das equações (4.11)

e (4.13), obtemos que

∆hαij =
∑

k

hαkkij +
∑

k,l

hαklRlijk +
∑

k,l

hαliRlkjk +
∑

k,β

hβikRαβjk. (4.14)

No que segue, consideraremos o caso em que H > 0. Assim, escolhemos um

referencial ortonormal local {e1, . . . , en+p} tal que en+1 =
h
H

. Assim,

Hn+1 =
1

n
tr(hn+1) = H e Hα =

1

n
tr(hα) = 0, α ≥ n+ 2, (4.15)

e portanto das equações (4.4), (4.6), (4.14) e (4.15), obtemos

∆hαij =nHα
ij + cnhαij − cnHαδij +

∑

β,k,m

hαkmh
β
mkh

β
ij − 2

∑

β,k,m

hαkmh
β
mjh

β
ik

+
∑

β,k,m

hαmih
β
mkh

β
kj − nH

∑

m

hαmih
n+1
mj +

∑

β,k,m

hαjmh
β
mkh

β
ki, (4.16)

para todo n+ 1 ≤ α ≤ n+ p.

Sendo

∆|A|2 = 2

(
∑

α,i,j

hαij∆h
α
ij +

∑

α,i,j,k

(hαijk)
2

)
, (4.17)
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inserimos (4.16) em (4.17), e obtemos a seguinte fórmula do tipo Simons

1

2
∆|A|2 =

∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 + n

∑

α,i,j

hαijH
α
ij + nc(|A|2 − nH2) +

∑

α,β

(
tr(hαhβ)

)2

−nH
∑

α

tr
(
hn+1(hα)2

)
+
∑

α,β

N
(
hαhβ − hβhα

)
, (4.18)

onde N(B) = tr(BBt), para toda matriz B = (bij), sendo Bt sua transposta.

Encerramos esta seção com a seguinte observação relacionada a função N(B).

Observação 4.1.3 Se Mn×n(R) é o espaço das matrizes n × n sobre o corpo dos

números reais R, então N(B) = tr(BBt) ≥ 0, para todo B ∈ Mn×n(R). Com efeito,

observemos que um elemento genérico da matriz BBt é dado por (BBt)ij =
∑

k bikb
t
kj.

Assim, uma vez que bij = btji, temos a seguinte sequência de igualdades

N(B) = tr(BBt) =
∑

i

(BBt)ii =
∑

i,k

bikb
t
ki =

∑

i,k

(bik)
2 ≥ 0.

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, B = 0.

4.2 Resultados auxiliares

Nesta seção apresentaremos alguns lemas que auxiliarão na obtenção dos nossos

resultados. Resultados estes, que correspondem a versão (para codimensão alta) dos

resultados estabelecidos em hipersuperfícies. A demonstração dos mesmos serão omi-

tidas uma vez que podem ser obtidas de modo similar as encontradas nos capítulos

anteriores.

Lema 4.2.1 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço Weingarten linear imersa em uma

forma espacial semi-Riemannian Ln+p
p (c), tal que R = aH + b para algum a, b ∈ R.

Suponha que

(n− 1)a2 + 4n(c− b) ≥ 0. (4.19)

Então,

|∇A|2 =
∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 ≥ n2|∇H|2. (4.20)

Além disso, se a desigualdade (4.19) é estrita e vale a igualdade em (4.20) sobre Mn,

então H é constante sobre Mn.

De maneira similar a feita no estudo de hipersuperfícies, considere o seguinte

tensor simétrico Ψ =
∑n

i,j=1 ψijωi ⊗ ωj sobre Mn definido por

ψij = nHδij − hn+1
ij .
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Nesta configuração, introduzimos um operador � associado a Ψ atuando sobre qualquer

função suave f , da seguinte maneira

�f =
n∑

i,j=1

ψijfij =
∑

i,j

(nHδij − hn+1
ij )fij, (4.21)

onde fij denota das componentes do Hessiano de f . Assim, ao tomarmos f = nH

em (4.21), obtemos

�(nH) = nH∆(nH)− n
∑

i,j

hn+1
ij Hij. (4.22)

Por outro lado, das equações (4.9) e (4.22) e da relação

1

2
∆(nH)2 = nH∆(nH) + n2|∇H|2

escrevemos

�(nH)=
1

2
∆|A|2 − n(n− 1)

2
∆R− n2|∇H|2 − n

∑

ij

hn+1
ij Hij. (4.23)

Sendo Mn uma subvariedade Weingarten linear tal que R = aH + b, temos das

equações (4.18) e (4.23) que

�(nH)=
∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 + n

∑

i,j

hn+1
ij Hn+1

ij − n
∑

ij

hn+1
ij Hij − n2|∇H|2

+
∑

α,β

N
(
hαhβ − hβhα

)
+ nc(|A|2 − nH2) + n

∑

α>n+1

∑

i,j

hαijH
α
ij

+
∑

α,β

(
tr(hαhβ)

)2 − n− 1

2
a∆(nH). (4.24)

Doravante, Mn será sempre considerada uma subvariedade tipo-espaço de Ln+p
p (c)

que possui vetor curvatura média normalizado paralelo. Neste contexto, a equação (4.24)

pode ser reescrita de uma maneira mais simples. Para isto, escolha {e1, . . . , en+p} um

referencial ortonormal local sobre Mn tal que en+1 =
h
H

. Uma vez que en+1 é paralelo,

segue que

0 = ∇⊥
Xen+1 =

∑

α

ωαn+1(X)eα, (4.25)

para todo X ∈ X(M). Assim, de (4.25) concluímos que

ωαn+1 = 0, para todo α > n+ 1. (4.26)

Por outro lado, fazendo i = j na equação (4.10), temos

∑

i,k

hαiikωk =
∑

i

dhαii + 2
∑

i,k

hαikωki −
∑

i,β

hβiiωβα. (4.27)
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Logo ao considerarmos α = n+ 1, de (4.26) e (4.27) segue que

∑

k

Hn+1
k ωk = dH. (4.28)

Neste ponto, relembremos que, dada uma função suave f sobre Mn, a primeira e

segunda derivadas fi e fij são dadas por

df =
∑

i

fiωi e
∑

j

fijωj = dfi +
∑

j

fjωji. (4.29)

Assim, fazendo f = H na primeira equação de (4.29) e comparando a mesma com (4.28)

devemos ter Hk = Hn+1
k . Quando α > n + 1, recorde que Hα = 0. Daí, as

equações (4.26) e (4.27) garante-nos que
∑

kH
α
k ωk = −Hωn+1α = 0 e, portanto,

Hα
k = 0.

Passemos agora a analisar o que acontece com a derivada covarianteHα
kl. Tomando

i = j na identidade (4.12) escrevemos

∑

i,l

hαiiklωl =
∑

i

dhαiik + 2
∑

i,l

hαiklωli +
∑

i,l

hαiilωlk −
∑

i,β

hβiikωβα. (4.30)

Por meio das equações (4.26) e (4.30) também temos

∑

l

Hn+1
kl ωl = dHk +

∑

l

Hlωlk. (4.31)

Considerando novamente f = H na segunda equação de (4.29), quando comparamos

com a equação (4.31) obtemos Hkl = Hn+1
kl . Além disso, no caso em que α > n+ 1, de

(4.26) e (4.30) temos
∑

l

Hα
klωl = −Hkωn+1α = 0,

de onde comprovamos que Hα
kl = 0.

Como um sub-produto da prévia digressão, substituindo Hkl = Hn+1
kl e Hα

kl = 0

para α > n + 1 em (4.24), e rescrevendo a mesma em termos da definição (3.19),

ultimamos que

L(nH) := �(nH) +
n− 1

2
a∆(nH)

=
∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 − n2|∇H|2 − nH

∑

α

tr
(
hn+1(hα)2

)

+
∑

α,β

N
(
hαhβ − hβhα

)
+
∑

α,β

(
tr(hαhβ)

)2
(4.32)

+nc(|A|2 − nH2).
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Observação 4.2.2 A suposição acerca do vetor curvatura média normalizado paralelo

foi introduzido pela primeira vez por Chen em [30]. A esse respeito, temos que sub-

variedades com vetor curvatura média paralelo não-nulo também têm vetor curvatura

média normalizado paralelo, ocorrendo a equivalência apenas no caso em que a função

H é constante. Por outro lado, a condição para ter vetor curvatura média normal-

izado paralelo é muito mais fraca que ter vetor curvatura média paralelo. Por exemplo,

toda hipersuperfície imersa em uma variedade semi-Riemanniana sempre tem vetor

curvatura média normalizado paralelo.

Prosseguindo, o próximo resultado garante-nos a existência de uma sequência do

tipo Omori relacionada ao operador L. Este resultado pode ser obtido de maneira

análoga ao Lema 2.5.5 do Capítulo 2.

Lema 4.2.3 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço Weingarten linear completa imersa

em uma forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c), tal que R = aH + b, com a ≥ 0 e

(n − 1)a2 + 4n(c − b) ≥ 0. Se H é limitado sobre Mn, então existe uma sequência de

pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

(i) lim
k→+∞

H(qk) = sup
M

H, (ii) lim
k→+∞

|∇H(qk)| = 0, (iii) lim sup
k→∞

L(H(qk)) ≤ 0.

Finalizamos esta seção citando o Lema, cuja prova é inteiramente algébrica e

pode ser encontrada em [84].

Lema 4.2.4 Sejam A,B : Rn → Rn aplicações lineares e simétricas tais que AB = BA

e tr(A) = tr(B) = 0. Então

∣∣tr(A2B)
∣∣ ≤ n− 2√

n(n− 1)
N(A)

√
N(B). (4.33)

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, (n − 1) dos autovalores xi de A e os

correspondentes autovalores yi de B satisfazem

|xi| =
√

N(A)

n(n− 1)
, xiyi ≥ 0 e yi =

√
N(B)

n(n− 1)

(
resp.−

√
N(B)

n(n− 1)

)
.

Observe que a desigualdade (4.33), pode ser considerada como uma generalização

do Lema de Okumura (cf. Lema 2.2.8), o qual é bastante utilizado na obtenção de

resultados concernente ao estudo de hipersuperfícies.
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4.3 Resultados de caracterização

Considere o seguinte tensor simétrico

Φ =
∑

α,i,j

Φα
ijωiωjeα,

onde Φα
ij = hαij −Hαδij com Hα está definido em (4.15).

Seja |Φ|2 =
∑

α,i,j(Φ
α
ij)

2 o quadrado da norma do operador Φ. De maneira in-

teiramente análoga ao caso de hipersuperfícies, não há dificuldades em verificar que Φ

tem traço zero e é auto-adjunto. Além do mais, de (4.9), temos a seguinte relação

|Φ|2 = |A|2 − nH2 = n(n− 1)H2 + n(n− 1)(R− c). (4.34)

No próximo resultado estabeleceremos uma limitação inferior para o operador L

atuando sobre a função curvatura média de uma subvariedade tipo-espaço Weingarten

linear.

Proposição 4.3.1 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço Weingarten linear em uma

forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c) com vetor curvatura média normalizado par-

alelo. Se Mn é tal que R = aH + b, com (n− 1)a2 + 4n(c− b) ≥ 0, então

L(nH) ≥ |Φ|2PH,p,c(|Φ|), (4.35)

onde

PH,p,c(x) =
x2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
Hx− n

(
H2 − c

)
. (4.36)

Demonstração. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço com vetor curvatura média

normalizado paralelo. Através da equação (4.26) constatamos que ωn+1α = 0, para

todo α > n+ 1. Por outro lado, da identidade (4.5), segue que Rn+1αij = 0, para todo

α, i, j. Logo, da equação de Ricci (4.6), temos que

hn+1hα − hαhn+1 = 0

o que implica que a matriz hn+1 comuta com todas matrizes hα para todo α. Sendo

Φα = (Φα
ij), temos que Φα = hα −Hα e, portanto,

Φn+1 = hn+1 −Hn+1 e Φα = hα, (4.37)

uma vez que Hα = 0 para α > n + 1. Dessas observações, temos que a matriz Φn+1

comuta com todas as matrizes Φα. Por fim, sendo a matriz Φα sem traço e simétrica,
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pois as matrizes hα são simétricas, podemos usar o Lema 4.2.4, tomando A = Φα e

B = Φn+1, a fim de obter

∣∣tr((Φα)2Φn+1)
∣∣ ≤ n− 2√

n(n− 1)
N(Φα)

√
N(Φn+1). (4.38)

Por um lado, com um cálculo simples e direto garantimos que

−nH
∑

α

tr
[
hn+1(hα)2

]
+
∑

α,β

[
tr(hαhβ)

]2
=−nH

∑

α

tr
[
Φn+1(Φα)2

]
(4.39)

−nH2|Φ|2 +
∑

α,β

[
tr(ΦαΦβ)

]2
.

Tomando a soma em α na desigualdade (4.38), temos

−
∑

α

tr((Φα)2Φn+1) ≥ − n− 2√
n(n− 1)

∑

α

N(Φα)
√
N(Φn+1). (4.40)

Inserindo as relações

N(Φn+1) = tr(Φn+1)2 ≤ |Φ|2 e
∑

α

N(Φα) = |Φ|2

na desigualdade (4.40), obtemos

−nH
∑

α

tr(Φn+1(Φα)2) ≥ − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|3. (4.41)

Ademais, pela Observação 4.1.3, temos

N(hαhβ − hβhα) = N(ΦαΦβ − ΦβΦα) ≥ 0. (4.42)

Por intermédio da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos a seguinte desigualdade

p
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2 ≥ p
∑

α

[tr(Φα)2]2= p
∑

α

[N(Φα)]2

≥
(
∑

α

N(Φα)

)2

= |Φ|4. (4.43)

Da hipótese (4.19), vemos que o Lema 4.2.1 vale, isto é

|∇A|2 =
∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 ≥ n2|∇H|2. (4.44)

Portanto, implementando em (4.32) as expressões (4.41), (4.39), (4.42), (4.43) e (4.44),

obtemos

L(nH) ≥ |Φ|2
(
|Φ|2
p

− n(n− 2)√
n(n− 1)

|Φ|H − n
(
H2 − c

)
)
.
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Observação 4.3.2 Note que, no caso p = 1, o polinômio definido em (4.38) coincide

com o polinômio encontrado em (3.74) para o caso de hipersuperfícies (veja também o

Teorema 1.2 de [21]).

Uma outra observação é a seguinte

Observação 4.3.3 Quando c > 0, se H2 ≥ 4(n−1)c
Q(p)

, onde

Q(p) = (n− 2)2p+ 4(n− 1),

então o polinômio PH,p,c definido em (4.38) possui (pelo menos) uma raiz real positiva

dada por

C(n, p,H) =

√
n

2
√
n− 1

(
p(n− 2)H +

√
pQ(p)H2 − 4p(n− 1)c

)
.

Por outro lado, no caso em que c ≤ 0, o mesmo ocorre sem qualquer restrição sobre os

valores da função curvatura média H.

Agora, estamos em condições de provar o nosso primeiro teorema.

Teorema 4.3.4 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em uma forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c), com vetor curvatura média

normalizado paralelo, tal que R = aH + b com a ≥ 0 e (n − 1)a2 + 4n(c − b) ≥ 0.

Quando c > 0, assuma em adição que H2 ≥ 4(n−1)c
Q(p)

. Se H é limitado sobre Mn e

|Φ| ≥ C(n, p, supH), então p = 1 e Mn é isométrica a

(a) Rn−1 ×H1(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Sn−1(c1)×H1(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(c) Hn−1(c1)×H1(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0.

Demonstração. Uma vez que estamos assumindo que a ≥ 0 e que a desigualdade

(4.19) ocorre, estamos em condições de aplicar o Lema 4.2.3 a função nH a fim de

obter uma sequência de pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

lim
k→+∞

nH(qk) = sup
M

nH e lim sup
k→+∞

L(nH)(qk) ≤ 0. (4.45)

Assim, avaliando (4.38) em qk e tomando o limite sobre k, temos de (4.45) que

0 ≥ lim sup
k→∞

L(nH)(qk) ≥ sup
M

|Φ|2PsupH,p,c

(
sup
M

|Φ|
)
. (4.46)
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Por outro lado, da nossa restrição imposta sob |Φ| temos a garantia que supM |Φ|2 > 0

e, portanto, de (4.46) concluímos que

PsupH,p,c

(
sup
M

|Φ|
)

≤ 0. (4.47)

Suponha, inicialmente o caso c > 0. Das restrições impostas sobre H e |Φ|,
temos que PH,p,c (|Φ|) ≥ 0, com PH,p,c (|Φ|) = 0 se, e somente se, |Φ| = C(n, p,H).

Consequentemente, de (4.47) obtemos

sup
M

|Φ| = C(n, p, supH).

Levando em conta mais uma vez a nossa restrição sobre |Φ|, temos

C(n, p, supH) ≤ |Φ| ≤ sup
M

|Φ| = C(n, p, supH)

e, portanto, |Φ| é uma constante sobre Mn. Assim, sendo Mn uma subvariedade

Weingarten linear tal que R = aH + b, de (4.34) temos que H é também constante

sobre Mn. Portanto, de (4.39) obtemos

0 = L(nH) ≥ |Φ|2PH,p,c(|Φ|) ≥ 0. (4.48)

Desde que |Φ| > 0, devemos ter PH,p,c(|Φ|) = 0. Assim, todas as desigualdades

obtidas ao longo da prova da Proposição 4.3.1 são, de fato, igualdades. Em particular,

da desigualdade (4.41) concluímos que

tr(Φn+1)2 = |Φ|2.

Assim, de (4.34) obtemos

tr(Φn+1)2 = |Φ|2 = |A|2 − nH2. (4.49)

Por outro lado, da igualdade (4.37), temos que

tr(Φn+1)2 +
∑

α>n+1

∑

i,j

(hαij)
2 =

∑

i,j

(hn+1
ij −Hδij)

2 +
∑

α>n+1

∑

i,j

(hαij)
2

=
∑

i,j

(hn+1
ij )2 − nH2 +

∑

α>n+1

∑

i,j

(hαij)
2

= |A|2 − nH2 (4.50)
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Logo, de (4.49) e (4.50) concluímos que
∑

α>n+1

∑
i,j(h

α
ij)

2 = 0. Mas, quando

olhamos a desigualdade (4.43) temos que

|Φ|4 = p
∑

α≥n+1

[N(Φα)]2 = p
∑

α>n+1

[N(Φα)]2 + pN(Φn+1)2

=
∑

α>n+1

∑

i,j

(hαij)
2 + pN(Φn+1)2 = p|Φ|4. (4.51)

Portanto, uma vez que |Φ| > 0, devemos ter que p = 1.

Nesta configuração, de (4.44) e (4.51) obtemos

∑

i,j,k

(hn+1
ijk )2 = n2|∇H|2 = 0,

isto é, hn+1
ijk = 0 para todo i, j e, portanto, Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica

de Qn+1
1 (c). Quando c ≤ 0, procedemos como antes até alcançar a equação (4.47) e,

de |Φ| ≥ C(n, p, supH), temos que PH,p,c(|Φ|) ≥ 0. Neste ponto, podemos raciocinar

como no caso anterior para obter que H é constante, p = 1 e, em consequência, também

concluir que Mn é uma hipersuperfície isoparamétrica de Qn+1
1 (c).

Logo, como a igualdade ocorre em (4.39), temos que ela também ocorre no

Lema 4.2.4. Consequentemente, Mn deve ter no máximo duas curvaturas principais

distintas. À vista disso, podemos aplicar o Teorema 1.1.2 para finalizar a prova.

Observação 4.3.5 Podemos inferir do Teorema 4.3.4 que, para codimensão maior

que 1, não existem subvariedades tipo-espaço imersas em uma forma espacial semi-

Riemanniana nas condições do referido resultado. Por outro lado, no momento em que

todas as desigualdades na demonstração da Proposição 4.3.1 tornam-se igualdades, a

igualdade também ocorre em (4.42). Assim a Observação 4.1.3, garante que N(hαhβ −
hβhα) = 0 se, e somente se, hαhβ = hβhα. Assim, da equação de Ricci (4.6) também

podemos inferir que R⊥ = 0, o que é compatível com a conclusão do Teorema 4.3.4.

No Corolário 1.2 de [24], Camargo, Chaves e Souza Jr., mostraram que se Mn é

uma subvariedade tipo-espaço completa imersa no espaço de Sitter Sn+p
p (c) com vetor

curvatura média normalizado paralelo, curvatura escalar normalizada constante R ≤ c

e curvatura média satisfazendo H2 < 4(n−1)c
Q(p)

, então ele deve ser totalmente umbílica. O

Teorema 4.3.4, em particular, contempla o caso complementar tratado no Corolário 1.2

de [24], e além disso, também contempla as outras formas espaciais. Mais precisamente,

temos o seguinte

94



Corolário 4.3.6 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço completa imersa em uma

forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c), com vetor curvatura média normalizado

paralelo e curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R ≤ c. Quando

c > 0, assuma em adição que H2 ≥ 4(n−1)c
Q(p)

. Suponha que H é limitado sobre Mn e

|Φ| ≥ C(n, p, supH), então p = 1 e Mn é isométrica a

(a) Rn−1 ×H1(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Sn−1(c1)×H1(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(c) Hn−1(c1)×H1(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0.

Utilizando como maquinário analítico o Lema 1.2.4, temos o nosso segundo re-

sultado de caracterização de cilindros hiperbólicos.

Teorema 4.3.7 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço Weingarten linear completa

imersa em uma forma espacial semi-Riemanniana Ln+p
p (c), com vetor curvatura média

normalizado paralelo, tal que R = aH+b, com (n−1)a2+4n(c−b) > 0. Quando c > 0,

assuma em adição que H2 ≥ 4(n−1)c
Q(p)

. Se H é limitado sobre Mn, |Φ| ≥ C(n, p,H) e

|∇H| ∈ L1(M), então p = 1 e Mn é isométrica a

(a) Rn−1 ×H1(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Sn−1(c1)×H1(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(c) Hn−1(c1)×H1(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0.

Demonstração. Inicialmente, observamos que de (2.64) e (4.21) temos que

L(nH) = divM(P (∇H)), (4.52)

onde

P =

(
n2H +

n(n− 1)

2
a

)
I − nhn+1, (4.53)

hn+1 = (hn+1
ij ) representa a segunda forma fundamental de Mn com respeito a en+1.

Por outro lado, como Mn é suposta ser Weingarten linear satisfazendo R = aH+b

e H é limitada, por meio da equação (4.9) temos que A também é limitada sobre Mn.

Consequentemente, da definição (4.53) concluímos que o operador P é limitado, isto é,

existe uma constante C > 0 tal que |P | ≤ C. Uma vez que também estamos assumindo

que |∇H| ∈ L1(M), obtemos

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ≤ C1|∇H| ∈ L1(M).
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Assim, do Lema 1.2.4 e (4.52) obtemos que L(nH) = 0 sobre Mn. Logo, (4.48) vale

e, consequentemente, temos que todas as desigualdades são, de fato, igualdades. Em

particular, de (4.44) obtemos

∑

α,i,j,k

(hαijk)
2 = n2|∇H|2.

Portanto, como estamos supondo que (n− 1)a2 +4n(c− b) > 0, o Lema 4.2.1 também

dá que H é constante. Neste ponto, podemos prosseguir como na última parte da

demonstração do Teorema 4.3.4 para concluir o resultado.

Encerramos este capítulo citando a seguinte consequência do Teorema 4.3.7

Corolário 4.3.8 Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço completa imersa em uma

forma espacial semi-Riemannian Ln+p
p (c), com vetor curvatura média normalizado par-

alelo e curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R < c. Quando c > 0,

assuma em adição que H2 ≥ 4(n−1)c
Q(p)

. Se H é limitada sobre Mn, |Φ| ≥ C(n, p,H) e

|∇H| ∈ L1(M), então p = 1 e Mn é isométrica a

(a) Rn−1 ×H1(c2), onde c2 < 0, quando c = 0;

(b) Sn−1(c1)×H1(c2), onde c1 > 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c > 0;

(c) Hn−1(c1)×H1(c2), onde c1 < 0, c2 < 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c, quando c < 0.

96



Capítulo 5

Caracterizações de hiperplanos no

steady state space Hn+1

A nossa proposta neste último capítulo, é investigar a geometria de hipersu-

perfícies tipo-espaço imersas no steady state space bem como em sua generalização

natural que são os espaços-tempo do tipo steady state. Aqui apresentaremos os resul-

tados referentes ao artigo [18] e [19]. Na primeira parte, apresentaremos o steady state

space e algumas notações básicas concernentes a imersões isométricas bem como alguns

resultados auxiliares e alguns fatos básicos relacionados a folheação de Hn+1 por hiper-

planos tipo-espaço. Após isso, na seção seguinte, estabelecemos os nosso resultados de

caracterização concernente a hiperplanos tipo-espaço do steady state space Hn+1 (cf.

Teoremas 5.1.5 e 5.1.10). Além disso, destacamos que por meio de um princípio do

máximo devido ao Eschenburg [45], obtemos um princípio da tangência e como apli-

cação mostramos que uma hipersuperfície tipo-espaço completa deve ser um hiperplano

tipo-espaço (cf. Teorema 5.1.16). Na sequência, estendemos a técnica devido a Colares

e de Lima [35] a fim de obter resultados de caracterização relacionados a domínios

inteiramente contidos em slices tipo-espaço de um espaço-tempo do tipo steady state

(cf. Teorema 5.2.4 e Corolário 5.2.5). Em seguida, aplicamos tais resultados de cara-

cterização no estudo da unicidade de hipersuperfícies tipo-espaço completas com um

fim (isto é, hipersuperfícies tipo-espaço completas que podem ser consideradas como

a união de uma hipersuperfície compacta cuja fonteira esta contida em um slice do



espaço ambiente, com uma hipersuperfície completa difeomorfa a um cilindro circular)

imersa em um espaço-tempo do tipo steady state (cf. Teorema 5.2.8 e Corolário 5.2.9).

5.1 Apresentando o ambiente steady state

Seja a ∈ Ln+2 um vetor tipo-luz apontando para o passado, isto é, 〈a, a〉 = 0 e

〈a, en+2〉 > 0, onde en+2 = (0, . . . , 0, 1). Então a região aberta do espaço de Sitter Sn+1
1 ,

dada por

Hn+1 =
{
x ∈ Sn+1

1 ; 〈x, a〉 > 0
}

é conhecido como steady state space (cf. [73], Example 4.2). Observe que Hn+1 é uma

variedade estendível e portanto não-completa, sendo apenas uma metade do espaço de

Sitter. A sua fronteira, como um subconjunto de Sn+1
1 , é a hipersuperfície nula

L0 =
{
x ∈ Sn+1

1 ; 〈x, a〉 = 0
}
,

cuja a topologia é a de R× Sn−1 (cf. [74], Seção 2).

Agora, consideremos em Hn+1 o campo tipo-tempo

V = −〈p, a〉 p+ a. (5.1)

Por meio da definição do campo V , não é difícil verificar que, para todo campo suave

V ∈ X(Hn+1), temos

∇V V = −〈p, a〉V,

onde ∇ denota a conexão de Levi-Civita de Hn+1. Em outras palavras, V é um campo

conforme e fechado com fator conforme φ = −〈p, a〉 (no sentido de que a sua 1-forma

dual é fechada; veja o Exemplo 2 da Seção 4 de [73]).

A próxima proposição é devida a Montiel (cf. Proposição 1 de [73]) e, ela garante

que steady state space pode ser folheado por hipersuperfícies totalmente.

Proposição 5.1.1 Seja Hn+1, n ≥ 1 uma variedade de Lorentz dotada de um campo

tipo-tempo V conforme e fechado. Então temos que

(i) A distribuição n-dimensional D definida em Hn+1 por

p ∈ Hn+1 7→ D(p) = {v ∈ TpHn+1; 〈V(p), v〉 = 0}

determina uma folheação tipo-espaço de codimensão um F(V) com orientação

de V . Além disso, as funções 〈V ,V〉, divV e Vφ são constantes sobre as folhas

conexas de F(V).
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(ii) O campo unitário tipo tempo definido por ν =
V√

−〈V ,V〉
em Hn+1 satisfaz:

∇νν = 0 e ∇uν =
φ√

−〈V ,V〉
u se 〈ν, u〉 = 0.

Então, o fluxo do campo ν é um fluxo geodésico normalizado que aplica as folhas de

F(V) homotéticamente em folhas de F(V) e cada folha de F(V) é totalmente umbílica

e tem curvatura média constante H =
−φ√

−〈V ,V〉
.

Além disso, do Exemplo 1 de [70], concluímos que as folhas de F (V) são dadas

por

La,τ =
{
p ∈ Hn+1; 〈p, a〉 = τ

}
, τ > 0,

as quais são hipersuperfícies tipo-espaço totalmente umbílicas de Hn+1, isométricas ao

espaço Euclidiano Rn e possuem curvatura média constante igual a 1 com respeito ao

campo normal e tipo-tempo

Nτ = −p+ 1

τ
a, p ∈ Lτ . (5.2)

Uma isometria explicita entre as folhas La,τ e o espaço Euclidiano Rn pode ser encon-

trada na Seção 2 de [2] (veja também [44]). Neste sentido, ao longo deste trabalho,

cada La,τ será dito um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado pelo vetor tipo-luz

a.

Observação 5.1.2 Também é conveniente notar que os hiperplanos tipo-espaço La,τ se

aproximam da fronteira de Hn+1 quando τ tende para zero e que, quando τ tende para

+∞, eles se aproximam do infinito futuro tipo-espaço para linhas tipo-tempo e tipo-luz

do espaço de Sitter, que, seguindo [56], denotaremos por J +. Uma outra maneira de

definir o infinito futuro é considerando a seguinte isometria

φ : Hn+1 → Rn+1
+ = Rn × R+

dada por

φ(p) =
1

〈p, a〉(p− 〈p, a〉b− 〈p, b〉a, 1),

onde b ∈ Ln+2 é um outro vetor tipo-luz tal que 〈a, b〉 = 1. É importante frisar que φ

é uma isometria desde que Rn+1
+ esteja munido com a seguinte métrica Lorentziana

g(x,xn+1)(u, v) =
1

x2n+1

〈u, v〉, (x ∈ Rn, xn+1 ∈ R+)
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para todo u, v ∈ Rn+1. Nesta configuração, φ inverte a orientação temporal, além

disso, os hiperplanos tipo-espaço La,τ de Hn+1 correspondem aos hiperplanos horizon-

tais xn+1 = 1/τ = t no modelo do semi-espaço superior. Assim, neste modelo, o

infinito futuro tipo-espaço J + é representado pelo hiperplano fronteira xn+1 = 0 (cf.

Montiel [74]).

Consideremos as funções suporte

la = 〈ψ, a〉 e fa = 〈N, a〉

definidas sobre Σn. Seguindo a nomenclatura estabelecida por Montiel em [74], a

seguinte definição, por si só, será bastante recorrente

Definição 5.1.3 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço imersa em Hn+1. Dizemos

que Σn esta contida no fecho do domínio interior determinado pelo hiperplano La,τ com

τ > 0, quando a sua função suporte satisfizer la ≤ τ e, no domínio exterior quando

la ≥ τ .

Encerramos esta ocasião com o seguinte exercício que será bastante usual (cf.

Exercício 3.7 de [79])

Lema 5.1.4 Seja P é uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M . Se

P é completa e M é conexa, então P =M .

5.1.1 Caracterizando hiperplanos tipo-espaço no steady state

space

Nesta seção, trabalharemos com hipersuperfícies tipo-espaço ψ : Σn → Hn+1.

Com esta configuração, ∇ denotará a conexão de Levi-Civita de Σn e vamos escolher a

orientação N de ψ apontando para o passado cronológico, o qual significa que N deve

estar na mesma metade do cone de nulidade de Ln+2 como o vetor tipo-luz a é, em

outras palavras,

〈N, a〉 < 0

ao longo de Σn. A função curvatura média de uma hipersuperfície tipo-espaço Σn é

definida como H = 1
n
tr(A), onde A denota o operador de Weingarten (ou segunda

forma fundamental) de Σn com respeito a sua orientação apontando para o passado N .

Posto isso, estamos em condições de afirmar e provar o nosso primeiro resultado.
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Teorema 5.1.5 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa com

curvatura média H ≥ 1, a qual esta contida no fecho do domínio interior determinado

por um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2. Se

uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e Σ2 é parabólica;

(b) | a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a.

Demonstração. Consideremos as funções suporte

la = 〈ψ, a〉 e fa = 〈N, a〉

definidas sobre Σn. Uma vez que Σn →֒ Hn+1, temos que a função la é sempre positiva.

Além do mais, seguindo a orientação N de Σn escolhida anteriormente, a função fa

será uma função negativa.

Por outro lado, um cálculo simples e direto nos permite verificar que o gradiente

de tais funções são dados por

∇la = a⊤ e ∇fa = −A(a⊤),

onde a⊤ denota a projeção ortogonal de a no fibrado tangente TΣ, isto é,

a⊤ = a+ faN − laψ. (5.3)

Usando as fórmulas de Gauss e Weingarten, para todo X ∈ X(Σ) temos

∇X∇la = ∇Xa
⊤ = ∇X(a+ faN − laψ)

= ∇Xa+X(fa)N + fa∇XN −X(la)ψ − la∇Xψ

tomando a componente tangente, obtemos

∇X∇la = −faAX − laX. (5.4)

Consequentemente, da equação (5.4) obtemos

∆la = −nHfa − nla. (5.5)

Sendo a tipo-luz, por intermédio da identidade (5.3) chegamos a

f 2
a − l2a = |∇la|2. (5.6)
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Em particular, de (5.6) e dos respectivos sinais das funções suporte la e fa, temos que

0 < la ≤ −fa. (5.7)

Além disso, das propriedades fundamentais do Laplaciano juntamente com a

equação (5.5) podemos escrever

1

2
∆l2a = la∆la + |∇la|2 (5.8)

= −nHlafa − nl2a + |∇la|2.

Agora, ao considerarmos as desigualdades (5.7) em (5.8), obtemos

1

2
∆l2a ≥ n(H − 1)l2a + |∇la|2. (5.9)

Consequentemente, uma vez que estamos supondo que H ≥ 1, de (5.9) temos que

1

2
∆l2a ≥ |∇la|2. (5.10)

Por outro lado, considerando que

La,τ = {p ∈ Hn+1; 〈p, a〉 = τ}, τ > 0 (5.11)

é o hiperplano tipo-espaço de Hn+1 o qual Σn esta contida no seu fecho de domínio

interior, temos que la ≤ τ .

Portanto, de (5.10) concluímos que l2a é uma função subharmônica limitada.

Suponha que n = 2 e que Σ2 seja parabólica. Sendo l2a uma função subharmônica

e limitada superiormente devemos ter, da parabolicidade de Σ2, que la é constante em

Σ2, isto é, existe τ̃ > 0 tal que la = τ̃ . Assim, Σ2 ⊂ La,τ̃ e pelo Lema 5.1.4 concluímos

que Σ2 = La,τ̃ , ou seja, Σ2 é um plano tipo-espaço de H3 determinado por a.

Agora suponha que |∇la| = | a⊤| ∈ L1(Σ). Logo, uma vez que

|∇l2a| = 2la|∇la| ≤ τ |∇la|, (5.12)

temos que |∇l2a| ∈ L1(Σ). Assim, neste caso, podemos aplicar o Lema 1.2.3 a fim de

concluir que l2a é harmônica. Portanto, quando retornamos a igualdade (5.10), temos

que la é constante em Σn. Neste ponto procedemos como anteriormente para concluir

que Σn é um hiperplano tipo-espaço.

Pedindo que a curvatura Gaussiana da superfície seja não negativa, podemos usar

o Teorema 1.2.11 para obter a seguinte consequência do Teorema 5.1.5
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Corolário 5.1.6 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa com

curvatura média H ≥ 1, a qual esta contida no fecho do domínio interior determinado

por um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2. Se

uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e a curvatura Gaussiana de Σ2 é não negativa;

(b) | a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a.

Observação 5.1.7 Levando em conta mais uma vez o Exemplo 1 de [70], a partir

da descrição das hipersuperfícies totalmente umbílicas do steady state space dada na

Seção 3 de [74] segue que não existem hipersuperfícies tipo-espaço totalmente umbílicas

com curvatura média |H| < 1 em Hn+1. Assim, uma vez que nosso objetivo neste

capítulo é a caracterização de hiperplanos tipo-espaço de Hn+1, é natural restringir a

nossa atenção à hipersuperfícies tipo-espaço completas imersas com função curvatura

média H ≥ 1 em Hn+1.

Observemos que qualquer vetor tipo-tempo unitário N normal a uma imersão

tipo-espaço ψ : Σn → Hn+1 ⊂ Ln+2 pode ser visto como uma aplicação

N : Σn → Hn+1,

a qual toma valores no espaço hiperbólico

Hn+1 = {p ∈ Ln+2; 〈p, p〉 = −1, 〈p, a〉 < 0},

onde a é um vetor tipo-luz em Ln+2. Nesta configuração, a imagem N(Σ) é conhecido

como a aplicação de Gauss hiperbólica de Σn.

Assim, com a escolha da orientação de ψ, a aplicação de Gauss hiperbólica N

de Σn toma valores na folha inferior do correspondente hiperbolóide, que será simples-

mente denotado por Hn+1. Além disso, de modo semelhante à Seção 4 de [68], notamos

que os conjuntos de nível

La,ρ =
{
p ∈ Hn+1; 〈p, a〉 = ρ

}
, ρ < 0,

folheiam todo o espaço Hn+1 por por meio de horoesferas paralelas.

Em alusão a Definição 5.1.3, também temos a seguinte definição
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Definição 5.1.8 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço imersa em Hn+1. Dizemos

que a imagem da aplicação de Gauss hiperbólica de Σn esta contida no fecho do domínio

interior determinado por uma horoesfera La,ρ com ρ < 0 de Hn+1, quando a sua função

suporte satisfizer fa ≥ ρ e, no domínio exterior quando fa ≤ ρ.

Em [74], Montiel provou que se Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço completa

no espaço de Sitter Sn+1
1 com curvatura média constante H ≥ 1 e tal que N(Σ) esta

contida no fecho do domínio interior determinado por uma horoesfera, então a sua

curvatura é, de fato, igual a 1. Quando n = 2, de [14] ou [82], segue que Σ2 é também

uma superfície totalmente umbílica. Através do Teorema 5.1.5 obtemos uma espécie

extensão deste resultado do Montiel. Mais precisamente,

Corolário 5.1.9 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa com

curvatura média H ≥ 1. Suponha que a imagem da aplicação de Gauss hiperbólica de

Σn esta contida no fecho do domínio interior determinado por uma horoesfera de Hn+1

com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2. Se uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e a curvatura Gaussiana de Σ2 é não negativa;

(b) |a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado pelo vetor tipo-luz a.

Demonstração. Observamos que se N(Σ) esta contida no fecho do domínio interior

determinado por uma horoesfera La,ρ de Hn+1 com respeito ao vetor a, então temos o

seguinte

0 > fa ≥ ρ.

Portanto, de (5.7) temos que 0 < la ≤ −ρ, o que significa que Σn esta contida no fecho

do domínio interior determinado pelo hiperplano tipo-espaço La,−ρ de Hn+1 determi-

nado pelo vetor tipo-luz a. Portanto, o resultado segue do Teorema 5.1.5.

Da definição do campo normal (5.2), vemos que as funções suporte la = 〈ψ, a〉 e

fa = 〈Nτ , a〉 de um hiperplano tipo-espaço La,τ de Hn+1 satisfaz a relação la = −fa.
Motivados por este fato, consideraremos hipersuperfícies tipo-espaço completa de Hn+1

cujas funções suporte são linearmente relacionadas, isto é, que satisfazem a seguinte

relação

la = λfa, (5.13)

onde λ : Σn → R é uma função suave.

Neste contexto, temos o seguinte resultado de caracterização:
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Teorema 5.1.10 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa cujas

funções suporte com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2 satisfazem a relação (5.13).

Suponha que Σn esta contida no fecho do domínio interior determinado por um hiper-

plano tipo-espaço de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a e que sua curvatura média

H é tal que H ≥ −λ. Se uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e Σ2 é parabólica;

(b) |a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a e λ ≡ −1.

Demonstração. Iniciamos observando que a partir dos sinais das funções suporte la

e fa, temos que o sinal da função λ é estritamente negativo em Σn. Assim, de (5.6)

concluímos que λ toma seus valores no intervalo [−1, 0).

Por outro lado, da equação (5.8) e da relação (5.13), temos que

∆l2a = −2n

(
H

λ
+ 1

)
l2a + 2|∇la|2. (5.14)

Uma vez que Σn esta contida no fecho do domínio interior determinado por um

hiperplano tipo-espaço La,τ de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a, temos que la ≤ τ .

Consequentemente, como estamos supondo que a curvatura média de Σn é tal que

H ≥ −λ, de (5.14) concluímos que l2a é uma função subharmônica limitada sobre Σn.

No caso que n = 2, se Σ2 é parabólica concluímos que a função la é constante.

Portanto, Σ2 deve ser um plano tipo-espaço de H3 determinado por a.

Agora, suponha que | a⊤| ∈ L1(Σ). Então da desigualdade (5.12), o campo suave

∇l2a possui norma integrável em Σn. Assim, da equação (5.14) concluímos, pela apli-

cação do Lema 1.2.3, que l2a é uma função harmônica e, retornando a equação (5.14),

obtemos que

0 = ∆l2a = −2n

(
H

λ
+ 1

)
l2a + 2|∇la|2 ≥ 0. (5.15)

Portanto, |∇la|2 = 0 em Σn e, consequentemente, la é constante. Donde concluímos

que Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a. Por fim, ainda da

igualdade (5.15) e levando em conta que la > 0, temos que H = −λ. Mas, de (5.2)

devemos ter λ ≡ −1.

Raciocinando de maneira análoga a descrita antes do Corolário 5.1.6, do Teo-

rema 5.1.10, temos
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Corolário 5.1.11 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa cu-

jas funções suporte com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2 satisfazem a relação (5.13).

Suponha que Σn esta contida no fecho do domínio interior determinado por um hiper-

plano tipo-espaço de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a e que sua curvatura média

H é tal que H ≥ −λ. Se uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e a curvatura Gaussiana Σ2 é não negativa;

(b) |a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a e λ ≡ −1.

A seguir exibiremos um exemplo em que a hipótese da hipersuperfície estar no

fecho do domínio interior determinado por um hiperplano não pode ser retirada.

Exemplo 5.1.12 De acordo com a Seção 3 de [74] (veja também o Exemplo 2 de [70]

ou a Seção 2 de [72]), os conhecidos cilindros hiperbólicos do espaço de Sitter Sn+1
1 , os

quais são definidos por

{p ∈ Sn+1
1 ; p21 + · · ·+ p2k+1 = cosh2 r},

onde 1 ≤ k ≤ n− 1 e r > 0, possui duas componentes conexas as quais são isométricas

a Sk(cosh r)×Hn−k(sinh r). Além disso, uma das componentes do cilindro hiperbólico

esta contida no steady state space Hn+1, e será denotada por Ck,r.
Não é difícil verificar que Ck,r possui a seguinte aplicação de Gauss hiperbólica

apontando para o passado (isto é, esta contido no mesmo cone temporal do vetor tipo-

luz a)

N(p) =
1

cosh r sinh r
(ξ(p)− cosh2 r p), (5.16)

onde ξ : Ck,r → Ln+2 é dada por ξ(p) = (p1, . . . , pk+1, 0, . . . , 0). Consequentemente,

de (5.16) concluímos que Ck,r é uma hipersuperfície tipo-espaço isoparamétrica de Hn+1,

cuja curvatura média H com respeito a N é dada por

H =
1

n
(k tanh r + (n− k) coth r). (5.17)

Em particular, decorre da igualdade (5.17) que para todo r > 0 e para qualquer valor

de k no intervalo [1, n/2] devemos ter H ≥ 1. Além disso, de (5.16) vemos que as

funções suporte de Ck,r satisfazem a seguinte relação

la = − tanh r fa.

Por outro lado, levando em conta mais uma vez o Lema 1 de [2], temos que Ck,r não

pode estar contida no fecho do domínio interior determinado por qualquer hiperplano

tipo-espaço de Hn+1.
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Usando a mesma ideia da prova do Corolário 5.1.9, rescrevemos o Teorema 5.1.10

na seguinte maneira:

Corolário 5.1.13 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa cujas

funções suporte satisfazem a relação (5.13). Suponha que a N(Σn) esta contida no

fecho do domínio interior determinado por uma horoesfera de Hn+1 com respeito ao

vetor tipo-luz a ∈ Ln+2, e que sua curvatura média H é tal que H ≥ −λ. Se uma das

seguintes condições é satisfeita:

(a) n = 2 e a curvatura Gaussiana de Σ2 é não-negativa;

(b) | a⊤| ∈ L1(Σ),

então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado por a e λ ≡ −1.

Observação 5.1.14 No Lema 1 de [2], Albujer e Alías mostraram que se uma hiper-

superfície tipo-espaço completa esta contida no fecho do domínio interior determinado

por um hiperplano tipo-espaço de Hn+1, então ela deve ser difeomorfa a Rn. Em

particular, segue que não existem hipersuperfícies tipo-espaço compactas (sem bordo)

em Hn+1. Neste sentido, a suposição de |a⊤| ∈ L1(Σ) nos resultados anteriores vem

suprem a falta de compacidade de Σn. Existe também uma motivação física para uma

tal suposição a qual pode ser encontrada na Seção 2.1.3 de [83].

Ao considerar uma hipersuperfície tipo-espaço completa ψ : Σn → Hn+1 como

sendo a fronteira de um domínio adequado de Hn+1, aplicamos o Lema 1.2.9 a fim de

obter o seguinte princípio da tangência (veja também Teorema 2 de [74], para uma

versão correspondente a hipersuperfícies tipo-espaço com curvatura média constante):

Proposição 5.1.15 Seja Σ1 e Σ2 hipersuperfícies tipo-espaço completas imersas em

Hn+1 com curvatura média H1 e H2, respectivamente. Suponha que Σ1 encontra-se

acima de Σ2. Se, em uma vizinhança de um ponto de tangência comum, temos que

H1 ≤ α ≤ H2, para algum numero real α, então Σ1 e Σ2 devem coincidir.

Vamos nos referir ao ângulo hiperbólico θ de uma hipersuperfície tipo-espaço

ψ : Σn → Hn+1 com sendo o ângulo entre a sua aplicação hiperbólica de Gauss N e o

vetor tipo-tempo V definido em (5.1). Em outras palavras,

cosh θ = −〈N, ν〉,

onde ν = V√
−〈V,V〉

.
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Como uma aplicação da Proposição 5.1.15, revisitaremos o Teorema 3.2 de [36]

e apresentaremos uma prova diferente e mais simples que a apresentada pelos autores,

sem pedir que a curvatura média da hipersuperfície tipo-espaço seja limitada por cima.

Teorema 5.1.16 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa com

curvatura média H ≥ 1 e contida no fecho do domínio interior determinado por um

hiperplano tipo-espaço de Hn+1 com respeito ao vetor tipo-luz a ∈ Ln+2. Se o ângulo

hiperbólico θ de Σn satisfaz cosh θ ≤ infΣH, então Σn é um hiperplano tipo-espaço de

Hn+1 determinado pelo vetor tipo-luz a.

Demonstração. Suponha, sem perda da generalidade que Σn esteja contida no fecho

interior determinado pelo hiperplano tipo-espaço

La,τ̂ =
{
p ∈ Hn+1 : 〈p, a〉 = τ̂

}
,

para algum τ̂ > 0. Seja H0 = infΣH. Se H0 = 1, então cosh θ = 1 e, consequentemente

θ = 0. Logo Σn seria um hiperplano tipo-espaço mostrando o desejado. Suponha

então que H0 > 1 e consideremos a familia de hipersuperfícies tipo-espaço totalmente

umbílicas de Hn+1, as quais denotaremos por S, possuindo curvatura média constante

H0 e tal que suas correspondentes aplicações de Gauss apontam para o passado, vindas

do futuro infinito J +. Observemos que, de acordo com a descrição das hipersuperfícies

tipo-espaço totalmente umbílicas de Hn+1 devido ao Montiel na Seção 3 de [74], tal

hipersuperfície tipo-espaço são isométricas a espaços hiperbólicos apropriados. Assim,

em analogia com o contexto da geometria hiperbólica, chamamos tal hipersuperfície

tipo-espaço de hipersuperfícies equidistantes de Hn+1.

Figura 5.1: Aproximando Σn por equidistantes.
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Por uma movimento rígido desta família, chegamos até o primeiro ponto de con-

tato de Σn com uma das tais hipersuperfícies equidistantes, a qual vamos denotar por

Sρ. Seja então q ∈ Σn ∩ Sρ o tal ponto interior comum a ambas as hipersuperfícies

onde ocorre a tangência.

Uma vez que H ≥ H0 = infΣH, podemos aplicar a Proposição 5.1.15, e obter que

Σn deve ser uma das hipersuperfícies equidistantes. Mas, tendo em conta mais uma vez

o estudo feito por Montiel na Seção 3 de [74], vemos que tal hipersuperfície equidistante

não pode estar contida no fecho do domínio interior determinado por um hiperplano

tipo-espaço de Hn+1. Logo, chegamos a uma contradição e, consequentemente, H0 = 1.

Portanto, usamos a hipótese cosh θ ≤ H0 para concluir que cosh θ = 1 em Σn, ou

seja, θ = 0. Consequentemente, temos que N é colinear a ν e, assim, Σn ⊂ La,β para

algum β > 0. Portanto, do Lema 5.1.4 temos que Σn é uma hiperplano tipo-espaço de

Hn+1.

Através do Teorema 5.1.16 obtemos o seguinte

Corolário 5.1.17 Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa com

curvatura média H ≥ 1 e contida no fecho do domínio exterior determinado por um

hiperplano tipo-espaço La,τ de Hn+1. Suponha que a imagem hiperbólica N(Σ) esta

contida no fecho do domínio interior determinado por uma horosfera La,ρ. Suponha

que −ρ
τ
≤ inf

Σ
H, então Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1 determinado pelo vetor

tipo-luz a.

Demonstração. Inicialmente, observemos que o ângulo hiperbólico θ de Σn é tal que

cosh θ = −〈N, ν〉 = −〈N,−ψ +
1

〈ψ, a〉a〉 = − 1

〈ψ, a〉〈N, a〉. (5.18)

Consequentemente, uma vez que estamos supondo que Σn esta contida no fecho do

domínio exterior determinado pelo hiperplano tipo-espaço La,τ , de (5.18) temos

cosh θ ≤ −1

τ
〈N, a〉. (5.19)

Portanto, tendo em conta a nossa hipótese sobre a image hiperbólica da aplicação de

Gauss de Σn, da desigualdade (5.19) temos

cosh θ ≤ −ρ
τ
≤ inf

Σ
H.

Portanto, uma vez que a desigualdade (5.7) garante-nos que Σn esta também contida

no fecho do domínio interior determinado pelo hiperplano tipo-espaço L−ρ, podemos
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aplicar o Teorema 5.1.16 a fim de concluir que Σn é um hiperplano tipo-espaço de Hn+1

determinado por a.

Observação 5.1.18 Quando Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa

com curvatura média constante H > 1 em Hn+1, cuja fronteira ∂Σ esta contida em um

hiperplano tipo-espaço de Hn+1, o Teorema 7 de [74] assegura que o ângulo hiperbólico

θ de Σn satisfaz a estimativa cosh θ ≤ H. Nesta sentido, nossa restrição sobre o ângulo

hiperbólico no Teorema 5.1.16 é uma hipótese leve.

5.2 Notações básicas e resultados auxiliares

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional conexa e orientada, I ⊂ R

um intervalo aberto e f : I → R uma função suave positiva. Além disso, na variedade

produto M
n+1

= I×Mn sejam πI e πM , as projeções sobre os fatores I e Mn, respecti-

vamente. O nosso estudo versará acerca de uma classe de variedades Lorentzianas que

nada mais é a variedade M
n+1

munida com a seguinte métrica Lorentziana

〈v, w〉p = −〈(πI)∗v, (πI)∗w〉πI(p) + (f ◦ πI) (p)2〈(πM)∗v, (πM)∗w〉πM (p),

para todo p ∈M
n+1

e v, w ∈ TpM . Em tal caso, escrevemos

M
n+1

= −I ×f M
n, (5.20)

e dizemos que M
n+1

é um produto warped Lorentziano com função warped f .

Acerca desses espaços, de acordo com a terminologia estabelecida por Alías,

Romero e Sánchez [11], um espaço produto warped (5.20) é chamado um espaço-

tempo Robertson-Walker generalizado (GRW). Note que, nesta definição a fibra não

é assumida ter curvatura seccional constante. Quando esta é assumida e a dimen-

são do espaço-tempo é igual a 3, o espaço-tempo GRW é o espaço-tempo clássico de

Robertson-Walker.

Observamos também que, sendo ∂t um vetor tipo-tempo normal e unitário glob-

almente definido sobre espaço-tempo ambiente, existe um único vetor normal e tipo-

tempo N globalmente definido sobre a hipersuperfície tipo-espaço Σn o qual possui a

mesma orientação temporal de ∂t. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa

para vetores tipo-tempo, temos

〈N, ∂t〉 ≤ −1 < 0,
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em Σn. Vamos nos referir ao campo normal N como a aplicação de Gauss apontando

para o futuro da hipersuperfície tipo-espaço Σn.

Associado ao operador de Weingarten A : X(Σ) → X(Σ) de Σn (com respeito a

N ou −N) existem n invariantes algébricos, a saber, as funções simétricas elementares

Sr das curvaturas principais κ1, . . . , κn de A, dadas por

Sr = σr (κ1, . . . , κn) =
∑

i1<···<ir

κi1 . . . κir ,

onde, para 1 ≤ r ≤ n, σr ∈ R[X1, . . . , Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar

sobre as indeterminadas X1, . . . , Xn.

A r-ésima curvatura média Hr de Σn é então definida por
(
n

r

)
Hr = (−1)r Sr.

Em particular,

H1 = − 1

n

n∑

i=1

κi = − 1

n
tr(A)

é a curvatura média H de Σn, a qual é a principal curvatura extrínseca de Σn.

Também é interessante notar que H2 define uma quantidade geométrica a qual

esta intimamente relacionada com a (intrínseca) curvatura escalar R de Σn. Por exem-

plo, quando M
n+1

possui curvatura seccional constante c, podemos facilmente checar

que da equação de Gauss

R = n(n− 1)(c−H2)

Usando a definição de H e a identidade (3.21), podemos rescrever esta expressão como

R = n(n− 1)c+ |A|2 − n2H2,

onde |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A (isto é, |A|2 = tr(A∗A), onde A∗ é o

operador adjunto de A).

Para o que segue, dizemos que p0 ∈ Σn é um ponto elíptico de Σn se todas as

curvaturas principais κi(p0) são negativas com respeito a uma escolha apropriada da

aplicação de Gauss de Σn em p0.

Das ideias de Montiel e Ros concernente ao Lema 1 de [71] e seu uso das desigual-

dades de Garding (cf. [47]) e, além disso, levando em conta a nossa convenção de sinais

na definição das r-ésima curvatura média, decorre o seguinte resultado (veja também

a Proposição 2.3 de [26]).
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Lema 5.2.1 Suponha que Σn possui um ponto elíptico. Se Hr é positivo em Σn, então

o mesmo vale para Hk, k = 1, . . . , r − 1. Além disso,

Hk−1 ≥ H
(k−1)/k
k e H ≥ H

1/k
k

para k = 1, . . . , r. Também, se k ≥ 2, então a igualdade acontece em um das desigual-

dades acima somente em pontos umbílicos.

Agora, para 0 ≤ r ≤ n, seja Pr : X (Σ) → X (Σ) as r−ésimas transformações de

Newton de Σn, definidas indutivamente pondo P0 = I (a identidade de X (Σ)) e, para

1 ≤ r ≤ n,

Pr =

(
n

r

)
HrI + APr−1.

Um fato bastante conhecido acerca das transformações de Newton é o seguinte:

tr (Pr) = (r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr, (5.21)

para 1 ≤ r ≤ n, onde cr = (n− r)
(
n
r

)
= (r + 1)

(
n

r+1

)
(cf., por exemplo, [4]).

Se C∞(Σ) denota o anel das funções suaves definidas sobre Σn, então, associado

a cada Pr, temos um operador linear diferenciável de segunda ordem Lr : C∞(Σ) →
C∞(Σ), dado por

Lr(ξ) = tr(Pr Hess ξ). (5.22)

Para qualquer função suave g : R → R e ξ ∈ C∞(Σ), de (5.22) e das propriedades

elementares do operador Hessiano segue que

Lr(g ◦ ξ) = g′(ξ)Lr(ξ) + g′′(ξ)〈Pr∇ξ,∇ξ〉. (5.23)

Dado um sistema de coordenadas local
{

∂
∂xi

}
de Σn em um ponto p, através de

um cálculo direto, não é difícil obter de (5.22), a seguinte expressão local do operador

linear Lr:

Lr(ξ)(p) =
∑

i,j,k,l

giktklg
lj ∂2ξ

∂xi∂xj
−
∑

i,j,k,l,s

giktklg
ljΓs

ij

∂ξ

∂xs
, (5.24)

onde

gij =

〈
∂ξ

∂xi
,
∂ξ

∂xj

〉
, G = (gij) , G

−1 =
(
gij
)
, tij = Pr

(
∂ξ

∂xi
,
∂ξ

∂xj

)
, (5.25)

e Γs
ij são os coeficientes da conexão ∇.
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Da expressão local acima, sabemos que os operadores Lr são elípticos se, e somente

se, os Pr são positivos definido. Em particular, quando r = 0, o operador Lr reduz-se

ao operador Laplaciano. Assim, L0 é sempre um operador elíptico. No que segue,

citaremos dois resultados que garantem condições suficientes para a elipsidade dos

operadores Lr em geral (cf. [5], Lemas 3.2 e 3.3).

Lema 5.2.2 Se H2 > 0 em Σn, então o operador P1 é positivo definido para uma

escolha apropriada da aplicação normal de Gauss N .

Lema 5.2.3 Suponha que Σn possui um ponto elíptico com respeito a uma escolha

apropriada da aplicação normal de Gauss. Se Hr+1 > 0 em Σn para algum 2 ≤ r ≤
n− 1, então Pk é positivo definido para todo 1 ≤ k ≤ r.

Doravante, consideraremos duas funções naturalmente ligadas a uma hipersuper-

fície tipo-espaço Σn imersa em um espaço-tempo GRW M
n+1

= −I ×f M
n, a saber, a

função altura (vertical) h = (πI)|Σ e a função suporte 〈N, ∂t〉, onde lembramos que N

denota a aplicação de Gauss apontando para o futuro de Σn.

Para uma função suave φ em M
n+1

, denotemos por ∇φ e ∇φ o gradiente de φ

em M
n+1

e a sua restrição a Σn, respectivamente. Um simples cálculo mostra que

∇πI = −〈∇πI , ∂t〉∂t = −∂t,

de modo que

∇h = (∇πI)⊤ = −∂⊤t = −∂t − 〈N, ∂t〉N.

Portanto,

|∇h|2 = 〈N, ∂t〉2 − 1,

onde | · | denota a norma de um campo suave em Σn.

Do Lema 4.1 de [5], temos que

Lrh = −(log f)′(h) (crHr + 〈Pr∇h,∇h〉)− crHr+1〈N, ∂t〉. (5.26)

Por outro lado, do Corolário 8.2 de [5] temos que

∆(f(h)〈N, ∂t〉) = nf(h)〈∇H, ∂t〉+ nHf ′(h) + f(h)〈N, ∂t〉|A|2

−(n− 1)f(h)〈N, ∂t〉(log f)′′(h)|∇h|2 (5.27)

+f(h)〈N, ∂t〉RicM(N∗, N∗),
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onde RicM denota o tensor de Ricci da fibra Riemanniana Mn, e N∗ = (πM)∗(N).

Além disso, se −I ×f M
n é uma espaço-tempo RW , do Corolário 8.4 de [5], também

temos o seguinte

Lr(f(h)〈N, ∂t〉) =
(

n

r + 1

)
f(h)〈∇Hr+1, ∂t〉+ crHr+1f

′(h)

+

(
n

r + 1

)
f(h)〈N, ∂t〉 (nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

+f(h)〈N, ∂t〉
(

κM
f 2(h)

− (ln f)′′(h)

)
· (5.28)

·
(
crHr|∇h|2 − 〈Pr∇h,∇h〉

)
,

onde κM denota a curvatura seccional da fibra Riemanniana Mn.

5.2.1 Unicidade em um espaço-tempo do tipo steady state

Iniciamos observando que o steady state space Hn+1 pode ser também expressado

como o seguinte espaço-tempo RW

−R×et R
n.

Para ver este fato, basta tomar um outro vetor tipo-luz b ∈ Ln+2 tal que 〈a, b〉 = 1

e considerar a aplicação Φ : Hn+1 → −R×et R
n definida por

Φ(x) =

(
ln(〈x, a〉), x− 〈x, a〉b− 〈x, b〉a

〈x, a〉

)
.

Pode-se verificar que a aplicação Φ é uma isometria entre os dois espaços que preserva

a orientação temporal (cf. [2], Seção 4, ou para mais detalhes [44]).

A fim de obter os nosso resultados, seguiremos as ideias de Albujer e Alías em [2],

e consideraremos uma extensão natural do steady state space Hn+1 = −R×et R
n. Seja

Mn uma variedade Riemanniana, conexa e orientada de dimensão n e, considere o

espaço-tempo GRW

−R×et M
n.

Vamos referir-nos a essa família mais ampla de espaços-tempo GRW como espaços-

tempo do tipo steady state. Note que para cada t ∈ I, orientamos o slice (tipo-espaço)

Mn
t = {t} ×Mn usando o seu vetor normal e unitário ∂t. Em conformidade com [12],

Mn
t possui curvatura média constante H =

f
′

f
(t) com respeito a ∂t.

Nesta configuração, vamos enunciar e provar o nosso primeiro resultado.
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Teorema 5.2.4 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa em um es-

paço - tempo tipo steady state −R ×et M
n, cuja fibra Riemanniana Mn possui cur-

vatura seccional constante não-negativa κM . Suponha que Σn encontra-se sobre um

slice Mt = {t}×Mn, para algum t ∈ R, com sua fronteira ∂Σ contida em Mt. Se uma

das seguintes condições é satisfeita:

(i). H2 é uma constante com 1 ≤ H ≤ H2, ou

(ii). Hr+1 é uma constante com 1 ≤ Hr ≤ Hr+1 (r ≥ 2) e existe um ponto elíptico em

Σn,

então Σn é um domínio de Mt.

Demonstração. Assumiremos, sem perda da generalidade, que t = 0. Consequente-

mente, como estamos pedindo que Σn esteja sobre M0, temos que h é não-negativa.

Diante desta configuração, definimos a função ξ : Σn → R dada por

ξ = c eh − 〈N,K〉, (5.29)

onde h é a função altura vertical de Σn, K = eh∂t, N é a aplicação de Gauss apontando

para o futuro de Σn e c é uma constante positiva arbitrária. Pela própria definição da

função ξ, vemos que a mesma é suave e portanto das equações (5.23), (5.26) e (5.28)

escrevemos

Lr(ξ) = −c cr eh(Hr + 〈N, ∂t〉Hr+1)− ehcrHr+1

−
(

n

r + 1

)
eh〈N, ∂t〉(nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

−e−h〈N, ∂t〉κM
(
crHr|∇h|2 − 〈Pr∇h,∇h〉

)
, (5.30)

onde cr = (r + 1)
(

n
r+1

)
.

Por outro lado, de (i) ou (ii), podemos usar ou o Lema 5.2.2 ou o Lema 5.2.3 a

fim de concluir que o operador Lk é elíptico, para qualquer k ∈ {0, . . . , r}. Uma vez

que existe uma equivalência entre a elipsidade dos operadores Lr e a positividade dos

operadores Pr (cf. Proposição 3.2 de [20]), temos de (5.21) que a seguinte desigualdade

ocorre

〈Pr∇h,∇h〉 ≤ tr(Pr)|∇h|2 = crHr|∇h|2. (5.31)

Assim, levando em conta que 〈N, ∂t〉 ≤ −1 e κM ≥ 0, de (5.30) e (5.31) obtemos

Lr(ξ) ≥ −c cr eh(Hr + 〈N, ∂t〉Hr+1)− ehcrHr+1 (5.32)

−
(

n

r + 1

)
eh〈N, ∂t〉(nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2).
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Neste ponto da demonstração, afirmamos que:

nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2 ≥ (r + 1)H
(r+2)/(r+1)
r+1 . (5.33)

De fato, tendo em conta as nossas restrições impostas em Hr e Hr+1, por meio

do Lema 5.2.1 temos que

Hr ≥ H
r/(r+1)
r+1 > 0 e H ≥ H1/r

r . (5.34)

Além disso, da desigualdade de Newton (cf. [55], Teorema 144; veja também [26],

Proposição 2.3), temos que

Hr+2 ≤
H2

r+1

Hr

. (5.35)

Em seguida, de (5.34) e (5.35), obtemos a seguinte sequência de desigualdades

HHr+1 −Hr+2 ≥ Hr+1

Hr

(HHr −Hr+1) ≥ Hr+1

Hr

(
HHr −H(r+1)/r

r

)
(5.36)

= Hr+1

(
H −H1/r

r

)
≥ 0.

Após uma simples manipulação algébrica e usando a desigualdade (5.36), concluímos

de (5.34) que

nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2 = nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2 + (r + 1)HHr+1

−(r + 1)HHr+1

= (n− r − 1)(HHr+1 −Hr+2) + (r + 1)HHr+1

≥ (r + 1)H
(r+2)/(r+1)
r+1

e a afirmação esta mostrada.

Portanto, levando em conta mais uma vez as hipóteses sobre Hr e Hr+1, de (5.32)

e (5.33) obtemos

1

cr
Lr(ξ) ≥ eh

(
−cHr − c 〈N, ∂t〉Hr+1 −Hr+1 − 〈N, ∂t〉H(r+2)/(r+1)

r+1

)

≥ eh
(
−cHr + cHr+1 −Hr+1 +H

(r+2)/(r+1)
r+1

)

= eh
(
c (Hr+1 −Hr) +Hr+1(H

1/(r+1)
r+1 − 1)

)
.

Assim, das expressões acima concluímos que Lr(ξ) ≥ 0 em Σn. Agora, o princípio do

máximo garante que

ξ ≤ ξ
∣∣
∂Σ
. (5.37)
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Consequentemente, de (5.29) e (5.37), segue que

c eh ≤ c eh − 〈N, eh∂t〉 = ξ ≤ ξ
∣∣
∂Σ

≤ c+ α,

onde α = max∂Σ |〈N, ∂t〉|. Assim, temos que

eh ≤ 1 +
α

c
. (5.38)

Portanto, uma vez que c é uma constante positiva e arbitrária, fazendo c → +∞ e

usando que h ≥ 0, da desigualdade (5.38) temos que a função altura h é identicamente

nula em Σn e, portanto, concluímos que ψ(Σn) ⊂M0 e isto finaliza a prova.

Da equação (5.27), podemos raciocinar como na prova do Teorema 5.2.4 a fim de

obter o seguinte:

Corolário 5.2.5 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa em um

espaço-tempo do tipo steady state −R×et M
n, cuja fibra Riemanniana Mn possui cur-

vatura de Ricci não-negativa. Suponha que Σn esta sobre um slice Mt = {t} ×Mn,

para algum t ∈ R, com sua fronteira ∂Σ contida em Mt. Se Σn tem curvatura média

constante H ≥ 1, então Σn é um domínio de Mt.

Observação 5.2.6 Notemos que a restrição na curvatura seccional da fibra do espaço

ambiente no Teorema 5.2.4 corresponde, no contexto do espaço-tempo do tipo steady

state, a condição de convergência nula forte, que foi estabelecida por Alías e Colares

em [5]. Além disso, a restrição sobre a curvatura de Ricci da fibra no Corolário 5.2.5 é

exatamente a conhecida condição de convergência nula (veja, por exemplo, [13] e [73]).

De acordo com a Seção 5 de [35], dizemos que uma hipersuperfície tipo-espaço

completa Σn imersa em um espaço-tempo do tipo steady state −R×et M
n possui um

fim Cn se, para cada t ∈ R tal que Mt ∩ Σn 6= ∅, podemos considerar Σn da seguinte

forma

Σn = Σt ∪ Cn,

onde Σt é uma hipersuperfície conexa e compacta cuja fronteira esta contida no slice

Mt = {t}×Mn e Cn é uma variedade difeomorfa ao cilindro circular [t,+∞)×Sn−1 que

se encontra em uma região de −R×et M
n da forma [t,+∞)×Mn ou (−∞, t]×Mn.

Neste momento introduzimos a seguinte definição

Definição 5.2.7 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa com um fim imersa

em um espaço-tempo do tipo steady state −R×et M
n. Dizemos que Σn é tangente por

cima no infinito a um slice Mt, se ou Σn é um slice Mt̃, para algum t̃ ≥ t, ou, para

todo t̃ ≥ t, uma das seguintes condições é satisfeita
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(a) Mt̃ ∩ Σn = ∅;

(b) Mt̃ ∩ Σn 6= ∅ e a parte compacta Σt̃ de Σn esta acima de Mt̃.

Consoante a definição acima e ao Teorema 5.2.4, obtemos o seguinte resultado de

unicidade:

Teorema 5.2.8 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa com um fim imersa

em um espaço-tempo do tipo steady state −R ×et M
n, cuja fibra Riemanniana Mn é

completa com curvatura seccional constante não-negativa. Suponha que Σn é tangente

por cima no infinito a um slice Mt = {t}×Mn, para algum t ∈ R. Se uma das seguintes

condições é satisfeita:

(i). H2 é uma constante com 1 ≤ H ≤ H2, ou

(ii). Hr+1 é uma constante com 1 ≤ Hr ≤ Hr+1 (r ≥ 2) e existe um ponto elíptico em

Σn,

então Σn é um slice Mt̃, para algum t̃ ≥ t.

Demonstração. Suponha por contradição que Σn não é um slice de −R ×et M
n.

Então existem constantes t2 > t1 tais que

Mt1 ∩ Σn 6= ∅ e Mt2 ∩ Σn 6= ∅.

Como Σn é suposta ser tangente por cima no infinito a um slice Mt = {t} ×Mn, para

algum t ∈ R, temos que Σn
t1

é a parte compacta de Σn que esta acima de Mt1 e Σn
t2

é a

parte compacta de Σn que esta acima de Mt2 .

Figura 5.2: Seções em Σn.
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Logo, estamos em condições de aplicar o Teorema 5.2.4, a fim de concluir que

Σn
t1

⊂ Mt1 e que Σn
t2

⊂ Mt2 . Portanto, uma vez que Σn
t2

⊂ Σn
t1
, deveríamos ter que

Mt1 ∩Mt2 6= ∅ o que é uma contradição, pois t2 > t1.

Do Corolário 5.2.5, podemos raciocinar como na prova do Teorema 5.2.8 para

obter o seguinte:

Corolário 5.2.9 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa com um fim imersa

em um espaço-tempo do tipo steady state −R ×et M
n, cuja fibra Riemanniana Mn é

completa com curvatura de Ricci não-negativa. Suponha que Σn é tangente por cima

no infinito a um slice Mt = {t}×Mn, para algum t ∈ R. Se Σn possui curvatura média

constante H ≥ 1, então Σn é um slice Mt, para algum t ∈ R.

Observação 5.2.10 No Lema 7 de [2] Albujer e Alías, mostraram que uma condição

necessária para a existência de hipersuperfícies tipo-espaço completas em um espaço do

tipo steady state −R ×et M
n, é que a fibra Riemanniana seja completa. Além disso,

no Teorema 5.3 e Corolário 5.4 de [35], Colares e de Lima obtiveram resultados de

unicidade e não-existência concernente a hipersuperfícies tipo-espaço completas com

curvatura média constante com um fim e sobre um hiperplano tipo-espaço do steady

state space Hn+1.
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