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Notação e terminologia

• Nesta tese, C,C0, C1, C2, ... denotam constantes positivas genéricas, as quais

podem variar de linha para linha;

• R
N denota o espaço euclidiano N -dimensional;

• ωN denota o volume da bola unitária em R
N ;

• BR(y) denota a bola aberta de centro y e raio R > 0;

• O símbolo → significa convergência em norma;

• O símbolo ⇀ significa convergência fraca;

• Se A ⊂ R
N é um conjunto mensurável à Lebesgue, então |A| denota a medida de

Lebesgue de A;

• A expressão q.t.p. é uma abreviação para quase todo ponto;

• supp(u) denota o suporte da função u;

• Se u : RN → R é mensurável, então u+ e u− denotam as partes positiva e negativa

de u respectivamente. Ou seja,

u+(x) = max{u(x), 0} e u−(x) = min{u(x), 0}.

• [|x| ≤ a] := {x ∈ R
N ; |x| ≤ a}, a ∈ R;



Espaços da Funções

• C(RN) denota o espaço das funções contínuas;

• Ck(RN) = {u ∈ C(RN); u é k − vezes continuamente diferenciável};

• C∞(RN) = ∩k≥1C
k(RN);

• C∞
0 (RN) = {u ∈ C∞(RN); supp(u) ⊂ R

N}

• Para 1 ≤ s ≤ ∞, Ls(RN) denota o espaço usual de Lebesgue munido da norma

||u||Ls(RN ) :=

(∫

RN

|u|sdx
)1/s

;

• L∞(RN) = {u : RN → R mensurável; existe uma constante C tal que u(x) ≤
C q.t.p. sobre R

N} munido da norma

||u||L∞(RN ) = inf{C; u(x) ≤ C q.t.p. sobre R
N};

• Para p > 1, D1,p(RN) = {u ∈ Lp
∗

(RN); |∇u| ∈ Lp(RN)} munido da norma

||∇u||Lp(RN ) e S denota a melhor constante que verifica

‖u‖p
Lp∗ (RN )

≤ S

∫

RN

|∇u|pdx, ∀u ∈ D1,p(RN).
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Resumo

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência de soluções positivas

para algumas classes de equações de Schrödinger quasilineares, com hipóteses sobre o

potencial que o possibilita se anular no infinito. Afim de usarmos métodos variacionais

na obtenção de nossos resultados, aplicamos mudança de variáveis para reduzirmos as

equações quasilineares a equações semilineares. Os funcionais associados a essas novas

equações estão bem definidos em espaços de Sobolev clássicos e em espaços “tipo”

Orlicz e satisfazem as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha.

Ainda utilizamos a técnica de penalização de Del Pino e Felmer e o método de iteração

de Moser para obtenção de estimativas, fundamentais para o nosso estudo, na norma

L∞.

Palavras-chave: Equações de Schrödinger quasilineares; Crescimento quasicrítico;

Potenciais se anulando.
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Abstract

In this work we study questions related to the existence of positive solutions for some

classes of quasilinear Schrödinger equations, with hypotheses on the potential that

permit this potential to vanish at infinity. In order to use variational methods to obtain

our results, we make some changes of variables to obtain some semilinear equations,

whose associated functionals are well defined in a classical Sobolev spaces. We also

work with these equations on an Orlicz “type” space whose energy functional satisfy the

geometric properties of the Mountain Pass Theorem. We still use the penalty technique

due to Del Pino and Felmer and the Moser iteration method to obtain estimates in L∞

norm, which are fundamental to our study.

Keywords: Quasilinear Schrödinger equation; Quasicritical growth; Vanishing poten-

tials.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência de soluções para a

equação de Schrödinger quasilinear

−∆u+ V (x)u+
κ

2
∆(u2)u = q(u), em R

N , (1)

onde N ≥ 3, as funções q : R → R e V : RN → R são contínuas, com o potencial

V podendo se anular no infinito e κ é um parâmetro real. Ao longo do trabalho,

apresentaremos hipóteses adicionais sobre as funções q e V , e sobre o parâmetro κ.

As soluções de (1) estão relacionadas com a existência de ondas estacionárias para

equações de Schrödinger quasilineares da forma

i∂tz = −∆z +W (x)z − l(|z|2)z + κ

2
[∆ρ(|z|2)]ρ′(|z|2)z, (2)

onde z : R × R
N → C, W : RN → R é um potencial dado, κ é uma constante real

e l, ρ são funções reais. Equações quasilineares da forma (2) aparecem, naturalmente,

como modelo de vários fenômenos físicos relacionados a vários tipos de ρ. O caso em

que ρ(s) = s foi usado por Kurihura em [32] na obtenção da equação da membrana de

superfluido em Física dos Plasmas. No caso ρ(s) = (1 + s)1/2, podemos encontrar em

[18, 23] e nas referências apresentadas em [25], que a equação (2) modela a canalização

de um laser ultracurto de alta potência na matéria. Neste trabalho, estaremos sempre

considerando o caso em que ρ(s) = s. Claramente, observamos que z(t, x) = e−iξtu(x)

resolve (2) se, e somente se, u(x) resolve (1) com V (x) = W (x)− ξ e q(u) = l(u2)u.

Levando em consideração os possíveis valores de κ, as hipóteses sobre o poten-

cial V e os tipos de não-linearidades, encontramos na literatura vários trabalhos que

abordam a existência de solução para o problema (1).



No caso em que κ < 0 e com não-linearidades subcríticas citamos os artigos

de Liu, Wang e Wang [36, 37], Ruiz e Siciliano [41], Silva e Vieira [45], Yang [50],

Colin e Jeanjean [24], Poppenberg, Schmitt e Wang [40] e Fang e Szulkin [30]. Para

não-linearidade concâva e convexa, citamos o artigo de do Ó e Severo [29] e para não-

linearidade crítica citamos os trabalhos de Liu, Liu e Wang [35], Wang e Zou [49], Silva

e Vieira [46], Yang, Wang e Abdelgadir [52] e do Ó, Miyagaki e Soares [28]. Todos

estes trabalhos, dentre outras condições sobre o potencial V (x), assumiram que

(V1) lim inf
|x|→+∞

V (x) > 0.

Colin e Jeanjean em [24] também estudaram o problema (1) com o potencial

V ≡ 0, conhecido na literatura como potencial de massa zero.

Moameni em [38] estudou o problema (1) considerando o caso expoente crítico e

o potencial V radial, isto é, V (x) = V (|x|) e satisfazendo as seguintes condições:

existem 0 < R1 < r1 < r2 < R2 e α > 0 tais que

(V2) V (x) = 0, para todo x ∈ Ω = {x ∈ R
N : r1 < |x| < r2},

(V3) V (x) ≥ α, para todo x ∈ Λc, onde Λ = {x ∈ R
N : R1 < |x| < R2}.

Em [51] Yang e Ding assumiram as condições:

(V4) V ∈ C(RN) e existe b > 0 tal que o conjunto νb = {x ∈ R
N ;V (x) ≤ b} tem

medida de Lebesgue finita;

e

(V5) 0 = V (0) = minV ≤ V (x) < M .

Eles consideraram a não-linearidade q da forma q(x, s) = K(x)|s|2(2∗)−2s+ ℓ(x, s) onde

N ≥ 3, K(x) é uma função positiva limitada e ℓ(x, s) é superlinear porém uma função

subcrítica.

Para κ > 0 e N ≥ 3, em um trabalho pioneiro Alves, Wang e Shen em [4], usaram

a mudança de variáveis introduzidas em [42, 52] e a estimativa L∞ para mostrar a

existência de solução não-trivial para o modelo (1), onde q(u) = |u|r−2u, 2 < r < 2∗

ou q(u) =
[
1− 1

(1+|u|2)3

]
u. Para isto, eles assumiram, entre outras hipóteses que o

potencial V : RN → R é contínuo e satisfaz a condição (V1).
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Em [22], Brüll, Lange e Köln estudaram as equações de Schrödinger quasilineares

unidimensional

i∂tz = −∂2xz − |z|2pz + κ∂2x(|z|2)z, x ∈ R (3)

e

i∂tz = −∂2xz −
[
µ+

A

(a+ |z|2)3
]
z + κ∂2x(|z|2)z, x ∈ R, (4)

onde z = z(x, t) é a função de onda a ser determinada, κ é uma constante real, p >

0, µ > 0 e A < 0. Sob algumas condições sobre p, µ e A, eles demonstraram que se

0 < κ < κ2 (ou 0 < κ < κ3) com κ2, κ3 > 0, então (3) (ou (4)) tem uma solução

tipo onda estacionária v(x), com v(x) > 0, v(−x) = v(x), v′(x) < 0 para x > 0 e

lim
|x|→∞

v(x) = 0. Além disso, esta solução é única, a menos de translação.

Ainda para κ > 0, Lange, Poppenberg e Teisniann [33] estudaram o problema de

Cauchy para a equação de Schrödinger quasilinear (2), com W = 0 e ρ = 0. Quando

N = 1 e z(0, x) = φ(x), eles obtiveram soluções L2 para (2) com κ|φ(x)| ≤ δ < 1.

Além disso, para 2κ||φ||W 1,∞ < 1, eles também demonstraram a existência de soluções

H2 para espaço de dimensão arbitrária. Indicamos [33], para mais detalhes.

Note que as condições (V1), (V2)− (V3) e (V4)− (V5) implicam que

lim
|x|→+∞

V (x) 6= 0.

Em todo este trabalho, entendemos que o potencial V se anula no infinito quando

lim
|x|→+∞

V (x) = 0.

No contexto do potencial V se anular ou poder se anular no infinito, encontramos uma

extensa bibliografia para o caso semilinear correspondente a κ = 0, isto é,

−∆u+ V (x)u = q(u), x ∈ R
N . (5)

Citamos, por exemplo [5, 6, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 19, 31] e suas referências. Entre

estes, destacamos o artigo devido a Berestycki e Lions [17] que mostraram a existência

de solução quando V ≡ 0, onde a não linearidade tem crescimento supercrítico pró-

ximo da origem e subcrítico no infinito. Em [31] Ghimenti e Micheletti estabeleceram

a existência de solução que muda de sinal. Em [15] Benci, Grisanti e Micheletti, com

condições adicionais sobre V , estabeleceram um resultado de existência ou não exis-

tência de "ground state solution". Nos artigos de Ambrosetti, Felli e Malchiodi [10],

3



Ambrosetti e Wang [9], a não linearidade q(u) é substituída pela função q(x, u) do tipo

k(x)|u|s onde k(x) → 0 quando |x| → ∞ e 1 < s < N+2
N−2

, N ≥ 3. Em [5], Alves e

Souto introduziram um novo conjunto de hipóteses sobre o potencial V e mostraram a

existência de solução positiva para a equação (5), com q tendo crescimento subcrítico.

Na literatura, também podemos citar o trabalho devido a Bastos, Miyagaki e

Vieira [13] que estabeleceram a existência de solução positiva para a seguinte classe de

problemas elípticos quasilineares degenerados:

−Luap + V (x)|x|−ap∗ |u|p−2u = q(u), em R
N ,

onde Luap = −div(|x|−ap|∇u|p−2∇u), 1 < p < N,−∞ < a < N−p
p
, a ≤ e ≤ a + 1, d =

1+ a− e, e p∗ := p∗(a, e) = Np
N−dp denota o expoente crítico de Hardy-Sobolev, V é um

potencial não-negativo, limitado e se anulando no infinito, e a não linearidade q tem

crescimento subcrítico no infinito.

Neste trabalho de tese, motivados pelos artigos acima, e especialmente por Alves

e Souto em [5] e Alves, Wang e Shen em [4], mostramos que é possível obter resultados

de existência para o problema (1) quando o parâmetro κ é não-nulo e o potencial V

pode se anular no infinito.

Este trabalho divide-se em três capítulos e um apêndice e estão distribuídos como

descritos a seguir.

No Capítulo 1, tratamos o caso em que κ = −2, mais especificamente, iremos

estudar o problema

−∆u+ V (x)u−∆(u2)u = q(u), x ∈ R
N , (6)

onde V : RN → R e q : R → R são funções contínuas, com V sendo uma função não-

negativa e q tendo crescimento quasecrítico no infinito. Mais precisamente, admitiremos

que o potencial V verifica as condições:

(V0) V (x) ≥ 0, para todo x ∈ R
N ;

(V∞) V (x) ≤ V∞, para todo x ∈ R
N ;

(VΛ) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R4
inf

|x|≥R
|x|4V (x) ≥ Λ.

4



Observação 0.0.1 Enfatizamos que estas hipóteses, diferentemente das mencionadas

nos artigos acima que consideraram o parâmetro κ < 0, possibilita que o potencial V

se anule no infinito.

A seguir, apresentamos um exemplo de um potencial que verifica as hipóteses

acima:

V (x) =





α2, se |x| ≤ R− α1,

(|x| −R + α1) + α2, se R− α1 ≤ |x| ≤ R,

(α1+α2)Rσ

|x|σ , se |x| ≥ R,

com 0 < α1 < R, , α2 ≥ 0 e 0 < σ ≤ 4.

Em relação a não-linearidade q, assumimos que:

(q1) lim sup
s→0+

sq(s)

s2∗
< +∞; onde 2∗ = 2N

N−2
e N ≥ 3.

(q2) lim
s→+∞

sq(s)

s22∗
= 0.

(q3) Existe θ > 2 tal que

0 < 2θQ(s) ≤ sq(s), para todo s > 0,

onde Q(s) =
∫ s
0
q(t)dt.

Observação 0.0.2 A condição (q2) é conhecida na literatura como crescimento qua-

secrítico, ou seja, crítico no infinito.

O principal resultado desse capítulo é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Suponha que V satisfaz (V0), (V∞), (VΛ), e q verifica (q1)−(q3). Então,

existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, V∞, q) > 0 tal que o problema (6) possui uma solução

positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Como um corolário imediato da prova do Teorema 0.0.3, temos.

Teorema 0.0.4 Suponha que V satisfaz (V0), (V∞) e

(ṼΛ) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

RN+2
inf

|x|≥R
|x|N+2V (x) ≥ Λ;

5



e q verifica (q2), (q3) e

(q̃1) lim
s→0+

sq(s)

s22∗
< +∞.

Então, existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, V∞, q) > 0 tal que o problema (6) possui uma

solução positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Observação 0.0.5 A condição (q1) é mais fraca do que (q̃1), mas (ṼΛ) é mais fraca

(VΛ). De fato, é suficiente verificar que (ṼΛ) é equivalente à

lim inf
|x|→∞

|x|4V (x) > 0.

Para provarmos o Teorema 0.0.3, usamos uma mudança de variável introduzida

por Colin e Jeanjean em [24] e por Liu, Wang e Wang em [36] para reformular o pro-

blema, obtendo uma equação semilinear que tem um funcional associado bem definido

e Gateaux-diferenciável em um espaço de Sobolev. Desta reformulação, segue que se

w é uma solução do problema reformulado, então u = f(w), onde f é a função da

mudança de variável, é uma solução do problema originalmente proposto. Em seguida,

adaptamos um método introduzido por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5])

para modificar o problema reformulado. O funcional associado ao problema modificado

também está bem definido e é Gateaux-diferenciável em um espaço de Sobolev. Mos-

tramos que este funcional satisfaz as hipóteses geométricas do Teorema do Passo da

Montanha e provamos a limitação das sequências de Cerami associada ao nível mini-

max. Alcançamos o nosso resultado de existência após obter uma limitação na norma

L∞ da solução do problema modificado que possibilita mostrar que toda solução do

problema modificado é uma solução do problema reformulado.

Destacamos que os resultados do Capítulo 1 desta tese originaram um artigo de

pesquisa, o qual foi aceito para publicação na revista Journal of Mathematical Analysis

and Applications no ano de 2014 (veja [1]).

No capítulo 2, estudamos o caso em que o parâmetro κ > 0, ou seja, estudamos

a seguinte equação de Schrödinger quasilinear

−∆u+ V (x)u+
κ

2
∆(u2)u = q(u), x ∈ R

N (7)

onde V : RN → R e q : R → R são funções contínuas, com V satisfazendo as hipóteses

(V0) e (VΛ) e a não-linearidade q verifica as condições:
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(q̂1) lim sup
s→0+

sq(s)

s2∗
< +∞, onde 2∗ = 2N

N−2
e N ≥ 3.

(q̂2) lim
s→+∞

sq(s)

s2∗
= 0.

(q̂3) Existe θ > 2 tal que

0 < θQ(s) ≤ sq(s), para todo s > 0,

onde Q(s) =
∫ s
0
q(t)dt.

O principal resultado deste capítulo é enunciado como segue:

Teorema 0.0.6 Suponha que q satisfaz (q̂1) − (q̂3) e V é uma função contínua que

verifica as condições (V0) e (VΛ). Então, existem constantes κ0 > 0 e Λ∗ = Λ∗(θ, q) > 0

tais que a equação (7) possui solução não-trivial para todo κ ∈ [0, κ0) e para todo

Λ ≥ Λ∗.

Para provarmos o Teorema 0.0.6, inicialmente estabelecemos uma solução não-

trivial para uma equação de Schrödinger quasilinear auxiliar. Precisamente, mostrare-

mos a existência de solução não-trivial para a seguinte equação de Schrödinger quasi-

linear:

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = q(u), x ∈ R
N , (8)

com g(t) =
√
1− κt2 para |t| <

√
1

3κ
e κ > 0.

Nestas condições, a equação (8) transforma-se em (7). Em seguida, usamos uma nova

mudança de variável introduzida por Shen e Wang em [42] e por Yang, Wang e Ab-

delgadir em [52] (veja Seção 2.1 mais adiante) e reformulamos o problema (7) obtendo

desse modo uma equação semilinear. Analogamente ao Capítulo anterior, usamos os

argumentos de Del Pino e Felmer em [26] para modificar o problema reformulado,

de modo que o funcional associado ao problema modificado esteja bem definido, seja

Gateaux-diferenciável em um espaço de Sobolev e satisfaça as hipóteses geométricas do

Teorema do Passo da Montanha. Em seguida, provamos a limitação das sequências de

Palais-Smale associada ao nível minimax. O resultado de existência é alcançado após

obtermos uma limitação na norma L∞ da solução do problema modificado indepen-

dente da solução e do parâmetro κ. Esta limitação possibilita mostrar que existe uma

constante Λ∗ = Λ∗(θ, q) > 0 tal que para todo Λ ≥ Λ∗ qualquer solução do problema
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modificado é também uma solução do problema reformulado. Esta mesma limitação

garante a existência de uma constante κ0 > 0 de modo que o problema original (7) tem

solução não-trivial para todo κ ∈ [0, κ0).

Ainda ressaltamos que devido ao comportamento da mudança de variável, dife-

rentemente do Capítulo 1, não precisamos supor a limitação por cima do potencial V .

Por outro lado, devido também ao comportamento da mudança de variável, consegui-

mos o resultado de existência do Teorema 0.0.6 apenas com a não-linearidade q tendo

um tipo de crescimento subcrítico no infinito.

Destacamos que os resultados do Capítulo 2 desta tese originaram um artigo de

pesquisa, o qual foi aceito para publicação na revista Topological Methods in Nonlinear

Analysis (veja [2]).

No Capítulo 3, considerando o operador p-Laplaciano, generalizamos os resul-

tados obtidos para a equação (6). Mais precisamente, estudamos a seguinte equação

quasilinear:

−∆pu+ V (x)|u|p−2u−∆p(u
2)u = q(u), x ∈ R

N , (9)

onde 2 ≤ p < N e ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) é o p−Laplaciano. Aqui, vamos supor que o

potencial V : RN → R seja uma função contínua verificando a hipótese (V0) e também

cumpra a condição:

(VΛp
) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R
p2

p−1

inf
|x|≥R

|x|
p2

p−1V (x) ≥ Λ.

Note que a condição (VΛp
) é uma generalização da hipótese (VΛ). Aqui, não foi preciso

supor a condição de limitação por cima do potencial V .

As hipóteses abaixo sobre a não-linearidade q são generalizações naturais das

hipóteses do Capítulo 1 e serão assumidas:

(q1) lim sup
s→0+

sq(s)

sp∗
< +∞; where p∗ = pN

N−p .

(q2) lim
s→+∞

sq(s)

s2p∗
= 0.

(q3) Existe θ > p tal que

0 < 2θQ(s) ≤ sq(s), para todo s > 0,
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onde Q(s) =
∫ s
0
q(t)dt.

O seguinte teorema contém o resultado principal deste capítulo:

Teorema 0.0.7 Suponha que V satisfaz (V0) e (VΛp
) e q verifica (q1) − (q3). Então,

existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, p, q) > 0 tal que a equação (9) possui uma solução

positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Igualmente ao Capítulo 1, segue um corolário imediato da prova do Teorema

0.0.7:

Teorema 0.0.8 Suponha que V satisfaz (V0) e

(ṼΛp
) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R
p(N+p)
2(p−1)

inf
|x|≥R

|x|
p(N+p)
2(p−1) V (x) ≥ Λ;

e a função q verifica (q2), (q3) e

(q̃1) lim sup
s→0+

sq(s)

s2p∗
< +∞.

Então, existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, p, q) > 0 tal que a equação (9) possui uma

solução positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Estes resultados generalizam os resultados obtidos nos Teoremas 0.0.3 e 0.0.4

devido ao fato de estarmos considerando uma equação mais geral. Enfatizamos mais

uma vez que, considerando uma estrutura de espaços de Orlicz, conseguimos obter es-

tes resultados sem a necessidade de supor a limitação por cima do potencial V . Para

provarmos os Teoremas 0.0.7 e 0.0.8, seguimos as mesmas ideias usadas na demonstra-

ção dos Teoremas 0.0.3 e 0.0.4. Antes, porém, foi necessário apresentarmos algumas

propriedades (veja Seção 3.1) essenciais do Espaço de Orlicz que estamos considerando

neste capítulo, a saber:

E = {w ∈ D1,p(RN);

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx < +∞},

o qual é um espaço de Banach (veja Proposição 3.1.8) quando munido da norma

||w|| = ||∇w||Lp(RN ) + ||w||∗,
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onde

||w||∗ = inf
λ>0

1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
.

Neste capítulo, a função f é definida por

f ′(t) =
1

[1 + 2p−1|f(t)|p]1/p
em [0,+∞) e f(t) = −f(−t) em (−∞, 0].

Note que f assim definida é uma generalização para o caso p = 2 usada no Capítulo 1.

Em relação a equação (9) e algumas variantes, encontramos na literatura artigos

que estabeleceram tanto existência como multiplicidade de soluções. Por exemplo,

citamos o artigo de Severo [44], no qual, usando métodos minimax, mostrou a existência

de solução fraca não-trivial para a equação (9). Em [7] Alves, Figueiredo e Severo

estabeleceram, usando métodos variacionas juntamente com a Teoria de categoria de

Lusternick-Schnirelman, a existência e multiplicidade de solução fraca não-trivial para

a equação

−ǫp∆pu+ V (x)|u|p−2u− ǫp∆p(u
2)u = q(u), x ∈ R

N . (10)

Estes mesmos autores em [8] estabeleceram, via Teoria de categoria de Lusternick-

Schnirelman, a multiplicidade de solução fraca positiva para o seguinte problema de

Dirichlet quasilinear

−∆pu+ |u|p−2u−∆p(u
2)u = q(u), em Ωλ, u = 0 sobre ∂Ωλ, (11)

onde Ωλ = λΩ, Ω é um domínio limitado em R
N e λ é um parâmetro positivo. Ressalta-

mos que todos esses resultados acontecem sob a condição (V1) e crescimento subcrítico

para a não-linearidade q. Já Alves e Figueiredo em [3] estabeleceram a multiplicidade

de soluções fracas positivas para a equação de Schrödinger quasilinear

−ǫp∆pu+ (λA(x) + 1)|u|p−2u− ǫp∆p(u
2)u = q(u), x ∈ R

N , (12)

onde A é uma função contínua não-negativa e o termo não linear q tem crescimento

subcrítico.

Para finalizar a tese, no Apêndice A, baseados em Brezis e Kato [20] (veja também

[5, 13]), apresentamos uma importante estimativa na norma L∞, que foi essencial para

a obtenção dos resultados de existência dos Capítulos 1, 2 e 3.

Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho, repetiremos, em seus res-

pectivos capítulos, os enunciados dos principais resultados, bem como elencaremos,

novamente, as hipóteses sobre as funções q e V .
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Capítulo 1

Equação de Schrödinger com

coeficiente negativo no termo

quasilinear

Neste capítulo, estudamos a existência de solução para o problema elíptico qua-

silinear

(P )





−∆u+ V (x)u−∆(u2)u = q(u), em R
N ,

u ∈ D1,2(RN), u > 0 em R
N ,

onde V : RN → R e q : R → R são funções contínuas.

Nosso objetivo principal é estabeler a existência de uma solução para o problema

(P ) sob uma condição sobre o potencial V que o possibilite se anular no infinito, isto

é,

lim
|x|→+∞

V (x) = 0

e com a função q tendo crescimento quasicrítico. Motivados pelo trabalho de Alves e

Souto em [5], admitimos que o potencial V satisfaz

(V0) V (x) ≥ 0, para todo x ∈ R
N ,

(V∞) V (x) ≤ V∞, para todo x ∈ R
N ,

(VΛ) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R4
inf

|x|≥R
|x|4V (x) ≥ Λ.



Considerando Q(s) =
∫ s
0
q(t)dt, supomos que a não-linearidade q verifica as se-

guintes hipóteses:

(q1) lim sup
s→0+

sq(s)

s2∗
< +∞; onde 2∗ = 2N

N−2
e N ≥ 3.

(q2) lim
s→+∞

sq(s)

s22∗
= 0.

(q3) Existe θ > 2 tal que

0 < 2θQ(s) ≤ sq(s), para todo s > 0.

Observação 1.0.9 A condição (q2) é conhecida como crescimento quasecrítico.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 1.0.10 Suponha que V satisfaz (V0), (V∞), (VΛ), e q verifica (q1)− (q3). En-

tão, existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, V∞, q) > 0 tal que o problema (P ) possui uma

solução positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Como um corolário imediato da demonstração do Teorema 1.0.10, temos:

Teorema 1.0.11 Suponha que V satisfaz (V0), (V∞) e

(ṼΛ) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

RN+2
inf

|x|≥R
|x|N+2V (x) ≥ Λ;

e q verifica (q2), (q3) e

(q̃1) lim sup
s→0+

sq(s)

s22∗
< +∞.

Então, existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, V∞, q) > 0 tal que o problema (P ) possui uma

solução positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Observação 1.0.12 A condição (q1) é mais fraca do que (q̃1), mas (ṼΛ) é mais fraca

do que (VΛ). De fato, é suficiente verificar que (ṼΛ) é equivalente à

lim inf
|x|→∞

|x|4V (x) > 0.
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Observação 1.0.13 Neste capítulo, a condição (V∞) é essencial para obtermos a li-

mitação da sequência de Cerami (veja Lema 1.3.4 e Obsevação 1.1.2), uma vez que

estamos trabalhando num espaço de Sobolev com sua norma usual. No Capítulo 3,

mais adiante, trabalhando numa estrutura de Espaço tipo "Orlicz", conseguimos obter

os mesmos resultados sem a necessidade de supormos a condição (V∞).

Para demonstrar o Teorema 1.0.10, usamos a mudança de variável u = f(w) in-

troduzida por Colin e Jeanjean em [24] e por Liu, Wang e Wang em [36] (veja Seção 1.1

a seguir), para reformular o problema, obtendo uma equação semilinear que tem um

funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciável em um espaço de Sobolev.

Desta reformulação, segue que se w é uma solução do problema reformulado, então

u = f(w) é uma solução do problema originalmente proposto. Em seguida, adaptamos

um método introduzido por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]) para modificar

o problema reformulado. O funcional associado ao problema modificado também está

bem definido e é Gateaux-diferenciável em um espaço de Sobolev. Mostramos que este

funcional satisfaz as hipóteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha e pro-

vamos a limitação das sequências de Cerami associada ao nível minimax. Alcançamos

o nosso resultado de existência após obter uma limitação na norma L∞ da solução do

problema modificado que possibilita mostrar que toda solução do problema modificado

é uma solução do problema reformulado.

As soluções de (P ) estão relacionadas com a existência de ondas estacionárias

para equações de Schrödinger quasilineares da forma

i∂tz = −∆z +W (x)z − l(|z|2)z − ν[∆ρ(|z|2)]ρ′(|z|2)z, (1.1)

onde z : R × R
N → C, W : RN → R é um potencial dado, ν é uma constante real e

l, ρ são funções reais. Neste capítulo, consideramos o caso ρ(s) = s e ν = 1, e nosso

interesse especial é obter soluções do tipo onda estacionária, isto é, soluções do tipo

z(t, x) = e−iξtu(x), onde ξ ∈ R e u > 0. Note que z satisfaz (1.1) se, e somente se, a

função u(x) é uma solução para (P ) com V (x) = W (x)− ξ.

Devido aos aspectos físicos, o problema (P ) tem atraído recentemente muita

atenção e vários resultados de existência tem sido obtidos quando o potencial V é

estritamente positivo, conforme podemos constatar nas referências já citadas na

Introdução deste trabalho.
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Não conhecemos, até o momento, nenhum resultado de existência de solução

para o problema (P ) que possibilite o potencial V se anular no infinito e com a não-

linearidade tendo crescimento quasicrítico.

1.1 Reformulação do Problema

Inicialmente, observamos que não podemos aplicar diretamente métodos variaci-

onais para estudar (P ), visto que o funcional energia natural associado

J(u) =
1

2

∫

RN

(1 + 2u2)|∇u|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)u2dx−
∫

RN

Q(u(x))dx, (1.2)

não está bem-definido em geral, pois
∫
RN u

2|∇u|2dx não é finito para todo u ∈ D1,2(RN).

Para contornar esta dificuldade, usamos a seguinte mudança de variável (veja [24, 36,

29]): w = f−1(u), onde f é definida por f(0) = 0,

f ′(t) =
1√

1 + 2f 2(t)
sobre [0,+∞) e f(t) = −f(−t) sobre (−∞, 0]. (1.3)

No lema a seguir, elencamos as seguintes propriedades da função f , cujas de-

monstrações podem ser encontradas nas referências [24] e [29].

Lema 1.1.1 A função f satisfaz as seguintes propriedades:

(1) f é unicamente definida, é C∞ e inversível;

(2) |f ′(t)| ≤ 1, para todo t ∈ R;

(3) |f(t)| ≤ |t|, para todo t ∈ R;

(4) lim
t→0

f(t)

t
= 1;

(5) lim
t→+∞

f(t)√
t
= 2

1
4 ;

(6)
f(t)

2
≤ tf ′(t) ≤ f(t), para todo t ≥ 0;

(7) |f(t)| ≤ 2
1
4 |t| 12 , para todo t ∈ R;

(8)
f 2(t)

2
≤ tf(t)f ′(t) ≤ f 2(t), para todo t ∈ R;

(9) existe uma constante positiva C tal que

|f(t)| ≥
{
C|t|, se |t| ≤ 1

C|t| 12 , se |t| ≥ 1;
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(10) |f(t)f ′(t)| ≤ 1√
2
, para todo t ∈ R.

(11) Para cada λ > 1, f 2(λt) ≤ λ2f 2(t), para todo t ∈ R.

Neste momento, destacamos que as propriedades (4)− (5) do Lema 1.1.1, (q1) e

(q2) implicam que existe c0 > 0 tal que

|f(s)q(f(s))| ≤ c0|s|2
∗

, para todo s ∈ R. (1.4)

De fato, a partir da hipótese (q1) e Lema 1.1.1-(4), obtemos

lim sup
s→0+

f(s)q(f(s))

s2∗
< +∞

e usando (q2) e o Lema 1.1.1-(5), resulta que

lim
s→+∞

f(s)q(f(s))

s2∗
= 0.

Estes limites implicam na desigualdade (1.4).

Da condição (V0), podemos introduzir o seguinte subespaço

E = {w ∈ D1,2(RN);

∫

RN

V (x)w2dx < +∞}

de D1,2(RN) munido com o produto interno definido por

(u, w) =

∫

RN

[∇u∇w + V (x)uw] dx

e norma associada

||w||2 =
∫

RN

[
|∇w|2 + V (x)w2

]
dx.

Observação 1.1.2 Note que o funcional Ψ : E → R, dado por

Ψ(w) =

∫

RN

[
|∇w|2 + V (x)f 2(w)

]
dx,

é de classe C1 e

Ψ(w) ≤ ||w||2, para todo w ∈ E.

Além disso, existe uma constante β > 0 tal que

β||w||2 ≤ Ψ(w) + (Ψ(w))2
∗/2, para todo w ∈ E.
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De fato, da condição (V0) e Lema 1.1.1 - (3), segue que

Ψ(w) ≤ ||w||2, para todo w ∈ E.

Por outro lado, da condição (V∞), Lema 1.1.1 - (9) e das imersões de Sobolev, encon-

tramos uma constante C > 0 tal que

∫

[|w(x)|≤1]

V (x)w2dx ≤ 1

C2

∫

[|w(x)|≤1]

V (x)f 2(w)dx ≤ 1

C2
Ψ(w)

e ∫

[|w(x)|≥1]

V (x)w2dx ≤ V∞

∫

[|w(x)|≥1]

|w|2∗dx ≤ V∞C1(Ψ(w))2
∗/2.

Assim, ∫

RN

V (x)w2dx ≤ 1

C2
Ψ(w) + V∞C1(Ψ(w))2

∗/2,

isto é,

β||w||2 ≤ Ψ(w) + (Ψ(w))2
∗/2,

onde β =
1

δ
e δ = max{1 + 1

C2
, V∞C1}. �

Após a mudança de variáveis (u = f(w)), a partir de J(u) obtemos o funcional

I(w) =
1

2

∫

RN

|∇w|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)f 2(w)dx−
∫

RN

Q(f(w))dx, (1.5)

o qual está bem definido em E e é de classe C1 devido as hipóteses (V0), (q1) e (q2), e

as propriedades (1), (2) e (3) do Lema 1.1.1 com derivada dada por

I ′(w)ϕ =

∫

RN

∇w∇ϕdx +

∫

RN

V (x)f(w)f ′(w)ϕdx −
∫

RN

q(f(w))f ′(w)ϕdx, (1.6)

para quaisquer w,ϕ ∈ E. Note que os pontos críticos de I são soluções fracas para o

problema

(AP1)





−∆w + V (x)f(w)f ′(w) = q(f(w))f ′(w), em R
N ,

w ∈ D1,2(RN), w > 0, em R
N .

A proposição a seguir relaciona os pontos críticos do funcional I com as soluções clás-

sicas do problema (P ).

Proposição 1.1.3 Se w ∈ C2(RN) ∩ D1,2(RN) é um ponto crítico do funcional I,

então u = f(w) é uma solução clássica de (P ).
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Demonstração. Segue as mesmas ideias da demonstração da Proposição 3.1.3 pre-

sente no Capítulo 3 mais adiante, fazendo p = 2.

Observação 1.1.4 Uma vez que objetivamos provar a existência de soluções positivas

para o problema (P ), podemos considerar

q(t) = 0, para todo t ≤ 0.

1.2 O problema auxiliar

A fim de obter solução positiva iremos adaptar para o nosso caso um método

explorado por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]), que consiste em uma mo-

dificação do problema (AP1). Para isto, vamos estabelecer algumas considerações.

Para k > 2θ
θ−2

(k > 1) e R > 1, definimos a função contínua h : RN × R → R por

h(x, t) =





q(t), se |x| ≤ R

q(t), se |x| > R e q(t) ≤ V (x)
k
t

V (x)

k
t, se |x| > R e q(t) > V (x)

k
t.

O problema auxiliar que vamos considerar é o seguinte

(AP2)





−∆w + V (x)f(w)f ′(w) = h(x, f(w))f ′(w), em R
N ,

w ∈ D1,2(RN), w > 0, em R
N .

Um cálculo direto mostra que, para todo t ∈ R, as desigualdes abaixo valem:

h(x, t) ≤ q(t), para todo x ∈ R
N , (1.7)

h(x, t) ≤ V (x)

k
t, para todo |x| ≥ R, (1.8)

H(x, t) = Q(t), se |x| ≤ R, (1.9)

H(x, t) ≤ V (x)

2k
t2, se |x| > R (1.10)

e
1

2θ
th(x, t)−H(x, t) ≥

(
1

2θ
− 1

2

)
V (x)

k
t2, para todo x ∈ R

N . (1.11)

Associado ao problema (AP2) definimos, sobre E, o funcional de Euler-Lagrange

Φ(w) =
1

2

∫

RN

|∇w|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)f 2(w)dx−
∫

RN

H(x, f(w))dx. (1.12)
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Das condições sobre as funções q e V , segue que Φ é de classe C1 com derivada de

Gateaux dada por

Φ′(w)ϕ =

∫

RN

∇w∇ϕdx+
∫

RN

V (x)f(w)f ′(w)ϕdx

−
∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)ϕdx, (1.13)

para quaisquer w,ϕ ∈ E, e seus pontos críticos correspondem a soluções fracas de

(AP2).

1.3 A geometria do passo da montanha e a limitação

das sequências de Cerami

Nesta seção, enunciaremos uma versão do Teorema do Passo da Montanha devido

a Ambrosetti e Rabinowitz [12], que é uma ferramenta essencial para este capítulo. Em

seguida, mostramos que o funcional (modificado) associado ao Problema (AP2) satisfaz

as propriedades geométricas deste teorema. Na sequência, provamos a limitação das

sequências de Cerami. Concluimos esta seção, mostrando que o limite fraco de uma

sequência de Cerami é uma solução não trivial para o problema (AP2).

Seja X um espaço de Banach real e I : X → R um funcional de classe C1.

Recordamos que (wn) ⊂ X é uma sequência de Cerami para I no nível c (denotamos

por (Ce)c) se (wn) satisfaz:

(i)I(wn) → c e (ii)(1 + ||wn||)||I ′(wn)||X′ → 0 quando n→ +∞.

O funcional I verifica a condição de Cerami em c, se qualquer sequência de Cerami

possui uma subsequência convergente.

Teorema 1.3.1 Sejam X um espaço de Banach real e I ∈ C1(X,R). Considere Σ um

subconjunto fechado de X que o desconecta (por caminhos) em componentes conexas

distintas X1 e X2. Suponha, ainda que, I(0) = 0 e

(I1) 0 ∈ X1 e existe α > 0 tal que I|Σ ≥ α > 0,

(I2) existe e ∈ X2 tal que I(e) < 0.
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Então, I possui uma sequência (Ce)c com c ≥ α > 0 dado por

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), (1.14)

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e I(γ(1)) < 0}. (1.15)

O seguinte lema implica que Φ verifica a geometria do passo da montanha.

Lema 1.3.2 Suponha que (V0), (q1), (q2) e (q3) são satisfeitas. Então, o funcional Φ

definido por (1.12) verifica as condições (I1) e (I2) do Teorema 1.3.1.

Demonstração. Primeiramente, note que Φ(0) = 0. Agora, para cada ρ > 0, defina

Σρ = {w ∈ E; Ψ(w) = ρ2},

onde Ψ foi definido na Observação 1.1.2. Desde que o funcional Ψ é contínuo, segue da

mesma observação que Σρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço E em

X1 = {w ∈ E; Ψ(w) > ρ2} e X2 = {w ∈ E; Ψ(w) < ρ2}. Usando (1.7) e (q3), obtemos

∫

RN

H(x, f(w))dx ≤
∫

RN

Q(f(w))dx ≤ C1

∫

RN

f(w)Q(f(w))dx.

Usando a desigualdade (1.4), teremos

∫

RN

H(x, f(w))dx ≤ C2

∫

RN

|w|2∗dx.

Devido a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e a condição (V0), resulta que

∫

RN

H(x, f(w))dx ≤ C3

(∫

RN

(|∇w|2 + V (x)f 2(w))dx

)2∗/2

,

de onde segue que

Φ(w) =
1

2

∫

RN

[
|∇w|2 + V (x)f 2(w)

]
dx−

∫

RN

H(x, f(w))dx ≥ 1

2
ρ2 − C3ρ

2∗ ,

para todo w ∈ Σρ.

Uma vez que 2∗ > 2, segue que para ρ > 0 suficientemente pequeno, existe α > 0 tal

que

Φ(w) ≥ α > 0, para todo w ∈ Σρ,

e assim a condição (I1) é satisfeita.

19



Agora, fixado ρ > 0 pequeno, vamos mostrar que existe ϕ ∈ E tal que

Φ(tϕ) → −∞ quando t→ +∞. (1.16)

De fato, considere ϕ ∈ C∞
0 (RN) verificando supp(ϕ) = B1 e 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, para todo x ∈

B1. Note que, pela propriedade (3) do Lema 1.1.1, resulta que

Φ(tϕ) ≤ 1

2
t2
(∫

RN

|∇ϕ|2dx+
∫

RN

V (x)ϕ2dx

)
−
∫

B1

H(x, f(tϕ))dx. (1.17)

Por (1.9), segue que H(x, t) = Q(t) em B1. Da hipótese (q3), existem constantes

positivas C1 e C2 tais que

Q(t) ≥ C1|t|2θ − C2, para todo t ∈ R.

Logo,

Φ(tϕ) ≤ 1

2
t2
(∫

RN

|∇ϕ|2dx+
∫

RN

V (x)ϕ2dx

)
− C1

∫

B1

|f(tϕ)|2θdx+ C3. (1.18)

Desde que a função
f(t)

t
é decrescente para t > 0 e

0 ≤ tϕ(x) ≤ t, para todo x ∈ B1 e t > 0,

temos

f(t)ϕ(x) ≤ f(tϕ(x)), para todo x ∈ B1 e t > 0,

que juntamente com (1.18) implica

Φ(tϕ) ≤ t2
[
1

2

∫

RN

(|∇ϕ|2 + V (x)ϕ2)dx− C1
f 2θ(t)

t2

∫

B1

|ϕ|2θdx+ C3

t2

]
. (1.19)

Pela propriedade (9) do Lema 1.1.1 e desde que θ > 2, concluímos que

lim
t→+∞

f 2θ(t)

t2
= +∞,

e portanto (1.16) está provado, e consequentemente (I2) é satisfeita.

Como consequência do Teorema 1.3.1 e Lema 1.3.2, temos:

Corolário 1.3.3 Suponha que (V0), (q1), (q2) e (q3) são satisfeitas. Então, o funcional

Φ possui uma sequência (Ce)c, com c dado por (1.14).

Agora, mostraremos a limitação das sequências de Cerami.
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Lema 1.3.4 Suponha que (V0), (V∞), (q1), (q2) e (q3) valem. Se (wn) ⊂ E é uma

sequência de Cerami para Φ, então (wn) é limitada em E.

Demonstração. Seja (wn) uma sequência (Ce)c para Φ. Então,

Φ(wn) → c e (1 + ||wn||)||Φ′(wn)||E′ → 0 quando n→ +∞,

isto é,

Φ(wn) =
1

2

∫

RN

(|∇wn|2 + V (x)f 2(wn))dx−
∫

RN

H(x, f(wn)dx = c+ on(1) (1.20)

e

(1 + ||wn||)||Φ′(wn)||E′ = on(1). (1.21)

Para ϕ ∈ E, temos

Φ′(wn)ϕ =

∫

RN

∇wn∇ϕdx+
∫

RN

V (x)f(wn)f
′(wn)ϕdx−

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)ϕdx. (1.22)

Tomando ϕ = ϕn =
f(wn)

f ′(wn)
, pela propriedade (6) do Lema 1.1.1, temos

|ϕn| ≤ 2|wn| e |∇ϕn| ≤ 2|∇wn|.

Logo, ϕn ∈ E e

||ϕn|| ≤ 2||wn||.

De (1.21), obtemos

Φ′(wn)ϕn = on(1), (1.23)

ou seja,

Ψ(wn) +

∫

RN

(
2f 2(wn)

1 + 2f 2(wn)

)
|∇wn|2dx−

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)dx = on(1). (1.24)

De (1.20) e (1.24) segue que

Φ(wn)−
1

2θ
Φ′(wn)ϕn = c+ on(1),

e assim,
(
1

2
− 1

θ

)
Ψ(wn) +

∫

RN

[
1

2θ
h(x, f(wn))f(wn)−H(x, f(wn))

]
dx ≤ c+ on(1). (1.25)
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De (1.11), temos

∫

RN

[
1

2θ
h(x, f(wn))f(wn)−H(x, f(wn))

]
dx≥

(
1

2θ
− 1

2

)
1

k

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx. (1.26)

Observando que k >
2θ

θ − 2
, e usando (1.25) e (1.26), deduzimos que

(
k − 1

k2

)
Ψ(wn) ≤ Φ(wn)−

1

2θ
Φ′(wn)ϕn = c+ on(1). (1.27)

Portanto, Ψ(wn) é limitada e pela Observação 1.1.2 concluímos que a sequência (wn)

é limitada em E.

Desde que a sequência (wn), dada pelo Corolário 1.3.3, é uma sequência limitada

em E, existe w ∈ E e uma subsequência, ainda denotada por (wn), tais que

wn ⇀ w em E, wn → w em Lsloc(R
N) para s ∈ [1, 2∗) e wn(x) → w(x) q.t.p. sobre R

N .

Os próximos lemas são importantes para mostrarmos que o limite fraco w é um

ponto crítico não-trivial para Φ com Φ(w) = c e que o funcional Φ satisfaz a condição

de Cerami.

Lema 1.3.5 Assumindo as hipóteses do Lema 1.3.4, então as seguintes afirmações

valem:

(i) Para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

|x|≥2r

[
|∇wn|2 + V (x)f 2(wn)

]
dx < ǫ.

(ii)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx =

∫

RN

V (x)f 2(w)dx.

(iii)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)dx =

∫

RN

h(x, f(w))f(w)dx.

(iv) O limite fraco w é um ponto crítico para o funcional Φ.

Demonstração. (i) Considere r > R e uma função η = ηr ∈ C∞(Bc
r) tais que

η ≡ 1 em Bc
2r, η ≡ 0 em Br, 0 ≤ η ≤ 1
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e

| ∇η |≤ 2

r
, para todo x ∈ R

N .

Como (wn) é limitada em E, a sequência (ηϕn), onde ϕn =

(
f(wn)

f ′(wn)

)
, é também

limitada em E. Logo, por (1.23), temos

Φ′(wn) (ηϕn) = on(1),

isto é,

∫

RN

(
1 +

2f 2(wn)

1 + 2f 2(wn)

)
|∇wn|2ηdx+

∫

RN

V (x)f 2(wn)ηdx =

−
∫

RN

f(wn)

f ′(wn)
∇wn∇ηdx+

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)ηdx+ on(1).

Uma vez que η ≡ 0 em Br, esta última desigualdade juntamente com (1.8) resulta em

(
1− 1

k

)∫

[|x|≥r]

[
|∇wn|2 + V (x)f 2(wn)

]
ηdx ≤ 2

∫

[|x|≥r]
|wn||∇wn||∇η|dx+ on(1),

ou seja,

(
1− 1

k

)∫

[|x|≥r]

[
|∇wn|2+V (x)f 2(wn)

]
ηdx≤ 4

r

∫

[r≤|x|≤2r]

|wn||∇wn|dx+ on(1). (1.28)

Pela desigualdade de Hölder,

∫

[r≤|x|≤2r]

|wn||∇wn|dx ≤
(∫

RN

|∇wn|2dx
)1/2(∫

[r≤|x|≤2r]

w2
ndx

)1/2

.

Visto que wn → w in L2(B2r\Br) e (wn) é limitada em E, segue que

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]

|wn||∇wn|dx ≤ C

(∫

[r≤|x|≤2r]

w2dx

)1/2

, (1.29)

para alguma constante C > 0. Por outro lado, usando novamente a desigualdade de

Hölder, temos

(∫

[r≤|x|≤2r]

w2dx

)1/2

≤
(∫

[r≤|x|≤2r]

|w|2∗dx
)1/2∗

|B2r\Br|1/N . (1.30)

Notando que |B2r\Br| ≤ |B2r| = ωN(2r)
N , e usando (1.29) e (1.30), teremos

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]

|wn||∇wn|dx ≤ 2rCω
1/N
N

(∫

[r≤|x|≤2r]

w2∗dx

)1/2∗

, (1.31)
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e devido a (1.28) e (1.31), deduzimos que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

[
|∇wn|2 + V (x)f 2(wn)

]
dx ≤

8Cω
1/N
N

(
1− 1

k

)−1(∫

[r≤|x|≤2r]

w2∗dx

)1/2∗

. (1.32)

Portanto, para cada ǫ > 0, escolhemos r > R tal que

8Cω
1/N
N

(
1− 1

k

)−1(∫

[r≤|x|≤2r]

w2∗dx

)1/2∗

< ǫ,

e com isto concluímos a parte (i) do lema.

(ii) Note, inicialmente, que pela parte (i), para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

V (x)f 2(wn)dx <
ǫ

4

e, consequetemente, ∫

[|x|≥2r]

V (x)f 2(w)dx ≤ ǫ

4
.

Portanto,
∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[f 2(wn)− f 2(w)]dx

∣∣∣∣ ≤
ǫ

2
+

∣∣∣∣
∫

[|x|≤2r]

V (x)[f 2(wn)− f 2(w)]dx

∣∣∣∣ . (1.33)

Desde que wn → w em L2(B2r), usando o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, segue que

lim
n→+∞

∫

[|x|≤2r]

V (x)f 2(wn)dx =

∫

[|x|≤2r]

V (x)f 2(w)dx. (1.34)

Por (1.33) e (1.34), temos

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[f 2(wn)− f 2(w)]dx

∣∣∣∣ ≤
ǫ

2
,

para cada ǫ > 0. Portanto,

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx =

∫

RN

V (x)f 2(w)dx,

mostrando assim o item (ii) do lema.

(iii) Segue por (1.8) e do item (i) que, para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

h(x, f(wn))f(wn)dx <
ǫ

4
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e ∫

[|x|≥2r]

h(x, f(w))f(w)dx ≤ ǫ

4
.

Portanto,
∣∣∣∣
∫

RN

[h(x, f(wn))f(wn)− h(x, f(w))f(w)]dx

∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
+

∣∣∣∣
∫

[|x|<2r]

[h(x, f(wn))f(wn)− h(x, f(w))f(w)]dx

∣∣∣∣ . (1.35)

Uma vez que

wn(x) → w(x) q.t.p. sobre R
N ,

h(·, f(s))f(s)
|f(s)|22∗ → 0 quando s→ +∞

e

sup
n

∫

RN

|f(wn)|22
∗

< +∞,

resulta, do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim
n→+∞

∫

[|x|<2r]

h(x, f(wn))f(wn)dx =

∫

[|x|<2r]

h(x, f(w))f(w)]dx. (1.36)

De (1.35) e (1.36), o resultado segue. Isto completa a prova do item (iii).

(iv) Como na prova de (iii), igualmente deduzimos que
∫

RN

V (x)[f(wn)f
′(wn)− f(w)f ′(w)]φdx→ 0 quando n→ +∞, (1.37)

e
∫

RN

[h(x, f(w))f ′(w)− h(x, f(wn))f
′(wn)]φdx→ 0 quando n→ +∞, (1.38)

para qualquer φ ∈ C∞
0 (RN). Além disso, desde que wn ⇀ w em E, temos
∫

RN

∇(wn − w)∇φdx→ 0 quando n→ +∞. (1.39)

Combinando (1.37), (1.38) e (1.39) está provado que

lim
n→+∞

Φ′(wn)φ = Φ′(w)φ, para todo φ ∈ C∞
0 (RN).

Isto completa a prova do item (iv).

Na demonstração do resultado a seguir, usamos os mesmos argumentos encontra-

dos na prova do item (3)- Proposição 2.1 em [36], em que os autores provaram o limite

sob a condição (V1). No entanto, observamos que esta condição pode ser substituída

pela limitação L2∗(RN) de (wn). De fato, eles usaram a condição sobre V para provar

que a medida do conjunto An,2 = {x ∈ A; |wn − w| > a} tende a zero quando a→ ∞.
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Lema 1.3.6 Se wn(x) → w(x) q.t.p. em R
N e

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx =

∫

RN

V (x)f 2(w)dx,

então

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn − w)dx = 0.

Demonstração. Uma vez que wn(x) → w(x) q.t.p. em R
N , usando o Lema de Fatou

e a continuidade da função f 2, para todo A ⊂ R
N , temos

∫

A

V (x)f 2(w)dx ≤ lim inf
n→+∞

∫

A

V (x)f 2(wn)dx (1.40)

e ∫

RN\A
V (x)f 2(w)dx ≤ lim inf

n→+∞

∫

RN\A
V (x)f 2(wn)dx. (1.41)

Afirmamos que a desigualdade estrita em (1.40) e (1.41) não pode ocorrer. De fato, se

uma das desigualdades ocorre, então

∫

RN

V (x)f 2(w)dx =

∫

A

V (x)f 2(w)dx+

∫

RN\A
V (x)f 2(w)dx

< lim inf
n→+∞

∫

A

V (x)f 2(wn)dx+ lim inf
n→+∞

∫

RN\A
V (x)f 2(wn)dx

≤ lim inf
n→+∞

[∫

A

V (x)f 2(wn)dx+

∫

RN\A
V (x)f 2(wn)dx

]

= lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx,

isto é, ∫

RN

V (x)f 2(w)dx < lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx,

o que é um absurdo, pois, por hipótese,

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx =

∫

RN

V (x)f 2(w)dx.

Portanto,

lim
n→+∞

∫

A

V (x)f 2(wn)dx =

∫

A

V (x)f 2(w)dx.

Afirmação 1: Para todo ǫ > 0, existem δ > 0 e N ∈ N tais que, se A ⊂ R
N com

|A| < δ e n ≥ N , então ∫

A

V (x)f 2(wn)dx ≤ ǫ.
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Suponhamos que a Afirmação 1 é falsa para algum ǫ0 > 0, temos para δj =
δ

2j
, j =

1, 2, ..., existem Aj ⊂ R
N e nj ≥ j, com |Aj| ≤ δj, tais que

∫

Aj

V (x)f 2(wj)dx ≥ ǫ0.

Sabemos, da Teoria de Medida e Integração, que existe δ > 0 tal que, se A ⊂ R
N , com

|A| < δ, então ∫

A

V (x)f 2(w)dx <
ǫ0
2
. (1.42)

Considerando A = ∪∞
j=1Aj, resulta que

|A| ≤
∞∑

j=1

|Aj| ≤
∞∑

j=1

δ

2j
= δ.

Além disso, ∫

A

V (x)f 2(wnj
)dx ≥

∫

Aj

V (x)f 2(wnj
)dx ≥ ǫ0,

o que implica ∫

A

V (x)f 2(wnj
)dx ≥ ǫ0.

Passando o limite de nj → ∞, teremos

∫

A

V (x)f 2(w)dx ≥ ǫ0,

contrariando (1.42). Portanto, está justificada a Afirmação 1. Agora, tomemos um

conjunto limitado A ⊂ R
N verificando

∫

RN\A
V (x)f 2(w)dx ≤ ǫ.

Para n suficientemente grande, temos

∫

RN\A
V (x)f 2(wn)dx ≤ ǫ. (1.43)

Desde que a função f 2(t) é convexa, usando a propriedade (11) do Lema 1.1.1 e (1.43),
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concluímos que

∫

RN\A
V (x)f 2(|wn − w|)dx ≤

∫

RN\A
V (x)f 2(|wn|+ |w|)dx

=

∫

RN\A
V (x)f 2(

1

2
2|wn|+

1

2
2|w|)dx

≤ 1

2

∫

RN\A
V (x)f 2(2|wn|)dx+

1

2

∫

RN\A
V (x)f 2(2|w|)dx

≤ 2

∫

RN\A
V (x)f 2(|wn|)dx+ 2

∫

RN\A
V (x)f 2(|w|)dx

≤ 2ǫ+ 2ǫ

= 4ǫ,

ou seja, ∫

RN\A
V (x)f 2(|wn − w|)dx ≤ 4ǫ. (1.44)

Para a integral
∫
A
V (x)f 2(wn − w)dx, dividimos o conjunto A em dois subconjuntos,

a saber:

A1
n = {x ∈ A; |wn − w| ≤ a} e A2

n = {x ∈ A; |wn − w| > a},

onde a > 0 será escolhido convenientemente.

Note que ∫

A1
n

V (x)f 2(|wn − w|)dx =

∫

A

V (x)f 2(|wn − w|)χA1
n
(x)dx.

Visto que wn(x)− w(x) → 0 q.t.p. em A e f 2(t) é contínua, teremos

V (x)f 2(|wn(x)− w(x)|)χA1
n
(x) → 0 q.t.p. em A.

Além disso,

V (x)f 2(|wn(x)− w(x)|)χA1
n
(x) ≤ V (x)f 2(a),

e ∫

A

V (x)f 2(a)dx ≤ f 2(a)V∞|A| < +∞.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

∫

A1
n

V (x)f 2(|wn − w|)dx→ 0. (1.45)

Afirmação 2: Existem δ > 0 e n0 ∈ N tais que |A2
n| < δ para todo n ≥ n0.
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De fato, uma vez que (wn) é limitada em E, temos que a integral
∫
RN |wn|2∗dx

também é limitada. Então, existe C > 0 tal que
∫

RN

[
|wn|2

∗

+ |w|2∗
]
dx ≤ C.

Por outro lado,

a2
∗ |A2

n| =
∫

A2
n

a2
∗

dx <

∫

A2
n

|wn − w|2∗dx ≤ C1

∫

RN

[
|wn|2

∗

+ |w|2∗
]
dx ≤ C2,

ou seja,

|A2
n| ≤

C2

a2∗
.

Para a ≈ +∞, temos |A2
n| ≈ 0. Escolhendo a > 0 tal que

|A2
n0
| < δ,

para algum n0 ∈ N. Então,

|A2
n| < δ, para todo n ≥ n0.

Isto prova a Afirmação 2. Como |A2
n| < δ, para todo n ≥ n0, então pela Afirmação

1, deduzimos que
∫

A2
n

V (x)f 2(|wn − w|)dx ≤ C

∫

A2
n

V (x)
[
f 2(wn) + f 2(w)

]
dx ≤ Cǫ. (1.46)

De (1.44), (1.45) e (1.46), concluímos que

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn − w)dx = 0.

Como consequência dos Lemas 1.3.5 e 1.3.6, temos:

Corolário 1.3.7 Sob as hipóteses do Lema 1.3.4, temos que w é um ponto crítico

não-trivial de Φ e Φ(w) = c. Além disso, o funcional Φ verifica a condição (Ce)c.

Demonstração. Primeiramente, observamos que procedendo como na prova do Lema

1.3.5 (ii)-(iii), deduzimos os seguintes limites

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f(wn)f
′(wn)wndx =

∫

RN

V (x)f(w)f ′(w)wdx, (1.47)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx =

∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)wdx, (1.48)
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e

lim
n→+∞

∫

RN

H(x, f(wn))dx =

∫

RN

H(x, f(w))dx. (1.49)

Sabemos que Φ′(w) = 0. Provaremos que w 6= 0. Suponha que w ≡ 0, então pelo Lema

1.3.5 −(ii), temos

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn)dx = 0.

Agora, pelos limites (1.47) e (1.48), resulta que

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f(wn)f
′(wn)wndx = 0

e

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx = 0.

Em particular, pela definição de h, também obtemos que

lim
n→+∞

∫

RN

H(x, f(wn))dx = 0

e desde que

∫

RN

|∇wn|2dx+
∫

RN

V (x)f(wn)f
′(wn)wndx−

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx→ 0,

concluímos que ∫

RN

|∇wn|2dx→ 0.

Consequentemente,

Φ(wn) =
1

2

∫

RN

(|∇wn|2 + V (x)f 2(wn))dx−
∫

RN

H(x, f(wn))dx→ 0,

que é uma contradição, visto que Φ(wn) → c > 0. Portanto, w 6= 0.

Agora, mostraremos que Φ(w) = c. Passando o limite em n na expressão

∫

RN

|∇wn|2dx = −
∫

RN

V (x)f(wn)f
′(wn)wndx+

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx+ o(1),

e usando os limites (1.47) e (1.48) juntamente com Φ′(w)w = 0, obtemos

lim
n→+∞

∫

RN

|∇wn|2dx =

∫

RN

|∇w|2dx. (1.50)

Pelo Lema 1.3.5-(ii), (1.49) e (1.50), deduzimos que

Φ(wn) =
1

2

∫

RN

(|∇wn|2 + V (x)f 2(wn))dx−
∫

RN

H(x, f(wn))dx→ Φ(w),

30



e, portanto, concluímos que Φ(w) = c.

Para mostrar que o funcional Φ verifica a condição (Ce)c, é suficiente provarmos

que ||wn − w|| → 0. Ora, pela Observação 1.1.2, temos

||wn − w||2 ≤ C
[
Ψ(wn − w) + (Ψ(wn − w))2

∗/2
]
,

onde Ψ(wn − w) =
∫
RN |∇wn − ∇w|2dx +

∫
RN V (x)f 2(wn − w)dx. Para concluirmos

que wn → w em E, resta-nos mostrar que

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)f 2(wn − w)dx = 0.

Este último limite segue do Lema 1.3.6. Portanto, Φ verifica a condição de Cerami.

1.4 Estimativa L∞ da solução de (AP2)

Neta seção, seguindo as ideias de Alves e Souto [5], iremos estabelecer uma esti-

mativa L∞ para a solução w obtida no Corolário 1.3.7. Para isto, denotaremos por B

a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0) e por I0 : H1

0 (B) → R o funcional

I0(w) =
1

2

∫

B

|∇w|2dx+ 1

2

∫

B

V (x)f 2(w)dx−
∫

B

Q(f(w))dx. (1.51)

Além disso, denotamos por d o nível do passo da montanha associado com I0, ou seja,

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t)), (1.52)

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (B)); γ(0) = 0 e γ(1) = e}, (1.53)

com e ∈ H1
0 (B)\{0} verificando I0(e) < 0.

Observação 1.4.1 Desde que Φ(w) ≤ I0(w) para todo w ∈ H1
0 (B), e pelas definições

dos números c em (1.14) e d em (1.52), deduzimos que

c ≤ d. (1.54)

Inicialmente, obtemos a seguir uma estimativa na norma L2∗(RN).

Lema 1.4.2 Para R > 1, qualquer solução positiva w do problema (AP2) tal que

Φ(w) = c satisfaz a estimativa

‖w‖2L2∗ (RN ) ≤
dSk2

k − 1
,
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onde S é a melhor constante que verifica

‖u‖2L2∗ (RN ) ≤ S

∫

RN

|∇u|2dx, para todo u ∈ D1,2(RN).

Demonstração. Repetindo (1.27) para w, temos
(
k − 1

k2

)
Ψ(w) ≤ Φ(w)− 1

2θ
Φ′(w)w = c.

Portanto, a estimativa segue diretamente de (1.54) e da imersão de Sobolev.

Observação 1.4.3 No lema anterior ‖w‖L2∗ (RN ) é limitada por uma constante que

não depende de R > 1.

A fim de obter a limitação na norma L∞, consideramos para uma solução w do

problema (AP2), as seguintes funções:

L(x, t) =





q(f(t))f ′(t), se |x| < R ou q(f(t)) ≤ V (x)
k
f(t)

0, se |x| ≥ R e q(f(t)) > V (x)
k
f(t)

(1.55)

e

b(x) =





1
w
V (x)f(w)f ′(w), se |x| < R ou q(f(w)) ≤ V (x)

k
f(w)

(
1− 1

k

)
1
w
V (x)f(w)f ′(w), se |x| ≥ R e q(f(w)) > V (x)

k
f(w).

Observe que w satisfaz um problema análogo à (A.1) do Apêndice A, com p = 2. Pela

propriedade (6) do Lema 1.1.1 e da relação (1.4), deduzimos que

|L(x, t)| ≤ C1|t|2
∗−1, para quaisquer t ∈ R, x ∈ R

N ,

para alguma constante C1 > 0.

Para aplicarmos o Corolário A.3 do Apêndice A, com p = 2, é suficiente mostrarmos a

limitação na norma Lr(RN), para algum r > 2∗. Então, vejamos:

Lema 1.4.4 Sejam N > 2 e β = N/(N−2). Então, existe uma constante C = C(N) >

0, tal que

‖w‖L2∗β(RN ) ≤ C‖w‖L2∗ (RN ).

Demonstração. Fazendo p = 2 e procedendo como na prova da Proposição A.1 (Veja

Apêndice A); consideremos w uma solução positiva de (A.1), e para cada m ∈ N os

conjuntos Am = {x ∈ R
N ; |w|β−1 ≤ m} e Bm = R

N \ Am. Defina

wm =





v|v|2(β−1), em Am,

m2v, em Bm,
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e

zm =





v|v|β−1, em Am,

mv, em Bm.

Usando wm como função teste e desde que, 0 ≤ b(x)z2m = b(x)wwm em R
N e β > 1,

deduzimos, como no apêndice A, que
∫

RN

(
|∇zm|2 + b(x)z2m

)
dx ≤ β2

∫

RN

L(x, w)wmdx. (1.56)

Note que a função L definida em (1.55), verifica as seguintes condições:

(1.L1) |L(x, t)| ≤ C0|t|2∗−1, para t suficientemente pequeno,

(1.L2) lim
s→+∞

L(x, t)

|t|2∗−1
= 0.

Das condições (1.L1) e (1.L2), para cada ε > 0, existe C = Cε > 0 tal que

|L(x, t)| ≤ ε|t|2∗−1 + Cε|t|, para quaisquer x ∈ R
N , t ∈ R.

Usando esta desigualdade em (1.56), teremos
∫

RN

(
|∇zm|2 + b(x)z2m

)
dx ≤ β2ε

∫

RN

|w|2∗−1|wm|dx+ Cβ2

∫

RN

z2mdx. (1.57)

Uma vez que z2m = wwm em R
N e aplicando a desigualdade de Hölder, temos

∫

RN

|w|2∗−1|wm|dx ≤
∫

RN

|w|2∗−2z2ndx ≤ ||zm||2L2∗ (RN )

(∫

RN

|w|2∗dx
)2∗−2

.

Pela imersão de Sobolev,
∫

RN

|w|2∗−1|wn|dx ≤ S||w||2∗−2
L2∗ (RN )

∫

RN

|∇zm|2dx,

que substituída em (1.57), resulta em
∫

RN

(
|∇zm|2 + b(x)z2m

)
dx ≤ β2εS||w||2∗−2

L2∗ (RN )

∫

RN

|∇zm|2dx+ Cβ2

∫

RN

z2mdx. (1.58)

Pelo Lema 1.4.2, podemos escolher ε = ε(N) > 0 tal que

εβ2||w||2∗−2
L2∗ (RN )

S <
1

2
,

de onde segue que,
∫

RN

(
|∇zm|2 + b(x)z2m

)
dx ≤ 2Cβ2

∫

RN

z2mdx. (1.59)
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Novamente, pela imersão de Sobolev e da desigualdade (1.59), temos

(∫

Am

|zm|2
∗

dx

)2/2∗

≤ S

∫

RN

|∇zm|2dx ≤ 2SCβ2

∫

RN

z2mdx.

Desde que |zm| = |w|β em Am e |zm| ≤ |w|β em R
N , segue que

[∫

Am

|w|2∗βdx
]1/2∗β

≤
(
2SCβ2

)1/2β
[∫

RN

|w|2βdx
]1/2β

.

Pelo Teorema da Convergência Monótona, fazendo m→ +∞, concluímos

||w||L2∗β(RN ) ≤
(
2SCβ2

)1/2β ||w||L2∗ (RN ).

Dando prosseguimento ao nosso argumento, segue deste resultado que

w ∈ Lr(RN),

com r = 2∗β > 2∗. Aplicando o Corolário A.3, com p = 2, resulta que existe uma

constante M =M(N, ||w||Lr(RN )) > 0 tal que

‖w‖L∞(RN ) ≤M‖w‖L2∗ (RN ),

para qualquer w ∈ E ∩Lr(RN) solução fraca do problema (A.1), com p = 2. Portanto,

qualquer solução fraca w do problema (AP2) tal que Φ(w) = c satisfaz a estimativa

‖w‖L∞(RN ) ≤M

(
dSk2

k − 1

)1/2

. (1.60)

�

Lema 1.4.5 Para R > 1, toda solução positiva w do problema (AP2) tal que Φ(w) = c

satisfaz

w(x) ≤ RN−2‖w‖L∞(RN )

|x|N−2
≤ RN−2M [Sdk2(k − 1)−1]1/2

|x|N−2
, para todo |x| ≥ R.

Demonstração. Considere u a função C∞(RN \ {0}) harmônica dada por

u(x) =
RN−2M [Sdk2(k − 1)−1]1/2

|x|N−2
.

Pela estimativa (1.60), temos

w(x) ≤ u(x), para |x| = R.
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Daí,

(w − u)+ = 0 para |x| = R,

e a função dada por

φ =





(w − u)+, se |x| ≥ R

0, se |x| < R,

pertence a D1,2(RN). Além disso, φ ∈ E. Consideremos φ como função teste e usando

o fato que w é uma solução positiva de (AP2), temos

∫

RN

∇w∇φdx+
∫

RN

V (x)f(w)f ′(w)φdx =

∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)φdx. (1.61)

Por outro lado, pela definição de φ, segue que

∫

RN

|∇φ|2dx =

∫

A

∇w∇φdx−
∫

A

∇u∇φdx, (1.62)

onde A =
{
x ∈ R

N ; |x| ≥ R e w(x) > u(x)
}
.

Desde que

∆u = 0 em (RN\BR(0)), φ = 0 para |x| = R e φ ≥ 0,

temos, ∫

A

∇u∇φdx = 0.

Logo, usando (1.61) e (1.62) resulta que,

∫

RN

|∇φ|2dx =

∫

A

h(x, f(w))f ′(w)φdx−
∫

A

V (x)f(w)f ′(w)φdx,

e por (1.8), concluímos que

∫

RN

|∇φ|2dx ≤
(
1

k
− 1

)∫

A

V (x)f(w)f ′(w)φdx ≤ 0.

Portanto, temos φ = 0, em R
N , o que implica que, (w − u)+ = 0, em |x| ≥ R. Assim,

concluímos que, w ≤ u em |x| ≥ R e o lema está provado.

1.5 Resultados de Existência

Nesta seção, provaremos os Teoremas 1.0.10 e 1.0.11.
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1.5.1 Prova do Teorema 1.0.10

Devemos mostrar que

q(f(w)) ≤ V (x)

k
f(w) em |x| ≥ R,

para toda solução w do problema (AP2). Pela desigualdade (1.4), temos

q(f(w))

f(w)
=
q(f(w))f(w)

f 2(w)
≤ c0

|w|2∗

f 2(w)
, para todo x ∈ R

N .

Uma vez que ||w||L∞(RN ) é uniformemente limitada e pelo Lema 1.1.1-(9), deduzimos

que
q(f(w))

f(w)
≤ C1|w|2

∗−2, para todo x ∈ R
N .

Pelo Lema 1.4.5, segue que

q(f(w))

f(w)
≤ C1

R4
(
M [Sdk2(k − 1)−1]1/2

)4/(N−2)

|x|4 , em |x| ≥ R.

Fixando Λ∗ = kM1, onde M1 = C1

(
M [Sdk2(k − 1)−1]1/2

)4/(N−2)
e Λ ≥ Λ∗, implica

que
q(f(w))

f(w)
≤ 1

k
Λ∗ R

4

|x|4 ≤ 1

k
Λ
R4

|x|4 .

Segue, da hipótese (VΛ), que

q(f(w))

f(w)
≤ V (x)

k
em |x| ≥ R.

Portanto, toda solução w de (AP2) também é solução de (AP1). Consequentemente,

u = f(w) é uma solução do problema (P ). �

Observação 1.5.1 Note que a constante Λ∗ = kM1 = C1

(
M [Sdk2(k − 1)−1]1/2

)4/(N−2)

depende de θ (pois na Seção 1.2, k > 2θ
θ−2

), de V∞ (que foi essencial para limitação das

sequências de Cerami), e da não-linearidade q (visto que Λ∗ depende de c0 presente em

(1.4)).

1.5.2 Prova do Teorema 1.0.11

Desde que a condição (q1) é mais fraca do que (q̃1), a prova é a mesma até

Lema 1.4.5. Para concluirmos a prova, podemos usar a propriedade (7)-Lema 1.1.1 e

a condição (q̃1), para obtermos

q(f(w))

f(w)
≤ C1|w|2

∗−1, para todo x ∈ R
N .
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Procedendo como antes e devido a condição (ṼΛ), concluímos a demonstração. �

Observação 1.5.2 A resolução do problema (P ) quando o potencial pode se anular

no infinito e a não-linearidade tem crescimento crítico é uma questão em aberto. A

grande dificuldade reside na obtenção de estimativas uniforme em R > 1 na norma

L∞.
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Capítulo 2

Equação de Schrödinger com

coeficiente positivo no termo

quasilinear

Neste capítulo, consideramos a seguinte equação de Schrödinger quasilinear

−∆u+ V (x)u+
κ

2
∆(u2)u = q(u), x ∈ R

N , (2.1)

onde V : RN → R e q : R → R são funções contínuas, com V sendo uma função

não-negativa que pode se anular no infinito, q tendo um tipo de crescimento subcrítico

no infinito e κ > 0 é um parâmetro.

Recentemente, Shen e Wang em [42] e Yang, Wang e Abdelgadir em [52] intro-

duziram a mudança de variáveis s = G−1(t) para t ∈ [0,+∞) e G−1(t) = −G−1(−t)
para t ∈ (−∞, 0), onde

G(s) =

∫ s

0

√
1− κt2dt. (2.2)

Considerando κ < 0 e, usando métodos variacionais, eles estabeleceram a existência

de soluções não-triviais para a equação (2.1), com crescimento subcrítico ou crítico, e

entre outras condições sobre o potencial V (x), assumiram que inf
RN

V (x) > 0.

Em um trabalho pioneiro, para κ > 0 e N ≥ 3, Alves, Wang e Shen em [4],

usaram a mudança de variáveis introduzida em [42, 52] e a estimativa L∞ para mostrar

a existência de solução não-trivial para o modelo (2.1), onde q(u) = |u|r−2u, 2 < r < 2∗

ou q(u) =
[
1− 1

(1+|u|2)3

]
u. Para isto, eles assumiram que o potencial V : RN → R é



contínuo e satisfaz

0 < V0 ≤ V (x) ≤ V∞, para todo x ∈ R
N e lim

|x|→∞
V (x) = V∞.

O objetivo principal deste capítulo é mostrarmos, usando algumas idéias presente

no Capítulo 1 (veja também [1]), juntamente com alguns argumentos de Alves, Wang

e Shen em [4], que é possível obtermos um resultado de existência de solução para a

equação (2.1) considerando o caso em que o parâmetro κ > 0 e o potencial V pode se

anular no infinito.

Para isto, assumiremos que o potencial V é uma função contínua satisfazendo as

condições (V0) e (VΛ), isto é,

(V0) V (x) ≥ 0, para todo x ∈ R
N ,

(VΛ) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R4
inf

|x|≥R
|x|4V (x) ≥ Λ.

Neste capítulo, considerando Q(s) =
∫ s
0
q(t)dt, a não-linearidade q cumpre as

condições abaixo:

(q̂1) lim sup
s→0+

sq(s)

s2∗
< +∞, onde 2∗ = 2N

N−2
and N ≥ 3.

(q̂2) lim
s→+∞

sq(s)

s2∗
= 0.

(q̂3) Existe θ > 2 tal que

0 < θQ(s) ≤ sq(s), para todo s ≥ 0.

Observação 2.0.3 Aqui é um caso em que a não-linearidade tem crescimento subcrí-

tico, pois para problemas do tipo (2.1) o crítico é 22∗ (veja [36]).

O seguinte teorema é o principal resultado deste capítulo:

Teorema 2.0.4 Suponha que q satisfaz (q̂1)− (q̂3) e V é uma função contínua verifi-

cando as condições (V0) e (VΛ). Então, existem constantes κ0 > 0 e Λ∗ = Λ∗(θ, q) > 0

tais que a equação (2.1) possui solução não-trivial para todo κ ∈ [0, κ0) e para todo

Λ ≥ Λ∗.
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Note que (2.1) é a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional energia

natural

I(u) =
1

2

∫

RN

(1− κu2)|∇u|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)u2dx−
∫

RN

Q(u(x))dx. (2.3)

Salientamos, mais uma vez, que não podemos aplicar diretamente métodos vari-

acionais para estudar (2.1), uma vez que o funcional I não está bem definido em geral,

pois
∫
RN u

2|∇u|2dx não é finita, para todo u ∈ D1,2(RN). Além desta dificuldade a ser

superada, existe uma outra: garantir a positividade do termo 1− κt2.

A fim de provarmos o resultado principal deste capítulo, primeiro estabelecemos

uma solução não-trivial para uma equação de Schrödinger quasilinear auxiliar, ou seja,

mostraremos a existência de solução não-trivial para a seguinte equação de Schrödinger

quasilinear:

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = q(u), x ∈ R
N (2.4)

com g(t) =
√
1− κt2 para |t| <

√
1

3κ
e κ > 0. Nestas condições, a equação (2.4)

transforma-se em (2.1). Em seguida, usamos a mudança de variável desenvolvidas por

Shen e Wang em [42] e por Yang, Wang e Abdelgadir em [52] e reformulamos o problema

(2.4) obtendo desse modo a equação semilinear (2.10), conforme veremos na Seção 2.1

a seguir. Na sequência, usamos o método de penalização de Del Pino e Felmer [26]

e modificamos o problema reformulado (2.10), de modo que o funcional associado ao

problema modificado (2.16) está bem definido, é Gateaux-diferenciável em um espaço de

Sobolev e satisfaz as hipóteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Ainda,

mostramos a limitação das sequências de Palais-Smale associada ao nivel minimax e

estabelecemos a existência de solução não-trivial para o problema modificado (2.16).

A seguir, obtemos uma limitação uniforme na norma L∞ da solução deste problema,

a qual independe da solução e do parâmetro κ. Esta limitação possibilita mostrar que

existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, q) > 0 tal que para todo Λ ≥ Λ∗ qualquer solução do

problema modificado (2.16) é também uma solução do problema reformulado (2.10).

Esta limitação também garante a existência de uma constante κ0 > 0 de modo que o

problema original (2.1) tem solução não-trivial para todo κ ∈ [0, κ0).
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2.1 Preliminares

Sendo o potencial V não-negativo, podemos introduzir o subespaço

E = {u ∈ D1,2(RN);

∫

RN

V (x)u2dx < +∞}

de D1,2(RN) munido da norma,

||u||2 =
∫

RN

(|∇u|2 + V (x)u2)dx.

Observação 2.1.1 Uma vez que o potencial V (x) não é limitado inferiomente por

uma constante positiva, não podemos ter a imersão contínua de E em Lr(RN), para

2 ≤ r < 2∗. De fato, r = 2∗ é único espaço Lr(RN) onde é possível garantir que

E →֒ Lr(RN), continuamente.

Vamos considerar a função g : [0,+∞) → R definida por

g(t) =





√
1− κt2, se 0 ≤ t <

√
1

3κ
,

1

3
√
2κt

+

√
1

6
, se

√
1

3κ
≤ t,

Fazendo g(t) = g(−t) para todo t ≤ 0, segue que g ∈ C1
(
R, (
√

1
6
, 1]
)
, g é uma função

par, crescente em (−∞, 0) e decrescente em [0,+∞).

Observe que (2.4) é a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional energia

natural

Iκ(u) =
1

2

∫

RN

g2(u)|∇u|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)u2dx−
∫

RN

Q(u)dx. (2.5)

No que segue, definimos

G(t) =

∫ t

0

g(s)ds,

e notamos que a função inversa G−1(t) existe e é uma função ímpar. Além disso,

G,G−1 ∈ C2(R).

No lema a seguir, apresentamos e demonstramos algumas propriedades das fun-

ções g e G−1, cuja prova pode também ser encontrada em [4].

Lema 2.1.2 As funções g e G−1 satisfazem as seguintes propriedades:

(1) lim
t→0

G−1(t)

t
= 1;

(2) lim
t→∞

G−1(t)

t
=

√
6;
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(3) t ≤ G−1(t) ≤
√
6t, para todo t ≥ 0;

(4) −1

2
≤ t

g(t)
g′(t) ≤ 0, para todo t ≥ 0.

Demonstração. Pela definição de g e usando a regra de L’Hospital, temos

lim
t→0

G−1(t)

t
= lim

t→0

1

g(G−1(t))
= 1,

e

lim
t→∞

G−1(t)

t
= lim

t→∞

1

g(G−1(t))
=

√
6.

Assim, os itens (1) e (2) estão provados. Desde que g(t) > 0 é decrescente em [0,+∞),

segue, para todo t ≥ 0, que

1√
6
t ≤ g(t)t e G(t) =

∫ t

0

g(s)ds ≤ t.

Por outro lado, analisando a função m(t) = G(t)−g(t)t, para t ≥ 0, temos que m′(t) =

−g′(t)t ≥ 0. Como m(0) = 0, então m(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0. Consequentemente,

g(t)t ≤ G(t), para todo t ≥ 0. Portanto,

1√
6
t ≤ g(t)t ≤ G(t) ≤ t, para todo t ≥ 0,

de onde segue o item (3). Por um cálculo direto obtemos (4).

Das propriedades (1) e (2) do Lema 2.1.2, juntamente com as condições (q̂1) e

(q̂2), resulta que existe uma constante c0 > 0 tal que

|G−1(s)q(G
−1

(s))| ≤ c0|s|2
∗

, para todo s ∈ R, (2.6)

e pela condição (q̂3), decorre que

|Q(G−1

(s))| ≤ c0
θ
|s|2∗ , para todo s ∈ R. (2.7)

Agora, considerando a mudança de variavéis

v = G(u) =

∫ u

0

g(s)ds,

e a partir de Iκ(u), obtemos o seguinte funcional

Jκ(v) =
1

2

∫

RN

|∇v|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)|G−1(v)|2dx−
∫

RN

Q(G−1(v))dx, (2.8)
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o qual, devido ao Lema 2.1.2 e as hipóteses sobre o potencial V (x) e sobre a não

linearidade Q(s), está bem definido em E e Jκ ∈ C1(E,R) com

J ′
κ(v)ϕ =

∫

RN

[
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ− q(G−1(v))

g(G−1(v))
ϕ

]
dx, (2.9)

para quaisquer v, ϕ ∈ E.

O lema a seguir relaciona os pontos críticos do funcional Jκ com as soluções

clássicas da equação (2.4). A demonstração pode ser encontrada em Alves, Wang e

Shen [4], porém apresentamos aqui com o intuito de facilitar a leitura do nosso trabalho.

Lema 2.1.3 Se v ∈ C2(RN) ∩ D1,2(RN) é um ponto crítico do funcional Jκ, então

u = G−1(v) ∈ C2(RN) ∩D1,2(RN) é uma solução clássica de (2.4).

Demonstração. Desde que G−1 ∈ C2(RN), segue que u = G−1(v) ∈ C2(RN). Por

outro lado, visto que g(t) ≥ 1√
6

para todo t ∈ R, |∇v| ∈ L2(RN) e ∇u = 1
g(G−1(v))

∇v,
decorre que |∇u| ∈ L2(RN). Da propriedade (3) do Lema 2.1.2, implica que u ∈
L2∗(RN). Portanto, u ∈ C2(RN) ∩D1,2(RN).

Se v é um ponto crítico de Jκ, então
∫

RN

[
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ− q(G−1(v))

g(G−1(v))
ϕ

]
dx = 0,

para todo ϕ ∈ D1,2(RN). Para cada ψ ∈ C∞
0 (RN), considerando ϕ = g(G−1(v))ψ ∈

C2
0(R

N) ⊂ D1,2(RN) na última igualdade acima, obtemos
∫

RN

[
g2(u)∇u∇ψ + g(u)g′(u)|∇u|2ψ + V (x)uψ − q(u)ψ

]
dx = 0,

ou equivalentemente,
∫

RN

[
−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u− q(u)

]
ψdx = 0,

para todo ψ ∈ C∞
0 (RN), mostrando desse modo que u é uma solução clássica de (2.4).

Portanto, para encontrarmos uma solução não-trivial para (2.4), é suficiente es-

tudarmos a existência de solução não-trivial para a seguinte equação:

−∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
=
q(G−1(v))

g(G−1(v))
, x ∈ R

N . (2.10)

Observação 2.1.4 Uma vez assegurada a existência de uma solução não-trivial v para

a equação (2.10), então u = G−1(v) será uma solução não-trivial para (2.1) se verificar

a estimativa sup
RN

|u| ≤
√

1

3κ
.
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2.2 Solução da equação modificada via Teorema do

Passo da Montanha

Nesta seção, analogamente à Seção 1.2 do Capítulo 1, adaptamos para o nosso

problema os argumentos de Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]) para modificar

o problema reformulado (2.10). Em seguida, mostramos a existência de solução não-

trivial para a equação de Schrödinger semilinear modificada (2.16) mais adiante, via

Teorema do Passo da Montanha.

Para isto, consideramos constantes µ e R satisfazendo

µ >
θ

θ − 2
(µ > 1) e R > 1,

e a função contínua h : RN × R → R definida por

h(x, s) =





q(s), se |x| ≤ R

q(s), se |x| > R e q(s) ≤ V (x)
µ
s

V (x)

µ
s, se |x| > R e q(s) > V (x)

µ
s.

Seja H(x, s) =
∫ s
0
h(x, t)dt. De modo análogo, não é difícil verificar que h(x, s) satisfaz,

para s ∈ R, as seguintes propriedades:

h(x, s) ≤ q(s), para todo x ∈ R
N , (2.11)

h(x, s) ≤ V (x)

µ
s, para todo |x| ≥ R, (2.12)

H(x, s) = Q(s), se |x| ≤ R, (2.13)

H(x, s) ≤ V (x)

2µ
s2, se |x| > R (2.14)

e

sh(x, s)− θH(x, s) ≥
(
2− θ

2

)
V (x)

µ
s2, para todo x ∈ R

N . (2.15)

Agora, estudaremos a existência de solução não-trivial para o problema modifi-

cado, isto é,

−∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
=
h(x,G−1(v))

g(G−1(v))
, x ∈ R

N , (2.16)

que corresponde a pontos críticos do funcional Φκ : E → R dado por

Φκ(v) =
1

2

∫

RN

|∇v|2dx+ 1

2

∫

RN

V (x)|G−1(v)|2dx−
∫

RN

H(x,G−1(v))dx. (2.17)
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Note que

Φ′
κ(vn)ϕ =

∫

RN

[
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ− h(x,G−1(v))

g(G−1(v))
ϕ

]
dx, (2.18)

para quaisquer v, ϕ ∈ E.

Observação 2.2.1 Se uma solução não-trivial v de (2.16) satisfaz

q(G−1(v)) ≤ V (x)

k
G−1(v) em |x| ≥ R,

então, v também é uma solução não-trivial para (2.10).

Agora, provaremos que o funcional Φκ tem a geometria do passo da montanha.

Lema 2.2.2 Suponha que (q̂1), (q̂2) e (q̂3) são satisfeitas e que V é uma função contí-

nua não negativa. Então, existem ρ, α > 0, tais que Φκ(v) ≥ α para ||v|| = ρ. Além

disso, existe e ∈ E tal que Φκ(e) < 0.

Demonstração. De (2.11), (2.7), desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e da

condição (V0), obtemos

∫

RN

H(x,G−1(v))dx ≤ C1

(∫

RN

(|∇v|2 + V (x)|v|2)dx
)2∗/2

,

de onde segue, usando a propriedade (3) do Lema 2.1.2, que

Φκ(v) ≥
1

2
||v||2 − C1||v||2

∗

, ∀w ∈ E.

Portanto, escolhendo ρ pequeno, obtemos Φκ(v) ≥ α > 0 quando ||v|| = ρ.

Vamos provar que existe e ∈ E tal que Φκ(e) < 0. Para isto, consideremos

ϕ ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]) verificando supp(ϕ) = B1. Mostraremos que Φκ(sϕ) → −∞ quando

s→ +∞, o que é prova nossa tese se tomarmos e = sϕ com s suficientemente grande.

Note que, pela propriedade (3) do Lema 2.1.2, obtemos

Φκ(sϕ) ≤ 3s2
(∫

RN

|∇ϕ|2dx+
∫

RN

V (x)ϕ2dx

)
−
∫

B1

H(x,G−1(sϕ))dx.

Devido a (2.13), segue que H(x, s) = Q(s) em B1. Pela condição (q̂3), existem

constantes positivas C1 e C2 tais que

Q(s) ≥ C1|s|θ − C2, ∀s ∈ R.
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Logo,

Φκ(sϕ) ≤
1

2
s2
(∫

RN

|∇ϕ|2dx+
∫

RN

V (x)ϕ2dx

)
− C1

∫

B1

|G−1(sϕ)|θdx+ C3.

Usando novamente a propriedade (3) do Lema 2.1.2, teremos

Φκ(sϕ) ≤
1

2
s2
(∫

RN

|∇ϕ|2dx+
∫

RN

V (x)ϕ2dx

)
− C1s

θ

∫

B1

|ϕ|θdx+ C3.

Desde que θ > 2, decorre que Φκ(sϕ) → −∞ quando s→ +∞

Consequentemente, aplicando uma versão do Teorema do Passo da Montanha

encontrada em Willem [53], existe uma sequência Palais-Smale (vn) ⊂ E (sequência

(PS)cκ) tal que

Φκ(vn) → cκ e Φ′
κ(vn) → 0 quando n→ +∞,

onde

cκ = inf
γ∈Γκ

sup
t∈[0,1]

Φκ(γ(t)) ≥ α > 0, (2.19)

com

Γκ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) 6= 0 e Φκ(γ(1)) < 0}. (2.20)

Lema 2.2.3 A sequência Palais-Smale (vn) para Φκ é limitada em E.

Demonstração. A sequência (vn) satisfaz

Φκ(vn) =
1

2

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2

)
dx

−
∫

RN

H(x,G−1(vn))dx = cκ + on(1), (2.21)

e

Φ′
κ(v)ϕ =

∫

RN

[
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ− h(x,G−1(v))

g(G−1(v))
ϕ

]
dx = on(1)||ϕ||, (2.22)

para todo ϕ ∈ E. Escolhendo ϕ = ϕn = G−1(vn)g(G
−1vn), resulta das propriedades

(3)− (4) do Lema 2.1.2, que

|ϕ| ≤
√
6|vn| and |∇ϕ| ≤ |∇vn|.
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Então, ϕ ∈ E e ||ϕ|| ≤
√
6||vn||. Usando ϕn = G−1(vn)g(G

−1vn) como função teste em
(2.22), deduzimos que

o(1)||vn|| = Φ′
κ(vn)ϕn =

∫

RN

(
1 +

G−1(vn)g
′(G−1(vn))

g(G−1(vn))

)
|∇vn|2dx+

+

∫

RN

[
V (x)|G−1(vn)|2 − h(x,G−1(vn))G

−1(vn)
]
dx. (2.23)

Da propriedade (4) do Lema 2.1.2, segue que

o(1)||vn|| ≤
∫

RN

[
|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2 − h(x,G−1(vn))G

−1(vn)
]
dx. (2.24)

Combinando (2.21) e (2.24), obtemos

θcκ + o(1) + o(1)||vn|| = θΦκ(vn)− Φ′
κ(vn)ϕn ≥

(
θ − 2

2

)∫

RN

[
|∇vn|2+V (x)|G−1(vn)|2

]
dx+

+

∫

RN

[
h(x,G−1(vn))G

−1(vn)− θH(x,G−1(vn))
]
dx. (2.25)

Usando (2.15) e novamente a propriedade (3) do Lema 2.1.2, concluímos que
(
µ− 1

µ2

)
||vn||2 ≤ θcκ + o(1) + o(1)||vn||, (2.26)

mostrando que (vn) é limitada em E.

Visto que (vn) é uma sequência limitada em E, existe vκ ∈ E e uma subsequência

de vn, denotada da mesma forma, tais que

vn ⇀ vκ em E, vn → vκ em Lsloc(R
N) para s ∈ [1, 2∗) e vn(x) → vκ(x) q.t.p. sobre R

N .

O lema a seguir é fundamental para mostrarmos que o funcional Φκ verifica a

condição Palais-Smale.

Lema 2.2.4 Suponha que (vn) é uma sequência (PS)cκ para Φκ. Então,

(i) Para cada ǫ > 0 existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

|x|≥2r

[
|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2

]
dx < ǫ.

(ii)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|G−1(vn)|2dx =

∫

RN

V (x)|G−1(vκ)|2dx.

(iii)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x,G−1(vn))G
−1(vn)dx =

∫

RN

h(x,G−1(vκ))G
−1(vκ)dx.
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(iv)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)
G−1(vn)

g(G−1(vn))
vndx =

∫

RN

V (x)
G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
vκdx.

(v)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
vndx =

∫

RN

h(x,G−1(vκ))

g(G−1(vκ))
vκdx.

(vi)

lim
n→+∞

∫

RN

H(x,G−1(vn))dx =

∫

RN

H(x,G−1(vκ))dx.

Demonstração. (i) Consideramos r > R e uma função η = ηr ∈ C∞(Bc
r) tais que

η ≡ 1 em Bc
2r, η ≡ 0 em Br, 0 ≤ η ≤ 1

e

| ∇η |≤ 2

r
, para todo x ∈ R

N .

Como (vn) é limitada em E, então o mesmo ocorre com a sequência (ηϕn), onde

ϕn = G−1(vn)g(G
−1vn). Logo,

Φ′(vn)ηϕn = on(1),

isto é,

∫

RN

(
1 +

G−1(vn)g
′(G−1(vn))

g(G−1(vn))

)
|∇vn|2ηdx+

∫

RN

V (x)|G−1(vn)|2ηdx =

−
∫

RN

∇vn∇η(G−1(vn)g(G
−1(vn)))dx+

∫

RN

h(x,G−1(vn))G
−1(vn)ηdx+ on(1).

Das propriedades (3) e (4) do Lema 2.1.2, teremos

1

2

∫

RN

|∇vn|2ηdx+
∫

RN

V (x)|G−1(vn)|2ηdx ≤
√
6

∫

RN

|∇vn||∇η||vn|dx+
∫

RN

h(x,G−1(vn))G
−1(vn)ηdx+ on(1).

Uma vez que η ≡ 0 em Br, esta última igualdade combinada com (2.12) resulta em
(
1− 1

µ

)∫

[|x|≥r]

[
|∇vn|2 + V (x)G−1(vn)

]
ηdx ≤

√
6

∫

[|x|≥r]
|wn||∇wn||∇η|dx+ on(1),

ou seja,

(
1− 1

µ

)∫

[|x|≥r]

[
|∇vn|2+V (x)G−1(vn)

]
ηdx≤ 2

√
6

r

∫

[r≤|x|≤2r]

|vn||∇vn|dx + on(1). (2.27)
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Pela desigualdade de Hölder,
∫

[r≤|x|≤2r]

|vn||∇vn|dx ≤
(∫

RN

|∇vn|2dx
)1/2(∫

[r≤|x|≤2r]

v2ndx

)1/2

.

Desde que vn → vκ em L2(B2r\Br) e (vn) é limitada em E, segue que

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]

|vn||∇vn|dx ≤ C

(∫

[r≤|x|≤2r]

v2κdx

)1/2

, (2.28)

para alguma constante C > 0. Por outro lado, usando novamente a desigualdade de

Hölder, temos
(∫

[r≤|x|≤2r]

v2κdx

)1/2

≤
(∫

[r≤|x|≤2r]

|vκ|2
∗

dx

)1/2∗

|B2r\Br|1/N . (2.29)

Notando que |B2r\Br| ≤ |B2r| = ωN(2r)
N , de (2.28) e (2.29), deduzimos

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]

|vn||∇vn|dx ≤ 2rCω
1/N
N

(∫

[r≤|x|≤2r]

|vκ|2
∗

dx

)1/2∗

, (2.30)

e por (2.27) e (2.30), concluímos

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

[
|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2

]
dx ≤

4
√
6Cω

1/N
N

(
1− 1

µ

)−1(∫

[r≤|x|≤2r]

|vκ|2
∗

dx

)1/2∗

. (2.31)

Assim, para cada ǫ > 0, escolhemos r > R de modo que

4
√
6Cω

1/N
N

(
1− 1

µ

)−1(∫

[r≤|x|≤2r]

|vκ|2
∗

dx

)1/2∗

< ǫ,

e isto prova (i).

(ii) Note, primeiramente, que do item (i), para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

V (x)|G−1(vn)|2dx <
ǫ

4

e, consequentemente, ∫

[|x|≥2r]

V (x)|G−1(vκ)|2dx ≤ ǫ

4
.

Logo,
∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[|G−1(vn)|2 − |G−1(vκ)|2]dx
∣∣∣∣ ≤

ǫ

2

+

∣∣∣∣
∫

[|x|≤2r]

V (x)[|G−1(vn)|2 − |G−1(vκ)|2]dx
∣∣∣∣ . (2.32)
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Desde que vn → vκ em L2(B2r), usando o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, segue que

lim
n→+∞

∫

[|x|≤2r]

V (x)|G−1(vn)|2dx =

∫

[|x|≤2r]

V (x)|G−1(vκ)|2dx. (2.33)

De (2.32) e (2.33), temos

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[|G−1(vn)|2 − |G−1(vκ)|2]dx
∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
,

para todo ǫ > 0. Portanto,

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|G−1(vn)|2dx =

∫

RN

V (x)|G−1(vκ)|2dx.

(iii) Segue da relação (2.12) e do item (i), que, para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]

h(x,G−1(vn))G
−1(vn)dx <

ǫ

4

e ∫

[|x|≥2r]

h(x,G−1(vκ))G
−1(vκ)dx ≤ ǫ

4
.

Assim,
∣∣∣∣
∫

RN

[h(x,G−1(vn))G
−1(vn)− h(x,G−1(vκ))G

−1(vκ)]dx

∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
+

∣∣∣∣
∫

[|x|<2r]

[h(x,G−1(vn))G
−1(vn)− h(x,G−1(vκ))G

−1(vκ)]dx

∣∣∣∣ . (2.34)

Visto que

vn(x) → vκ(x) q.t.p. sobre R
N ,

h(·, G−1(s))G−1(s)

|G−1(s)|2∗ → 0 quando s→ +∞

e

sup
n

∫

RN

|G−1(vn)|2
∗

< +∞,

resulta do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim
n→+∞

∫

[|x|<2r]

h(x,G−1(vn))G
−1(vn)dx =

∫

[|x|<2r]

h(x,G−1(vκ))G
−1(vκ)dx. (2.35)

De (2.34) e (2.35), o resultado segue. Isto completa a prova do item (iii).

Usando argumentos similares, provamos (iv), (v) e (vi).

Como consequência do Lema 2.2.4, temos o seguinte corolário:
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Corolário 2.2.5 O limite fraco vκ é um ponto crítico não-trivial de Φκ e Φκ(vκ) = cκ.

Além disso, o funcional Φκ verifica a condição (PS)cκ.

Demonstração. Nosso primeiro objetivo é provar que vκ é um ponto crítico de Φκ.

Para este fim, é suficiente mostrarmos que

Φ′
κ(vκ)φ = 0, para todo φ ∈ C∞

0 (RN).

Procedendo como na prova no lema anterior, facilmente deduzimos que

∫

RN

V (x)

[
G−1(vn)

g(G−1(vn))
− G−1(vκ)

g(G−1(vκ))

]
φdx→ 0 quando n→ +∞, (2.36)

e ∫

RN

[
h(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
− h(x,G−1(vκ))

g(G−1(vκ))

]
φdx→ 0 quando n→ +∞, (2.37)

para qualquer φ ∈ C∞
0 (RN).

Além disso, uma vez que vn ⇀ vκ em E, temos

∫

RN

∇(vn − vκ)∇φdx→ 0 quando n→ +∞. (2.38)

Combinando os limites (2.36), (2.37) e (2.38) provamos que

lim
n→+∞

Φ′
κ(vn)φ = Φ′

κ(vκ)φ, para todo φ ∈ C∞
0 (RN).

Desde que Φ′
κ(vn)φ = on(1), o último limite implica que Φ′

κ(vκ)φ = 0, para todo φ ∈
C∞

0 (RN). Vamos mostrar que vκ 6= 0. Para provarmos isso, argumentamos por contra-

dição supondo que vκ = 0. Do Lema 2.2.4 −(ii), temos

lim
n→∞

∫

RN

V (x)|G−1(vn)|2dx = 0, (2.39)

o que implica em,

lim
n→∞

∫

RN

V (x)|vn|2dx = 0, (2.40)

e assim,

lim
n→∞

∫

RN

V (x)
G−1(vn)vn
g(G−1(vn))

dx = 0. (2.41)

Desde que g(0) 6= 0 e H(x, 0) = 0, usando os itens (v) e (vi) do Lema 2.2.4, teremos

lim
n→∞

∫

RN

h(x,G−1(vn))vn
g(G−1(vn))

dx = 0. (2.42)
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e

lim
n→∞

∫

RN

H(x,G−1(vn))dx = 0. (2.43)

Como Φ′
κ(vn).vn = 0, usando os limites (2.41) e (2.42), temos que

∫

RN

|∇vn|2dx→ 0, (2.44)

Logo, usando os limites (2.39), (2.43) e (2.44), obtemos

Φκ(vn) =
1

2

∫

RN

(|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2dx−
∫

RN

H(x,G−1(vn))dx→ 0,

o que é uma contradição com Φκ(vn) → cκ > 0. Portanto, vκ 6= 0.

Agora, mostraremos que Φκ(vκ) = cκ. Como Φ′
κ(vn)vn = o(1) e usando os limites

(iv)− (v) do Lema 2.2.4, juntamente com Φ′(vκ)vκ = 0, deduzimos

lim
n→+∞

∫

RN

|∇vn|2dx =

∫

RN

|∇vκ|2dx. (2.45)

Esse limite combinado com os limites em (ii) e (vi) do Lema 2.2.4, implica que

Φκ(vn) =

∫

RN

[
1

2

(
|∇vn|2 + V (x)|G−1(vn)|2

)
−H(x,G−1(vn))

]
dx→ Φκ(vκ).

Portanto, Φκ(vκ) = cκ. Para mostrarmos que o funcional Φκ satisfaz a condição (PS)cκ ,

devemos provar que ||vn − vκ|| → 0. Procedendo como na prova do Lema 2.2.4 - (ii),

teremos

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)v2ndx =

∫

RN

V (x)v2κdx.

Usando este limite e (2.45), concluímos

||vn − vκ||2 =
∫

RN

[
|∇vn −∇vκ|2 + V (x)

(
v2n − v2κ

)]
dx→ 0.

Consequentemente, Φκ satisfaz a condição Palais-Smale.

2.3 Estimativa L∞ da solução da equação modificada

Nesta seção, estabeleceremos uma estimativa L∞ para a solução vκ da equação

(2.16) obtida no Corolário 2.2.5.

Lema 2.3.1 Para qualquer R > 1, toda solução vκ da equação (2.16) tal que Φκ(vκ) =

cκ verifica a estimativa

‖vκ‖2 ≤
θµ2cκ
µ− 1

. (2.46)
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Demonstração. Sabemos que Φκ(vκ) = cκ. Então,

θcκ = θΦκ(vκ)− Φ′
κ(vκ)G

−1(vκ)g(G
−1(vκ))

=
θ

2

∫

RN

(|∇vκ|2 + V (x)|G−1(vκ)|2dx− θ

∫

RN

H(x,G−1(vκ))dx

−
∫

RN

(
1 +

G−1(vκ)g
′(G−1(vκ))

g(G−1(vκ))

)
|∇vκ|2dx

+

∫

RN

[
V (x)|G−1(vκ)|2 − h(x,G−1(vκ))G

−1(vκ)
]
dx

Pela propriedade (4) do Lema 2.1.2, temos

θcκ ≥
(
θ − 2

2

)∫

RN

(
|∇vκ|2 + V (x)|G−1(vκ)|2

)
dx+

∫

RN

[
h(x,G−1(vκ))G

−1(vκ)− θH(x,G−1(vκ))dx
]
dx.

Devido à (2.15), teremos

θcκ ≥
(
θ − 2

2

)∫

RN

(
|∇vκ|2 + V (x)|G−1(vκ)|2

)
dx+

(
2− θ

2

)
1

µ

∫

RN

V (x)|G−1(vκ)|2dx. (2.47)

Desde que µ >
θ

θ − 2
, obtemos

(
µ− 1

µ2

)∫

RN

(
|∇vκ|2 + V (x)|G−1(vκ)|2

)
dx ≤ θcκ, (2.48)

isto é,

‖vκ‖2 ≤
θµ2cκ
µ− 1

.

Observação 2.3.2 No lema anterior, ‖vκ‖ é limitada por uma constante que não

depende de R > 1. Porém, esta constante depende de κ > 0.

A fim de obtermos, para vκ, uma limitação uniforme da norma de Sobolev in-

dependente de κ > 0, denotamos por B a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0) e

consideramos o funcional Φ0 : H
1
0 (B) → R dado por

Φ0(v) = 3

∫

B

(
|∇v|2 + V (x)v2

)
dx−

∫

B

Q(v)dx. (2.49)

e o conjunto

Γ0 = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (B)); γ(0) = 0, γ(1) 6= 0 e Φ0(γ(1)) < 0}. (2.50)
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Desde que a função Q é não-decrescente e pelo Lema 2.1.2 −(3), temos Φκ(v) ≤ Φ0(v),

para todo v ∈ H1
0 (B) e, assim Γ0 ⊂ Γκ. Portanto,

cκ = inf
γ∈Γκ

sup
t∈[0,1]

Φκ(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ0

sup
t∈[0,1]

Φκ(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ0

sup
t∈[0,1]

Φ0(γ(t)) := d,

onde d é uma constante independente sobre κ. Consequentemente, pela estimativa

obtida no Lema 2.3.1, a solução vκ necessariamente satisfaz a estimativa

‖vκ‖2 ≤
θµ2d

µ− 1
. (2.51)

Com o objetivo de obtermos a limitação na norma L∞, vamos considerar para
uma solução vκ da equação modificada (2.16), a função L : RN ×R → R definida por

L(x, t) =





q(G−1(t))

g(G−1(t))
, se |x| < R ou q(G−1(t)) ≤ V (x)

µ
G−1(t)

0, se |x| ≥ R e q(G−1(t)) >
V (x)

µ
G−1(t)

(2.52)

e a seguinte função mensurável não-negativa

b(x) =





1

vκ
V (x)

G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
, se |x| < R ou q(G−1(vκ)) ≤

V (x)

µ
G−1(vκ)

(
1− 1

µ

)
1

vκ

G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
, se |x| ≥ R e q(G−1(vκ)) >

V (x)

µ
G−1(vκ).

Note que vκ satisfaz a uma equação tal como (A.1) quando p = 2. Pelo Lema 2.1.2 e da

relação (2.6), deduzimos que existe uma constante C1 > 0 tal que

|L(x, t)| ≤ C1|t|2
∗−1.

Ademais, a função L definida em (2.52) também verifica as condições

(2.L1) |L(x, t)| ≤ c0|t|2
∗−1, para t suficientemente pequeno,

(2.L2) lim
t→+∞

L(x, t)

|t|2∗−1
= 0.

Das condições (2.L1) e (2.L2), para cada ε > 0, existe C = Cε > 0 tal que

|L(x, t)| ≤ ε|t|2∗−1 + Cε|t|, para quaisquer x ∈ R
N , t ∈ R.

De maneira análoga ao Lema 1.4.4, obtemos o resultado a seguir.

Lema 2.3.3 Sejam N > 2 e β = N/(N − 2). Então, existe uma constante C = C(N) > 0

tal que

‖vκ‖L2∗β(RN ) ≤ C‖vκ‖L2∗ (RN ).
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Resulta deste lema que vκ é limitada em Lr(RN ), com r = 2∗β > 2∗. Aplicando o Corolário

A.3, para p = 2, concluímos que existe uma constante C = C(N, ||vκ||Lr(RN )) > 0 tal que

‖vκ‖L∞(RN ) ≤ C‖vκ‖,

para qualquer vκ ∈ E ∩ Lr(RN ) solução fraca da equação (A.1) para p = 2. Portanto, toda

solução fraca vκ da equação (2.16) tal que Φκ(vκ) = cκ satisfaz a estimativa

‖vκ‖L∞(RN ) ≤M, (2.53)

onde M = C

(
θµ2d

µ− 1

) 1
2

> 0 é independente de κ > 0. �

Lema 2.3.4 Para R > 1, toda solução vκ da equação (2.16) tal que Φκ(vκ) = cκ verifica

vκ(x) ≤
RN−2‖vκ‖L∞(RN )

|x|N−2
≤ RN−2M

|x|N−2
, para todo |x| ≥ R.

Demonstração. Seja u a função harmônica C∞(RN \ {0}) dada por

u(x) =
RN−2M

|x|N−2
.

Pela estimativa (2.53), segue que

vκ(x) ≤ u(x) para |x| = R.

Então,

(vκ − u)+ = 0 para |x| = R,

e a função definida por

φ =

{
(vκ − u)+, se |x| ≥ R

0, se |x| < R

pertence a D1,2(RN ). Além disso, φ ∈ E. Tomando φ como uma função teste e desde que vκ
é uma solução da equação (2.16), teremos

∫

RN

∇vκ∇φdx+

∫

RN

V (x)
G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
φdx =

∫

RN

h(x,G−1(vκ))

g(G−1(vκ))
φdx. (2.54)

Por outro lado, pela definição de φ, resulta que
∫

RN

|∇φ|2dx =

∫

A
∇vκ∇φdx−

∫

A
∇u∇φdx, (2.55)

onde A =
{
x ∈ R

N ; |x| ≥ R e vκ(x) > u(x)
}
.

Visto que

∆u = 0 em (RN\BR(0)), φ = 0 para |x| = R e φ ≥ 0,

temos ∫

A
∇u∇φdx = 0.
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Assim, usando (2.54) e (2.55), deduzimos que
∫

RN

|∇φ|2dx =

∫

A

h(x,G−1(vκ))

g(G−1(vκ))
φdx−

∫

A
V (x)

G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
φdx,

e pela relação (2.12), concluimos que
∫

RN

|∇φ|2dx ≤
(
1

µ
− 1

)∫

A
V (x)

G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
φdx ≤ 0.

Daí, φ = 0, em R
N , donde segue que (vκ − u)+ = 0, em |x| ≥ R. Portanto, concluimos que

vκ ≤ u em |x| ≥ R e o lema está provado.

2.4 Prova do resultado principal

Nesta seção, provaremos o Teorema 2.0.4, o qual garante a existência de solução para a

equação (2.1).

2.4.1 Prova do Teorema 2.0.4

Seja vκ a solução da equação (2.16). Pela Observação 2.2.1, para mostrarmos que vκ é

também uma solução da equação (2.10), é suficiente provarmos que

q(G−1(vκ)) ≤
V (x)

µ
G−1(vκ) em |x| ≥ R.

Ora, por (2.6) e Lema 2.1.2-(3), decorre que

q(G−1(vκ))

G−1(vκ)
≤ c0|vκ|

4
N−2 , para todo x ∈ R

N .

Usando o Lema 2.3.4, teremos

q(G−1(vκ))

G−1(vκ)
≤ c0

R4M
4

N−2

|x|4 , em |x| ≥ R.

Fixando Λ∗ = µc0M
4

N−2 e Λ ≥ Λ∗, implica que

q(G−1(vκ))

G−1(vκ)
≤ 1

µ
Λ∗ R

4

|x|4 ≤ 1

µ
Λ
R4

|x|4 .

Segue da condição (VΛ), que

q(G−1(vκ))

G−1(vκ)
≤ V (x)

µ
em |x| ≥ R,

de onde concluímos que vκ é uma solução para a equação (2.10), isto é,

−∆vκ + V (x)
G−1(vκ)

g(G−1(vκ))
=
q(G−1(vκ))

g(G−1(vκ))
, x ∈ R

N .

Por outro lado, desde que vκ satisfaz a estimativa (2.53), ou seja,

‖vκ‖L∞(RN ) ≤ C

(
θµ2d

µ− 1

) 1
2

,
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e usando novamente o Lema 2.1.2-(3), deduzimos que

‖G−1(vκ)‖L∞(RN ) ≤
√
6‖vκ‖L∞(RN ) ≤

√
6C

(
θµ2d

µ− 1

) 1
2

.

Escolhendo κ0 ≤
µ− 1

18C2θµ2d
, segue que

‖G−1(vκ)‖L∞(RN ) <

√
1

3κ
, para todo κ ∈ [0, κ0).

Pela Observação 2.1.4 implica que u = G−1(vκ) é uma solução clássica da equação original

(2.1), visto que vκ ∈ C2(RN ). �

Observação 2.4.1 A resolução da equação (2.1) quando o potencial pode se anular no infi-

nito e a não-linearidade, por exemplo, é uma potência da forma |u|r−2u com 2∗ ≤ r ≤ 22∗ é

um problema aberto.

57



Capítulo 3

Equação de Schrödinger envolvendo o

operador p-laplaciano em R
N

Como dito na Introdução, neste capítulo, considerando o operador p-laplaciano, estu-

damos a seguinte equação de Schrödinger quasilinear:

−∆pu+ V (x)|u|p−2u−∆p(u
2)u = q(u), u ∈ D1,p(RN ), (3.1)

com 2 ≤ p < N , que é uma generalização da equação estudada no Capítulo 1.

Neste capítulo, pedimos que o potencial V : RN → R seja uma função contínua não-

negativa satisfazendo a condição:

(VΛp) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R
p2

p−1

inf
|x|≥R

|x|
p2

p−1V (x) ≥ Λ.

Sobre a não-linearidade q, assumimos que é uma função contínua e satisfaz as seguintes

hipóteses:

(q1) lim sup
s→0+

sq(s)

sp∗
< +∞; onde p∗ = pN

N−p .

(q2) lim
s→+∞

sq(s)

s2p∗
= 0.

(q3) Existe θ > p tal que

0 < 2θQ(s) ≤ sq(s), para todo s > 0,

onde Q(s) =
∫ s
0 q(t)dt.

Observação 3.0.2 Note que fazendo p = 2 nas hipóteses acima, elas coincidem com as

hipóteses sobre a não-linearidade consideradas no Capítulo 1.



O seguinte teorema contém o resultado principal deste capítulo:

Teorema 3.0.3 Suponha que V satisfaz (VΛp) e q verifica (q1) − (q3). Então, existe uma

constante Λ∗ = Λ∗(θ, p, q) > 0 tal que a equação (3.1) possui uma solução positiva para todo

Λ ≥ Λ∗.

Como um corolário imediato da prova do Teorema 3.0.3, temos:

Teorema 3.0.4 Suponha que V satisfaz

(ṼΛp) Existem Λ > 0 e R > 1 tais que

1

R
p(N+p)
2(p−1)

inf
|x|≥R

|x|
p(N+p)
2(p−1) V (x) ≥ Λ;

e a função q verifica (q2), (q3) e

(q̃1) lim sup
s→0+

sg(s)

s2p∗
< +∞.

Então, existe uma constante Λ∗ = Λ∗(θ, p, q) > 0 tal que a equação (3.1) possui uma solução

positiva para todo Λ ≥ Λ∗.

Estes resultados generalizam os resultados obtidos nos Teoremas 1.0.10 e 1.0.11 devido

ao fato de estarmos considerando um operador mais geral. Aqui, também, considerando uma

estrutura de espaços de Orlicz, conseguimos obter estes resultados sem a necessidade de supor

a condição (V∞), isto é, a limitação por cima do potencial V .

Para provarmos o Teorema 3.0.3, não podemos aplicar diretamente métodos variacio-

nais, pois o funcional energia associado à (3.1), a saber,

J(u) =
1

p

∫

RN

(1 + 2p−1|u|p)|∇u|pdx+
1

p

∫

RN

V (x)|u|pdx−
∫

RN

Q(u)dx, (3.2)

não está bem definido em geral, por exemplo, em D1,p(RN ). Para contornarmos esta difi-

culdade, usamos a seguinte mudança de variáveis desenvolvida por Severo em [43, 44] que

generalizam a mudança de variáveis introduzida por Colin e Jeanjean em [24] e Liu, Wang e

Wang em [36] usada no Capítulo 1, para o caso p = 2.

Seja w = f−1(u), onde f é definida por f(0) = 0,

f ′(t) =
1

[1 + 2p−1|f(t)|p]1/p
em [0,+∞) e f(t) = −f(−t) em (−∞, 0]. (3.3)

A seguir, apresentamos algumas propriedades importantes da função f . Após a mudança de

variáveis, obtemos um novo funcional a partir de J(u), mais precisamente,

I(w) =
1

p

∫

RN

|∇w|pdx+
1

p

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx−
∫

RN

Q(f(w))dx, (3.4)

o qual, agora, está bem definido, devido as hipóteses assumidas sobre o potencial V (x) e a

não-linearidade q(s), no espaço "tipo" Orlicz

E = {w ∈ D1,p(RN );

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx < +∞}.
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O espaço E é de Banach (veja Proposição 3.1.8) quando munido da norma

||w|| = ||∇w||Lp(RN ) + ||w||∗, (3.5)

onde

||w||∗ = inf
λ>0

1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
.

Note que a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional I é dada por

−∆pw + V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w) = q(f(w))f ′(w) em R
N , w ∈ D1,p(RN ). (3.6)

Na Proposição 3.1.3 mais adiante, relacionamos as soluções de (3.6) com as soluções de (3.1).

3.1 A Estrutura Variacional

3.1.1 Reformulação do Problema e preliminares

Nesta subseção, apresentamos algumas propriedades da mudança de variável f : R → R

definida em (3.3), bem como um resultado que relaciona as soluções de (3.6) com as soluções

de (3.1).

Lema 3.1.1 A função f e sua derivada verificam as seguintes propriedades:

(1) f é unicamente definida, é de classe C2 e inversível;

(2) |f ′(t)| ≤ 1, para todo t ∈ R;

(3) |f(t)| ≤ |t|, para todo t ∈ R;

(4) lim
t→0

f(t)

t
= 1;

(5) lim
t→+∞

f(t)√
t

= a > 0;

(6) f(t)
2 ≤ tf ′(t) ≤ f(t), para todo t ≥ 0;

(7) |f(t)| ≤ 2
1
2p |t| 12 , para todo t ∈ R;

(8) Existe uma constante positiva C tal que

|f(t)| ≥
{
C|t|, se |t| ≤ 1

C|t| 12 , se |t| ≥ 1;

(9) |f(t)f ′(t)| ≤ 1

2(p−1)/p
, para todo t ∈ R.

(10) Para cada λ > 1, λp/2|f(t)|p ≤ |f(λt)|p ≤ λp|f(t)|p, para todo t ∈ R.

(11) Para cada 0 ≤ λ ≤ 1, λp|f(t)|p ≤ |f(λt)|p ≤ λp/2|f(t)|p, para todo t ∈ R.
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Demonstração. A demonstração destas propriedades podem ser encontradas em [43, 44].

Observe que as propriedades (4)− (5) do Lema 3.1.1 combinadas com as hipóteses (q1)

e (q2) implicam que existe uma constante c0 > 0 tal que

|f(s)q(f(s))| ≤ c0|s|p
∗

, ∀s ∈ R. (3.7)

No próximo resultado, mostraremos que a função |f(t)|p é convexa para p ≥ 2. Esta

propriedade é crucial, por exemplo, para mostrarmos que E é um espaço vetorial e que || · ||∗
define uma semi-norma em E. Além disso, mostramos a desigualdade (3.8) abaixo que nos

possibilita obtermos mais adiante (veja Lema 3.1.9) uma versão, para o nosso caso, do Lema

de Brezis-Lieb.

Lema 3.1.2 Para p ≥ 2, a função |f(t)|p é convexa. Além disso, para cada 0 < ε < 1/2 vale:

||f(a+ b)|p − |f(a)|p| ≤ ε2p+1|f(a)|p + 1

εp−1
|f(b)|p, ∀a, b ∈ R. (3.8)

Demonstração. Através de um cálculo direto mostramos que a segunda derivada da função

W (t) = |f(t)|p, para t ∈ R,

verifica a igualdade

W ′′(t) =
p|f(t)|p−2|f ′(t)|2

[
(p− 1) + (p− 2)2p−1|f(t)|p−2

]

1 + 2p−1|f(t)|p > 0,

implicando que |f(t)|p é uma função convexa. Agora, mostraremos a desigualdade (3.8). Para

isto, primeiramente vamos supor que |f(a+ b)| ≥ |f(a)|. Neste caso, escrevendo

a+ b = (1− 2ε)a+ ε(2a) + ε(
b

ε
)

e usando a convexidade da função |f(t)|p, teremos

|f(a+ b)|p =
∣∣∣∣f
(
(1− 2ε)a+ ε(2a) + ε(

b

ε
)

)∣∣∣∣
p

≤ (1− 2ε)|f(a)|p + ε|f(2a)|p + ε|f( b
ε
)|p,

ou seja,

|f(a+ b)|p − |f(a)|p ≤ ε[|f(2a)|p − 2|f(a)|p] + ε|f( b
ε
)|p.

Usando a propriedade (10) do Lema 3.1.1, temos que |f(2a)|p ≤ 2p|f(a)|p e |f( bε)|p ≤ 1
εp |f(b)|p,

donde segue a desigualdade

|f(a+ b)|p − |f(a)|p ≤ ε2p+1|f(a)|p + 1

εp−1
|f(b)|p.

No caso em que |f(a+ b)| < |f(a)|, escrevemos

a =
1

1 + 2ε
(a+ b) +

ε

1 + 2ε
(2a) +

ε

1 + 2ε
(− b
ε
).
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Usando mais uma vez a convexidade da função |f(t)|p, deduzimos

|f(a)|p =

∣∣∣∣f
(

1

1 + 2ε
(a+ b) +

ε

1 + 2ε
(2a) +

ε

1 + 2ε
(− b
ε
)

)∣∣∣∣
p

≤ 1

1 + 2ε
|f(a+ b)|p + ε

1 + 2ε
|f(2a)|p + ε

1 + 2ε
|f(− b

ε
)|p

≤ |f(a+ b)|p + ε|f(2a)|p + ε|f(− b
ε
)|p

Daí, usando outra vez a propriedade (10) do Lema 3.1.1 e o fato que f(−t) = −f(t) para

todo t ∈ R, obtemos

|f(a)|p − |f(a+ b)|p ≤ ε2p|f(a)|p + 1

εp−1
|f(b)|p,

e assim, a desigualdade (3.8) está verificada.

Não é difícil mostrar, sob as hipóteses (V0), (q1) e (q2) e as propriedades (1), (2) e (3)

do Lema 3.1.1, que o funcional I : E → R está bem definido e é de classe C1 em E. Além

disso, sua derivada de Gateaux é dada por

I ′(w)ϕ =

∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ϕdx+

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)ϕdx

−
∫

RN

q(f(w))f ′(w)ϕdx, (3.9)

para quaisquer w,ϕ ∈ E. Note que os pontos críticos de I correspondem exatamente as

soluções fracas de (3.6). O próximo resultado relaciona as soluções fracas de (3.6) com as

soluções fracas de (3.1).

Proposição 3.1.3 Se w ∈ D1,p(RN )
⋂
L∞
loc(R

N ) é um ponto crítico do funcional I, então

u = f(w) ∈ D1,p(RN )
⋂
L∞
loc(R

N ) é uma solução fraca de (3.1). Além disso, se w é uma

solução clássica de (3.6), então u = f(w) é uma solução clássica de (3.1).

Demonstração. Note, inicialmente, que |u|p∗ = |f(w)|p∗ ≤ |w|p∗ e |∇u|p = |f ′(w)|p|∇w|p.
Daí, segue que u ∈ D1,p(RN )

⋂
L∞
loc(R

N ). Agora, uma vez que w é um ponto crítico do

funcional I, temos para todo ϕ ∈ D1,p(RN ),
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ϕdx+

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)ϕdx−
∫

RN

q(f(w))f ′(w)ϕdx. (3.10)

Visto que (f−1)′(t) =
1

f ′(f−1(t))
, teremos que

(f−1)′(t) =
[
1 + 2p−1|t|p

]1/p
, (3.11)

de onde segue que

∇w = (f−1)′(u)∇u =
[
1 + 2p−1|u|p

]1/p∇u. (3.12)

Para todo ψ ∈ C∞
0 (RN ), resulta que

ψ

f ′(w)
=
[
1 + 2p−1|u|p

]1/p
ψ ∈ D1,p(RN )
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e

∇(
ψ

f ′(w)
) = 2p−1(1 + 2p−1|u|p)(1−p)/p|u|p−2uψ∇u+

[
1 + 2p−1|u|p

]1/p∇ψ. (3.13)

Considerando ϕ = ψ
f ′(w) em (3.10) e usando (3.12) e (3.13), obtemos

∫

RN

[
1 + 2p−1|u|p

]
|∇u|p−2∇u∇ψdx

+ 2p−1

∫

RN

|∇u|p|u|p−2uψdx+

∫

RN

V (x)|u|p−2uψdx =

∫

RN

q(u)ψdx, (3.14)

para todo ψ ∈ C∞
0 (RN ), mostrando que u = f(w) é uma solução fraca de (3.1).

Agora mostraremos a segunda parte da proposição. Sabemos que

∆pw =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇w|p−2 ∂w

∂xi

)
.

Como w = f−1(u) e
∂

∂xi
(f−1(u)) = (f−1)′(u)

∂u

∂xi
, temos que

∆pw =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|(f−1)′(u)∇u|p−2(f−1)′(u)

∂u

∂xi

)
.

Derivando, temos

∆pw =

N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
|(f−1)′(u)|p−2(f−1)′(u)

+
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|(f−1)′(u)|p−2(f−1)′(u)

)
|∇u|p−2 ∂u

∂xi
.

Pela igualdade (3.11), resulta que

∆pw =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)[
1 + 2p−1|u|p

](p−1)/p

+
N∑

i=1

∂

∂xi

([
1 + 2p−1|u|p

](p−1)/p
)
|∇u|p−2 ∂u

∂xi
,

ou seja,

∆pw =
[
1 + 2p−1|u|p

](p−1)/p
∆pu+ 2p−1(p− 1)|u|p−2u

[
1 + 2p−1|u|p

]−1/p |∇u|p,

Substituindo esta última igualdade em

−∆pw + V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w) = q(f(w))f ′(w),

teremos

−
[
1 + 2p−1|u|p

](p−1)/p
∆pu− 2p−1(p− 1)|u|p−2u

[
1 + 2p−1|u|p

]−1/p |∇u|p

+
V (x)|u|p−2u

[1 + 2p−1|u|p]1/p
=

q(u)

[1 + 2p−1|u|p]1/p
,
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ou ainda,

−
[
1 + 2p−1|u|p

]
∆pu− 2p−1(p− 1)|u|p−2u|∇u|p + V (x)|u|p−2u = q(u).

Desde que

2p−1|u|p∆pu+ 2p−1(p− 1)|u|p−2u|∇u|p = ∆p(u
2)u,

obtemos

−∆pu+ V (x)|u|p−2u−∆p(u
2)u = q(u).

3.1.2 Propriedades do Espaço

Nesta subseção, colecionamos algumas propriedades importantes do espaço E que usa-

remos ao longo deste capítulo. Propriedades análogas para o caso em que p = 2 podem ser

encontradas nas referências [29, 36, 43].

Lema 3.1.4 O espaço (E, || · ||) é um espaço normado.

Demonstração. Usando a propriedade (10) do Lema 3.1.1 e o fato que a função |f(t)|p é

convexa, concluímos que E é um espaço vetorial. Para mostrarmos que (3.5) é uma norma

em E, é suficiente provarmos que || · ||∗ define uma semi-norma em E. Sejam σ ∈ R e w ∈ E.

Note que

1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λ(σw))|pdx
]

= |σ| 1

λ|σ|

[
1 +

∫

RN

V (x)|f((λ|σ|)w))|pdx
]

≥ |σ|||w||∗, para todo λ > 0,

o que implica que,

||σw||∗ ≥ |σ|||w||∗. (3.15)

Por outro lado,
1

|σ| ||σw||∗ ≤
1

λ|σ|

[
1 +

∫

RN

V (x)|f((λσ)w))|pdx
]
,

para todo λ > 0. Assim,
1

|σ| ||σw||∗ ≤ ||w||∗. (3.16)

De (3.15) e (3.16), obtemos

||σw||∗ = |σ|||w||∗, para todo σ ∈ R, w ∈ E.

Agora mostraremos a desigualdade triangular. Para isto, fixamos u,w ∈ E, λ, σ > 0 e ε > 0

tais que

||u||∗ +
ε

2
≥ 1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λu)|pdx
]

e

||w||∗ +
ε

2
≥ 1

σ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(σw)|pdx
]
.
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Multiplicando as desigualdades acima por σλ
σ+λ , teremos

σλ

σ + λ

(
||u||∗ +

ε

2

)
≥ σ

σ + λ
+

σ

σ + λ

∫

RN

V (x)|f(λu)|pdx

e
σλ

σ + λ

(
||w||∗ +

ε

2

)
≥ λ

σ + λ
+

λ

σ + λ

∫

RN

V (x)|f(σw)|pdx.

Logo,

σλ

σ + λ
(||u||∗ + ||w||∗ + ε) ≥ 1 +

∫

RN

V (x)

[
σ

σ + λ
|f(λu)|p + λ

σ + λ
|f(σw)|p

]
dx.

Desde que |f(t)|p é uma função convexa e σ
σ+λ + λ

σ+λ = 1, resulta que

σλ

σ + λ
(||u||∗ + ||w||∗ + ε) ≥ 1 +

∫

RN

V (x)

∣∣∣∣f
(

σλ

σ + λ
(u+ w)

)∣∣∣∣
p

dx ≥ || σλ

σ + λ
(u+ w)||∗,

ou seja,

||u+ w||∗ ≤ ||u||∗ + ||w||∗ + ε, para todo ε > 0.

Como ε foi escolhido arbitrariamente, deduzimos que

||u+ w||∗ ≤ ||u||∗ + ||w||∗, para quaisquer u,w ∈ E.

Portanto, (E, || · ||) é um espaço vetorial normado com norma definida em (3.5).

A seguir, apresentamos um lema técnico que será essencial para obtenção de outros

resultados.

Lema 3.1.5 Sejam a > 0, r > 1 então

(i)

inf
λ>0

1

λ
[1 + aλr] =

ra
1
r

(r − 1)
r−1
r

.

(ii) Para cada a > 0 o elemento λ = λa, onde o ínfimo é atingido, é dado por 1 = (r−1)aλr.

Demonstração. Basta minimizar a função

m(λ) =
1

λ
(1 + aλr).

Note que sua derivada é

m′(λ) = − 1

λ2
+ a(r − 1)λr−2

e m′(λ) = 0 se, e somente se, 1 = a(r − 1)λr. Substituindo este valor em m obtemos o valor

mínimo desejado.

Considere para cada w ∈ E o número

Υ(w) =

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx. (3.17)
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Lema 3.1.6 (1) Existe uma constante cp > 0 dependendo apenas de p tal que

cpΥ(w)
1
p min{1,Υ(w)

1
p } ≤ ||w||∗, para todo w ∈ E.

(2) Suponha que Υ(w) ≤ 1

(p− 1)
. Então,

||w||∗ ≤
(

p

(p− 1)
p−1
p

)
Υ(w)

1
p .

Demonstração. Para w ∈ E e ε > 0, fixamos λ > 0 tal que

||w||∗ + ε ≥ 1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
.

Analisaremos as duas possibilidades: λ > 1 e λ ≤ 1.

Para o caso λ > 1, pela propriedade (10) do Lema 3.1.1, teremos

1

λ

[
1 + λ

p

2

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx
]
≤ 1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
≤ ||w||∗ + ε.

Agora usando o Lema 3.1.5 com a = Υ(w) e r = p
2 , obtemos


 p

2(p−2
2 )

p−2
p


 [Υ(w)]

2
p ≤ ||w||∗ + ε. (3.18)

Para o caso λ ≤ 1, usando a propriedade (11) do Lema 3.1.1, deduzimos que

1

λ

[
1 + λp

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx
]
≤ 1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
≤ ||w||∗ + ε.

Usando novamente o Lema 3.1.5 com a = Υ(w) e r = p, segue que
(

p

(p− 1)
p−1
p

)
[Υ(w)]

1
p ≤ ||w||∗ + ε. (3.19)

Considerando

cp = min





p

(p− 1)
p−1
p

,
p

2(p−2
2 )

p−2
p



 ,

e usando as relações (3.18) e (3.19), concluímos que

cpmin
{
[Υ(w)]

1
p , [Υ(w)]

2
p

}
≤ ||w||∗ + ε,

ou seja,

cp [Υ(w)]
1
p min

{
1, [Υ(w)]

1
p

}
≤ ||w||∗ + ε.

Como ε é arbitrário, o item (1) está provado.

Agora mostraremos o item (2). Iniciamos, observando que fazendo a = Υ(w) e r = p

no Lema 3.1.5- (ii), segue que o valor de λ = λa, onde o mínimo é atingido, satisfaz

λp =
1

Υ(w)(p− 1)
≥ 1.
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Como λ ≥ 1, pela propriedade (10) do Lema 3.1.1 e usando o Lema 3.1.5, obtemos

||w||∗ ≤
1

λ

[
1 +

∫

RN

V (x)|f(λw)|pdx
]
≤ 1

λ

[
1 + λp

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx
]
=

(
p

(p− 1)
p−1
p

)
Υ(w)

1
p .

Corolário 3.1.7 Segue do Lema anterior que

Υ(wn − w) → 0 se, e somente se, ||wn − w||∗ → 0.

A próxima proposição está relacionada a uma afirmação feita em [7], o que não foi

provado nesse artigo. Aqui, decidimos mostrar a sua prova. Reiteramos, mais uma vez, que

para o caso p = 2, este resultado pode ser encontrado, por exemplo, nas referências [29, 36, 43].

Proposição 3.1.8 O espaço E é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (wn) uma sequência de Cauchy em E. Usando as imersões contínuas

E →֒ D1,p(RN ) →֒ Lp
∗

(RN ),

e a completude de D1,p(RN ), existe w ∈ D1,p(RN ) tal que

wn → w in D1,p(RN ),

e

wn(x) → w(x) quase sempre em R
N .

Pelo Lema 3.1.6 - (1), segue que
∫

RN

V (x) |f(wn)|p dx ≤ C,

que juntamente com o Lema de Fatou, implica
∫

RN

V (x) |f(w)|p dx ≤ lim inf
n→+∞

∫

RN

V (x) |f(wn)|p dx ≤ C.

Daí, resulta que w ∈ E. Usando novamente o Lema 3.1.6 - (1), dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal

que para quaisquer n,m ≥ n0, teremos
∫

RN

V (x) |f(wm − wn)|p dx < ε.

Fixando m > n0 e aplicando novamente o Lema de Fatou, deduzimos que
∫

RN

V (x) |f(wm − w)|p dx ≤ lim inf
n→+∞

∫

RN

V (x) |f(wm − wn)|p dx < ε,

de onde concluímos que

lim
m→+∞

∫

RN

V (x) |f(wm − w)|p dx = 0. (3.20)

Pelo Corolário 3.1.7, segue que ||wn − w||∗ → 0. Portanto wn → w em E.

A seguir apresentamos uma versão do Lema de Brezis-Lieb [21] para o nosso caso.
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Lema 3.1.9 (Brezis-Lieb) Considere uma sequência (wn) de funções mensuráveis em R
N tais

que:

(i) wn → w, quase sempre em R
N ;

(ii) Existe c > 0 tal que ∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx ≤ c, ∀n ∈ N.

Então ∫

RN

V (x)|f(w)|pdx <∞

e ∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx−
∫

RN

V (x)|f(wn − w)|pdx =

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx+ on(1).

Antes da demonstração, vejamos a seguinte observação pertinente.

Observação 3.1.10 Usando a notação dada pela definição em (3.17), esta versão do Lema

de Brezis-Lieb diz, sob as hipóteses do Lema 3.1.9, que

Υ(wn)−Υ(wn − w) = Υ(w) + on(1).

Assim, combinando isto com o Corolário 3.1.7, concluímos que

Υ(wn) → Υ(w) ⇔ Υ(wn − w) → 0 ⇔ ||wn − w||∗ → 0.

A demonstração a seguir pode ser encontrada em Brezis-Lieb [21]:

Demonstração. Fixemos M > 0 tal que Υ(wn − w) ≤ M , para todo n. Da propriedade

(3.8) obtida no Lema 3.1.2, segue que

||f(a+ b)|p − |f(a)|p − |f(b)|p| ≤ ε2p+1|f(a)|p +
(
1 +

1

εp−1

)
|f(b)|p, ∀a, b ∈ R.

Fazendo a = wn − w e b = w acima, temos

||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| ≤ ε2p+1|f(wn − w)|p + 1 + εp−1

εp−1
|f(w)|p, ∀n ∈ N.

Considerando o conjunto

An = {x ∈ R
N : ||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| − ε2p+1|f(wn − w)|p ≥ 0},

definimos

un = ||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| − ε2p+1|f(wn − w)|pχAn .

Note que un → 0, quase sempre em R
N e

0 ≤ V (x)un ≤ 1 + εp−1

εp−1
V (x)|f(w)|p ∈ L1(RN ).

68



Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)undx = 0.

Por outro lado,

V (x) ||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| ≤ V (x)un + ε2p+1V (x)|f(wn − w)|p,

e portanto,

lim sup
n→+∞

∫

RN

V (x) ||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| dx ≤ ε2p+1M.

Como ε é arbitrário, concluímos que

lim
n→+∞

∫

RN

V (x) ||f(wn)|p − |f(wn − w)|p − |f(w)|p| dx = 0.

3.2 O problema modificado

Nesta seção, de modo análogo as Seções 1.2 e 2.2 dos capítulos anteriores, seguindo

as ideias de Del Pino e Felmer em [26], fazemos uma modificação conveniente no termo

não-linear q(s) de tal maneira que o novo funcional energia associado satisfaça a condição

de Palais-Smale. Para isto, faremos algumas considerações. Para k >
2θ − p

2(θ − p)
e R > 1,

definimos a função contínua

h(x, t) =





q(t), se |x| ≤ R

q(t), se |x| > R e q(t) ≤ V (x)
k |t|p−2t

V (x)

k
|t|p−2t, se |x| > R e q(t) > V (x)

k |t|p−2t.

Não é difícil verificar que a função h(x, t) satisfaz, para todo t ∈ R, as seguintes propri-

edades:

(h1) h(x, t) ≤ q(t), para todo x ∈ R
N ;

(h2) h(x, t) ≤ V (x)
k |t|p−2t, para todo |x| ≥ R;

(h3) H(x, t) = Q(t), se |x| ≤ R;

(h4) H(x, t) ≤ V (x)
pk |t|p, se |x| > R;

(h5)
1

2θ
th(x, t)−H(x, t) ≥

(
1

2θ
− 1

p

)
V (x)
k |t|p, para todo x ∈ R

N .

O problema modificado que iremos considerar é o seguinte

−∆pw + V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w) = h(x, f(w))f ′(w), em R
N . (3.21)
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O funcional energia Φ : E → R associado a (3.21) é dado por

Φ(w) =
1

p

∫

RN

|∇w|pdx+
1

p

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx−
∫

RN

H(x, f(w))dx. (3.22)

Usando argumentos padrão, não é difícil mostrar que, sob as hipóteses das funções q e

V , e usando as propriedades da função f , o funcional Φ : E → R está bem definido e é de

classe C1 em E. Além disso, sua derivada de Gateaux é dada por

Φ′(w)ϕ =

∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ϕdx+

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)ϕdx

−
∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)ϕdx, (3.23)

para quaisquer w,ϕ ∈ E.

3.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Nesta subseção, provaremos que o funcional Φ possui a geometria do Passo da Monta-

nha. Com este objetivo, para ρ > 0, definamos o conjunto

Σρ = {w ∈ E; Ψ(w) = ρp},

onde Ψ : E → R é definido por

Ψ(w) =

∫

RN

[|∇w|p + V (x)|f(w)|p] dx.

Visto que o funcional Ψ é contínuo, é fácil verificar que Σρ é um subconjunto fechado que

desconecta o espaço E.

Lema 3.2.1 Existem ρ, α > 0 tais que Φ(w) ≥ α, para todo w ∈ Σρ.

Demonstração. Primeiramente, note que Φ(0) = 0. Agora, para w ∈ Σρ usando a proprie-

dade (h1), a hipótese (q3), a relação (3.7), a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e

a não negatividade do potencial V , obtemos

∫

RN

H(x, f(w))dx ≤ C3

(∫

RN

(|∇w|p + V (x)|f(w)|pdx
)p∗/p

.

Daí, segue que

Φ(w) ≥ 1

p
ρp − C3ρ

p∗ , para todo w ∈ Σρ.

Desde que p∗ > p, implica para ρ > 0 suficientemente pequeno, que existe α > 0 tal que

Φ(w) ≥ α > 0, para todo ∈ Σρ.

Lema 3.2.2 Existe w ∈ E tal que Ψ(w) > ρp e Φ(w) < 0.
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Demonstração. É suficiente mostrarmos que existe ϕ ∈ E, ϕ ≥ 0 tal que

Φ(tϕ) → −∞ quando t→ +∞. (3.24)

De fato, consideremos ϕ ∈ C∞
0 (RN ) satisfazendo supp(ϕ) = B1 e 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ∀x ∈ B1.

Pela propriedade (3) do Lema 3.1.1, obtemos

Φ(tϕ) ≤ 1

p
tp
(∫

RN

|∇ϕ|pdx+

∫

RN

V (x)|ϕ|pdx
)
−
∫

B1

H(x, f(tϕ))dx.

Usando (h3), temos que H(x, t) = Q(t) em B1. Pela condição (q3), existem constantes

positivas C1 e C2 tais que

Q(t) ≥ C1|t|2θ − C2, para todo t ∈ R.

Assim,

Φ(tϕ) ≤ 1

p
tp
(∫

RN

|∇ϕ|pdx+

∫

RN

V (x)|ϕ|pdx
)
− C1

∫

B1

|f(tϕ)|2θdx+ C3. (3.25)

Desde que a função
f(t)

t
é decrescente para t > 0 e 0 ≤ tϕ(x) ≤ t, para quaisquer x ∈

B1, t > 0, teremos

f(t)ϕ(x) ≤ f(tϕ(x)), para todo x ∈ B1 e t > 0,

que juntamente (3.25), implica em

Φ(tϕ) ≤ tp
[
1

p

∫

RN

(|∇ϕ|p + V (x)|ϕ|p)dx− C1
|f(t)|2θ
tp

∫

B1

|ϕ|2θdx+
C3

tp

]
. (3.26)

Pela propriedade (8) do Lemma 3.1.1 e uma vez que θ > p, concluímos que

lim
t→+∞

|f(t)|2θ
tp

= +∞,

e portanto (3.24) está provado e, consequentemente a demonstração do lema está completa.

Em virtude dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, aplicando uma versão do Teorema do Passo da Mon-

tanha sem a condição (PS)c devido à Ambrosetti-Rabinowitz [12], segue que existe {wn} ⊂ E

uma sequência (PS)c para o funcional Φ, isto é,

Φ(wn) → c e Φ′(wn) → 0,

onde c > 0 é o nível do passo da montanha para Φ caracterizado por

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t)), (3.27)

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e I(γ(1)) < 0}. (3.28)

71



3.2.2 Limitação das sequências (PS)

Nesta subseção, mostraremos que toda sequência (PS)c para Φ é limitada em E.

Lema 3.2.3 Suponha que as condições (q1), (q2) e (q3) são satisfeitas. Se (wn) ⊂ E é uma

sequência Palais-Smale para Φ, então (wn) é limitada em E.

Demonstração. Seja (wn) uma sequência (PS)c para Φ. Assim, dado δ > 0, para n grande,

teremos

Φ(wn)−
1

θ
Φ′(wn)ϕn ≤ δ||wn||+ c+ 1.

Pela propriedade (6) do Lema 3.1.1, obtemos

Φ(wn)−
1

θ
Φ′(wn)ϕn ≥

(
1

p
− 1

θ

)∫

RN

|∇wn|pdx+ V (x)|f(wn)|pdx

+

∫

RN

[
1

2θ
h(x, f(wn))f(wn)−H(x, f(wn))

]
dx. (3.29)

Ora, por (h5), temos

∫

RN

[
1

2θ
h(x, f(wn))f(wn)−H(x, f(wn))

]
dx≥

(
1

2θ
− 1

p

)
1

k

∫

RN

V (x)f2(wn)dx. (3.30)

Logo, combinando (3.29) e (3.30), decorre que

(
1

p
− 1

θ

)∫

RN

|∇wn|pdx+

[(
1

p
− 1

θ

)
−
(
1

p
− 1

2θ

)
1

k

] ∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx

≤ δ||wn||+ c+ 1. (3.31)

Agora, pela escolha de k >
2θ − p

2(θ − p)
, resulta que

C∗ = C∗(p, θ, k) =

[(
1

p
− 1

θ

)
−
(
1

p
− 1

2θ

)
1

k

]
> 0,

e consequentemente,

C∗

∫

RN

[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] dx ≤ Φ(wn)−
1

θ
Φ′(wn)ϕn ≤ δ||wn||+ c+ 1. (3.32)

Sabemos que

||wn|| ≤
(∫

RN

|∇wn|pdx
)1/p

+ 1 +

∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx.

Como (s)1/p ≤ 1 + s, para todo s ≥ 0, teremos

||wn|| ≤ 2 +

∫

RN

[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] dx.

Substituindo esta última desigualdade em (3.32), obtemos

||wn|| ≤ 2 +
δ

C∗
||wn||+

(1 + c)

C∗
.
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Escolhendo δ > 0 tal que 1− δ
C∗

> 0, implica que (wn) é limitada em E.

Desde que a sequência (wn) é limitada em E, segue que a mesma é limitada em

D1,p(RN ). Assim, existe w ∈ D1,p(RN ) e uma subsequência, ainda denotada por wn, tal

que

wn ⇀ w em D1,p(RN ),

wn → w em Lsloc(R
N ) para s ∈ [1, p∗) se 1 < p < N, s ≥ 1 se p ≥ N,

e

wn(x) → w(x) q.t.p. em R
N .

Observação 3.2.4 Uma vez que a sequência (wn) é limitada em E segue, do Lema 3.1.6-(1),

que

Υ(wn) =

∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx

também é limitada. Logo, pelo Lema de Fatou, segue que

Υ(w) ≤ lim inf
n

Υ(wn),

resultando que w ∈ E.

O lema, a seguir, será essencial para mostrar que o funcional Φ satisfaz a condição de

Palais-Smale.

Lema 3.2.5 Se (wn) é uma sequência de Palais-Smale para Φ, então:

(i) Para cada ǫ > 0 existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

|x|≥2r
[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] dx < ǫ.

(ii)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx =

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx.

(iii)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)dx =

∫

RN

h(x, f(w))f(w)dx.

(iv)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f ′(wn)f(wn)wndx =

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f ′(w)f(w)wdx.

(v)

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx =

∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)wdx.

(vi)

lim
n→+∞

∫

RN

H(x, f(wn))dx =

∫

RN

H(x, f(w))dx.
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Observação 3.2.6 O item (ii) diz que

Υ(wn) → Υ(w).

Demonstração. (i) Para r > R considere a função η = ηr ∈ C∞(Bc
r) onde

η ≡ 1 in Bc
2r, η ≡ 0 in Br, 0 ≤ η ≤ 1

e

| ∇η |≤ 2

r
, para todo x ∈ R

N .

Pelo lema anterior, (ηϕn), onde ϕn =

(
f(wn)

f ′(wn)

)
, é limitada em E. Logo,

Φ′(wn)(ηϕn) = on(1),

de onde obtemos,

∫

RN

(
1 +

2p−1|f(wn)|p
1 + 2p−1|f(wn)|p

)
|∇wn|pηdx+

∫

RN

V (x)|f(wn)|pηdx =

−
∫

RN

f(wn)

f ′(wn)
|∇wn|p−2∇wn∇ηdx+

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)ηdx+ on(1),

isto é,

∫

RN

|∇wn|pηdx+

∫

RN

V (x)|f(wn)|pηdx ≤

−
∫

RN

f(wn)

f ′(wn)
|∇wn|p−2∇wn∇ηdx+

∫

RN

h(x, f(wn))f(wn)ηdx+ on(1),

Visto que η ≡ 0 em Br, esta última desigualdade combinada com (h2), temos
(
1− 1

k

)∫

[|x|≥r]
[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] ηdx ≤ 2

∫

[|x|≥r]
|wn||∇wn|p−1|∇η|dx+ on(1),

ou seja,
(
1− 1

k

)∫

[|x|≥r]
[|∇wn|p+V (x)|f(wn)|p] ηdx≤

4

r

∫

[r≤|x|≤2r]
|wn||∇wn|p−1dx+ on(1). (3.33)

Ora, usando desigualdade de Hölder, segue que

∫

[r≤|x|≤2r]
|wn||∇wn|p−1dx ≤

(∫

RN

|∇wn|pdx
)(p−1)/p

(∫

[r≤|x|≤2r]
|wn|pdx

)1/p

.

Desde que wn → w em Lp(B2r\Br) e (wn) é limitada em E, decorre que existe uma constante

C > 0 tal que

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]
|wn||∇wn|p−1dx ≤ C

(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|pdx

)1/p

, (3.34)
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Usando novamente a desigualdade de Hölder, teremos

(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|pdx

)1/p

≤
(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|p∗dx

)1/p∗

|B2r\Br|1/N . (3.35)

Uma vez que |B2r\Br| ≤ |B2r| = ωN (2r)
N , resulta das desigualdades (3.34) e (3.35), que

lim sup
n→+∞

∫

[r≤|x|≤2r]
|wn||∇wn|p−1dx ≤ 2rCω

1/N
N

(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|p∗dx

)1/p∗

. (3.36)

De (3.33) e (3.36), deduzimos que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]
[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] dx ≤

8Cω
1/N
N

(
1− 1

k

)−1
(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|p∗dx

)1/p∗

. (3.37)

Assim, para cada ǫ > 0, escolhemos r > R tal que

8Cω
1/N
N

(
1− 1

k

)−1
(∫

[r≤|x|≤2r]
|w|p∗dx

)1/p∗

< ǫ,

o que prova a parte (i) do lema.

(ii) Segue da parte (i) que, para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]
V (x)|f(wn)|pdx <

ǫ

4

e consequentemente, ∫

[|x|≥2r]
V (x)|f(w)|pdx ≤ ǫ

4
.

Logo,

∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[|f(wn)|p − |f(w)|p]dx
∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
+

∣∣∣∣∣

∫

[|x|≤2r]
V (x)[|f(wn)|p − |f(w)|p]dx

∣∣∣∣∣ . (3.38)

Desde que wn → w em Lp(B2r), usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

segue que

lim
n→+∞

∫

[|x|≤2r]
V (x)|f(wn)|pdx =

∫

[|x|≤2r]
V (x)|f(w)|pdx. (3.39)

De (3.38) e (3.39), resulta que

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣
∫

RN

V (x)[|f(wn)|p − |f(w)|p]dx
∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
,

para cada ǫ > 0. Portanto,

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx =

∫

RN

V (x)|f(w)|pdx,
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o que mostra a parte (ii) do lema.

(iii) Segue de (h2) e pela parte (i) que, para cada ǫ > 0, existe r > R tal que

lim sup
n→+∞

∫

[|x|≥2r]
h(x, f(wn))f(wn)dx <

ǫ

4

e ∫

[|x|≥2r]
h(x, f(w))f(w)dx ≤ ǫ

4
.

Daí,

∣∣∣∣
∫

RN

[h(x, f(wn))f(wn)− h(x, f(w))f(w)]dx

∣∣∣∣ ≤

ǫ

2
+

∣∣∣∣∣

∫

[|x|<2r]
[h(x, f(wn))f(wn)− h(x, f(w))f(w)]dx

∣∣∣∣∣ . (3.40)

Uma vez que

wn(x) → w(x) q.t.p. em R
N ,

h(·, f(s))f(s)
|f(s)|2p∗ → 0 quando s→ +∞

e

sup
n

∫

RN

|f(wn)|2p
∗

< +∞,

decorre, do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim
n→+∞

∫

[|x|<2r]
h(x, f(wn))f(wn)dx =

∫

[|x|<2r]
h(x, f(w))f(w)dx. (3.41)

Por (3.40) e (3.41), o resultado da parte (iii) segue. Para provarmos as partes (iv), (v) e (vi)

procedemos de maneira análoga à (ii) e (iii).

No resultado a seguir mostraremos que o limite fraco de (wn) é um ponto crítico não-

trivial de Φ e que o funcional Φ satisfaz a condição Palais-Smale.

Lema 3.2.7 Temos que w 6= 0 e é um ponto crítico de Φ tal que Φ(w) = c. Além disso, o

funcional Φ satisfaz a condição (PS)c.

Demonstração. Agora procedendo como na prova do Lema 3.2.5 - (iii), facílmente deduzi-

mos que os seguintes limites ocorrem
∫

RN

V (x)[|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)− |f(w)|p−2f(w)f ′(w)]φdx→ 0 quando n→ +∞, (3.42)

e ∫

RN

[h(x, f(w))f ′(w)− h(x, f(wn))f
′(wn)]φdx→ 0 quando n→ +∞, (3.43)

para todo φ ∈ C∞
0 (RN ).

Agora, mostraremos que
∫

RN

[
|∇wn|p−2∇wn − |∇w|p−2∇w

]
∇φdx→ 0 quando n→ +∞. (3.44)
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Para isto é suficiente, a menos de subsequência, mostrarmos que

∇wn(x) → ∇w(x) q.t.p. em R
N .

Seja ϕ ∈ C∞
0 (RN ) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e

ϕ(x) =

{
1, se x ∈ B1(0)

0, se x 6∈ B2(0).

Considere ǫ > 0 e ϕǫ(x) = ϕ(xǫ ). Agora, definimos

Pn(x) =
[
|∇wn|p−2∇wn − |∇w|p−2∇w

]
(∇wn −∇w) (x),

ou seja,

Pn(x) = |∇wn|p − |∇wn|p−2∇wn∇w − |∇w|p−2∇w∇wn + |∇w|p.

Note que ∫

Bǫ(0)
Pn(x)dx =

∫

Bǫ(0)
Pn(x)ϕǫ(x)dx.

Recordemos que em R
N vale a seguinte desigualdade de Tartar (Veja Lema A.0.5 em [39]):

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
≥
{
Cp|x− y|p, se p ≥ 2

Cp
|x−y|2

(|x|+|y|)2−p , se 1 < p < 2.
(3.45)

Logo,

0 ≤
∫

RN

Pn(x)dx ≤
∫

RN

|∇wn|pϕǫdx−
∫

RN

|∇wn|p−2ϕǫ∇wn∇wdx

−
∫

RN

|∇w|p−2ϕǫ∇w∇wndx+

∫

RN

|∇w|pϕǫdx

= I1 − I2 + I3 + I4 + I5,

onde

I1 =

∫

RN

|∇wn|pϕǫdx+

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wnϕǫdx

−
∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wnϕǫdx,

I2 =

∫

RN

|∇wn|p−2∇wnϕǫ∇wdx+

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wϕǫdx

−
∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wϕǫdx,

I3 = −
∫

RN

|∇w|p−2ϕǫ∇wn∇wdx+

∫

RN

|∇w|pϕǫdx,

I4 =

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wϕǫdx−

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wnϕǫdx

e

I5 =

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wnϕǫdx−

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wϕǫdx.
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Estimaremos cada uma das integrais Ij , com j = 1, 2, 3, 4, 5.

Segue da definição de I1 que

I1 = Φ′(wn)(wnϕǫ)−
∫

RN

|∇wn|p−2wn∇wn∇ϕǫdx.

Desde que (wnϕǫ) é limitada em E, Φ′(wn) → 0 e usando o limite

lim
ǫ→0

[
lim sup
n→∞

∫

RN

|∇wn|p−2wn∇wn∇ϕǫdx
]
= 0,

temos

lim
n→∞

I1 = oǫ(1).

Note que da definição de I2, temos

I2 = Φ′(wn)(wϕǫ)−
∫

RN

|∇wn|p−2∇wn∇ϕǫwdx.

Procedendo de maneira análoga ao que foi feito anteriormente, obtemos

lim
n→∞

I2 = oǫ(1).

Para estimar I3, considere B(v) =
∫
RN |∇w|p−2∇v∇wϕǫdx, com v ∈ D1,p(RN ). Note que B

é um funcional linear contínuo e uma vez que wn ⇀ w em D1,p(RN ), obtemos
∫

RN

|∇w|p−2∇wn∇wϕǫdx→
∫

RN

|∇w|pϕǫdx,

donde segue que

lim
n→∞

I3 = 0.

Procedendo de maneira análoga aos limites (iv) e (v) do Lema 3.2.5, resulta que

lim
n→∞

I4 = 0 e lim
n→∞

I5 = 0.

Destes fatos, concluímos que

lim
n→∞

∫

B2ǫ(0)
Pn(x)dx = 0.

Da desigualdade (3.45), resulta que

0 ≤
∫

B2ǫ(0)
Cp|∇wn −∇w|pdx ≤

∫

B2ǫ(0)
Pn(x)dx,

de onde segue que,

lim
n→∞

∫

B2ǫ(0)
|∇wn −∇w|pdx = 0.

Portanto,
∂wn
∂xi

→ ∂w

∂xi
em Lp(Bǫ(0)),

consequentemente, a menos de subsequência,

∂wn
∂xi

(x) → ∂w

∂xi
(x) q.t.p. Bǫ(0),
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e pela arbitrariedade de ǫ, usando argumento diagonal, concluímos que

∂wn
∂xi

(x) → ∂w

∂xi
(x) q.t.p. R

N .

Daí, segue o limite em (3.44).

Combinando os limites (3.42), (3.43) e (3.44), resulta que

lim
n→+∞

Φ′(wn)φ = Φ′(w)φ, para todo φ ∈ C∞
0 (RN ).

Desde que Φ′(wn) → 0, concluímos que Φ′(w) = 0. Agora, mostraremos que w 6= 0. Su-

ponhamos, por contradição, que w = 0. Pelos itens (ii), (iv) e (v) do Lema 3.2.5, segue

que

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx = 0. (3.46)

lim
n→+∞

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wndx = 0 (3.47)

e

lim
n→+∞

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx = 0. (3.48)

Já pelo item (vi) do Lema 3.2.5 e pela definição da função h, também obtemos que

lim
n→+∞

∫

RN

H(x, f(wn))dx = 0. (3.49)

Desde que Φ′(wn)wn → 0, segue que
∫

RN

|∇wn|pdx+

∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wndx−

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx→ 0,

e pelos limites em (3.47) e (3.48), resulta que
∫

RN

|∇wn|pdx→ 0.

Combinando este último limite com os limites em (3.46) e (3.49), concluímos que

Φ(wn) =
1

p

∫

RN

(|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p)dx−
∫

RN

H(x, f(wn))dx→ 0,

o que contradiz o fato que Φ(wn) → c > 0. Portanto, w 6= 0.

Agora, mostremos que Φ(w) = c. Passando o limite na expressão
∫

RN

|∇wn|pdx = −
∫

RN

V (x)|f(wn)|p−2f(wn)f
′(wn)wndx+

∫

RN

h(x, f(wn))f
′(wn)wndx+o(1),

e usando os itens (iv) e (v) do Lema 3.2.5 juntamente com o fato que Φ′(w)w = 0, deduzimos

que

lim
n→+∞

∫

RN

|∇wn|pdx =

∫

RN

|∇w|pdx. (3.50)

Dos limites presentes nos itens (ii) e (vi) do Lema 3.2.5 e por (3.50), concluímos que

Φ(wn) =
1

p

∫

RN

[|∇wn|p + V (x)|f(wn)|p] dx−
∫

RN

H(x, f(wn))dx→ Φ(w),
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de onde segue que Φ(w) = c.

Devido ao limite (3.50) juntamente com a desigualdade de Tartan (3.45) e a convergência

fraca wn ⇀ w em D1,p(RN ), deduzimos que
∫

RN

|∇wn −∇w|pdx→ 0.

Assim, para mostrarmos que o funcional Φ satifaz a condição (PS)c é suficiente provarmos

que

||wn − w||∗ → 0.

Pela Observação 3.1.10, este limite ocorre, visto que as condições do Lema 3.1.9 são satisfeitas

e o limite a seguir ocorre
∫

RN

V (x)|f(wn)|pdx→
∫

RN

V (x)|f(w)|pdx.

Portanto, wn → w em E, o que prova que Φ satifaz a condição (PS)c.

3.3 Estimativa L∞ da solução do problema modifi-

cado

Nesta seção, estabeleceremos uma estimativa L∞ para a solução w do problema modi-

ficado (3.21) obtida no Lema 3.2.7. Salientamos que os resultados presentes nesta seção são

generalizações dos obtidos na Seção 1.4 do Capítulo 1 deste trabalho.

Denotemos por B a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0) e por I0 : W 1,p

0 (B) → R o

funcional

I0(w) =
1

p

∫

B
|∇w|pdx+

1

p

∫

B
V (x)|f(w)|pdx−

∫

B
Q(f(w))dx. (3.51)

Além disso, denotamos por d o nível do passo da montanha associado ao funcional I0, ou seja,

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t)), (3.52)

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1],W 1,p
0 (B)); γ(0) = 0 e γ(1) = e}, (3.53)

com e ∈W 1,p
0 (B)\{0} verificando I0(e) < 0.

Observação 3.3.1 Desde que Φ(w) ≤ I0(w) para todo w ∈ W 1,p
0 (B), das definições dos

números c em (3.27) e d em (3.52), deduzimos que

c ≤ d. (3.54)

Lema 3.3.2 Para R > 1, toda solução positiva w do problema modificado (3.21) tal que

Φ(w) = c satisfaz a estimativa

‖w‖p
Lp∗ (RN )

≤ dS

C∗
,
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onde

C∗ = C∗(p, θ, k) =

[(
1

p
− 1

θ

)
−
(
1

p
− 1

2θ

)
1

k

]
> 0

e S é a melhor constante que verifica

‖u‖p
Lp∗ (RN )

≤ S

∫

RN

|∇u|pdx, para todo u ∈ D1,p(RN ).

Demonstração. Considerando a primeira desigualdade em (3.32) para o ponto crítico w,

temos

C∗

∫

RN

[|∇w|p + V (x)|f(w)|p] dx ≤ Φ(w)− 1

θ
Φ′(w)w = c,

Assim, a estimativa segue diretamente de (3.54) e pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-

Nirenberg.

Observação 3.3.3 No lema precedente ‖w‖Lp∗ (RN ) é limitada por uma constante que não

depende de R > 1.

Com o objetivo de obtermos a limitação na norma L∞, vamos considerar para uma

solução w do problema modificado (3.21), a função L : RN × R → R definida por

L(x, t) =

{
q(f(t))f ′(t), se |x| < R ou q(f(t)) ≤ V (x)

k |f(t)|p−2f(t)

0, se |x| ≥ R e q(f(t)) > V (x)
k |f(t)|p−2f(t)

(3.55)

e a seguinte função mensurável não-negativa

b(x) =

{
1

|w|p−2w
V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w), em T

(
1− 1

k

)
1

|w|p−2w
V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w), em TC ,

onde T = {x ∈ R
N ; |x| < R ou q(f(w)) ≤ V (x)

k |f(w)|p−2f(w)} e TC = {x ∈ R
N ; |x| ≥

R e q(f(w)) > V (x)
k |f(w)|p−2f(w)}.

Note que w satisfaz a uma equação tal como (A.1) do apêndice A. Pelo Lema 3.1.1 e da

relação (3.7), deduzimos que existe uma constante C1 > 0 tal que

|L(x, t)| ≤ C1|t|p
∗−1.

Além disso, a função L definida em (3.55) também verifica as condições

(3.L1) |L(x, t)| ≤ c0|t|p
∗−1, para t suficientemente pequeno,

(3.L2) lim
s→+∞

L(x, t)

|t|p∗−1
= 0.

De maneira análoga ao Lema 1.4.4, essas condições resulta que, para cada ε > 0, existe uma

constante C = Cε > 0 tal que

|L(x, t)| ≤ ε|t|p∗−1 + Cε|t|p−1, para todo x ∈ R
N , t ∈ R,

o que nos possibilita obtermos o resultado a seguir.
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Lema 3.3.4 Sejam N > p e β = N/(N − p). Então, existe uma constante C = C(N, p) > 0,

tal que

‖w‖Lp∗β(RN ) ≤ C‖w‖Lp∗ (RN ).

Este lema implica que

w ∈ Lr(RN ),

com r = p∗β > p∗.Aplicando o Corolário A.3, existe uma constanteM =M(N, p, ||w||Lr(RN )) >

0 tal que

‖w‖L∞(RN ) ≤M‖w‖Lp∗ (RN ),

para qualquer w ∈ E ∩ Lr(RN ) solução fraca do problema

−∆pw + b(x)|w|p−2w = L(x,w) em R
N ,

onde as funções L e b foram definidas acima. Portanto, toda solução fraca w do problema

modificado (3.21) tal que Φ(w) = c verifica a estimativa

‖w‖L∞(RN ) ≤M0, (3.56)

onde M0 =M

(
dS

C∗

)1/p

. �

Observação 3.3.5 Note que a constante M0 obtida na estimativa (3.56) é independente de

R > 1 e da solução w.

Em vista do que foi obtido para o funcional Φ, podemos resumir os resultados anteriores

na seguinte proposição:

Proposição 3.3.6 O problema modificado (3.21) possui uma solução positiva w com Φ(w) =

c.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.7, temos que o funcional Φ possui um ponto crítico w ∈
E \ {0} no nível c. Logo, para todo ϕ ∈ E, temos
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇ϕdx+

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)ϕdx =

∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)ϕdx.

Tomando ϕ = w−, onde w− = min{w, 0}, e desde que h(x, t) = 0 para todo t ≤ 0, obtemos
∫

RN

|∇w−|p +
∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)w−dx = 0.

Como f(w)w− ≥ 0, temos ∫

RN

|∇w−|p = 0.

Logo, podemos concluir que w− = 0 quase sempre em R
N e, portanto w = w+ ≥ 0. Por outro

lado, sabemos que w ∈ L∞(RN ). Como consequência de um resultado de regularidade devido

a Tolksdorf [47] (Veja também DiBenedetto [27]), temos que w ∈ C1,α
loc (R

N ), 0 < α < 1. O

resultado segue, por uma desigualdade do tipo Harnack (veja [48]).
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Lema 3.3.7 Para R > 1, qualquer solução positiva w do problema modificado (3.21) tal que

Φ(w) = c satisfaz

w(x) ≤
R

N−p

p−1 ‖w‖L∞(RN )

|x|
N−p

p−1

≤ R
N−p

p−1 M0

|x|
N−p

p−1

, para todo |x| ≥ R.

Demonstração. Considere u a função p−harmônica definida por

u(x) =
R

N−p

p−1 M0

|x|
N−p

p−1

.

Devido a estimativa (3.56), temos

w(x) ≤ u(x) para |x| = R.

Daí, segue que

(w − u)+ = 0 para |x| = R,

e, consequentemente a função dada por

φ =

{
(w − u)+, if |x| ≥ R

0, if |x| < R

pertence a D1,p(RN ). Além disso, temos que φ ∈ E. Considerando φ como a função teste e

usando o fato que w é solução do problema modificado (3.21), teremos
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇φdx+

∫

RN

V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)φdx =

∫

RN

h(x, f(w))f ′(w)φdx,

ou seja,
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇φdx =

∫

BC
R
(0)
h(x, f(w))f ′(w)φdx−

∫

BC
R
(0)
V (x)|f(w)|p−2f(w)f ′(w)φdx,

e pela propriedade (h2) da função h definida na Seção 3.2, deduzimos que
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇φdx ≤
(
1

k
− 1

)∫

BC
R
(0)
V (x)f(w)f ′(w)φdx ≤ 0. (3.57)

Visto que

∆pu = 0 em (RN\BR(0)), φ = 0 para |x| = R e φ ≥ 0,

segue que ∫

BC
R
(0)

|∇u|p−2∇u∇φdx = 0.

Logo, ∫

RN

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫

BC
R
(0)

|∇u|p−2∇u∇φdx = 0. (3.58)

Considerando os conjuntos A =
{
x ∈ R

N ; |x| ≥ R and w(x) > u(x)
}

e B = R
N \ A, resulta

que

φ =

{
w − u, em A

0, em B.
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Por (3.57) e (3.58), obtemos, para todo 2 ≤ p < N , que

∫

A

[
|∇w|p−2∇w − |∇u|p−2∇u

]
[∇w −∇u] dx =

∫

RN

|∇w|p−2∇w∇φdx−
∫

RN

|∇u|p−2∇u∇φdx ≤ 0. (3.59)

Uma vez que estamos considerando 2 ≤ p < N , usando a desigualdade de Tartaan (3.45),

obtemos
∫

RN

|∇φ|pdx =

∫

A
|∇w −∇u|pdx ≤

C

∫

A

[
|∇w|p−2∇w − |∇u|p−2∇u

]
[∇w −∇u] dx ≤ 0. (3.60)

Portanto, ∫

RN

|∇φ|pdx ≤ 0 para todo 2 ≤ p < N.

Consequentemente, φ = 0, em R
N , o que implica que (w − u)+ = 0, em |x| ≥ R. Disto

concluímos que w ≤ u em |x| ≥ R e o lema está provado.

3.4 Resultados de Existência

Nesta seção provaremos os Teoremas 3.0.3 e 3.0.4, os quais garantem a existência de

solução para a equação (3.1).

3.4.1 Prova do Teorema 3.0.3

Na Proposição 3.3.6 mostramos que o problema modificado (3.21) possui uma solução

positiva w ∈ E. Além disso, pelo Lema 3.3.4, resultou que a mesma é limitada na norma

L∞(RN ). Note que, pela definição da função h, para mostrarmos que w também é solução

do problema (3.6) é suficiente provarmos a desigualdade

q(f(w)) ≤ V (x)

k
|f(w)|p−2f(w) em |x| ≥ R,

para toda w ∈ E solução do problema modificado (3.21). Pela desigualdade (3.7), temos

q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
=
q(f(w))f(w)

|f(w)|p ≤ c0
|w|p∗

|f(w)|p , para todo x ∈ R
N .

Desde que ||w||L∞(RN ) é uniformemente limitada e pela propriedade (9) do Lema 3.1.1, dedu-

zimos que
q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
≤ C1|w|p

∗−p, para todo x ∈ R
N .

Usando a relação obtida no Lema 3.3.7, segue que

q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
≤ C1

R
p2

p−1 (M0)
p2/(N−p)

|x|
p2

p−1

, em |x| ≥ R.
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Fixando Λ∗ = kC1 (M0)
p2/(N−p) e Λ ≥ Λ∗ implica que

q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
≤ 1

k
Λ∗ R

p2

p−1

|x|
p2

p−1

≤ 1

k
Λ
R

p2

p−1

|x|
p2

p−1

.

Segue-se a partir da hipótese (VΛp) que

q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
≤ 1

k
V (x) em |x| ≥ R.

Assim, w é uma solução clássica do problema (3.6). Segue da Proposição 3.1.3, que u = f(w)

é uma solução clássica para o problema original (3.1). �

3.4.2 Prova do Teorema 3.0.4

Visto que a condição (q1) é mais fraca do que (q̃1), a prova é a mesma até o Lema 3.3.7.

Para concluirmos a prova podemos usar a propriedade (7)-Lema 3.1.1 e a hipótese (q̃1) para

obtermos
q(f(w))

|f(w)|p−2f(w)
≤ C1|w|p

∗−p/2, para todo x ∈ R
N .

Procedendo como antes e usando a condição (ṼΛp) concluímos o resultado. �
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Apêndices



Apêndice A

Estimativa na norma L∞(RN )

Neste apêndice, apresentamos resultados baseados em Brezis e Kato [20], que foram cru-

ciais nos argumentos usados nos capítulos da tese para obtenção dos resultados de existência

de solução dos problemas propostos. Estes resultados estabelecem uma importante estimativa

envolvendo a norma L∞(RN ) de uma solução de um problema semilinear. A prova é análoga

à da Proposição 5.3 em [5] para o caso em que p = 2 e também à do Lema 4.3 em [13] para

um operador que inclui o p-Laplaciano como um caso particular. Apresentamos aqui a prova

para deixar o trabalho mais completo.

Proposição A.1 Sejam ℓ ∈ Lq(RN ), p ≥ 2, pq > N , e w ∈ D1,p(RN ) uma solução fraca do

problema

−∆pw + b(x)|w|p−2w = L(x,w) em R
N , (A.1)

onde L : RN × R → R é uma função contínua verificando

|L(x, s)| ≤ ℓ(x)|s|p−1, para todo s > 0 e para todo x ∈ R
N

e b é uma função não-negativa em R
N . Então, w ∈ L∞(RN ) existe uma constante M =

M(q, ||ℓ||Lq(RN )) > 0 tal que

‖w‖L∞(RN ) ≤M‖w‖Lp∗ (RN ).

Demonstração. Para cadam ∈ N e β > 1 considere os conjuntosAm = {x ∈ R
N ; |w(x)|β−1 ≤

m} e Bm = R
N \Am. Defina

wm =

{
w|w|p(β−1), em Am,

mpw, em Bm.

Note que wm ∈ D1,p(RN ), wm ≤ |w|pβ−p+1 e

∇wm =

{
(pβ − p+ 1)|w|p(β−1)∇w, em Am,

mp∇w, em Bm.
(A.2)



Usando wm como função teste, deduzimos que
∫

RN

(
|∇w|p−2∇w∇wm + b(x)|w|p−2wwm

)
dx =

∫

RN

L(x,w)wmdx. (A.3)

Por (A.2), temos
∫

RN

|∇w|p−2∇w∇wmdx = (pβ − p+ 1)

∫

Am

|w|p(β−1)|∇w|pdx+mp

∫

Bm

|∇w|pdx. (A.4)

Agora, considere

zm =

{
w|w|β−1, em Am,

mw, em Bm.

Observe que

∇zm =

{
β|w|β−1∇w, in Am,

m∇w, in Bm,
(A.5)

de onde segue que
∫

RN

|∇zm|pdx = βp
∫

Am

|w|p(β−1)|∇w|pdx+mp

∫

Bm

|∇w|pdx. (A.6)

Por (A.4) e (A.6), obtemos
∫

RN

(
|∇zm|p − |∇w|p−2∇w∇wmdx

)
dx = (βp − pβ + p− 1)

∫

Am

|w|p(β−1)|∇w|pdx (A.7)

Ainda por (A.4), resulta que
∫

Am

|w|p(β−1)|∇w|pdx ≤ 1

pβ − p+ 1

∫

RN

|∇w|p−2∇w∇wmdx. (A.8)

De (A.7) e (A.8),
∫

RN

|∇zm|pdx ≤ βp

pβ − p+ 1

∫

RN

|∇w|p−2∇w∇wmdx (A.9)

Visto que, |zm|p = |w|p−2wwm em R
N e β > 1, obtemos

∫

RN

[|∇zm|p + b(x)|zm|p] dx ≤ βp
∫

RN

[
|∇w|p−2∇w∇wmdx+ b(x)|w|p−2wwm

]
dx.

Usando (A.3), e visto que w é solução de (A.1), teremos
∫

RN

[|∇zm|p + b(x)|zm|p] dx ≤ βp
∫

RN

L(x,w)wmdx. (A.10)

A seguir, S denota a melhor constante de sobolev que verifica

‖u‖p
Lp∗ (RN )

≤ S

∫

RN

|∇u|pdx, ∀u ∈ D1,p(RN ).

Da definição de zm e da hipótese |L(x, s)| ≤ ℓ(x)|s|p−1 para todo s > 0, deduzimos

[∫

Am

|zm|p
∗

dx

]p/p∗
≤ S

∫

RN

|∇zm|pdx ≤ Sβp
∫

RN

L(x,w)wmdx,
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isto é,

[∫

Am

|zm|p
∗

dx

]p/p∗
≤ Sβp

∫

RN

(x)|w|p−2wwmdx = Sβp
∫

RN

ℓ(x)|zm|pdx.

Se 1
q1

+ 1
q = 1, pela desigualdade de Hölder,

[∫

Am

|zm|p
∗

dx

]p/p∗
≤ Sβp||ℓ||Lq(RN)

[∫

RN

|zm|pq1dx
]1/q1

.

Por outro lado, visto que |zm| = |w|β em Am e |zm| ≤ |w|β em R
N, obtemos

[∫

Am

|w|βp∗dx
]p/p∗

≤ Sβp||ℓ||Lq(RN)

[∫

RN

|w|pq1βdx
]1/q1

.

Passando o limite de m→ +∞, segue do Teorema da Convergência Monótona

||w||βp
Lβp∗ (RN)

≤ Sβp||ℓ||Lq(RN)||w||βpLβpq1 (RN)

e, consequentemente,

||w||Lβp∗ (RN) ≤ β
1
β

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
pβ ||w||Lβpq1 (RN). (A.11)

Desde que pq > N e 1
q1

+ 1
q = 1, resulta que, q1 < N

N−p . Seja σ = N
q1(N−p) > 1.

Quando β = σ em (A.11), temos βpq1 = p∗ e

||w||Lp∗σ(RN) ≤ σ
1
σ

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
pσ ||w||Lp∗ (RN). (A.12)

Quando β = σ2 em (A.11), temos: βpq1 = p∗σ e

||w||
Lp∗σ2 (RN)

≤ σ
2
σ2

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
pσ2 ||w||Lp∗σ(RN). (A.13)

De (A.12) e (A.13), teremos

||w||
Lp∗σ2 (RN)

≤ σ
1
σ
+ 2

σ2

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
p

(

1
σ
+ 1

σ2

)

||w||Lp∗ (RN). (A.14)

Continuando com o processo de iteração, β em (A.11) quando σj , mostramos que

||w||
Lp∗σj

(RN)
≤ σ

(

1
σ
+ 2

σ2+
3
σ3+...+

j

σj

) (
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
p

(

1
σ
+ 1

σ2+
1
σ3+...+

1

σj

)

||w||Lp∗ (RN). (A.15)

Uma vez que,
∞∑

j=1

j

σj
=

σ

(σ − 1)2
e

∞∑

j=1

1

σj
=

1

σ − 1
,

resulta de (A.15),

||w||Lr(RN) ≤ σ
σ

(σ−1)2

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
p(

1
σ−1) ||w||Lp∗ (RN), (A.16)

para todo r ≥ p∗. Recordando que

||w||L∞(RN) = lim
r→+∞

||w||Lr(RN),
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podemos concluir que a Proposição A.1 é válida para

M = σ
σ

(σ−1)2

(
S||ℓ||Lq(RN)

) 1
p(

1
σ−1)

,

onde

σ =
N(q − 1)

q(N − p)
.

Observação A.2 Aqui, é muito importante observarmos que a constante M obtida na Pro-

posição A.1 não depente da função b.

Como consequência, mostramos que se w é limitada na norma Lr(RN ), para algum

r > p∗, então ||w||L∞(RN ) é limitada, mesmo no caso crítico. Porém, salientamos que no nosso

trabalho, conseguimos esta limitação no crescimento quasicrítico nos Capítulos 1 e 3 (Veja

Lemas 1.4.4 e 3.3.4) e um tipo de crescimento subcrítico no Capítulo 2 (Veja Lema 2.3.3) .

Mais uma vez, enfatizamos que a dificuldade, para obtermos versões dos resultados obtidos

nos capítulos 1 e 3 com crescimento crítico, reside em conseguirmos a limitação uniforme na

norma Lr(RN ), para algum r > p∗.

Corolário A.3 Sejam N > p, r > p∗ e

|L(x, s)| ≤ C0|s|p
∗−1, para todo s ∈ R, x ∈ R

N .

Então, existe uma constante M =M(C0, ||w||Lr(RN )) > 0 tal que

‖w‖L∞(RN ) ≤M‖w‖Lp∗ (RN ),

para qualquer w ∈ E ∩ Lr(RN ) solução fraca do problema (A.1).

Demonstração. A prova é uma aplicação direta da Proposição A.1, pois podemos observar

que

L(x,w) ≤ ℓ(x)|w|p−1 em R
N ,

onde

|ℓ(x)| = C0|w|p
∗−p.

Em seguida, verificamos que ℓ ∈ Lq(RN ) para q = r/(p∗ − p) e observamos que

pq > N se, e somente se, r > p∗.
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