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“Tudo tem o seu tempo determinado, e hd tempo para
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tempo para colher o que foi plantado”
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Notacao e terminologia

Nesta tese, C,Cy,C1,Cs, ... denotam constantes positivas genéricas, as quais

podem variar de linha para linha;

RY denota o espaco euclidiano N-dimensional;

wy denota o volume da bola unitaria em R”;

Br(y) denota a bola aberta de centro y e raio R > 0;
O simbolo — significa convergéncia em norma;

O simbolo — significa convergéncia fraca;

Se A C RY ¢ um conjunto mensuravel a Lebesgue, entao |A| denota a medida de

Lebesgue de A;
A expressao ¢.t.p. € uma abreviacao para quase todo ponto;
supp(u) denota o suporte da fungao u;

Se u : RY — R é mensuravel, entdo u™ e u~ denotam as partes positiva e negativa

de u respectivamente. Ou seja,

ut(z) = maz{u(r),0} e u (x) = min{u(z),0}.

|2 < a] :={z € R |z| < a}, a € Ry



Espacgos da Funcgoes

C(RY) denota o espago das fungoes continuas;

CH*RN) = {u € C(RY);u é k — vezes continuamente diferenciavel};
C=(RY) = M1 C*(RY);

Ceo(RY) = {u € C*(R"); supp(u) C RV}

Para 1 < s < oo, L*(RY) denota o espaco usual de Lebesgue munido da norma

1/s
La@®RN) 1= (/RN |u|5dx) :

L*(RY) = {u : RY — R mensuravel; existe uma constante C' tal que u(z) <

[lul

C q.t.p. sobre RY} munido da norma

|[ul|poo @y = inf{C; u(x) < C q.t.p. sobre RV}

Para p > 1, D"(RY) = {u € LF(RY);|Vu| € LP(RY)} munido da norma

[Vl »(rry € S denota a melhor constante que verifica

) < S/ \VulPdx,Vu € D'P(RY).
]RN

ll e
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Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas & existéncia de solugoes positivas
para algumas classes de equagoes de Schrodinger quasilineares, com hipoteses sobre o
potencial que o possibilita se anular no infinito. Afim de usarmos métodos variacionais
na obtencao de nossos resultados, aplicamos mudanca de varidveis para reduzirmos as
equacgoes quasilineares a equacoes semilineares. Os funcionais associados a essas novas
equacoes estao bem definidos em espacos de Sobolev classicos e em espacos “tipo”
Orlicz e satisfazem as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha.
Ainda utilizamos a técnica de penalizacao de Del Pino e Felmer e o método de iteragao
de Moser para obtencao de estimativas, fundamentais para o nosso estudo, na norma

Lee.

Palavras-chave: Equacoes de Schrodinger quasilineares; Crescimento quasicritico;

Potenciais se anulando.



Abstract

In this work we study questions related to the existence of positive solutions for some
classes of quasilinear Schrodinger equations, with hypotheses on the potential that
permit this potential to vanish at infinity. In order to use variational methods to obtain
our results, we make some changes of variables to obtain some semilinear equations,
whose associated functionals are well defined in a classical Sobolev spaces. We also
work with these equations on an Orlicz “type” space whose energy functional satisfy the
geometric properties of the Mountain Pass Theorem. We still use the penalty technique
due to Del Pino and Felmer and the Moser iteration method to obtain estimates in L>

norm, which are fundamental to our study.

Keywords: Quasilinear Schrodinger equation; Quasicritical growth; Vanishing poten-

tials.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia de solugoes para a

equagao de Schrodinger quasilinear
—Au+ V(x)u+ gA(UQ)u = q(u), em RY, (1)

onde N > 3, as funcoes ¢ : R — R e V : RY¥ — R sdao continuas, com o potencial

V' podendo se anular no infinito e k é um parametro real. Ao longo do trabalho,

apresentaremos hipoteses adicionais sobre as fungoes ¢ e V', e sobre o parametro k.
As solugoes de (1) estao relacionadas com a existéncia de ondas estacionarias para

equagoes de Schrodinger quasilineares da forma
. K
10z = =Az+ W(w)z = I(|2[)2 + S [An([21) (|2])z, (2)

onde z : R x RY — C, W : RV — R é um potencial dado, x é uma constante real
e [, p sao fungoes reais. Equagoes quasilineares da forma (2) aparecem, naturalmente,
como modelo de varios fendmenos fisicos relacionados a varios tipos de p. O caso em
que p(s) = s foi usado por Kurihura em [32] na obtengao da equagao da membrana de
superfluido em Fisica dos Plasmas. No caso p(s) = (1 + s)/2, podemos encontrar em
[18, 23] e nas referéncias apresentadas em [25], que a equagao (2) modela a canalizagao
de um laser ultracurto de alta poténcia na matéria. Neste trabalho, estaremos sempre
considerando o caso em que p(s) = s. Claramente, observamos que z(t, r) = e~ “tu(z)
resolve (2) se, e somente se, u(x) resolve (1) com V(z) = W(z) — € e q(u) = I(v*)u.
Levando em consideragao os possiveis valores de k, as hipoéteses sobre o poten-
cial V' e os tipos de nao-linearidades, encontramos na literatura varios trabalhos que

abordam a existéncia de solugao para o problema (1).



No caso em que K < 0 e com nao-linearidades subcriticas citamos os artigos
de Liu, Wang e Wang [36, 37|, Ruiz e Siciliano [41], Silva e Vieira [45], Yang [50],
Colin e Jeanjean [24|, Poppenberg, Schmitt e Wang [40] e Fang e Szulkin [30]. Para
nao-linearidade concava e convexa, citamos o artigo de do O e Severo [29] e para nio-
linearidade critica citamos os trabalhos de Liu, Liu e Wang [35], Wang e Zou [49], Silva
e Vieira [46], Yang, Wang e Abdelgadir [52] e do O, Miyagaki e Soares [28]. Todos

estes trabalhos, dentre outras condi¢oes sobre o potencial V' (z), assumiram que

(V1) liminf V(z) > 0.

|z| =400

Colin e Jeanjean em [24] também estudaram o problema (1) com o potencial

V' =0, conhecido na literatura como potencial de massa zero.

Moameni em [38] estudou o problema (1) considerando o caso expoente critico e
o potencial V radial, isto é, V(z) = V/(|z|) e satisfazendo as seguintes condi¢oes:

existem 0 < Ry <ry <7y < Ry e a > 0 tais que
(Vo) V(z)=0, paratodoz € Q={xeRY :r <|z| <},

(V3) V(x) > a, para todo z € A°, onde A = {x € RN : R) < |z| < Ry}.

Em [51] Yang e Ding assumiram as condigoes:

(V) V € C(RY) e existe b > 0 tal que o conjunto v’ = {z € RY;V(z) < b} tem

medida de Lebesgue finita;

(V5) 0=V(0) =minV <V(zx) < M.

Eles consideraram a nao-linearidade q da forma q(x, s) = K (x)|s|>®") =25+ ((x, s) onde
N > 3, K(z) é uma fungao positiva limitada e ¢(z, s) é superlinear porém uma fungao
subcritica.

Para k > 0 e N > 3, em um trabalho pioneiro Alves, Wang e Shen em [4], usaram
a mudanca de variaveis introduzidas em [42, 52| e a estimativa L* para mostrar a
existéncia de solugao nao-trivial para o modelo (1), onde q(u) = |u]""2u, 2 < r < 2*
ou q(u) = [1 — m} u. Para isto, eles assumiram, entre outras hipoteses que o

potencial V : RY — R é continuo e satisfaz a condigao (V7).
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Em [22], Briill, Lange e Kéln estudaram as equagoes de Schrédinger quasilineares
unidimensional

10z = =02z — |22 + k02(]2)*)z, z€R (3)

iy = —0% — {m o+ k02(|2P)z xR (4)

A

(a+ |z IZ)S]
onde z = z(x,t) é a funcdo de onda a ser determinada, x é uma constante real, p >
0,0 > 0e A< 0. Sob algumas condigoes sobre p, i e A, eles demonstraram que se
0 < kK < Ky (oul < K < K3g) com kg, k3 > 0, entao (3) (ou (4)) tem uma solucdo
tipo onda estacionaria v(z), com v(z) > 0, v(—z) = v(x),v'(z) < 0 para x > 0 e
| 1|iin v(z) = 0. Além disso, esta solugdo ¢ unica, a menos de translagao.

T Ainda para k > 0, Lange, Poppenberg e Teisniann [33] estudaram o problema de
Cauchy para a equagao de Schrodinger quasilinear (2), com W =0 e p = 0. Quando
N = 1e 2(0,z) = ¢(z), eles obtiveram solugoes L? para (2) com klo(z)] < § < 1.
Além disso, para 2k||¢||1. < 1, eles também demonstraram a existéncia de solugdes

H? para espago de dimensdo arbitraria. Indicamos [33], para mais detalhes.

Note que as condigoes (V1), (Vo) — (V3) e (V4) — (Vs) implicam que

lim V(z)#0.

|z| =400

Em todo este trabalho, entendemos que o potencial V' se anula no infinito quando

lim V(z)=0.

|z| =400
No contexto do potencial V' se anular ou poder se anular no infinito, encontramos uma

extensa bibliografia para o caso semilinear correspondente a k = 0, isto é,
—Au+V(z)u = q(u), v € RV, (5)

Citamos, por exemplo [5, 6, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 19, 31] e suas referéncias. Entre
estes, destacamos o artigo devido a Berestycki e Lions [17] que mostraram a existéncia
de solucao quando V' = 0, onde a nao linearidade tem crescimento supercritico pro-
ximo da origem e subcritico no infinito. Em [31] Ghimenti e Micheletti estabeleceram
a existéncia de solu¢ao que muda de sinal. Em [15] Benci, Grisanti e Micheletti, com
condicoes adicionais sobre V', estabeleceram um resultado de existéncia ou nao exis-

téncia de "ground state solution". Nos artigos de Ambrosetti, Felli e Malchiodi [10],

3



Ambrosetti e Wang [9], a nao linearidade g(u) é substituida pela fungao ¢(z,u) do tipo
k(z)|ul* onde k(z) — 0 quando |z] = oo e 1 < s < £22 N > 3. Em [5], Alves e
Souto introduziram um novo conjunto de hipoteses sobre o potencial V' e mostraram a
existéncia de solugao positiva para a equagao (5), com ¢ tendo crescimento subcritico.

Na literatura, também podemos citar o trabalho devido a Bastos, Miyagaki e

Vieira [13] que estabeleceram a existéncia de solugao positiva para a seguinte classe de

problemas elipticos quasilineares degenerados:
—Ltgy + V() |z |u|P?u = q(u), em RY,

onde Lu,, = —div(|z|*?|Vu[P?>Vu), 1 <p < N,—o0 < a < %,a <e<a+1l,d=

l+a—e, ep :=p*(a,e) = NJXZP denota o expoente critico de Hardy-Sobolev, V' é um

potencial nao-negativo, limitado e se anulando no infinito, e a nao linearidade ¢ tem
crescimento subcritico no infinito.

Neste trabalho de tese, motivados pelos artigos acima, e especialmente por Alves
e Souto em [5] e Alves, Wang e Shen em [4], mostramos que é possivel obter resultados
de existéncia para o problema (1) quando o pardmetro x é nao-nulo e o potencial V
pode se anular no infinito.

Este trabalho divide-se em trés capitulos e um apéndice e estao distribuidos como
descritos a seguir.

No Capitulo 1, tratamos o caso em que k = —2, mais especificamente, iremos

estudar o problema
—Au+V(z)u — Alw?)u = q(u), v € RY, (6)

onde V:RY - Req:R — R sao funcoes continuas, com V sendo uma funcao nao-
negativa e ¢ tendo crescimento quasecritico no infinito. Mais precisamente, admitiremos

que o potencial V' verifica as condigoes:
(Vo) V(z) >0, paratodoz € RY;
(Vao) V(z) < V4, paratodo z € RY;
(Vi) Existem A >0e R > 1 tais que

1.
7 ‘;ngm V(z) > A



Observacao 0.0.1 Enfatizamos que estas hipoteses, diferentemente das mencionadas
nos artigos acima que consideraram o parametro k < 0, possibilita que o potencial V'

se anule no infinito.

A seguir, apresentamos um exemplo de um potencial que verifica as hipoteses

acima:
a2, se |‘T| S R_ah
V() =< (lz| - R4+ ai) +as, se R—oa; <|z|<R,
(oaton)RY se |z|>R
Eg > R,

com(O0<a; <R,,ap>0e0<o0< 4.

Em relagao a nao-linearidade ¢, assumimos que:

(¢1) limsup 4(s)

o <—|—oo;ond82*:%e]\723.
s—0F S

=0.

. 5q(s)
(¢2) sginoo 522"

(g3) Existe 6 > 2 tal que
0 < 20Q(s) < sq(s), paratodo s> 0,
onde Q(s) = [ q(t)dt.

Observacao 0.0.2 A condi¢ao (q2) € conhecida na literatura como crescimento qua-

secritico, ou seja, critico no infinito.

O principal resultado desse capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Suponha que V' satisfaz (Vy), (Vo ), (VA), € q verifica (¢1)—(q3). Entao,
existe uma constante N* = A*(0, V., q) > 0 tal que o problema (6) possui uma solu¢ao

positiva para todo A > A*.

Como um corolario imediato da prova do Teorema 0.0.3, temos.

Teorema 0.0.4 Suponha que V' satisfaz (Vp), (V) €

(Va) Existem A >0 e R > 1 tais que

1 .
e b 2NV () > A



e q verifica (q2), (g3) e

_sq(s)
(ql) sli}g{r 522*

< +00

Entao, existe uma constante A* = A*(0, V., q) > 0 tal que o problema (6) possui uma

solugao positiva para todo A > A*.

Observacao 0.0.5 A condicdo (q1) € mais fraca do que (G1), mas (Vi) € mais fraca

(V4). De fato, ¢ suficiente verificar que (Vy) € equivalente a

liminf |2|*V (z) > 0.

|z|—o00

Para provarmos o Teorema 0.0.3, usamos uma mudanga de variavel introduzida
por Colin e Jeanjean em [24] e por Liu, Wang e Wang em [36] para reformular o pro-
blema, obtendo uma equagao semilinear que tem um funcional associado bem definido
e Gateaux-diferenciavel em um espaco de Sobolev. Desta reformulacao, segue que se
w ¢ uma solu¢do do problema reformulado, entdo u = f(w), onde f é a fungdo da
mudanca de variavel, ¢ uma solugao do problema originalmente proposto. Em seguida,
adaptamos um método introduzido por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5])
para modificar o problema reformulado. O funcional associado ao problema modificado
também estd bem definido e é Gateaux-diferencidvel em um espacgo de Sobolev. Mos-
tramos que este funcional satisfaz as hipoteses geométricas do Teorema do Passo da
Montanha e provamos a limitacao das sequéncias de Cerami associada ao nivel mini-
max. Alcancamos o nosso resultado de existéncia apos obter uma limitacao na norma
L da solucao do problema modificado que possibilita mostrar que toda solucao do
problema modificado é uma solucao do problema reformulado.

Destacamos que os resultados do Capitulo 1 desta tese originaram um artigo de
pesquisa, o qual foi aceito para publicacao na revista Journal of Mathematical Analysis
and Applications no ano de 2014 (veja [1]).

No capitulo 2, estudamos o caso em que o parametro x > 0, ou seja, estudamos

a seguinte equacao de Schrodinger quasilinear
—Au+V(x)u+ gA(uQ)u = q(u), z € RY (7)

onde V:RY - Req:R — R sao funcdes continuas, com V satisfazendo as hipoteses

(Vo) e (Vi) e a nao-linearidade ¢ verifica as condigoes:



5q(s)

(q1) liniiljp 2 < +oo, onde 2* = 285 e N > 3.

@ tm 0

S—r+00 32*

=0.

(g3) Existe 6 > 2 tal que

0 < 0Q(s) < sq(s), paratodo s> 0,

onde Q(s) = [ q(t)dt.
O principal resultado deste capitulo é enunciado como segue:

Teorema 0.0.6 Suponha que q satisfaz (q1) — (q3) e V' é uma fungdo continua que
verifica as condigoes (Vo) e (Vy). Entao, existem constantes kg > 0 e A* = A*(0,q) > 0
tais que a equagao (7) possui solugdo nao-trivial para todo k € [0,kg) e para todo
A > A

Para provarmos o Teorema 0.0.6, inicialmente estabelecemos uma solugao nao-
trivial para uma equacgao de Schrodinger quasilinear auxiliar. Precisamente, mostrare-
mos a existéncia de solucao nao-trivial para a seguinte equagao de Schrédinger quasi-
linear:

—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (w)|Vul* + V(z)u = q(u), © € RY, (8)

com g(t) = V1 — Kt para |t| < \/ge k> 0.

Nestas condigoes, a equagao (8) transforma-se em (7). Em seguida, usamos uma nova
mudanga de variavel introduzida por Shen e Wang em [42] e por Yang, Wang e Ab-
delgadir em [52] (veja Segao 2.1 mais adiante) e reformulamos o problema (7) obtendo
desse modo uma equacgao semilinear. Analogamente ao Capitulo anterior, usamos os
argumentos de Del Pino e Felmer em [26] para modificar o problema reformulado,
de modo que o funcional associado ao problema modificado esteja bem definido, seja
Gateaux-diferencidvel em um espaco de Sobolev e satisfaca as hipéteses geométricas do
Teorema do Passo da Montanha. Em seguida, provamos a limitacao das sequéncias de
Palais-Smale associada ao nivel minimax. O resultado de existéncia é alcancado apos
obtermos uma limitacao na norma L*> da solu¢ao do problema modificado indepen-
dente da solucao e do parametro . Esta limitacao possibilita mostrar que existe uma

constante A* = A*(0,q) > 0 tal que para todo A > A* qualquer solugao do problema
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modificado é também uma solucao do problema reformulado. Esta mesma limitacao
garante a existéncia de uma constante ko > 0 de modo que o problema original (7) tem
solucao nao-trivial para todo € [0, kg).

Ainda ressaltamos que devido ao comportamento da mudanga de variavel, dife-
rentemente do Capitulo 1, ndo precisamos supor a limitagao por cima do potencial V.
Por outro lado, devido também ao comportamento da mudanca de variavel, consegui-
mos o resultado de existéncia do Teorema 0.0.6 apenas com a nao-linearidade ¢ tendo
um tipo de crescimento subcritico no infinito.

Destacamos que os resultados do Capitulo 2 desta tese originaram um artigo de
pesquisa, o qual foi aceito para publicagao na revista Topological Methods in Nonlinear
Analysis (veja [2]).

No Capitulo 3, considerando o operador p-Laplaciano, generalizamos os resul-
tados obtidos para a equagao (6). Mais precisamente, estudamos a seguinte equagao
quasilinear:

—Apu+ V(@) uf~u = Ay(u?)u = q(u), =RV, (9)

onde 2 < p < N e Ayu := div(|Vu[P7>Vu) ¢ o p—Laplaciano. Aqui, vamos supor que o
potencial V : RY — R seja uma fungao continua verificando a hipétese (V5) e também

cumpra a condigao:

(Va,) Existem A >0e R > 1 tais que

1 p’
— inf |z|»=TV(z) > A.

R% |z|>R

Note que a condigao (V},) ¢ uma generalizacao da hipétese (V). Aqui, nao foi preciso
supor a condicao de limitacao por cima do potencial V.
As hipoéteses abaixo sobre a nao-linearidade ¢ sao generalizacOes naturais das

hipoteses do Capitulo 1 e serao assumidas:

5q(s)

(¢1) limsup ——= < 4o00; where p* = A’;—J_V.
s—0t sP p

() lim 2

s—+oo 820" =0.
(g3) Existe 6 > p tal que
0 < 20Q(s) < sq(s), paratodo s >0,

8



onde Q(s) = [ q(t)dt.
O seguinte teorema contém o resultado principal deste capitulo:

Teorema 0.0.7 Suponha que V satisfaz (Vo) e (Va,) e q verifica (q1) — (g3). Entao,
existe uma constante N* = A*(0,p,q) > 0 tal que a equagdo (9) possui uma solu¢io

positiva para todo A > A*.

[gualmente ao Capitulo 1, segue um corolario imediato da prova do Teorema

0.0.7:

Teorema 0.0.8 Suponha que V' satisfaz (Vy) e

(VAP) Ezistem A >0 e R > 1 tais que

1 . p(N+p)
—rr I [e[ 20V (@) 2 A

R2(-1)

e a fungdo q verifica (g2), (g3) e

5q(s)

52p*

(G1) limsup < +o00.

s—0t

Entao, existe uma constante A* = A*(0,p,q) > 0 tal que a equagao (9) possui uma

solucao positiva para todo A > A*.

Estes resultados generalizam os resultados obtidos nos Teoremas 0.0.3 e 0.0.4
devido ao fato de estarmos considerando uma equacao mais geral. Enfatizamos mais
uma vez que, considerando uma estrutura de espacos de Orlicz, conseguimos obter es-
tes resultados sem a necessidade de supor a limitagao por cima do potencial V. Para
provarmos os Teoremas 0.0.7 e 0.0.8, seguimos as mesmas ideias usadas na demonstra-
¢ao dos Teoremas 0.0.3 e 0.0.4. Antes, porém, foi necessario apresentarmos algumas
propriedades (veja Secao 3.1) essenciais do Espago de Orlicz que estamos considerando

neste capitulo, a saber:
E=A{we Dl’p(RN);/ V(z)|f(w)|Pde < 400},
RN
o qual é um espago de Banach (veja Proposi¢ao 3.1.8) quando munido da norma

lwll = [IVwl|zr @y + [[w]],



onde
1
3 - p
[lwll. = inf < [1+/RN V(@) f(Aw)|Pdz

Neste capitulo, a funcao f é definida por

o 1
PO o

Note que f assim definida é uma generalizacao para o caso p = 2 usada no Capitulo 1.

m [0,400) e f(t)=—f(—t) em (—o0,0].

Em relagdo a equacao (9) e algumas variantes, encontramos na literatura artigos
que estabeleceram tanto existéncia como multiplicidade de solugoes. Por exemplo,
citamos o artigo de Severo [44], no qual, usando métodos minimax, mostrou a existéncia
de solugao fraca nao-trivial para a equagdo (9). Em [7] Alves, Figueiredo e Severo
estabeleceram, usando métodos variacionas juntamente com a Teoria de categoria de
Lusternick-Schnirelman, a existéncia e multiplicidade de solucao fraca nao-trivial para
a equagao

—ePAju + V(2)uf2u — Ay (uP)u = q(u), = €RN. (10)
Estes mesmos autores em |[8] estabeleceram, via Teoria de categoria de Lusternick-
Schnirelman, a multiplicidade de solucao fraca positiva para o seguinte problema de

Dirichlet quasilinear
—Ayu+ \u|p_2u — Ap(u2)u = q(u), em 2, u = 0 sobre 02y, (11)

onde Q) = \Q2, Q ¢ um dominio limitado em R" e X\ é um parametro positivo. Ressalta-
mos que todos esses resultados acontecem sob a condigao (V1) e crescimento subcritico
para a nao-linearidade q. Ja Alves e Figueiredo em [3] estabeleceram a multiplicidade

de solugoes fracas positivas para a equacgao de Schrodinger quasilinear
—e?Apu+ (AA(2) + Duf?u — A, (u)u = q(u), x € RY, (12)

onde A é uma funcdo continua nao-negativa e o termo nao linear ¢ tem crescimento
subcritico.

Para finalizar a tese, no Apéndice A, baseados em Brezis e Kato [20] (veja também
[5, 13]), apresentamos uma importante estimativa na norma L, que foi essencial para
a obtencao dos resultados de existéncia dos Capitulos 1, 2 e 3.

Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho, repetiremos, em seus res-
pectivos capitulos, os enunciados dos principais resultados, bem como elencaremos,

novamente, as hipoteses sobre as fungoes q e V.
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Capitulo 1

Equacao de Schrodinger com
coeficiente negativo no termo

quasilinear

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solucao para o problema eliptico qua-
silinear
—Au+V(z)u — A(w?)u = q(u), em RY,
(P)
u e D(RY), u>0 em RY,
onde V:RY —» Req:R — R sdo funcdes continuas.
Nosso objetivo principal é estabeler a existéncia de uma solugao para o problema
(P) sob uma condigao sobre o potencial V' que o possibilite se anular no infinito, isto
¢,

lim V(z)=0

|z| =400

e com a funcao g tendo crescimento quasicritico. Motivados pelo trabalho de Alves e

Souto em [5], admitimos que o potencial V' satisfaz
(Vo) V(x) >0, paratodo z € RY,

(Vao) V(z) < V4, paratodo z € RY,

(Va) Existem A >0e R > 1 tais que

1.
7 ‘;ngm V(z) > A



Considerando Q(s) = fos q(t)dt, supomos que a nao-linearidade ¢ verifica as se-

guintes hipoteses:

(q1) limsup ngf) < 400; onde 2* = 2% e N > 3.
s—0t S
- sq(s)

(@) lim —5==0

(g3) Existe 0 > 2 tal que

0 <20Q(s) < sq(s), paratodo s> 0.

Observagao 1.0.9 A condi¢do (q2) € conhecida como crescimento quasecritico.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 1.0.10 Suponha que V' satisfaz (Vy), (Vao), (VA), € q verifica (q1) — (¢3). En-
tao, existe uma constante A* = A*(0,V,q) > 0 tal que o problema (P) possui uma

solucao positiva para todo A > A*.

Como um corolario imediato da demonstragao do Teorema 1.0.10, temos:

Teorema 1.0.11 Suponha que V' satisfaz (Vp), (Vo) €

(Va) Existem A >0 e R > 1 tais que

1
7 12"V (@) 2 A

e q verifica (¢2), (g3) e

- sq(s)
(G1) limsup oL < +00

s—0t

Entao, existe uma constante N* = A*(0, Vi, q) > 0 tal que o problema (P) possui uma

solugao positiva para todo A > A*.

Observacgao 1.0.12 A condicio (q,) € mais fraca do que (§,), mas (Vi) € mais fraca

do que (V). De fato, ¢ suficiente verificar que (V) € equivalente a

liminf |2|*V (z) > 0.

|z|—o00
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Observacao 1.0.13 Neste capitulo, a condi¢io (V) € essencial para obtermos a li-
mita¢ao da sequéncia de Cerami (veja Lema 1.3.4 e Obsevagio 1.1.2), uma vez que
estamos trabalhando num espago de Sobolev com sua norma usual. No Capitulo 3,
mais adiante, trabalhando numa estrutura de Espaco tipo "Orlicz", consequimos obter

0s mesmos resultados sem a necessidade de supormos a condi¢io (V).

Para demonstrar o Teorema 1.0.10, usamos a mudanca de variavel u = f(w) in-
troduzida por Colin e Jeanjean em [24] e por Liu, Wang e Wang em [36] (veja Secao 1.1
a seguir), para reformular o problema, obtendo uma equacdo semilinear que tem um
funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciavel em um espaco de Sobolev.
Desta reformulacao, segue que se w é uma solu¢ao do problema reformulado, entao
u = f(w) é uma solu¢ao do problema originalmente proposto. Em seguida, adaptamos
um método introduzido por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]) para modificar
o problema reformulado. O funcional associado ao problema modificado também esté
bem definido e é Gateaux-diferenciavel em um espaco de Sobolev. Mostramos que este
funcional satisfaz as hipoteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha e pro-
vamos a limitagao das sequéncias de Cerami associada ao nivel minimax. Alcangamos
o nosso resultado de existéncia apds obter uma limitacao na norma L* da solucao do
problema modificado que possibilita mostrar que toda solugao do problema modificado
¢ uma solucao do problema reformulado.

As solugoes de (P) estao relacionadas com a existéncia de ondas estacionarias

para equacoes de Schrodinger quasilineares da forma
0z = —=Az + W(2)z — U(|2*)z — v[Ap(|2*)]p'(|2*)z, (1.1)

onde z : R x RY — C, W : RY — R ¢ um potencial dado, v é uma constante real e
[, p sado fungoes reais. Neste capitulo, consideramos o caso p(s) = s e v = 1, e n0osso
interesse especial é obter solucoes do tipo onda estacionaria, isto é, solucoes do tipo
2(t,z) = e ®tu(z), onde £ € R e u > 0. Note que z satisfaz (1.1) se, e somente se, a
fungao u(z) é uma solugao para (P) com V(z) = W(x) — &.

Devido aos aspectos fisicos, o problema (P) tem atraido recentemente muita
atencao e varios resultados de existéncia tem sido obtidos quando o potencial V ¢
estritamente positivo, conforme podemos constatar nas referéncias ja citadas na

Introducao deste trabalho.

13



Nao conhecemos, até o momento, nenhum resultado de existéncia de solugao
para o problema (P) que possibilite o potencial V' se anular no infinito e com a néo-

linearidade tendo crescimento quasicritico.

1.1 Reformulagao do Problema

Inicialmente, observamos que nao podemos aplicar diretamente métodos variaci-
onais para estudar (P), visto que o funcional energia natural associado

1 1
() = §/RN(1 + 20| Vul2de + 5/

V(z)u?dr — Q(u(x))dx, (1.2)
RN RN

nao estd bem-definido em geral, pois [, u*|Vu|*dz nao é finito para todo u € D"?(R").
Para contornar esta dificuldade, usamos a seguinte mudanca de variavel (veja [24, 36,
29]): w = f~Y(u), onde f ¢ definida por f(0) = 0,

F(t) = —— sobre [0,400) ¢ f(t) = —f(—t) sobre (—o0,0].  (1.3)

NiESTED)
No lema a seguir, elencamos as seguintes propriedades da funcao f, cujas de-
monstragoes podem ser encontradas nas referéncias [24] e [29].
Lema 1.1.1 A funcao f satisfaz as sequintes propriedades:
(1) f € unicamente definida, é C* e inversivel;
(2) |f'(t)| <1, para todo t € R;

(3) 1F(&) < [t], para todo t € R;

(6) @ <tf'(t) < f(t), para todo t> 0;

(7) |f(t)| < 21|t|2, para todo t € R;

(8) @ <tf(t)f'(t) < f2(t), paratodo t €R;

(9) existe uma constante positiva C' tal que

<
(1) > C|t],1 se |t]| <1
Clt[2, se |t| =1



(10) |f(t)f'(t)] para todo t € R.

1
< —
V2
(11) Para cada X > 1, f2(At) < N2 f%(t), para todo t € R.

Neste momento, destacamos que as propriedades (4) — (5) do Lema 1.1.1, (¢1) e

(g2) implicam que existe ¢o > 0 tal que
I£(8)a(f(s))| < cols|*, para todo s € R. (1.4)

De fato, a partir da hipotese (¢;) e Lema 1.1.1-(4), obtemos

f(s)a(f(s))

lim sup ———> < 400
2
s—07t S

e usando (¢q) e o Lema 1.1.1-(5), resulta que

f(s)a(f(s))

52"

lim = 0.
S——+00

Estes limites implicam na desigualdade (1.4).

Da condigao (V4), podemos introduzir o seguinte subespago

E={we Dl’Q(RN);/ V(z)wdr < +oo}

RN

de DY?(R¥Y) munido com o produto interno definido por
(u,w) = / VuVw + V(z)uw| dx
RN

e norma associada

]2 _/ [Vl + V(x)w?] da.
RN
Observagao 1.1.2 Note que o funcional ¥ : E — R, dado por

¥w) = [ [Vl + Vi) £ w)] do

¢ de classe C' e
U(w) < ||w||?, para todo w € E.

Além disso, existe uma constante 3 > 0 tal que

Bllw|? < ¥(w) + (¥(w))*/?, para todo w € E.
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De fato, da condigao (V5) e Lema 1.1.1 - (3), segue que
U(w) < ||w||?, para todo w € E.

Por outro lado, da condigao (V,), Lema 1.1.1 - (9) e das imersoes de Sobolev, encon-

tramos uma constante C' > 0 tal que

1 1
V(z)widr < —/ V(z)fA(w)dr < =V (w)
/nw<x>|s11 C? Jjw()<1) c?

e
/ V(z)wds < Ve, / w2 dz < Vi Oy (W(w))2 /2.
[lw(@)|=1] (lw(x)[>1]
Assim,
1 .
/ V(z)widr < @\If(w) + Voo Oy (T (w))? /2,
RN
isto é,
Bllw|? < W(w) + (¥(w))*?,
1 1
ondeBZS eézmaaz{l—i—E,VmC’l}. |

Apoés a mudanga de variaveis (u = f(w)), a partir de J(u) obtemos o funcional

1

Hw) =5 [ VePdess [ VL - [ s 0

o qual estd bem definido em E e ¢ de classe C' devido as hipoteses (V5), (¢1) e (q2), e
as propriedades (1), (2) e (3) do Lema 1.1.1 com derivada dada por
e = [ VoVeds + [ V@) weds = [ af@)fweds, (10
RN RN RN
para quaisquer w, @ € E. Note que os pontos criticos de I sao solugoes fracas para o

problema

—Aw +V(2)f(w)f'(w) = q(f(w))f' (w), em RY,

(AP1)
we DYRY),  w>0, em RV,

A proposicao a seguir relaciona os pontos criticos do funcional I com as solugoes clas-

sicas do problema (P).

Proposigao 1.1.3 Se w € C*RYN) n DY2(RY) é um ponto critico do funcional I,

entao u = f(w) € uma solugao cldssica de (P).
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Demonstragcao. Segue as mesmas ideias da demonstracao da Proposicao 3.1.3 pre-

sente no Capitulo 3 mais adiante, fazendo p = 2. =

Observacao 1.1.4 Uma vez que objetivamos provar a existéncia de solugoes positivas

para o problema (P), podemos considerar

q(t) =0, para todo t <O0.

1.2 O problema auxiliar

A fim de obter solugao positiva iremos adaptar para o nosso caso um método
explorado por Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]), que consiste em uma mo-
dificagao do problema (AP1). Para isto, vamos estabelecer algumas consideragoes.

Para k > %(k‘ > 1) e R > 1, definimos a funcao continua h : RY x R — R por

q(t), se |[r| <R

V(z)
h(z,t) =< q(t), se [z| >R e q(t) < 7t

0y selel> R e glt) > Y08

O problema auxiliar que vamos considerar é o seguinte

—Aw + V(2)f(w)f'(w) = h(z, f(w)) f'(w), em RY,

(AP2)
we DYRY),  w>0, em RV,

Um calculo direto mostra que, para todo t € R, as desigualdes abaixo valem:

h(x,t) < q(t), para todo x € RY, (1.7)
h(z,t) < v](f)t, para todo || > R, (1.8)
H(x,t) = Q(t), se |z] < R, (1.9)
H(x,t) < V;Z)t?, se |z| > R (1.10)
e
2—10th(x,t) — H(z,t) > (% - %) @t%para todo z € RY. (1.11)

Associado ao problema (AP2) definimos, sobre E, o funcional de Euler-Lagrange

O(w) = %/RN |Vw|*dx + % /IRN V(z)f*(w)dr — . H(z, f(w))dz. (1.12)
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Das condicoes sobre as funcoes ¢ e V, segue que ® é de classe C! com derivada de

Gateaux dada por

' (w)p = /RN VwVpdxr + /RN V(z)f(w)f (w)pdx
- [ b w)pde, (113

para quaisquer w,p € FE| e seus pontos criticos correspondem a solugoes fracas de

(AP2).

1.3 A geometria do passo da montanha e a limitacao

das sequéncias de Cerami

Nesta se¢ao, enunciaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha devido
a Ambrosetti e Rabinowitz [12], que é uma ferramenta essencial para este capitulo. Em
seguida, mostramos que o funcional (modificado) associado ao Problema (AP2) satisfaz
as propriedades geométricas deste teorema. Na sequéncia, provamos a limitagao das
sequéncias de Cerami. Concluimos esta se¢ao, mostrando que o limite fraco de uma
sequéncia de Cerami é uma solugdo nao trivial para o problema (AP2).

Seja X um espaco de Banach real e I : X — R um funcional de classe C*.
Recordamos que (w,) C X ¢ uma sequéncia de Cerami para I no nivel ¢ (denotamos

por (Ce).) se (wy) satisfaz:
() (wy) = ¢ e (@)1 +||wa | (wn)|]x» = 0 quando n — +oc.

O funcional [ verifica a condicao de Cerami em ¢, se qualquer sequéncia de Cerami

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 1.3.1 Sejam X um espaco de Banach real e I € CY(X,R). Considere ¥ um
subconjunto fechado de X que o desconecta (por caminhos) em componentes conexas
distintas X1 e Xy. Suponha, ainda que, 1(0) =0 e

(I) 0 € X, e existe a > 0 tal que I|ls > a >0,

(Iy) existe e € Xy tal que I(e) < 0.
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Entao, I possui uma sequéncia (Ce). com ¢ > a > 0 dado por

czigﬁgg[%f(v(t)), (1.14)
onde
I = {y € C([0,1, X);7(0) =0 e I(3(1)) < 0}. (1.15)

O seguinte lema implica que ® verifica a geometria do passo da montanha.

Lema 1.3.2 Suponha que (Vy), (q1), (q2) € (g3) sao satisfeitas. Entao, o funcional ®
definido por (1.12) verifica as condigées (1) e (Iz) do Teorema 1.3.1.

Demonstragao. Primeiramente, note que ®(0) = 0. Agora, para cada p > 0, defina
3, = {w € B;¥(w) = p°},

onde ¥ foi definido na Observagao 1.1.2. Desde que o funcional ¥ é continuo, segue da

mesma observagao que Y, ¢ um subconjunto fechado que desconecta o espago E em

X1 ={w € E;¥(w) > p?} e Xo ={w € F;V(w) < p?}. Usando (1.7) e (g3), obtemos

H(z, f(w))dr < . Q(f(w))dr < C (w)Q(f (w))de.

RN RN

Usando a desigualdade (1.4), teremos

Y dx.

H(z, f(w))dz < 02/ |w

RN RN

Devido a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e a condigao (V}), resulta que
2%/2
o fu)de < G [ (V0P + v Pr)
RN RN
de onde segue que

1

d(w) = 5 /RN [|Vw|2 + V(m)fQ(w)} dx — . H(z, f(w))dx > %pQ — Csp”,

para todo w € X,,.
Uma vez que 2* > 2, segue que para p > 0 suficientemente pequeno, existe o > 0 tal
que

®(w) > o >0, paratodo we X,

e assim a condigao (I;) é satisfeita.
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Agora, fixado p > 0 pequeno, vamos mostrar que existe p € E tal que

d(tp) - —oo quando t — +oo.

(1.16)

De fato, considere ¢ € C5°(RY) verificando supp(p) = B1 e 0 < ¢(z) < 1, para todo z €

By. Note que, pela propriedade (3) do Lema 1.1.1, resulta que

d(tp) < %ﬁ (/RN \V|*dx + /RN V(x)gonx) -/, H(z, f(tp))dz.

(1.17)

Por (1.9), segue que H(z,t) = Q(t) em B;. Da hipotese (¢3), existem constantes

positivas C e (5 tais que
Q(t) > C1|t|* — C,, para todo t € R.
Logo,

oitg) < 3¢ ([ 1Vopaos [ viodar) - [ Ifoas s ca
RN RN

By

ft)

Desde que a fungao — é decrescente parat > 0 e
0 <tp(x)<t, paratodo z € Byet>0,

temos

f)p(x) < f(te(x)), paratodo z € Byet >0,

que juntamente com (1.18) implica

1 20t C
vit0) <[5 [ (19oP+ Vi)t - [ opans 3.

Pela propriedade (9) do Lema 1.1.1 e desde que € > 2, concluimos que

lim f29<t>

t—too 12

= —‘—OO’

e portanto (1.16) esta provado, e consequentemente (Iy) é satisfeita. m

Como consequéncia do Teorema 1.3.1 e Lema 1.3.2, temos:

(1.18)

(1.19)

Corolario 1.3.3 Suponha que (Vy), (q1), (q2) € (g3) sao satisfeitas. Entao, o funcional

O possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (1.14).

Agora, mostraremos a limitacao das sequéncias de Cerami.

20



Lema 1.3.4 Suponha que (Vy), (Vao), (1), (¢2) e (g3) valem. Se (w,) C E € uma

sequéncia de Cerami para ®, entdo (wy,) € limitada em E.
Demonstragao. Seja (w,) uma sequéncia (Ce). para ®. Entao,

P(w,) = c e (1+[|wa]D]]®"(wn)||zr = 0 quando n — +o0,

() %/RN(WWF V@) w))de — | H(z, fw)ds = ¢+ 0,(1)

RN

(1 [fwn DI1® (wn)|l g = 0n(1).

Para ¢ € F, temos

Q' (wy)p = Vw,Vedz+
RN
| V@ wede— [ b, ) w,)ed
RN RN
o f(wn) :
Tomando ¢ = ¢, = W, pela propriedade (6) do Lema 1.1.1, temos
Wn,

lon| < 2lwn| e |Vn| < 2|Vw,|.

Logo, ¢, € E e
[lspnl] < 2f|wall
De (1.21), obtemos
O (wn)pn = on(1),

ou seja,

v+ [ (o) 1Vufas = [ o f(wn) e = 0,00

De (1.20) e (1.24) segue que

1 !
O (w,) — %d) (wn)n = ¢+ o0,(1),

e assim,

1 1 1

(5 . 5) v+ [ N{Q—@hu, F(w)f (wa) — H(z, f(wn))] d < ¢+ oa(1).
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De (1.11), temos

[t it s ar= (33§ [verwe. o)

N

2
Observando que k > 7 92, e usando (1.25) e (1.26), deduzimos que
"I ) < B(wn) — ¥ (wn)pn = ¢+ 0n(1) (1.27)

Portanto, ¥(w,) é limitada e pela Observac¢ao 1.1.2 concluimos que a sequéncia (w,,)

é limitada em F. m

Desde que a sequéncia (w,,), dada pelo Corolario 1.3.3, é uma sequéncia limitada

em E, existe w € F e uma subsequéncia, ainda denotada por (w,), tais que

w, = wem E, w, = wem L; (RY) para s € [1,2%) e w,(z) = w(x) q.t.p. sobre RY.

Os proximos lemas sao importantes para mostrarmos que o limite fraco w é um
ponto critico ndo-trivial para ® com ®(w) = ¢ e que o funcional ¢ satisfaz a condigao

de Cerami.

Lema 1.3.5 Assumindo as hipdteses do Lema 1.3.4, entdo as sequintes afirmacgoes

valem:

(i) Para cada € > 0, existe r > R tal que

lim sup/ [[Vw,|? + V() f(w,)] do < e.
|| >2r

n—-+o00

(ii)
lim V(:L')fQ(wn)d:v:/ V() f*(w)dz.

(iii)
im [ h(e, f(w,)f (wn)de = / W, f(w)) f (w)d.

n——+oo RN RN

(iv) O limite fraco w € um ponto critico para o funcional ®.
Demonstracao. (i) Considere r > R e uma fungio n = n, € C*°(B¢) tais que

n=1lem B;,, n=0em B,, 0<n<1
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| Vi |< =, para todo » € RY.

<IN

Como (w,) é limitada em E, a sequéncia (ny,), onde ¢, = ( ), é também

limitada em E. Logo, por (1.23), temos

O(wn) (nepn) = 0n(1),

isto é,

/RN (1 + %) |Vw,|*ndx + /RN V(z) f2(wn)ndz =
f(wn)

- RN f/(wn)

Uma vez que n = 0 em B,, esta ultima desigualdade juntamente com (1.8) resulta em

Vw, Vndx + / h(z, f(wy)) f(w,)ndz + o0,(1).

RN

(1 . %) /{M [[Vwn|? + V (2) f*(w,)] nda < 2/ |wn|[Vw,|[Vi|dz + 0,(1),

(|lz|=r]

ou seja,

1 2 2 4 w wy|dx + o
(1—E)AIZT]UVUJ“\ W@ L@ e [l Vunlde o). (129

" Jr<jz|<2r]

Pela desigualdade de Hélder,

1/2 1/2
/ |wn ||V, |dz < </ |an]2da:) (/ widm) _
[r<|z|<2r] RN [r<|w|<2r]

Visto que w,, — w in L?*(By,\B,) e (w,) é limitada em E, segue que

1/2
limsup/ lwy, || Vw,|de < C (/ wzdx) , (1.29)
n—+o0 Jr<|z|<2r] [r<|z|<2r]

para alguma constante C' > 0. Por outro lado, usando novamente a desigualdade de

Hoélder, temos

1/2 1/2*
(/ dex) < (/ ]w]?dx) | By, \ B, |V, (1.30)
[r<|z[<2r] [r<|z[<2r]

Notando que | By, \B,| < |Ba,| = wn(2r)Y, e usando (1.29) e (1.30), teremos

n—-+o00

1/2*
lim Sup/ |wa || Vw,|dz < QTC'w]l\{N (/ w2*dx) , (1.31)
[r<|a|<2r] [r<|z[<2r]
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e devido a (1.28) e (1.31), deduzimos que

lim sup/ [[Vw,|? + V(z) f(w,)] dz <
[|z|>2r]

n——+o0o
1\ ! 1/2*
SCw]lV/N (1 — E) (/ wQ*dJ:) . (1.32)
[r<|a|<2r]

Portanto, para cada € > 0, escolhemos r > R tal que

1\ 1/2*
SCw]lV/N (1 - —) (/ wZ*d:c) <€,
k [r<|z|<2r]

e com isto concluimos a parte (i) do lema.

(77) Note, inicialmente, que pela parte (i), para cada € > 0, existe r > R tal que

lim sup/ V(z)f2(w,)dr < ¢
(l2]>2r] 4

n—-+4o0o

e, consequetemente,

/“ V@ <

P

Portanto,

[ V@) - £

<< +\ /l] D w,) — FPw)de . (1.33)

Desde que w,, — w em L*(Bs,), usando o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, segue que

lim V(z)f*(w,)dr = / V(z)f*(w)dz. (1.34)

0 |z <2r] (lz|<2r]

Por (1.33) e (1.34), temos

lim sup <

n—-+o00

€
2a

| V@) - Pl

para cada € > 0. Portanto,

lim V(J:)fQ(wn)d:v:/ V(z)f*(w)dr

n—-+4o0o RN RN

mostrando assim o item (i) do lema.

(7ii) Segue por (1.8) e do item (i) que, para cada e > 0, existe r > R tal que

lim sup /[x|>27“] h(z, f(wy,))f(w,)dz < -

n—+400 4
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h(z, f(w wdx_f.
[, s sy < g

Portanto,

<

/RN [h(z, f(wy)) f(w,) — h(z, f(w))f(w)]dz

2" ‘/[mr] [, (wn)) f(wn) = b, f(w) f(w))dz]

Uma vez que

h(-, f(s))f ()
()

wy,(x) — w(z) q.t.p. sobre RY,

n

sup / Flwn)? < +oo,
RN

resulta, do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim Bz, f(wn)) f(wa)dz = / W, f(w))f(w)]dz.

=100 J{|z|<2r] [Jz|<2r]

De (1.35) e (1.36), o resultado segue. Isto completa a prova do item ().

(iv) Como na prova de (7ii), igualmente deduzimos que

[ V@) ) = Fw) (@)odz =0 quando n— +oc,

[ IhGa 5@ (w) = i () (w)ds >0 quando 0 — o
RN
para qualquer ¢ € Cg°(RY). Além disso, desde que w,, — w em E, temos

V(w, —w)Vedr — 0 quando n — +o0.
RN
Combinando (1.37), (1.38) e (1.39) esta provado que
lim @' (w,)¢ = ®'(w)p, para todo ¢ € C°(RY).

n—-+0o

Isto completa a prova do item (iv). m

— 0 quando s — 400

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Na demonstracao do resultado a seguir, usamos os mesmos argumentos encontra-

dos na prova do item (3)- Proposi¢ao 2.1 em [36], em que os autores provaram o limite

sob a condic¢ao (V7). No entanto, observamos que esta condi¢ao pode ser substituida

pela limitagao L? (RY) de (w,). De fato, eles usaram a condi¢ao sobre V para provar

que a medida do conjunto A, 5 = {z € A;|w, —w| > a} tende a zero quando a — 0.
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Lema 1.3.6 Se w,(x) — w(x) ¢.t.p. em RY e

Jdim [ Vi) ) - /R V@) ),
entao
lim V(z)f*(w, —w)dx = 0.

n—-+o0o RN

Demonstragao. Uma vez que w,(r) — w(z) q.t.p. em RV, usando o Lema de Fatou

e a continuidade da funcao f2, para todo A C RY, temos

/AV(x)fQ(w)d:cSligl&fAV($)f2(wn)dx (1.40)
/ V(z)f*(w)dr < lim inf/ V(z) f*(wy)dz. (1.41)
RN\ A n=to0 JRN 4

Afirmamos que a desigualdade estrita em (1.40) e (1.41) nao pode ocorrer. De fato, se
uma das desigualdades ocorre, entao
[ v@rwd = [veredas [ verwd
RN A RN\ A

< liminf [ V(x)f*(w,)dz + lim inf V(z)f*(w,)dx

n—4o00 A n—4o0o RN\A

< liminf [ /A V() f2(w, ) + / V(x)fz(wn)dx}

n—+oo RN\ A

= lim V() f(w,)dr,

n—-+oo RN
isto é,

/]RN V(z)f*(w)dr < lim V() f*(w,)dx,

n—-+o0o RN

o que é um absurdo, pois, por hipotese,

lim V(J:)fQ(wn)d:v:/ V() f*(w)dz.

n—-+4o0o RN RN

Portanto,

im [ V() f2(w,)dr = / V() f2(w)da.

n—-+00 A A

Afirmacao 1: Para todo € > 0, existem § > 0 e N € N tais que, se A C RY com

|A| <6 en> N, entao

/ V() f2(w,)dr < e.
A
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Suponhamos que a Afirmagao 1 ¢ falsa para algum ¢, > 0, temos para d; = —

1,2, ..., existem A; C R e n; > j, com |4;| <4, tais que

/ V(2) f2(w;)dz > €.
Aj
Sabemos, da Teoria de Medida e Integracao, que existe § > 0 tal que, se A C RV, com

|A| < 0, entao

[ v < S, (149
A

Considerando A = U2, A, resulta que

o o0 5
|A| §Z|Aj| SZEZ&
j=1 j=1

Além disso,

/AV(x)fz(wnj)dx 2/ V(@) f2(wn, )da > o

Aj

o que implica
/ V(z) [*(wn,)dz > €.
A
Passando o limite de n; — oo, teremos

[ v@rwis =«

contrariando (1.42). Portanto, esté justificada a Afirmagao 1. Agora, tomemos um

conjunto limitado A C R¥ verificando

/ V(z)fA(w)dr < e
RN\ A

Para n suficientemente grande, temos

/ V() f*(w,)dz < e. (1.43)
RN\ A

Desde que a fungao f%(t) é convexa, usando a propriedade (11) do Lema 1.1.1 e (1.43),
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concluimos que

[ v@rQe,—ede < [ V@R + o)
RN\ A

1 1
V(@) £33 + 52lwl)dr

IN

1 2 1 x 2 w T
! / o V)l + / V@ el

IN

2 2
2 [ V@G [ V@) (s
2e + 2¢

IN

4e,
ou seja,
/ V(z)f2(|Jw, — w|)dz < 4e. (1.44)
RN\A

Para a integral [, V() f*(w, — w)dz, dividimos o conjunto A em dois subconjuntos,

a saber:

Ai:{xeA;]wn—w\gg} e Ai:{xeA;\wn—w\>a},

onde a > 0 sera escolhido convenientemente.

/

Visto que w,(z) — w(z) — 0 q.t.p. em A e f2(t) ¢ continua, teremos

Note que
V(@) f(lwn — w|)dz = /AV(:B)fQ(!wn — wl)xay (z)dz.

V() f(Jwa(z) — w(z))xay (@) = 0 q.t.p. em A.

Além disso,

V(@) f*(lwa(z) — w(z)|)xay (z) < V(2)f*(a),

/A V(@) f(@)de < f2(a)VaulA| < +o00.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/A V() f(lwn — w])dz — 0. (1.45)

1
n

Afirmagao 2: Existem § > 0 e ng € N tais que |A2| < § para todo n > ny.
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De fato, uma vez que (wy) é limitada em FE, temos que a integral [y |w,|* dx

também ¢é limitada. Entao, existe C' > 0 tal que

/ [|wn|2* + |w|2*} dr < C.
RN

Por outro lado,

a? | A% = / a® dx < / lw, —w|* dx < C’l/ [wa> + w*] dz < Cs,
AR A3 RN
ou seja,
Cy
42 < =2

Para a ~ +00, temos |A2| ~ 0. Escolhendo a > 0 tal que
A7 <0,
para algum ng € N. Entao,
|A2| < §, paratodo n > ng.

Isto prova a Afirmagao 2. Como |A2| < §, para todo n > ng, entdo pela Afirmagao

1, deduzimos que

/A2 V() f*(Jw, — w|)dz < C’/ V() [f*(wy) + f2(w)] do < Ce. (1.46)

2
An

De (1.44), (1.45) e (1.46), concluimos que

lim V(z)f*(w, —w)dx = 0.
n—+o0o RN
Como consequéncia dos Lemas 1.3.5 e 1.3.6, temos:

Corolario 1.3.7 Sob as hipoteses do Lema 1.3.4, temos que w € um ponto critico

nao-trivial de ® e ®(w) = c¢. Além disso, o funcional ® verifica a condigao (Ce)..

Demonstragao. Primeiramente, observamos que procedendo como na prova do Lema

1.3.5 (ii)-(iii), deduzimos os seguintes limites

lim V(x) f(wn) f (wp)w,de = / V(z)f(w)f' (w)wdz, (1.47)

n—-+o00 RN RN

lim h(zx, f(wp))f (wp)w,pdr = / h(zx, f(w))f' (w)wdz, (1.48)

n——+o00 RN RN

29



lim H(z, f(w,))dx = H(z, f(w))dz. (1.49)

n—+oo Jpn RN
Sabemos que ®'(w) = 0. Provaremos que w # 0. Suponha que w = 0, entéo pelo Lema
1.3.5 —(7i), temos

lim V(z)f*(w,)dx = 0.

n—-+4o0o RN

Agora, pelos limites (1.47) e (1.48), resulta que

lim V(x) f(wp)f (wy)wpde =0

n—-4o00 RN

lim h(z, f(w,))f (wy)w,dz = 0.

n—-+o0o RN

Em particular, pela definicao de h, também obtemos que

lim H(z, f(w,))dx =0

n—-+o00o RN

e desde que
/ |Vw, |2dz +/ V() f(wn) f (wy,)w,dx —/ h(zx, f(wp)) f (wy)w,dx — 0,
RN RN RN
concluimos que

/ |Vw,|*dz — 0.
RN

Consequentemente,

®w,) =5 [ (Vs + V@) Pz = [ e ) o

que é uma contradigao, visto que ®(w,) — ¢ > 0. Portanto, w # 0.
Agora, mostraremos que ®(w) = ¢. Passando o limite em n na expressao
[ Vwnpde == [ V@) fn)ude [ b fwn)f s + o),
RN RN RN

e usando os limites (1.47) e (1.48) juntamente com ®’'(w)w = 0, obtemos

lim ]an\zdx:/ |Vw|*dz. (1.50)
RN RN

n—+oo
Pelo Lema 1.3.5-(ii), (1.49) e (1.50), deduzimos que

o) =5 [ (V' + V@) Plw)de = [ H )iz = o)
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e, portanto, concluimos que ®(w) = c.
Para mostrar que o funcional ® verifica a condigao (Ce),, é suficiente provarmos

que ||w, —wl|| = 0. Ora, pela Observacao 1.1.2, temos
[ = w2 < € [W(w, = w) + ((w, — )],

onde ¥(w, —w) = [on |[Vw, — Vw?dz + [on V(2)f*(w, — w)dz. Para concluirmos

ue w, — w em F. resta-nos mostrar que
9

lim V(z)f*(w, —w)dr = 0.

n—4o00 RN

Este dltimo limite segue do Lema 1.3.6. Portanto, ® verifica a condi¢ao de Cerami. m

1.4 Estimativa L* da solugao de (AP2)

Neta segao, seguindo as ideias de Alves e Souto [5], iremos estabelecer uma esti-
mativa L> para a solu¢ao w obtida no Corolario 1.3.7. Para isto, denotaremos por B

a bola unitaria em RY isto ¢, B = B;(0) e por Iy : H}(B) — R o funcional

[O(w):%/B\Vw|2dx+%/BV(x)fQ(w)d:L’—/BQ(f(w))dx. (1.51)

Além disso, denotamos por d o nivel do passo da montanha associado com I, ou seja,

d = inf max Io(~(1)), (1.52)
onde
I ={yeC(0,1], Hy(B));7(0) =0 e (1) = e}, (1.53)

com e € Hj(B)\{0} verificando Iy(e) < 0.

Observagao 1.4.1 Desde que ®(w) < Iy(w) para todo w € H}(B), e pelas definigoes

dos nimeros ¢ em (1.14) e d em (1.52), deduzimos que

c<d. (1.54)

Inicialmente, obtemos a seguir uma estimativa na norma L? (RY).
Lema 1.4.2 Para R > 1, qualquer solugao positiva w do problema (AP2) tal que
d(w) = ¢ satisfaz a estimativa

dSk?
k—1

2
lwllzes vy <
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onde S € a melhor constante que verifica
||u||%2*(RN) < 5/ \Vul?dz, para todo u € DV?(RY).
RN

Demonstragao. Repetindo (1.27) para w, temos

k—1
< - — .
< 12 )\Il(w)_q)(w) 20([)( w)w = ¢
Portanto, a estimativa segue diretamente de (1.54) e da imersao de Sobolev. ®

Observagao 1.4.3 No lema anterior ||w|| 2+ g~y € limitada por uma constante que

nao depende de R > 1.

A fim de obter a limitacao na norma L°°, consideramos para uma soluc¢ao w do

problema (AP2), as seguintes fungoes:

/ V(z)
Lo - | ATOIFO e el <R ow q(70) < 5210 .
0, se || >R e q(f(t) > H2f()

SV (@) f(w)f'(w), se [z <R ou q(f(w)) < 5 f(w)
(1—1) sV@f()f (), se lz[>R e q(f(w)>52f(w).

Observe que w satisfaz um problema analogo a (A.1) do Apéndice A, com p = 2. Pela

b(x) =

propriedade (6) do Lema 1.1.1 e da relagao (1.4), deduzimos que
|L(x,t)| < Cy|t|* 7!, para quaisquer t € R, z € RV,

para alguma constante C7 > 0.

Para aplicarmos o Corolario A.3 do Apéndice A, com p = 2, é suficiente mostrarmos a
limitagdo na norma L"(RY), para algum r > 2*. Entdo, vejamos:

Lema 1.4.4 Sejam N > 2 e = N/(N—2). Entao, existe uma constante C = C(N) >
0, tal que

[wll 2w vy < Cllwl| 2 @)

Demonstragao. Fazendo p = 2 e procedendo como na prova da Proposi¢ao A.1 (Veja

Apéndice A); consideremos w uma solugao positiva de (A.1), e para cada m € N os

conjuntos A, = {z € RY; |w|’~t <m} e B, =RY \ A,,. Defina

vv)P PV em A,
Wy =

m2v, em B,,,
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vjv[f7l, em A,
Zm
mu, em B,,.
Usando w,, como fungéo teste e desde que, 0 < b(z)z2, = b(x)ww,, em RY e B > 1,
deduzimos, como no apéndice A, que
/ (IVzml® + b(z)22,) dx < 52/ L(z, w)w,dz. (1.56)
RN RN

Note que a fungao L definida em (1.55), verifica as seguintes condigoes:

(1.Ly)  |L(x,t)] < Colt|* 1, para t suficientemente pequeno,

. Lzt
(1.Ly)  lim %

s——+o0 |t

=0.

Das condigoes (1.L;) e (1.Ly), para cada € > 0, existe C' = C. > 0 tal que
|L(x,t)| < e|t|* ~* + C.|t|, para quaisquer x € RY t € R.
Usando esta desigualdade em (1.56), teremos
/ (IVzml® + b(z)22,) do < 625/ [w|* " w,|d + 052/ 22 dx. (1.57)
RN RN RN
Uma vez que z2, = ww,, em RY e aplicando a desigualdade de Hélder, temos

2% -2
/ |w]* | dx < / > 7225 de < ||z [72- @y (/ |w|2*d$) :
RN RN RN

Pela imersao de Sobolev,

ol
RN

que substituida em (1.57), resulta em

2w, |de < S||w

i*z:(?RN) /RN |V 2| *de,

/ (IVzm|? + b(z)22,) do < B*eS||w
R

N

izI(ZRN)/ ]Vzm]2d$+052/ 22dr.  (1.58)
RN R

N

Pelo Lema 1.4.2, podemos escolher £ = ¢(N) > 0 tal que

. 1
2 2+ -2
ef||w L2*(]RN)S < 2
de onde segue que,
/ (IVzml® + b(z)22,) do < 2062/ 22 dr. (1.59)
RN RN
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Novamente, pela imersao de Sobolev e da desigualdade (1.59), temos

2/2*
(/ |zm|2*dx) < S/ |V 2| ?d < 250,@2/ 22 d.
Anm RN RN

Desde que |2,,| = |w|® em A,, e |2,| < |w|® em RY, segue que

1/2%8 1/28
[/ ]w[Q*de] < (ZSCBQ)I/QB [/ ]w]wdx] :
m RN

Pelo Teorema da Convergéncia Monotona, fazendo m — +oo, concluimos

1/28
HwHL2*B(RN) < (25052) HwHL‘Z*(RN)-

Dando prosseguimento ao nosso argumento, segue deste resultado que
w e L(RY),

com r = 2*8 > 2* Aplicando o Corolario A.3, com p = 2, resulta que existe uma

constante M = M(N, |[w|[,-@~y) > 0 tal que
[w][ oo @y < M||w]| 2 vy,

para qualquer w € EN L"(RY) solugao fraca do problema (A.1), com p = 2. Portanto,

qualquer solugao fraca w do problema (AP2) tal que ®(w) = ¢ satisfaz a estimativa

(1.60)

dSk2\ /2
)

|w]] oo iy < M <

Lema 1.4.5 Para R > 1, toda solugao positiva w do problema (AP2) tal que ®(w) = ¢
satisfaz

RN 2wy _ RY2MISAR(k — 1)

(x) < 2 < P , para todo |z| > R.

Demonstragao. Considere u a funcao C*(RY \ {0}) harmoénica dada por

 RN2M[SdR2(k — 1)1

u(z) z[N—-2

Pela estimativa (1.60), temos

w(z) <wu(z), para |z| = R.
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Dai,

(w—u)" =0 para |z| =R,

e a funcao dada por
(w—u)", se |z| >R

o=

0, se |z| < R,
pertence a DV2(RY). Além disso, ¢ € E. Consideremos ¢ como funcao teste e usando
o fato que w é uma solugao positiva de (AP2), temos

VwVodr + /

RN

V(@) (w)f w)ods = [ he. flw) s (w)ods. (16D

RN RN

Por outro lado, pela definicao de ¢, segue que

/ |Vo|*dx = / VwVods — / VuVdz, (1.62)
RN A A
onde A = {z € RY;|z| > R e w(z) > u(z)}.
Desde que
Au =0 em (RV\Bg(0)), ¢ =0para|z|=R e ¢ >0,
temos,

/ VuVodr = 0.
A

Logo, usando (1.61) e (1.62) resulta que,

[ Vot = [ hio. fu wods — [ Vi) wiods,

A

e por (1.8), concluimos que

[ Ivotas < (% - 1) v s <o

Portanto, temos ¢ = 0, em R, o que implica que, (w —u)* = 0, em |z| > R. Assim,

concluimos que, w < u em |z| > R e o lema esta provado. ®

1.5 Resultados de Existéncia

Nesta se¢ao, provaremos os Teoremas 1.0.10 e 1.0.11.
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1.5.1 Prova do Teorema 1.0.10

Devemos mostrar que

V(z)
k

f(w) em |z| > R,

para toda solu¢do w do problema (AP2). Pela desigualdade (1.4), temos

¢(f(w) _ a(f(w)f(w) _ |w
f(w) folw) = 7 (w)

Uma vez que ||[w]|pe @y ¢ uniformemente limitada e pelo Lema 1.1.1-(9), deduzimos

2%

, para todo = € RY.

que
a(f(w)) < Cy|w|* 7%, para todo z € RY.
f(w)
Pelo Lema 1.4.5, segue que

N-2)

RY (M[Sdk*(k — 1)-1]1/2) /¢
flw) =7 |zt
Fixando A* = kM, onde M; = C; (M[Sdk*(k — 1)_1]1/2)4/(N_2) e A > A*, implica

, em |z| > R.

que

q(f(w) 1 ,,R" 1 R
flw) = FN Tl = R

Segue, da hipotese (Vi), que
Q(fféﬂw)» < V](f) em |z| > R.

Portanto, toda solugdo w de (AP2) também é solucao de (AP1). Consequentemente,
u = f(w) é uma solugdo do problema (P). [

Observagao 1.5.1 Note que a constante A* = kM; = Cy (M[Sdk?(k — 1)*1]1/2)4/(]\[_2)

depende de 0 (pois na Segao 1.2, k > 92792), de Vi (que foi essencial para limitac¢ao das

sequéncias de Cerami), e da nao-linearidade q (visto que A* depende de co presente em

(1.4).

1.5.2 Prova do Teorema 1.0.11

Desde que a condi¢ao (q1) é mais fraca do que (§1), a prova é a mesma até
Lema 1.4.5. Para concluirmos a prova, podemos usar a propriedade (7)-Lema 1.1.1 e

a condigao (§;), para obtermos

q(f(w))
f(w)

< C’1|w|2*_1, para todo z € RV,
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Procedendo como antes e devido a condigao (V}), concluimos a demonstragao. |

Observacao 1.5.2 A resolugao do problema (P) quando o potencial pode se anular
no infinito e a nao-linearidade tem crescimento critico € uma questao em aberto. A

grande dificuldade reside na obtencao de estimativas uniforme em R > 1 na norma
L.
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Capitulo 2

Equacao de Schrodinger com
coeficiente positivo no termo

quasilinear

Neste capitulo, consideramos a seguinte equacao de Schrodinger quasilinear
K 2 N
—Au+V(x)u+ §A(u Ju=q(u), x € RY, (2.1)

onde V : R¥ - Req: R — R sdo funcdes continuas, com V sendo uma funcao
nao-negativa que pode se anular no infinito, ¢ tendo um tipo de crescimento subcritico
no infinito e x > 0 é um parametro.

Recentemente, Shen e Wang em [42] e Yang, Wang ¢ Abdelgadir em [52] intro-
duziram a mudanca de variaveis s = G71(t) para t € [0,+00) e G7I(t) = —G71(—t)

para t € (—o0,0), onde
G(s) = / Nigr (2.2)
0

Considerando k < 0 e, usando métodos variacionais, eles estabeleceram a existéncia
de solugbes nado-triviais para a equagao (2.1), com crescimento subcritico ou critico, e
entre outras condigoes sobre o potencial V' (z), assumiram que %Ran V(z) > 0.

Em um trabalho pioneiro, para k > 0 e N > 3, Alves, Wang e Shen em [4],
usaram a mudanga de variaveis introduzida em [42, 52| e a estimativa L> para mostrar
a existéncia de solugao nao-trivial para o modelo (2.1), onde q(u) = |u|""2u, 2 < r < 2*

ou q(u) = [1 — m} w. Para isto, eles assumiram que o potencial V : RY — R ¢é



continuo e satisfaz

0< Vo <V(r) <V, paratodoz € RN e lim V(z)= V.

|x|—o00

O objetivo principal deste capitulo é mostrarmos, usando algumas idéias presente
no Capitulo 1 (veja também [1]), juntamente com alguns argumentos de Alves, Wang
e Shen em [4], que é possivel obtermos um resultado de existéncia de solu¢ao para a
equagao (2.1) considerando o caso em que o parametro £ > 0 e o potencial V' pode se
anular no infinito.

Para isto, assumiremos que o potencial V' é uma fun¢ao continua satisfazendo as

condigoes (Vp) e (Vi), isto &,
(Vo) V(z) >0, paratodoz € RY,
(Va) Existem A >0e R > 1 tais que

1,
i ‘;EfR|x| V(z) > A.

Neste capitulo, considerando Q(s) = fos q(t)dt, a nao-linearidade ¢ cumpre as

condic¢oes abaixo:

(q1) limsup ngf) < 400, onde 2* = 22 and N > 3.
s—0t S
(@) lim sa(s) _ 0.

(g3) Existe 6 > 2 tal que
0 <0Q(s) < sq(s), paratodo s> 0.

Observagao 2.0.3 Aqui € um caso em que a nao-linearidade tem crescimento subcri-

tico, pois para problemas do tipo (2.1) o critico € 22* (veja [36]).

O seguinte teorema é o principal resultado deste capitulo:

Teorema 2.0.4 Suponha que q satisfaz (q1) — (¢3) e V' € uma fung¢dao continua verifi-
cando as condi¢oes (Vo) e (Vy). Entao, existem constantes kg > 0 e A* = A*(6,q) >0
tais que a equagao (2.1) possui solug¢ao nao-trivial para todo k € [0,kg) e para todo
A > A"
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Note que (2.1) é a equacao de Fuler-Lagrange associada ao funcional energia

natural

1

I(u) = —/ (1 — ku?)|Vul|?dx + !
RN 2

5 V(z)u*dr — - Q(u(x))dz. (2.3)

RN

Salientamos, mais uma vez, que nao podemos aplicar diretamente métodos vari-
acionais para estudar (2.1), uma vez que o funcional I nao esta bem definido em geral,
pois [pn u?|Vul*dz néo ¢ finita, para todo u € DV*(RY). Além desta dificuldade a ser
superada, existe uma outra: garantir a positividade do termo 1 — xt2.

A fim de provarmos o resultado principal deste capitulo, primeiro estabelecemos
uma solugao nao-trivial para uma equacao de Schrodinger quasilinear auxiliar, ou seja,
mostraremos a existéncia de solugao nao-trivial para a seguinte equacao de Schrodinger

quasilinear:
—div(g*(w)Vu) + g(u)g' (u)|Vu|*> + V(2)u = q(u), © € RN (2.4)

com g(t) = V1 — kt? para |t| < \/; e k > 0. Nestas condigbes, a equagao (2.4)
transforma-se em (2.1). Em seguida, usamos a mudanga de variavel desenvolvidas por
Shen e Wang em [42] e por Yang, Wang e Abdelgadir em [52] e reformulamos o problema
(2.4) obtendo desse modo a equagao semilinear (2.10), conforme veremos na Segao 2.1
a seguir. Na sequéncia, usamos o método de penalizagdo de Del Pino e Felmer [26]
e modificamos o problema reformulado (2.10), de modo que o funcional associado ao
problema modificado (2.16) esta bem definido, é Gateaux-diferenciavel em um espago de
Sobolev e satisfaz as hipoteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Ainda,
mostramos a limitacao das sequéncias de Palais-Smale associada ao nivel minimax e
estabelecemos a existéncia de solugdo nao-trivial para o problema modificado (2.16).
A seguir, obtemos uma limitacao uniforme na norma L da solucao deste problema,
a qual independe da solucao e do parametro x. Esta limitagao possibilita mostrar que
existe uma constante A* = A*(6,q) > 0 tal que para todo A > A* qualquer solugao do
problema modificado (2.16) ¢ também uma solu¢ao do problema reformulado (2.10).
Esta limitacao também garante a existéncia de uma constante kg > 0 de modo que o

problema original (2.1) tem solugdo nao-trivial para todo k € [0, ko).
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2.1 Preliminares

Sendo o potencial V' nao-negativo, podemos introduzir o subespago

E = {uc D'2(RY), / V(ap2dz < +o00}

RN

de DY?(RY) munido da norma,

lulf? = [ (9 + V(o)

Observagao 2.1.1 Uma vez que o potencial V(x) ndao € limitado inferiomente por
uma constante positiva, nio podemos ter a imersio continua de E em L"(RY), para
2 < r < 2*. De fato, r = 2* € 1inico espago L"(RYN) onde ¢ possivel garantir que
E — L"(RY), continuamente.

Vamos considerar a fungao g : [0, +00) — R definida por

/1
V1 — kt2, se 0<t< 30
_ K
90=9 +\F \F<t
o s€ 5. =b
3V 2kt 6 3K

Fazendo g(t) = g(—t) para todo t < 0, segue que g € C* <R, (\/%, 1]), g é uma funcao

par, crescente em (—o0,0) e decrescente em [0, +00).
Observe que (2.4) é a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional energia

natural

I(u) = E/RN g (u)|Vu|*dx + %/ V(z)u*dw — Q(u)dx. (2.5)

RN RN

e notamos que a funcao inversa G~ !(t) existe e ¢ uma funcao fmpar. Além disso,
G, G e C*(R).
No lema a seguir, apresentamos e demonstramos algumas propriedades das fun-

goes g e G, cuja prova pode também ser encontrada em [4].
Lema 2.1.2 As funcoes g e G=1 satisfazem as sequintes propriedades:

(1) 1im &

t—0 t

=1;

2 Jim S =6
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(3) t < G~Y(t) < V6t, para todo t > 0;
(4) —3 < ﬁg’(zﬁ) <0, para todo t > 0.

Demonstragao. Pela definicao de g e usando a regra de L’Hospital, temos

. Gy 1
M Ty

lim G_l<t> m ;
t—o00 t et g(G_l(t))

Assim, os itens (1) e (2) estdao provados. Desde que g(t) > 0 é decrescente em [0, +00),

= 6.

segue, para todo t > 0, que

%tﬁg(t)t o G(t):/otg(s)dsgt.

Por outro lado, analisando a fungao m(t) = G(t) — g(t)t, para t > 0, temos que m/(t) =
—¢'(t)t > 0. Como m(0) = 0, entdo m(t) > 0 para todo t > 0. Consequentemente,
g(t)t < G(t), para todo t > 0. Portanto,

1
—t < g(t)t <G(t) <t, paratodo t>0,

S

de onde segue o item (3). Por um calculo direto obtemos (4). =

Das propriedades (1) e (2) do Lema 2.1.2, juntamente com as condig¢oes (¢;) e

(qAQ), resulta que existe uma constante ¢y > 0 tal que
G Y(s)q(G ' (s))| < cols|*, para todo s € R, (2.6)
e pela condigao (g3), decorre que
]Q(Gil(s))| < %0|s]2*, para todo s € R. (2.7)

Agora, considerando a mudanca de variavéis

e a partir de I (u), obtemos o seguinte funcional

1

Jw) =5 /RN Vuldr + /RN V()G (v)dz /RN QG (w))dz,  (2.8)
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o qual, devido ao Lema 2.1.2 e as hipoteses sobre o potencial V(z) e sobre a nao
linearidade Q(s), esta bem definido em F e J, € C'(E,R) com
G~(v) ¢(G~(v))

J (v)p = /RN [VvVgo + V(x)g<G_1(v))go — g(G—l(v))@ dz, (2.9)

para quaisquer v, € E.
O lema a seguir relaciona os pontos criticos do funcional J, com as solugoes
classicas da equagao (2.4). A demonstragdo pode ser encontrada em Alves, Wang e

Shen [4], porém apresentamos aqui com o intuito de facilitar a leitura do nosso trabalho.

Lema 2.1.3 Se v € C*(RY) N DYA(RYN) ¢ um ponto critico do funcional J,., entdo
u =G (v) e C]RN)N DY2(RY) ¢ uma solugao cldssica de (2.4).

Demonstragao. Desde que G™' € C*(RY), segue que u = G~'(v) € C*(RY). Por
outro lado, visto que g(t) > \/Lg para todo t € R, |[Vv| € L*(RY) e Vu = g(G_—ll(U))Vv,
decorre que |Vu| € L?*(RY™). Da propriedade (3) do Lema 2.1.2, implica que u €
L¥ (RY). Portanto, u € C*(RY) N DM?(RY).

Se v é um ponto critico de J,, entao

Gl @) ],
L [7oves Voo - Some] 4=

para todo ¢ € DM?(RY). Para cada v € C(RY), considerando ¢ = g(G~1(v))y €

C2(RN) c DY*(RY) na tltima igualdade acima, obtemos

/RN [f(u)VuViﬂ + g(u)g' (u)|Vul*y + V(x)urp — q(u)w] dr =0,

ou equivalentemente,

[, [divl)9) + gla)g )Tl + V)= g(w] vz =

para todo ¢ € C5°(RY), mostrando desse modo que u é uma solugao classica de (2.4).
[
Portanto, para encontrarmos uma solu¢ao nao-trivial para (2.4), é suficiente es-

tudarmos a existéncia de solugao nao-trivial para a seguinte equacao:
Glw)  q(Gw)
9(G=H(v))  g(G~H(v))

Observacgao 2.1.4 Uma vez assequrada a existéncia de uma solugdo nao-trivial v para

—Av + V() , v € RV, (2.10)

a equagio (2.10), entio u = G~ (v) serd uma solugao nao-trivial para (2.1) se verificar

. . 1
a estimativa sup |u| < 4/ —.
RN 3/‘%‘
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2.2 Solucao da equacao modificada via Teorema do

Passo da Montanha

Nesta se¢ao, analogamente a Secao 1.2 do Capitulo 1, adaptamos para o nosso
problema os argumentos de Del Pino e Felmer em [26](veja também [5]) para modificar
o problema reformulado (2.10). Em seguida, mostramos a existéncia de solugao nao-
trivial para a equacdo de Schrodinger semilinear modificada (2.16) mais adiante, via
Teorema do Passo da Montanha.

Para isto, consideramos constantes p e R satisfazendo

6
,u>9T2(,u>1) e R>1,

e a funcao continua h : RY x R — R definida por

q(s),  selz| <R
h(z,s) = q(s), se x| >R e q(s) < V;(f)s
V
(37)3’ se || >R e g(s) > Vl(tq:)s‘
v

Seja H(x,s) = fos h(z,t)dt. De modo anélogo, néo ¢ dificil verificar que h(x, s) satisfaz,

para s € R, as seguintes propriedades:

h(z,s) < q(s), para todo € RY, (2.11)
V
h(z,s) < (x)& para todo |z| > R, (2.12)
1
H(z,s) =Q(s), se |z| <R, (2.13)
V
H(z,s) < 2(36)82, se |x| > R (2.14)
i
e
2—0\V
sh(z,s) —0H(x,s) > (T) ﬁ32, para todo = € RY, (2.15)
L
Agora, estudaremos a existéncia de solugao nao-trivial para o problema modifi-
cado, isto é,

Gv) _ he,G7(v))
9GW) T G )

que corresponde a pontos criticos do funcional @, : £ — R dado por

—Av + V(z) r € RY, (2.16)

D, (v) = E/RN |Vl dx + % /]RN V(2)|G(v)|Pdw — H(z,G'(v)ds.  (2.17)

2 RN

44



Note que

O (v,)p = /RN [VUVQO + V(a:)g(%__l(gjv)»go — h;f’GG_l_(g)))gp dz, (2.18)

para quaisquer v, € E.

Observagao 2.2.1 Se uma solu¢ao nao-trivial v de (2.16) satisfaz

0@ @) < N6 0) em el 2 R

entdo, v também é uma solug¢do nao-trivial para (2.10).

Agora, provaremos que o funcional ®,, tem a geometria do passo da montanha.

Lema 2.2.2 Suponha que (1), (q2) e (q3) sao satisfeitas e que V' € uma fung¢ao conti-
nua nao negativa. Entao, existem p,a > 0, tais que P, (v) > « para ||[v|| = p. Além
disso, existe e € E tal que ®(e) < 0.

Demonstracao. De (2.11), (2.7), desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e da

condigao (Vp), obtemos

H(z,G '(v))dx < Cy (/RN(|VU|2 + V(:c)|v|2)dx) 2*/2,

RN

de onde segue, usando a propriedade (3) do Lema 2.1.2, que

¥ YweeE.

1
Du(0) 2 Slelf* = Cile

Portanto, escolhendo p pequeno, obtemos ®,(v) > o > 0 quando |[v|| = p.

Vamos provar que existe e € FE tal que ®.(e) < 0. Para isto, consideremos
@ € C°(RN [0, 1]) verificando supp(p) = B;. Mostraremos que ®,(s¢) — —oo quando
s — 400, 0 que é prova nossa tese se tomarmos e = sy com s suficientemente grande.

Note que, pela propriedade (3) do Lema 2.1.2, obtemos

By (50) < 357 < /R IVPdr /R ) V(W?dx) - [ H G s

Devido a (2.13), segue que H(z,s) = Q(s) em Bj. Pela condigao (¢3), existem

constantes positivas C e Cs tais que

Q(s) > Cis|” = Co, Vs € R.
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Logo,
1
P, (sp) < =5? / |VlPdx +/ V(z)p*de | —Cy | |G (sp)|’dx + Cs.
2 RN RN By
Usando novamente a propriedade (3) do Lema 2.1.2; teremos
1
P, (sp) < =s? (/ IVo|*dx +/ V(x)gon:c) — 8" | |olda + Cs.
2 RN RN B

Desde que 0 > 2, decorre que ®,(sp) = —oco quando s — +0o0 =

Consequentemente, aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha
encontrada em Willem [53|, existe uma sequéncia Palais-Smale (v,) C E (sequéncia

(PS).,.) tal que

PQ,.(v,) ¢ e P (v,) >0 quando n — +oo,

onde
¢e = inf sup P.(v(t)) > a >0, (2.19)
Y€l tefo,1]
com
Pp= {7 € C([0,1], E);7(0) = 0,7(1) #0 e P,(y(1)) < 0}. (2.20)

Lema 2.2.3 A sequéncia Palais-Smale (v,,) para @, € limitada em E.

Demonstragao. A sequéncia (v,) satisfaz

1

D, (v,) = 3 /RN (|Vval? + V(2)|GH(vn)?) da

- H(z,G (v,))dr = ¢, + 0,(1), (2.21)

G (v)  h(x,G'(v))
g(GTw)” T gGTw) 7
para todo ¢ € E. Escolhendo ¢ = ¢, = G (v,)g(G'v,), resulta das propriedades
(3) — (4) do Lema 2.1.2, que

O (v)p = /RN |:VUV90+ V(z) } dx = 0,(1)||¢l], (2.22)

ol < VBlua| and Vo] < [V,
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Entdo, ¢ € E e ||¢|| < V6||v,||. Usando ¢, = G~ (v,)g(G'v,,) como funcio teste em

(2.22), deduzimos que

G~ (vn)g' (G~ (vn))
9(G~H(vn))

o)lnll = Fi o) = | (1+ )|wn|2dx+
RN

+/ [V(w)|G*1(vn)\2 — h(x,Gil(vn))Gfl(vn)] dx.
RN

Da propriedade (4) do Lema 2.1.2, segue que
o(1)|lvnll < / [[Vo|? + V(@)| G (vn) [ = h(z, G (va))G ™ (vn)] da.
RN
Combinando (2.21) e (2.24), obtemos

Ock +o(1) + o(1)|[vn]| = 0Pk (vn) — (I);(Un)‘ron >

(9;2>/RN (Vo 4V (2) |G (vn) ] da—+

+/ [h(m, G_l(vn))G_l(vn) — 0H (z, G_l(vn))] dx.
]RN

Usando (2.15) e novamente a propriedade (3) do Lema 2.1.2, concluimos que

w—1
( y )anw < by, + o(1) + o(1) ol .

mostrando que (vy,) ¢ limitada em E. =

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Visto que (v,,) é uma sequéncia limitada em F, existe v, € E e uma subsequéncia

de v,,, denotada da mesma forma, tais que

v, — v, em E, v, = v, em Li (RY) para s € [1,2%) e v,(z) = v.(7) q.t.p. sobre RY.

O lema a seguir é fundamental para mostrarmos que o funcional ®, verifica a

condicao Palais-Smale.

Lema 2.2.4 Suponha que (v,) € uma sequéncia (PS),., para ®,. Entao,

(i) Para cada € > 0 existe r > R tal que

lim su V|2 4+ V(2)|G  (v,)|*] de < e.
mewp [ (9ol + V)G )] de <
(it)

im [ V()G (o) Pdr = / V()G (v,) 2.

n——+oo RN RN

(iii)

lim h(I,G_I(Un))G_l(Un)dCL’:/ h(z, G (ve))G (v, )da.

n—-+o0o RN RN
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(i)

) G_l(vn) _
N e Ty Rl U

(v)

lim

h(x,G_l(vn))U . h(x,G_l(vK))v .
n—+oo Jpn - g(G(vn)) nd /R .

v g(GH(vg)
(vi)
lim H(z,G (vy,))dx = H(z,G *(vy))d.

n—-+00 RN RN

Demonstracao. (i) Consideramos r > R e uma fungao n = n, € C*°(B¢) tais que

n=1lem B;,, n=0em B,, 0<n<1

2
| Vi |< —» para todo z € RY.

Como (v,) é limitada em E, entdo o mesmo ocorre com a sequéncia (ny,), onde

on = G Hv,)g(G1v,). Logo,

' (vn)non = 0n(1),

isto &,
G~ (vn)g' (G~ (va)) 2 -1 2 _
/]RN (1 + oG (0) ) |V, |"ndx + /]RN V(x)|G™ (vn)|"ndx =
— |, Vo, V(G (v,)g(G(v,)))dx + /RN h(z, G (v,)G (v, ndx + 0,(1).

Das propriedades (3) e (4) do Lema 2.1.2, teremos

1
—/ \anIQUd:I:—i-/ V(2)|G (vn))Pnd <
2 RN RN

\/E/RN |an||Vn||vn|dx+/ h(z, G (v))G ™ (v)ndz + 0 (1).

RN

Uma vez que n = 0 em B,, esta tltima igualdade combinada com (2.12) resulta em

1
(1 - —) / [[Vo,]? + V(@)G™ (v)] ndz < V6 |w, | [V, | [Vl dz + 0,(1),
K/ Ja|>r] [l|>r]
ou seja,
1 2/6
(1——>/ [[Von |V (2) G ()] ndx < 2V6 ||| Vup|dz + 0,(1).  (2.27)
K x| >r] T Jr<|al<2r]
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Pela desigualdade de Hélder,

1/2 1/2
/ |vn||wn|dxg</ Ian\Qda:) ( / dx> |
[r<|z|<2r] RN [r<]z|<2r]

Desde que v, — v, em L?(By,\B,) e (v,) ¢ limitada em F, segue que

1/2
limsup/ |on || Vo, |de < C (/ vida:) : (2.28)
n—rtoo J [r<fol<2r] fr<lol<2r]

para alguma constante C' > 0. Por outro lado, usando novamente a desigualdade de

Holder, temos

1/2 1/2*
(/ vic&) < (/ |UH|2*dx) | Bo, \ B, |MN. (2.29)
[r<|a|<2r] [r<|a|<2r]

Notando que | By, \B,| < |Ba,| = wn(2r)Y, de (2.28) e (2.29), deduzimos

lim sup/ |vn ||V, |de < 27“Cw]1\,/N (/ |vk
n=+oo Jr<|z<2r] [r<|z|<2r]

e por (2.27) e (2.30), concluimos

1/2*
Q*dm) : (2.30)

lim Sup/ [[Vua|? + V(2)|GHv,) ] dz <
(lz|>2r]

n—-+o0o
1\ !
4\/60@011\[/1\7 <1 — —> (/ |V
2 [r<|@|<2r]

Assim, para cada € > 0, escolhemos » > R de modo que
1\ ! 1/2*
4\/60w}V/N (1 — —) (/ |vk Q*das) <€,
K [r<|z|<2r]

(77) Note, primeiramente, que do item (i), para cada € > 0, existe r > R tal que

1/2*
2*dx) . (2.31)

e isto prova (i).

lim sup/ V(2)|G(vn)|Pde < ¢
[lz|>2r]

n—-+o0o 4

e, consequentemente,

/ V(@)|G (v, 2d < &
(Jz[>27] 4
Logo,
| V@I6 @R - 167 w)Plde| < 5
RN

+‘/ V@) G (wa) P — |G (v,) Pldz| . (2.32)
[lz|<2r]

49



Desde que v, — v, em L*(Bs,), usando o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, segue que
lim V(z)|G (vn)|*dw :/ V(2)|G (ve)|Pde. (2.33)
nE0 S [l <or] [le|<2r]

De (2.32) e (2.33), temos

lim sup
n—-+0o

<

[ V@G @) =167 wlda

€
57
para todo € > 0. Portanto,

lim V(m)|G_1(vn)|2d$:/ V(z)|G(ve)|Pde.

n—-+40o RN RN

(7i1) Segue da relac¢ao (2.12) e do item (i), que, para cada € > 0, existe r > R tal que

lim sup/ h(z, G (v,))G  (v,)da < ¢
[lz|>2r]

n—-+o0o 4

/ h(z, G (02)) G (v )de < &
llo|>2r] 4

Assim,

/RN [h(z, G_l(vn))G—l(Un> — h(x, G_l(vrc))G_l(U,i)]dCL’ <
3 + ‘/Mdr][h(:v,G_ (V)G (V) — W2, G (v,))G ™ (v,)]dx| . (2.34)
Visto que

v (2) = ve(z) q.t.p. sobre RY, AN quando s — 400

wg/|GlmMT<+w,
RN

n

resulta do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim h(z, G )G (v,)dr = /“ h(z, G (ve)) G (ve)da. (2.35)

n+00 Jla|<2r] x| <2r]
De (2.34) e (2.35), o resultado segue. Isto completa a prova do item (ii).
Usando argumentos similares, provamos (iv), (v) e (vi). ®

Como consequéncia do Lema 2.2.4, temos o seguinte corolario:
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Corolario 2.2.5 O limite fraco v,, é um ponto critico nao-trivial de @, e P (v,) = c.

Além disso, o funcional @, verifica a condi¢ao (PS)c,.

Demonstracao. Nosso primeiro objetivo é provar que v, é um ponto critico de ®,.

Para este fim, é suficiente mostrarmos que
®' (v.)p = 0, para todo ¢ € Cg°(R™M).

Procedendo como na prova no lema anterior, facilmente deduzimos que

G_l(vn) — G_I(UH) T uanao n (0. @)
IRG L(G—l(vn)) g(G—lwfi))Md =0 quando m oo, (2:36)

/ {h(x,G‘l(vn)) B h(z, G (vy))
rv | 9(G7H(vn)) 9(G~(vi))
para qualquer ¢ € Cg°(RY).

} odr — 0 quando n — +o0, (2.37)

Além disso, uma vez que v,, — v, em FE, temos
/ V(v, —v,)Védr — 0 quando n — +o0. (2.38)
RN
Combinando os limites (2.36), (2.37) e (2.38) provamos que

lim @ (v,)p = . (v.)d, para todo ¢ € C3°(RY).

n—-+o0o
Desde que @/ (v,,)¢ = 0,(1), o tltimo limite implica que ¥’ (v,)¢ = 0, para todo ¢ €
Cs°(RY). Vamos mostrar que v, # 0. Para provarmos isso, argumentamos por contra-
digao supondo que v, = 0. Do Lema 2.2.4 — (i), temos

lim V(z)|G(v,)|?dx = 0, (2.39)

n— o0 RN

o que implica em,

lim V(z)|v,|*dz = 0, (2.40)

n—oo RN
e assim,

) G Hvp)vn
A fo VO @ o)

Desde que ¢g(0) # 0 e H(z,0) = 0, usando os itens (v) e (vi) do Lema 2.2.4, teremos

dz = 0. (2.41)

—1
lim h(z, G~ (v,))v,

T G (o) dx = 0. (2.42)
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lim H(z,G"'(v,))dx = 0. (2.43)

n—oo RN

Como @/ (v,,).v, = 0, usando os limites (2.41) e (2.42), temos que

/ |V, |?dr — 0, (2.44)
RN

Logo, usando os limites (2.39), (2.43) e (2.44), obtemos

1
D, (v,) = 5 /RN(|VU,1]2 + V(2)|G (v, |Pdx — - H(z,G ' (v,))dx — 0,

o que é uma contradigdo com ®,(v,) — ¢, > 0. Portanto, v, # 0.
Agora, mostraremos que ®,(v,) = ¢,. Como P/ (v,,)v, = o(1) e usando os limites

(iv) — (v) do Lema 2.2.4, juntamente com ®'(v,)v, = 0, deduzimos

lim \an|2dx:/ Vv, |*dr. (2.45)
N RN

n—-+o00 R

Esse limite combinado com os limites em (ii) e (vi) do Lema 2.2.4, implica que

D, (v,) = /RN B (|Vva]? + V(2)|GH(va)?) — H(x,G_l(vn))} dr — D, (v,).

Portanto, ®,(v,) = ¢,. Para mostrarmos que o funcional ®,, satisfaz a condigao (PS).,,
devemos provar que ||v, — vi|| = 0. Procedendo como na prova do Lema 2.2.4 - (ii),

teremos

lim V(:L‘)vidx:/ V(z)vide.

n—+00 [pN RN

Usando este limite e (2.45), concluimos
l[vm — vg][2 = / (V0. — Vol + V(2) (02 — 02)] dz — 0.
RN

Consequentemente, @, satisfaz a condi¢ao Palais-Smale. m

2.3 Estimativa L*° da solugao da equacao modificada

Nesta sec¢ao, estabeleceremos uma estimativa L> para a solucao v, da equacao

(2.16) obtida no Corolario 2.2.5.

Lema 2.3.1 Para qualquer R > 1, toda solugdao v, da equagao (2.16) tal que @ (v,) =

¢, verifica a estimativa
2
Oucy

Jo]? < 25

(2.46)
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Demonstragao. Sabemos que @, (v,) = c.. Entao,

Oc, = 0@5(1),{)—@;(UH)G_l(UH)g(G_l(UH))

_ g/RquHF+V(x)|c;—1(vﬁ)|2dx—e [ .G ()
G (v)g (G (vy)) 2
-/ <“ (G 1) >'W“' o

- /RN [V (@) |G (ve) > = Az, G (v,)) G (vi)] do
Pela propriedade (4) do Lema 2.1.2, temos
( ) (IVos]* + V(@) |G (v) [?) daw +
/RN [, G (vx)) G (vs) — 0H (2, G~ (vx) )] d.
Devido & (2.15), teremos

fc, > (8%2> /RN (Vs> + V(2)|G™ (v)]?) da+

(2_;9) % /R V(@) (@), (247)

0
Desde que 4 > ——, obtemos

h— 2
—1
(Iu,uz ) /RN (IVoul* + V(@)IG (vs)[*) da < Bc, (2.48)
isto &,
012,
o2 < 2=
pw—1
||

Observagao 2.3.2 No lema anterior, ||v.|| € limitada por uma constante que nao

depende de R > 1. Porém, esta constante depende de k > 0.

A fim de obtermos, para v,, uma limitacao uniforme da norma de Sobolev in-
dependente de x > 0, denotamos por B a bola unitaria em RY, isto ¢, B = By(0) e

consideramos o funcional @, : H}(B) — R dado por
Bo(v) :3/3(|W|2+v dx—/Q (2.49)
e o conjunto
= {7 € C([0,1], Hy(B)); 7(0) = 0,7(1) # 0 e Po(7(1)) < 0}. (2.50)
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Desde que a fungao @) é ndo-decrescente e pelo Lema 2.1.2 —(3), temos @, (v) < $g(v),
para todo v € H}(B) e, assim [y C I',. Portanto,

¢ = inf sup @.(7(t)) < inf sup D, (y(¢)) < inf sup Po(v(t)) :=d,
V€L tefo,1] 7€l0 1ef0,1] v€l0 1ef0,1]

onde d é uma constante independente sobre k. Consequentemente, pela estimativa
obtida no Lema 2.3.1, a solu¢ao v, necessariamente satisfaz a estimativa
Op2d

- (2.51)

lvell* <

Com o objetivo de obtermos a limitagao na norma L, vamos considerar para
uma solu¢io v, da equagio modificada (2.16), a funcao L : RY x R — R definida por

(G e Vi)
Lz, t) = { 9(G7H1) < 160 = . ¢ (2.52)
0, se |z|>R e q(G7L(t)) > Mx) G~L(t)

e a seguinte funcao mensuréivel ndo-negativa

—1 T 761_1(%) se |x ou (v V(@) g v
- = 77% se | e -1 (% v -1 v
(1 u) CCT %) R TR

Note que v, satisfaz a uma equagao tal como (A.1) quando p = 2. Pelo Lema 2.1.2 e da

relagao (2.6), deduzimos que existe uma constante Cq > 0 tal que
|L(z,t)| < Cy[t[* L
Ademais, a fungao L definida em (2.52) também verifica as condigoes
(2.L1) |L(z,t)| < co|t|* ~1, para t suficientemente pequeno,

. L(z,t)
@L2) I T

=0.

Das condigbes (2.L1) e (2.L2), para cada € > 0, existe C' = C; > 0 tal que
|L(z,t)| < elt|* =1 + C.|t|, para quaisquer z € RV ¢ € R.
De maneira anédloga ao Lema 1.4.4, obtemos o resultado a seguir.

Lema 2.3.3 Sejam N > 2 e f = N/(N — 2). Entao, existe uma constante C = C(N) > 0
tal que

[0l L2 vy < Cllos| pe vy
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Resulta deste lema que v, ¢ limitada em L"(RY), com r = 2*3 > 2*. Aplicando o Corolario

A.3, para p = 2, concluimos que existe uma constante C = C(N, ||vg||pr®r)) > 0 tal que
[0kl oo mvy < Cllvsll,

para qualquer v, € E N L’"(IR{N ) solugao fraca da equagado (A.1) para p = 2. Portanto, toda

solugao fraca v, da equagao (2.16) tal que @ (v,) = ¢, satisfaz a estimativa

Vil Loo vy < M, (2.53)

3
1) > 0 é independente de k > 0. |

Lema 2.3.4 Para R > 1, toda solugao v, da equagao (2.16) tal que Py (vy) = ¢k verifica

RY2||vgllpoomyy  RN72M
(1) < z[N-2 = V-2

para todo |x| > R.

Demonstragao. Seja u a fungao harmonica C*° (RN \ {0}) dada por

_ RVNM

Pela estimativa (2.53), segue que

ve(x) < wu(z) para |x| = R.

Entao,
(ve —u)t =0 para |z| =R,

e a funcao definida por
. { (ve —u)t, se |z| >R

0, se |z|] <R

pertence a DV2(RY). Além disso, ¢ € E. Tomando ¢ como uma funcao teste e desde que v,

¢ uma solugao da equacgao (2.16), teremos

GT) gy [ @G
o Vou,Vodr + o V(x)g(G—l(vH))qu _/]RN 2(GTw) pdzx. (2.54)

Por outro lado, pela definicao de ¢, resulta que

/ \Vo|2de = / Vv, Vode — / VuVédz, (2.55)
RN A A
onde A = {z € RY;|z| > R e vq(z) > u(z)}.
Visto que
Au =0 em (RM\Bg(0)), ¢ =0para|z|=R e ¢ >0,
temos

/ VuVeédr = 0.
A
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Assim, usando (2.54) e (2.55), deduzimos que

Juvorar= [ 2 S ede - [ Viar gy

e pela relagao (2.12), concluimos que

/RN Volde < (i - 1) AV(x)M¢dx <0.

Dai, ¢ = 0, em R, donde segue que (v, —u)* = 0, em |z| > R. Portanto, concluimos que

v, <wuem |z| > R e o lema esta provado. m

2.4  Prova do resultado principal

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema 2.0.4, o qual garante a existéncia de solucao para a

equagao (2.1).

2.4.1 Prova do Teorema 2.0.4
Seja vy, a solugao da equagao (2.16). Pela Observagao 2.2.1, para mostrarmos que vy é
também uma solugdo da equacao (2.10), é suficiente provarmos que

Vix)

9(G™H(ve)) < G™'(vx) em |z| > R.

Ora, por (2.6) e Lema 2.1.2-(3), decorre que

a(G~ ' (vx))
G~ Hvy)

Usando o Lema 2.3.4, teremos

4
< colve| =2, para todo z € RY.

¢(GL(vy)) _  RAMY
—1 S CO 4
G (vx) 2]

, em |z|]> R.

Fixando A* = pucoM N2 e A > A*, implica que
-1 4 4
oG ) 1R R
G ) “p |zt e
Segue da condigao (Vy), que

(G~ (vg))
G~1(vy)

Vi(x)

< em |z| > R,

de onde concluimos que v, é uma solugao para a equagao (2.10), isto &,

e O (G
Boe H V@) G 1)) T @) TSR

Por outro lado, desde que v, satisfaz a estimativa (2.53), ou seja,

1
Oud \ 2
Hvﬁummsc(ﬂ_ ) ,

1
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e usando novamente o Lema 2.1.2-(3), deduzimos que

1
) 0u2d )\ 2
167 @l ) < VBllnlzmqe, < VBC (259)°

Escolhendo kg < segue que

_Hr=2
18C20,2d’

_ 1
|G 1(U,€)|’L00(RN) <4/ 3,0 bara todo & € [0, ko).
Pela Observacio 2.1.4 implica que u = G~ !(v,) é uma solucao classica da equacdo original

(2.1), visto que v, € C?(RM). [ ]

Observagao 2.4.1 A resolu¢ao da equagdo (2.1) quando o potencial pode se anular no infi-
nito e a nao-linearidade, por exemplo, é uma poténcia da forma |u|"~2u com 2* <r < 22* ¢

um problema aberto.
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Capitulo 3

Equacao de Schrodinger envolvendo o

operador p-laplaciano em RV

Como dito na Introdugao, neste capitulo, considerando o operador p-laplaciano, estu-

damos a seguinte equagao de Schrodinger quasilinear:
—Apu+ V(@) |uP?u — Ay(uP)u = q(u), uwe DWP(RYN), (3.1)

com 2 < p < N, que é uma generalizagao da equagao estudada no Capitulo 1.
Neste capitulo, pedimos que o potencial V : RN — R seja uma funcdo continua néo-

negativa satisfazendo a condigao:

(Va,) Existem A >0e R > 1 tais que

1 2
s inf |z[»~1V(z) > A
Rﬁ lz|=R
Sobre a nao-linearidade ¢, assumimos que é uma funcao continua e satisfaz as seguintes
hipéteses:
. SQ(S) . pN
(¢1) limsup o < 4o00; onde p* = Np-
s—0t
- sq(s)
1 ——==0.
(@) T g =0

(g3) Existe 6 > p tal que
0 < 20Q(s) < sq(s), paratodo s >0,
onde Q(s) = [ q(t)dt.

Observagao 3.0.2 Note que fazendo p = 2 nas hipdteses acima, elas coincidem com as

hipdteses sobre a nao-linearidade consideradas no Capitulo 1.



O seguinte teorema contém o resultado principal deste capitulo:

Teorema 3.0.3 Suponha que V' satisfaz (Va,) e q verifica (q1) — (g3). Entdo, exviste uma
constante A* = A*(0,p,q) > 0 tal que a equagao (3.1) possui uma solu¢ao positiva para todo
A > A"

Como um corolario imediato da prova do Teorema 3.0.3, temos:

Teorema 3.0.4 Suponha que V satisfaz

(Va,) Ezistem A >0 e R > 1 tais que

1 p(N+p)

———— inf |z|2-D V(z) > A;
RE01) a2k ’

e a fungao q verifica (g2), (q3) e

s9(s)

g1) limsu — < +o00.
(41) msup -

Entao, existe uma constante A* = A*(0,p,q) > 0 tal que a equagdao (3.1) possui uma solugao

positiva para todo A > A*.

Estes resultados generalizam os resultados obtidos nos Teoremas 1.0.10 e 1.0.11 devido
ao fato de estarmos considerando um operador mais geral. Aqui, também, considerando uma
estrutura de espagos de Orlicz, conseguimos obter estes resultados sem a necessidade de supor
a condigao (V), isto é, a limitagao por cima do potencial V.

Para provarmos o Teorema 3.0.3, nao podemos aplicar diretamente métodos variacio-

nais, pois o funcional energia associado a (3.1), a saber,

ORE /R 2l Vo + /R J@htd= [ Qudn 62

nao estd bem definido em geral, por exemplo, em Dl’p(]RN ). Para contornarmos esta difi-
culdade, usamos a seguinte mudanga de variaveis desenvolvida por Severo em [43, 44] que
generalizam a mudanga de variaveis introduzida por Colin e Jeanjean em [24] e Liu, Wang e

Wang em [36] usada no Capitulo 1, para o caso p = 2.
Seja w = f~!(u), onde f é definida por f(0) =0,

ooy 1
PO e

A seguir, apresentamos algumas propriedades importantes da fungdo f. Apds a mudancga de

m [0,+00) e f(t)=—f(—t) em (—o0,0]. (3.3)

variaveis, obtemos um novo funcional a partir de J(u), mais precisamente,
1 1
1wy = [ [Vupdes s [ V@lfwpds - [ Q@) (3.4)
P JrN P JrN RN
o qual, agora, estd bem definido, devido as hipoteses assumidas sobre o potencial V(z) e a

nao-linearidade ¢(s), no espago "tipo" Orlicz

E = {we D'PRN); /RN V()| f(w)Pde < +o0}.
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O espago F é de Banach (veja Proposi¢ao 3.1.8) quando munido da norma
[lw[| = [[Vw]|Lpeny + lwl]ls, (3.5)

onde )
llw||« = )I\I;%X [1 + /RN V(z)|f(Aw)[Pdx| .
Note que a equagao de FEuler-Lagrange associada ao funcional I é dada por

—Apw + V(@) f ()P f(w) f'(w) = ¢(f(w)) f'(w) em RV, weDPRY).  (3.6)

Na Proposigao 3.1.3 mais adiante, relacionamos as solugoes de (3.6) com as solugoes de (3.1).

3.1 A Estrutura Variacional

3.1.1 Reformulagao do Problema e preliminares
Nesta subsegao, apresentamos algumas propriedades da mudanga de varidvel f: R — R

definida em (3.3), bem como um resultado que relaciona as solugdes de (3.6) com as solugdes
de (3.1).
Lema 3.1.1 A funcido f e sua derivada verificam as seguintes propriedades:

(1) f ¢ unicamente definida, ¢ de classe C? e inversivel;

(2) |f'(t)] <1, para todo t€R;

(3) 1f(t)] < |t], para todo t € R;

(4) lim L) _ 1;

t—0 t

(5) lim @:a>0;

t—+oo /t
(6) L5 <tf'(t) < £(), para todo ¢ > 0;

(7) |f(t)] < 25#5, para todo t € R;

(8) Existe uma constante positiva C' tal que

(9) 1F@)f (B)] <

< So-D para todo t € R.

(10) Para cada X > 1, \P/2|f(£)[P < |F(A)[P < NP|f(t)|P, para todo t € R.

(11) Para cada 0 < X <1, N|f()|P < [F(A)[P < N/2|f(t)P, para todo t € R.
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Demonstragao. A demonstragao destas propriedades podem ser encontradas em [43, 44].
|

Observe que as propriedades (4) — (5) do Lema 3.1.1 combinadas com as hipoteses (¢1)

e (g2) implicam que existe uma constante ¢y > 0 tal que

[f(s)a(f(s)] < eols”” Vs € R. (3.7)

No proximo resultado, mostraremos que a funcao |f(¢)|P é convexa para p > 2. Esta
propriedade é crucial, por exemplo, para mostrarmos que E é um espago vetorial e que || - ||«
define uma semi-norma em FE. Além disso, mostramos a desigualdade (3.8) abaixo que nos
possibilita obtermos mais adiante (veja Lema 3.1.9) uma versao, para o nosso caso, do Lema
de Brezis-Lieb.

Lema 3.1.2 Parap > 2, a fungao |f(t)|P € convexa. Além disso, para cada 0 < & < 1/2 vale:

1@+ 0P ~ 7@ < 2 F@P + S |FO)P, Ya,b € R 39

Demonstragao. Através de um célculo direto mostramos que a segunda derivada da funcao
W(t) =f(#)", para t€R,

verifica a igualdade

RO OP [0 - 1) + (0 - 22 F@P)
- L2

W (t) > 0,

implicando que | f(¢)|P é uma fungao convexa. Agora, mostraremos a desigualdade (3.8). Para

isto, primeiramente vamos supor que |f(a + b)| > |f(a)|. Neste caso, escrevendo
b
a+b=(1-2e)a+¢e(2a)+ E(g)

e usando a convexidade da fungao |f(¢)|P, teremos

p

arop =] (-2t ea)+oD)| < 1= 2) @ +el 0l + el (DP.

ou seja, ,
[fla+ )" = [f(@) < ellf2a)l” = 21 f (@)["] + el F (DI
Usando a propriedade (10) do Lema 3.1.1, temos que |f(2a)[? < 2P|f(a)P e |f(§)|p < Lif)p,

donde segue a desigualdade

Flat BP ~ [f@F <2 F@PF + o F O

No caso em que |f(a + b)| < |f(a)|, escrevemos

1 € € b
b 2 )
5(a+ )+1+25( a)+1+25 €
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Usando mais uma vez a convexidade da funcao |f(¢)|P, deduzimos

1 £ P
Fa) = ‘f<1+2e(a+b)+1+25(2a)+1+2e(_5))
1 b
< gt P+ Qe P+ g -DP
b
< fa+ 0 +elf2a)P +elf(=2)F

Dai, usando outra vez a propriedade (10) do Lema 3.1.1 e o fato que f(—t) = —f(t) para
todo t € R, obtemos

F@F 7+ B < 1@ + S 7O,

e assim, a desigualdade (3.8) esta verificada. m

Nao ¢é dificil mostrar, sob as hipoteses (Vp), (¢1) € (g2) e as propriedades (1), (2) e (3)
do Lema 3.1.1, que o funcional I : E — R esta bem definido e é de classe C' em E. Além

disso, sua derivada de Gateaux é dada por

P = [ Vel VaSede+ [ V@)l fw)P-2 ) f weds
- [ ) wyeds, (39)

para quaisquer w, € FE. Note que os pontos criticos de I correspondem exatamente as
solugdes fracas de (3.6). O proximo resultado relaciona as solugdes fracas de (3.6) com as

solugoes fracas de (3.1).

Proposicao 3.1.3 Se w € DYW(RN)N L (RN) é um ponto critico do funcional I, entio

loc
u = f(w) € D""RN)N L (RN) € uma solugio fraca de (3.1). Além disso, se w é uma

loc
solugao cldssica de (3.6), entao u = f(w) é uma solugao cldssica de (3.1).

e [VulP = | f'(w)[P|Vw|P.

Dai, segue que u € DVP(RM) (LS (RY). Agora, uma vez que w é um ponto critico do

Demonstragao. Note, inicialmente, que |ulP” = |f(w)[P" < |w

funcional I, temos para todo ¢ € DVP(RN),

/ Vw2 VuVeds + / V(@) () P2 f (w) £ (w)pdr — / o(f(w)) [ (w)pdz. (3.10)
RN

RN RN
Visto que (f~1)(t) = M, teremos que
(FY(t) = [1 42072 er] 7 (3.11)
de onde segue que
Vw = (fﬁl)’(u)Vu = [1 + 2p*1]u\p] 1/p Vu. (3.12)

Para todo ¥ € C$°(RY), resulta que

Y [1+ 20" ufP] /4 € DLP(RY)

f'(w)
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Y
f'(w)

Considerando ¢ =

v( ) = 2P L(1 4 2P uP) PPy 2T+ [1 4 207 ] P v, (3.13)

% em (3.10) e usando (3.12) e (3.13), obtemos

/ (14 207 ul?] [VulP~2VuVipde
RN

+2P—1/ |Vu|p|U\p_2u1/1dx+/ V(x)IUI”‘QWd:v:/ q(u)ydz, (3.14)
RN RN

RN

para todo 1 € C§°(RY), mostrando que u = f(w) é uma solugio fraca de (3.1).

Agora mostraremos a segunda parte da proposi¢do. Sabemos que
N
0 ow
Ayw = VwlP~22— ).
=1
0

Como w = f~1(u) e 8$‘(f*1(u)) = (fl)'(u)gu, temos que

i

O (T e B}

=1

Derivando, temos

Pela igualdade (3.11), resulta que

e (e e
i=1 "
X9 1 (r—1)/p 2 Ou
+;8xl<[1+2p |u’P} )\V " ox;’
ou seja,

Apw = [1 + 2p*1]u\p] (p=1)/p Apu + 2071 (p — 1)|uP~2u [1 + 2p*1\u|p]_1/p |Vul?,
Substituindo esta tltima igualdade em

—Apw + V(@) f(w) P72 f(w) ' (w) = q(f (w)) [ (w),

teremos

— (1422 ] PP Ay — 22 (p — 1) ufP2u [1 4+ 22 uf] TP [l

V)uP?e )
(120 a7 L 20 ]
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ou ainda,

— [1 + 2p71]u\p] Apu — 2p*1(p — 1)]u\p*2u|Vu\p + V(:z)\u|p*2u = q(u).

Desde que
2P Ay + 27 (p — D2l Vul? = Ay (u?)u,
obtemos
—Agu+ V(@) — Ay (u)u = qlu).
]

3.1.2 Propriedades do Espaco

Nesta subsegao, colecionamos algumas propriedades importantes do espago E que usa-
remos ao longo deste capitulo. Propriedades analogas para o caso em que p = 2 podem ser

encontradas nas referéncias |29, 36, 43].
Lema 3.1.4 O espago (E,||-||) € um espago normado.

Demonstragao. Usando a propriedade (10) do Lema 3.1.1 e o fato que a fungao |f(¢)|P ¢
convexa, concluimos que E é um espago vetorial. Para mostrarmos que (3.5) é uma norma
em FE, é suficiente provarmos que || - ||« define uma semi-norma em E. Sejam 0 € Re w € E.

Note que

i@+1éNvaﬂAww»mm]::|dAL|P+1éNvu»ﬂuwww»mm

> |ol|||w||«, paratodo X >0,

o que implica que,
llow|[s = |o|lw|]s. (3.15)

Por outro lado,

1 1 o
loull < o 1+ [ vlsOauPas)

para todo A > 0. Assim,
rllowll < JJwl]s. (3.16)

De (3.15) e (3.16), obtemos
|low]||« = |o|||w||«, paratodo o€ R, we E.

Agora mostraremos a desigualdade triangular. Para isto, fixamos u,w € E, \,0 >0ec >0

tais que
1
lullo+ 52 5 |1+ [ violsouras)
e
1
||w|]« +§ 2 {1 +/RN V(:U)!f(aw)|pdm] .
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Multiplicando as desigualdades acima por %, teremos

(et 5) 2 S+ o [ V@O

o+ A o+ o+
’ A A A
o €
itz > —+—— Vv Pdz.
2 (v D)2 2052 L Vil
Logo,
2l + el +2) 2 14 [ V@) | SISl Oap + )| de
o+ A - * - RN o+ A o+ A ’
Desde que |f(¢)[P é uma fungdo convexa e S5 + O—i/\ = 1, resulta que
oA oA P oA
* * >1 V dx > )
sl + 2 14 [ vl (G2 w)| a2 12wl
ou seja,
llu+ w||« <|lul|l« + ||w||« +¢€, paratodo € > 0.
Como ¢ foi escolhido arbitrariamente, deduzimos que
[lu+ w||« <||ull« + ||w]]s, para quaisquer w,w € E.
Portanto, (F, || - ||) € um espago vetorial normado com norma definida em (3.5). m

A seguir, apresentamos um lema técnico que serd essencial para obtengao de outros

resultados.

Lema 3.1.5 Sejam a > 0, r > 1 entao

() 1
1 ?

inf — [1 + CLAT] = LH

A>0 A (r—1)7

(ii) Para cada a > 0 o elemento A\ = \,, onde o infimo € atingido, é dado por 1 = (r—1)a".
Demonstragao. Basta minimizar a fungao
1
m(A) = 5 (1 +aX").

Note que sua derivada é

1 .
m'(\) = 2 +a(r — 1)N2

e m'(\) = 0 se, e somente se, 1 = a(r — 1)\". Substituindo este valor em m obtemos o valor
minimo desejado. m

Considere para cada w € E o nimero

T(w) = /R V@) f(w)Pde (3.17)



Lema 3.1.6 (1) Ewiste uma constante ¢, > 0 dependendo apenas de p tal que

cpT(w)% min{1, T(w)%} < ||wl|l«, para todo w € E.

(2) Suponha que Y (w) <

. Entao,
(p—1)

], < (p> T (w)r.
p—-1)7»

Demonstragao. Para w € E e ¢ > 0, fixamos A > 0 tal que

1
|w||« +€ > < [1 +/ V(:p)]f()\w)\pdx] :
)\ RN
Analisaremos as duas possibilidades: A > 1e A < 1.
Para o caso A > 1, pela propriedade (10) do Lema 3.1.1, teremos

S [ veiswre) <5 s [ v@loopa) < o+

Agora usando o Lema 3.1.5 com a = T(w) e r = £, obtemos

2
— = | [T(W)]? <|lwll«+e. (3.18)
205 7
Para o caso A < 1, usando a propriedade (11) do Lema 3.1.1, deduzimos que

St [ verswra] <5 [ vlroopd) <.+

Usando novamente o Lema 3.1.5 com a = T(w) e r = p, segue que

<p> T w)]> < Jlwll. +e. (3.19)
(p

Considerando

Cp = 1

e usando as relagoes (3.18) e (3.19), concluimos que

3 =

¢pmin {[T(w)]7, [T(w)]? } < [lwll. +e,

ou seja,
1 1
& [T(w)]F min {1, [T(w)]? } < [Jo]]. +=.
Como ¢ ¢ arbitrario, o item (1) esta provado.

Agora mostraremos o item (2). Iniciamos, observando que fazendo a = T(w) e r = p

no Lema 3.1.5- (ii), segue que o valor de A = \,, onde o minimo é atingido, satisfaz

Ap:;>1.

T(w)(p—1) ~
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Como \ > 1, pela propriedade (10) do Lema 3.1.1 e usando o Lema 3.1.5, obtemos

Hwhsi[r+éwvw»ﬂmwmm]sib+wééva»ﬂwwm}=<ppl)rmﬁ.
||

Corolario 3.1.7 Segue do Lema anterior que
T (w, —w) — 0 se, e somente se, ||lw, —w||x — 0.

A proxima proposi¢ao esta relacionada a uma afirmagao feita em [7], o que nao foi
provado nesse artigo. Aqui, decidimos mostrar a sua prova. Reiteramos, mais uma vez, que

para o caso p = 2, este resultado pode ser encontrado, por exemplo, nas referéncias [29, 36, 43].

Proposicao 3.1.8 O espaco E € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (w,) uma sequéncia de Cauchy em E. Usando as imersoes continuas
E < DYP(RY) — 17" (RY),

e a completude de D'P(RY), existe w € DVP(RN) tal que

wy, — w in DYP(RY),

wy () — w(z) quase sempre em RY.

Pelo Lema 3.1.6 - (1), segue que

[ @ fr iz <c,
RN

que juntamente com o Lema de Fatou, implica

/ Vi(z)|f(w)]P dx < liminf/ V(x) |f(wy)P dz < C.
RN n—-+oo RN

Dai, resulta que w € E. Usando novamente o Lema 3.1.6 - (1), dado € > 0, existe ng € N tal

que para quaisquer n,m > ng, teremos

/ V() |f(wm — wy)|P do < e.
RN

Fixando m > ng e aplicando novamente o Lema de Fatou, deduzimos que

V(z)|f(wm —w)|P de < lim inf/ V(@) |f(wm — wy)|P dz < e,
RN n—+oo JpN

de onde concluimos que

: — P dp —
m1—1>1—1|-100 o V(z) |f(wm —w)|P dz = 0. (3.20)

Pelo Corolario 3.1.7, segue que ||w, — w||. — 0. Portanto w,, - w em E. =

A seguir apresentamos uma versao do Lema de Brezis-Lieb [21] para o nosso caso.

67



Lema 3.1.9 (Brezis-Lieb) Considere uma sequéncia (wy,) de fungdes mensurdveis em RY tais

que,
1 n — ) quaS(Z StfmpT(Z em )

(i1) Existe ¢ > 0 tal que
[ V@i < cmen.
RN

Entao

/ V(z)|f(w)Pdx < oo
RN

[ v@lfwris - [ V@) -wPde= [ V@@l -+ o).
RN RN RN
Antes da demonstracdo, vejamos a seguinte observacao pertinente.

Observagao 3.1.10 Usando a notag¢ao dada pela definicao em (3.17), esta versao do Lema
de Brezis-Lieb diz, sob as hipdteses do Lema 3.1.9, que

T(wp) — Y(w, —w) = T(w) + on(1).
Assim, combinando isto com o Coroldrio 8.1.7, concluimos que
T (wy,) = T(w) < T(w, —w) = 0 < ||w, —wl||« — 0.
A demonstragao a seguir pode ser encontrada em Brezis-Lieb [21]:

Demonstragao. Fixemos M > 0 tal que T (w, — w) < M, para todo n. Da propriedade
(3.8) obtida no Lema 3.1.2, segue que

@+ 0P = £@IF ~1FOP] < 2P + (14 5 ) [f P vab € R

Fazendo a = w,, — w e b = w acima, temos

1 4¢Pt

1 (wa)l? = |f (wn = )" = [ f ()" <277 (wn = w)|P + —=—|f(w)],Vn € N.

Considerando o conjunto
Ay = {z € RY || f(wn)]P = | f(wn — w)[P = | f(w) P = 2P| f (wy, — w)[? > 0},
definimos
wn = [[f(wn) [P = |f(wn = w)[P = [ f(w)[P| = 2P| f (wn, — w)[Pxa,-

Note que u,, — 0, quase sempre em RY ¢

14 Pt
0 <V(x)u, < ite

< V@If )P e LIRY).
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Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim V(z)updx = 0.

n—-+0o RN

Por outro lado,
V(@) ||f(wn)lP = [ f(wn = w)[P = | f(w)P] <V (x)uy + 2PV (@) | f (wn — w)]P,

e portanto,

lim sup /R V@) @)~ |fwn — w)P | (w)lP] dz < 210,

n—-4o0o

Como ¢ ¢é arbitrario, concluimos que

lim [ V(@) [[f(wa)lP = |f(wn =)’ = |f(w)|| dz = 0.

n—-+o0o R

3.2 O problema modificado

Nesta se¢ao, de modo andlogo as Segoes 1.2 e 2.2 dos capitulos anteriores, seguindo
as ideias de Del Pino e Felmer em [26], fazemos uma modificagdo conveniente no termo

nao-linear ¢(s) de tal maneira que o novo funcional energia associado satisfaga a condigao

20 —p
e R > 1,
2(60 —p)

de Palais-Smale. Para isto, faremos algumas consideracoes. Para k >

definimos a funcao continua

q(t), se [z| < R
q(t), se 2] > R e g(t) < S|
V()

k

h(z,t) =
_ Viz —
P2, se|z| >R e q(t) > Y2,

Nao é dificil verificar que a fungdo h(x,t) satisfaz, para todo ¢t € R, as seguintes propri-

edades:
(h1) h(z,t) < q(t), para todo z € RY;

(h2) h(z,t) < V,(f)|t|p_2t, para todo |z| > R;

(h3) H(.Z‘,t) = Q(t)v se |£L'| < R;
(ha) H(x,t) < G2, se |z > R;

1 1

1 V()
—th(x,t) — H(x,t) > (29 — p) 2|, para todo x € RV,

20

O problema modificado que iremos considerar é o seguinte
—Apw+ V(@) F )P f(w) f'(w) = hia, f)f (w), em RV, (3.21)
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O funcional energia ® : F — R associado a (3.21) é dado por

O(w) = ZlJ/RN |Vw|Pdx + ]1? /RN V(z)|f(w)[Pdx — /IRN H(z, f(w))dx. (3.22)

Usando argumentos padrao, nao é dificil mostrar que, sob as hipoteses das fungoes ¢ e
V', e usando as propriedades da funcao f, o funcional ® : £ — R estd bem definido e é de

classe C' em E. Além disso, sua derivada de Gateaux ¢ dada por

o= [ Vel Vuede+ [ V@)l Hw)P 2 ) f weds
- /R e, fw) f (w)pdr, (329

para quaisquer w, ¢ € E.

3.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Nesta subsecao, provaremos que o funcional ® possui a geometria do Passo da Monta-

nha. Com este objetivo, para p > 0, definamos o conjunto
Y, ={w e E;¥(w) = pF},
onde ¥ : £ — R é definido por
¥(w) = [ [Vl + V@I @) d.

Visto que o funcional ¥ é continuo, é facil verificar que X, é um subconjunto fechado que

desconecta o espaco E.
Lema 3.2.1 Ezistem p,o > 0 tais que ®(w) > «, para todo w € X,.

Demonstragao. Primeiramente, note que ®(0) = 0. Agora, para w € X, usando a proprie-
dade (h1), a hipotese (g3), a relagao (3.7), a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e

a nao negatividade do potencial V', obtemos

H(e. s < Ca( [ (vur+ v<x>\f<w>|pdx>p*/p.

RN
Dali, segue que
1 «
P(w) > —p? — C3p” , para todo w € 3.
p

Desde que p* > p, implica para p > 0 suficientemente pequeno, que existe a > 0 tal que
®(w) > >0, paratodo € X,.
|

Lema 3.2.2 Existe w € E tal que ¥(w) > pP e &(w) < 0.
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Demonstragao. E suficiente mostrarmos que existe ¢ € E, ¢ > 0 tal que
®(typ) - —o0 quando t — +oo. (3.24)

De fato, consideremos ¢ € C§°(RY) satisfazendo supp(y) = By e 0 < ¢(z) < 1,Vx € By.
Pela propriedade (3) do Lema 3.1.1, obtemos

wiep) < ([ wepass [ violrar) - [ H(s b))

Usando (hs), temos que H(z,t) = Q(t) em Bj. Pela condigdo (g3), existem constantes

positivas C; e Cy tais que
Q(t) > C1|t|*° — Cy, paratodo t e R.

Assim,
1
‘P(tcp)ét”</ Vepds+ | V<a:>|eo|pdx>—cl [ e cs 329
p RN RN B

ft)

Desde que a funcao e é decrescente para t > 0 e 0 < tp(x) < t, para quaisquer z €
Bi,t > 0, teremos

f)p(x) < f(te(x)), paratodo x € Byet>0,

que juntamente (3.25), implica em

26
o) <o |1 [ (ver +viaienas-TO5 [ i ] aan)

Pela propriedade (8) do Lemma 3.1.1 e uma vez que 6 > p, concluimos que

20
LR _
t—+o0 tP

00,

e portanto (3.24) esta provado e, consequentemente a demonstragao do lema esta completa. m

Em virtude dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, aplicando uma versao do Teorema do Passo da Mon-
tanha sem a condicao (PS). devido & Ambrosetti-Rabinowitz [12], segue que existe {w,} C E

uma sequéncia (PS). para o funcional @, isto é,
b(w,) > c e @ (w,) —0,

onde ¢ > 0 é o nivel do passo da montanha para ® caracterizado por

c¢ = inf sup I(v(t)), (3.27)
Yl te(0,1)
P = {7 € C(0,1], Eyr(0) =0 e I(+(1)) < 0}. (3.28)
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3.2.2 Limitagao das sequéncias (PS)

Nesta subsec@o, mostraremos que toda sequéncia (PS). para ® é limitada em E.

Lema 3.2.3 Suponha que as condigoes (q1),(q2) e (g3) sao satisfeitas. Se (wyp) C E € uma

sequéncia Palais-Smale para ®, entao (wy,) € limitada em E.

Demonstragao. Seja (wy,) uma sequéncia (PS). para ®. Assim, dado § > 0, para n grande,
teremos

1
®(wn) = 5@ (wn)gn < 8l[wnl| +c+ 1.
Pela propriedade (6) do Lema 3.1.1, obtemos

B~ ¥ (wen > (3= 3 ) [ Fuapds + VS0P

1
+ /RN [%h(x,f(wn))f(wn) - H(w,f(wn))] dr. (3.29)
Ora, por (hs), temos
[ gt st st s o= (-2 [ v e
Logo, combinando (3.29) e (3.30), decorre que

G mmree [G-3)-G-3)3) s

< O||wn|| +c+1. (3.31)

20 —p
2(60 —p)

e [(-)-(1-3)

C. / [V wal? + V(@) wn) ) dir < Bwn) — 5@ (wn)in < Sllwal | + e 41 (3:32)
RN

Agora, pela escolha de k > , resulta que

e consequentemente,

Sabemos que
1/p
mug(/ |anwpdx> +14 [ V@I
RN RN

Como (s)l/p <1+ s, para todo s > 0, teremos

ol <2+ [ 190, + V@) do.

Substituindo esta tltima desigualdade em (3.32), obtemos

(1+c¢)
C.

0
[lwal] < 2+al\wnll +
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Escolhendo § > 0 tal que 1 — C% > 0, implica que (w;,) é limitada em FE. =

Desde que a sequéncia (w,) é limitada em FE, segue que a mesma ¢ limitada em
DYP(RYN).  Assim, existe w € DYP(RY) e uma subsequéncia, ainda denotada por w,, tal
que

wy, — w em DYP(RY),

w, — wem L (RY) para s € [1,p*)se 1 <p < N, s >1sep> N,

wy(z) = w(z) q.t.p. em RY.

Observacao 3.2.4 Uma vez que a sequéncia (wy) € limitada em E seque, do Lema 3.1.6-(1),

que
Y(w) = [ V@)lfw,)Pds

também € limitada. Logo, pelo Lema de Fatou, seque que
T(w) < liminf Y (wy,),
n
resultando que w € F.

O lema, a seguir, serd essencial para mostrar que o funcional ® satisfaz a condig¢ao de

Palais-Smale.

Lema 3.2.5 Se (wy,) € uma sequéncia de Palais-Smale para ®, entdo:

(i) Para cada € > 0 existe v > R tal que

n—-+oo

lim sup/ [[Vwn|P + V()| f(wy)P] dx < e.
|z|>2r

(id)
lim [ V(@) f(wn)Pdz = /R V(@) ()P

n—-+oo RN
(iii)
tim [ bl fw)f wa)de = [ e, fw) fw)d.

n—+00 JpN RN
(iv)
lim V(@) f(wn) P72 f (wi) f (wn ) wnda = /RN V(@) |f (w)[P~2 ' (w) f (w)wdz.

n——+oo RN

(v)
im [ Rz, Fwn)f (wn)iwnds = / W, F(w) f (w)wdz.

n—-+oo RN RN

(vi)
lim H(z, f(wy))dx = H(z, f(w))dz.

n—-4o00 RN RN
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Observagao 3.2.6 O item (ii) diz que
T (wy) — T(w).
Demonstragao. (i) Para r > R considere a fungao n = n, € C*°(B¢) onde

n=1inBs.,, n=0inB,, 0<n<1

2
| Vi |< =, para todo z € RV,
r

f(wn)
[ (wy)

Q’(wn)(nson) = on(1),

Pelo lema anterior, (nyy,,), onde ¢, = < >, ¢é limitada em E. Logo,

de onde obtemos,
2071 f (wn) P
1 n|Pnd \% n)|Pnde =
/RN( + 15201 f(wn) P |Vwy,|Pn x—l—/RN ()] f (wy)|Pndzx

W) |G P20, Vnde + [ b, fwa)) fwa)nde + on(L),
RN f/(wn) RN

isto é,

/ VwnPrdz + / V(@) f(wn) Prde <
RN R

. J{,((ZT;)) |Vw, |P~2Vw, Vidz + /]RN h(z, f(wy))f(wn)ndx + o, (1),

Visto que n = 0 em B,, esta ultima desigualdade combinada com (hg), temos

1
(1=3) [ Vw4 V@liwPlnde <2 [ G, 9alds -+ 0,(0),
[lz[=>7] [lz[>7]

ou seja,
1 4 1
1—/ [|an|p—i—V(x)]f(wn)|p]ndmg/ |wn || Vw, [P~ dz + 0,(1). (3.33)
ke JJ e r Jir<jol<2r]

Ora, usando desigualdade de Hélder, segue que

(—1)/p 1/p
/ 1w || Vw, P dr < </ ]an\pda;> / |wy, |Pdx .
[r<|z|<2r] RN [r<|z|<2r]

Desde que w, — w em LP(Ba,\B;) e (wy) € limitada em E, decorre que existe uma constante
C > 0 tal que

1/p
limsup/ Wy || Vw, P de < C / |w[Pdx ) (3.34)
n—+00 Jr<|z|<2r] [r<|z|<2r]
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Usando novamente a desigualdade de Holder, teremos

1/p 1/p*
( / |w|pdaz> < < / P’ dm) |Boy\ B, |1 (3.35)
r<fel<2r] ir<fel<2r

Uma vez que | By, \B,| < |Bar| = wy(2r)V, resulta das desigualdades (3.34) e (3.35), que
1/p
limsup/ |wn || Vw, [P de < 27"ijlv/N / \w|P” da . (3.36)
n—+o0o J[r<|z|<2r] [r<|z|<27]
De (3.33) e (3.36), deduzimos que
fimsup [ [V V(o) )P do <
(lz[>2r]

n—-+oo
1\ 1 1/p*
8Cwi/N (1 - ) / w|P" dz . (3.37)
k [r<]z|<2r]

Assim, para cada € > 0, escolhemos r > R tal que

—1
SCW}\{N (1 - 1) / |w
k [r<|e|<2r]

o que prova a parte (i) do lema.

1/p*
ﬂdaz) <€,

(73) Segue da parte (i) que, para cada € > 0, existe r > R tal que

n—-+40o

limsup/ V(z)|f(wp)|Pdx < ¢
[lo]2r] 4

e consequentemente,

/ V()| f(w)Pde < .
[l >2r] 4

Logo,

(3.38)

/ V(@) [[f(wn) P = [ f (w)["]da
RN

<<y
-2

[ V@i - 7w
[lz|<27]

Desde que w,, — w em LP(Bsy,), usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue que
lim V(x)|f(wy)|[Pdx :/ V(x)|f(w)[Pde. (3.39)

nH0 Jlle|<2r] (|| <2r]

De (3.38) e (3.39), resulta que

lim sup <

n——+o00

Y

/RN V(@) f(wn)]” = [f(w)[")dz

N

para cada € > 0. Portanto,

lim [ V(@) f(wn)Pdz = /R V@) f(w)Pds,

n—-+oo RN
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o que mostra a parte (i7) do lema.

(7i7) Segue de (hz) e pela parte (i) que, para cada € > 0, existe r > R tal que

€

limsup/[| o h(z, f(wn)) f(wy)dz < -

n—+00 4

[ e swsd < S,
[lz[>2r]

Dai,

<

| fw)) ) = b f) )l

€
-+

/“ - ][h(a:,f(wn))f(wn) — h(z, f(w)) f(w)]dz|. (3.40)

Uma vez que

wy(z) — w(z) q.t.p. em RY, — 0 quando s — +00

h(-, f(5))f(5)
[f ()"

sup / | F(wn) " < 4o,
]RN

n

decorre, do Lema de Compacidade de Strauss [17], que

lim h(z, f(wy)) f(wy)de = / h(z, f(w)) f(w)dz. (3.41)

n—=400 Jl1z|<2r) [|z|<2r]

Por (3.40) e (3.41), o resultado da parte (iii) segue. Para provarmos as partes (iv), (v) e (vi)

procedemos de maneira analoga a (ii) e (ii7). ®

No resultado a seguir mostraremos que o limite fraco de (w,) é um ponto critico nao-

trivial de ® e que o funcional ® satisfaz a condigao Palais-Smale.

Lema 3.2.7 Temos que w # 0 e € um ponto critico de ® tal que ®(w) = c. Além disso, o

funcional ® satisfaz a condigio (PS)e.

Demonstragao. Agora procedendo como na prova do Lema 3.2.5 - (7i7), facilmente deduzi-

mos que os seguintes limites ocorrem

/RN V(@)[|f (wn) P72 f (wn) £ (wn) = |f (w) P72 f (w) f' (w)]édz — 0 quando n — +oo, (3.42)

(§]

/RN [h(z, f(w))f (w) — Wz, f(wp)) f (wn)]édz — 0 quando n — +oo, (3.43)

para todo ¢ € C5°(RY).

Agora, mostraremos que

/ [[Vw, [P~2Vw, — |Vw|P~?Vw] Védz — 0 quando n — +oc. (3.44)
RN
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Para isto ¢ suficiente, a menos de subsequéncia, mostrarmos que
Vwy,(z) = Vw(z) qtp. em RY.

Seja o € C(RNY) tal que 0 < p < le

) 1, se x€ Byi(0)
Ple) = { 0, se z ¢ By(0).

Considere € > 0 e pe(z) = ©(Z). Agora, definimos
P,(z) = [|an]p_2an - ]Vw|p_2Vw] (Vw, — Vw) (z),

ou seja,

Po(z) = |Vw,|P — |Vw, [P 2Vw,Vu — |Vw[P2VwVw, + |[Vuw|P.

Note que

/Be(o) Py (z)dx = /Be(o) P, (2)pc(z)da.

Recordemos que em RY vale a seguinte desigualdade de Tartar (Veja Lema A.0.5 em [39]):

Cplz —y|P, se p>2
([eP"%z — y[P~2y,z —y) > { oy (3.45)
CPW, se 1< < 2.
Logo,
0< / P, (z)dx < / |Vw, [Poedr — / |an|p_2g0€andex
RN RN RN
—/ \Vw|P~ 20 VwVw,dz + / |VwPo.dr
RN RN
= L1 — DL+ 13+ 14+ Is,
onde

I = /RN |Vw, [Poedr + /RN V(x)\f(wn)\p_Qf(wn)f’(wn)wande

- / Wz, £ (wa)) f (wn)wnpeds,
RN

12:/ \anIPZangDGde:c—i-/ V()| f (wn) P72 f (wp) f (wp ) wepeda
RN RN
= [ ha fwa)f o
]RN
I3:—/ ]Vw\p_2<p6andex+/ |Vw|Ppdz,
RN RN

Iy = /RN V(@) | f (wn) P72 f (wy) f (wy)wpedz — /RN V(@) | f(wn) P2 f (wn) f () wnpedss

Is = /RN h(xv f(wn))f/(wn)wnﬁpedl‘ — / h({L‘, f(wn))f,<wn)w(ped$.

RN
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Estimaremos cada uma das integrais I, com j = 1,2, 3,4,5.

Segue da defini¢ao de I; que
I = & (wy) (wppe) — /N |Vwy, [P~ 2w, Vw, Vodz.
R
Desde que (wpp,) € limitada em E, ®'(w,) — 0 e usando o limite

lim [limsup/ ]an\p_ananVgpeda: =0,
]RN

€0 | n—ooco

temos
lim 1) = oc(1).

n—oo

Note que da defini¢ao de I, temos
I = &' (wy)(wee) — / |Vw, |P~2Vw, Vpwds.
RN
Procedendo de maneira andloga ao que foi feito anteriormente, obtemos

lim Ir = o.(1).

n—oo

Para estimar I3, considere B(v) = [pn [Vw[P~2VoVweedz, com v € DP(RY). Note que B

é um funcional linear continuo e uma vez que w, — w em D'P(RY), obtemos

/ ]Vw]pZanngogdx%/ |Vw[Pocde,
RN RN

donde segue que
lim 13 = 0.

n—oo

Procedendo de maneira analoga aos limites (iv) e (v) do Lema 3.2.5, resulta que

lim Iy=0 e lim I5 =0.
n—0o0 n—oo

Destes fatos, concluimos que

lim P,(z)dz = 0.

n—oo BQe (0)

Da desigualdade (3.45), resulta que

0< / Cp|Vwy, — Vw|Pdx < / P, (x)dz,
BQG(O) BQG(O)

de onde segue que,
lim |Vw, — Vw|Pdz = 0.

n—oo B26 (0)

Portanto,

Qwp _, 0w

consequentemente, a menos de subsequéncia,

owy, ow
oz, (x) — oz, () qt.p. B(0),

em LP(B(0)),
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e pela arbitrariedade de €, usando argumento diagonal, concluimos que

owy, ow

tp. RY,
oz, (w)%awi(-’ﬂ) q.t.p

Dai, segue o limite em (3.44).
Combinando os limites (3.42), (3.43) e (3.44), resulta que

lim ®(w,)¢ = &' (w)¢, para todo ¢ € C°(RY).

n—-+o0o

Desde que ®'(w,) — 0, concluimos que ®'(w) = 0. Agora, mostraremos que w # 0. Su-

ponhamos, por contradi¢ao, que w = 0. Pelos itens (ii), (iv) e (v) do Lema 3.2.5, segue

que
lim V(z)|f(wy)|Pdx = 0. (3.46)
n—+00 JpN
ngﬂr_loo o V()] f(wn) P72 f (wp) ' (wn)wpdz = 0 (3.47)
e

lim h(zx, f(wy)) f (wp)wpdz = 0. (3.48)

n—+400 RN
Ja pelo item (vi) do Lema 3.2.5 e pela definigdo da fungao h, também obtemos que

lim H(x, f(wy))dz = 0. (3.49)

n—-+o0o RN

Desde que @' (wy,)w, — 0, segue que
[ Vwapda s [ V@) ) wnwads — [ b, fwn)f ) wnde = 0
RN RN RN

e pelos limites em (3.47) e (3.48), resulta que
/ |Vwy,|Pdx — 0.
RN

Combinando este ultimo limite com os limites em (3.46) e (3.49), concluimos que

! P Pydx — x, f(wy))dzx
Bw,) = [ (Vo + V@l w)P)ds = [ H. fw)dz =0,

o que contradiz o fato que ®(w,) — ¢ > 0. Portanto, w # 0.

Agora, mostremos que ®(w) = ¢. Passando o limite na expressao

[ vunrds == [ V@IS ) wnuades [ B S ) () wadao(1),
RN RN

RN
e usando os itens (iv) e (v) do Lema 3.2.5 juntamente com o fato que ®'(w)w = 0, deduzimos
que
im [ [V, Pds = / VwlPdz. (3.50)
RN RN

n—-+o0o

Dos limites presentes nos itens (ii) e (vi) do Lema 3.2.5 e por (3.50), concluimos que

! P Pldx — x, f(wy))dx w
Bw) =3 [ [Vl + Vi) de = [ B ) de - 9w),
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de onde segue que ®(w) = c.
Devido ao limite (3.50) juntamente com a desigualdade de Tartan (3.45) e a convergéncia

fraca w, — w em D"P(RN), deduzimos que
/ |Vwy, — Vw|Pdz — 0.
RN

Assim, para mostrarmos que o funcional ® satifaz a condi¢ao (PS). é suficiente provarmos
que
||wn, — w||« — 0.

Pela Observagao 3.1.10, este limite ocorre, visto que as condi¢oes do Lema 3.1.9 sao satisfeitas

e o limite a seguir ocorre

/ V()| f(wn)[Pdz — / V()| f(w)Pda.
RN RN

Portanto, w, — w em E, o que prova que ® satifaz a condigao (PS).. m

3.3 Estimativa L da solucao do problema modifi-
cado

Nesta secao, estabeleceremos uma estimativa L°° para a solu¢do w do problema modi-
ficado (3.21) obtida no Lema 3.2.7. Salientamos que os resultados presentes nesta segdo sao
generalizagbes dos obtidos na Secao 1.4 do Capitulo 1 deste trabalho.

Denotemos por B a bola unitaria em RY isto é, B = B;(0) e por I : Wol’p(B) —Ro

funcional . )

Iy(w) = / |Vw|Pdx + / V(x)\f(w)\pd:c—/ Q(f(w))dz. (3.51)
pPJB pPJB B
Além disso, denotamos por d o nivel do passo da montanha associado ao funcional Iy, ou seja,
d = inf To(~(t 3.52
Inf max o(v(1)), (3.52)
onde

= {y € C([0, 1], Wy?(B);7(0) =0 e ~(1) = e}, (3.53)

com e € WyP(B)\{0} verificando Iy(e) < 0.

Observagao 3.3.1 Desde que ®(w) < Ip(w) para todo w € Wol’p(B), das definigoes dos

nimeros ¢ em (3.27) e d em (3.52), deduzimos que

c<d. (3.54)

Lema 3.3.2 Para R > 1, toda solug¢ao positiva w do problema modificado (3.21) tal que

®(w) = ¢ satisfaz a estimativa
» as
||wHLp*(RN) = 6)

*
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onde

cmcipnn=[(1-3)-(-4)

e S é a melhor constante que verifica

[lu| < 5’/ \VulPdz, para todo w € DYP(RY).
RN

p
Lr™ (RN)
Demonstragao. Considerando a primeira desigualdade em (3.32) para o ponto critico w,

temos
C*/ [[Vw|P + V()| f(w)|P] dz < ®(w) — =& (w)w = ¢,
RN

Assim, a estimativa segue diretamente de (3.54) e pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-

Nirenberg. m

Observagao 3.3.3 No lema precedente ||wl| =gy € limitada por uma constante que nao
depende de R > 1.

Com o objetivo de obtermos a limitacdo na norma L°°, vamos considerar para uma

solucdo w do problema modificado (3.21), a funcdo L : RY x R — R definida por

(3.55)

<

0, se [z >R e q(f(t) > 22 f)P2(1)

Lix,t) = { a(f(®))f'(t), se |z <R ou q(f(t)) i VG| )2 (1

e a seguinte funcao mensurével nao-negativa

bz) = { e V(@) [ F(w) P2 f(w) f'(w), em T
(1= %) ez V@I (@) P2 f(w) f'(w), em T,

onde T = {z € RV;|z| < R ou q(f(w)) < Y& |f(w)PP2f(w)} e TC = {z € RV;|z| >
R eq(f(w)) > V& f(w)P=2 f(w)}.

Note que w satisfaz a uma equagao tal como (A.1) do apéndice A. Pelo Lema 3.1.1 e da

relagao (3.7), deduzimos que existe uma constante C7 > 0 tal que
|L(z,t)| < Oyt~
Além disso, a fungdo L definida em (3.55) também verifica as condigoes

(3.L1) |L(z,t)| < colt|P" 1, para ¢ suficientemente pequeno,

De maneira analoga ao Lema 1.4.4, essas condigoes resulta que, para cada € > 0, existe uma

constante C = C, > 0 tal que

|L(z,t)] < elt|P"~ + C.|t|P~L, para todo z € RVt € R,

o que nos possibilita obtermos o resultado a seguir.
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Lema 3.3.4 Sejam N >p e 8 = N/(N —p). Entao, existe uma constante C = C'(N,p) > 0,
tal que

[wll zos @y < Cllwll o @)

Este lema implica que
w e L'(RY),

comr = p*3 > p*. Aplicando o Corolario A.3, existe uma constante M = M (N, p, [|w||r@n)) >
0 tal que
Hw||L°°(RN) < MHwHLP*(RN)a

para qualquer w € E N L"(RY) solugdo fraca do problema
—Apw + b(x)|wP 2w = L(z,w) em RY,

onde as fungoes L e b foram definidas acima. Portanto, toda solugao fraca w do problema

modificado (3.21) tal que ®(w) = ¢ verifica a estimativa
[[wl] oo mvy < Mo, (3.56)

dS) 1/p

de My =M
onde M <C*

Observagao 3.3.5 Note que a constante My obtida na estimativa (3.56) é independente de
R > 1 e da solugdo w.

Em vista do que foi obtido para o funcional ®, podemos resumir os resultados anteriores

na seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.6 O problema modificado (3.21) possui uma solugao positiva w com ®(w) =

C.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.7, temos que o funcional ® possui um ponto critico w €

E\ {0} no nivel ¢. Logo, para todo ¢ € E, temos

[ IVl VuTpds [ V@@l ) w)eds = [ b, fw)f e
RN RN RN
Tomando ¢ = w™, onde w~ = min{w, 0}, e desde que h(z,t) = 0 para todo t < 0, obtemos

[ ve s [ v@Is@P s e de=o.
RN RN

/ VP = 0.
]RN

Logo, podemos concluir que w™ = 0 quase sempre em R e, portanto w = w* > 0. Por outro

Como f(w)w™ > 0, temos

lado, sabemos que w € L>®(RY). Como consequéncia de um resultado de regularidade devido
a Tolksdorf [47] (Veja também DiBenedetto [27]), temos que w € C'llo’ca(RN),O <a<l1l O

resultado segue, por uma desigualdade do tipo Harnack (veja [48]). m
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Lema 3.3.7 Para R > 1, qualquer solu¢ao positiva w do problema modificado (3.21) tal que

®(w) = c satisfaz
R [Ju] RYF
p= w oo (RN p—1
Ni; &%) < N,po, para todo |x| > R.
|| P=1 || 71

Demonstragao. Considere u a fungao p—harmonica definida por
N=p
- Rr»1 M,

u(x N-—p
o

Devido a estimativa (3.56), temos
w(z) <wu(x) para |z| = R.

Dali, segue que
(w—u)t =0 para |z| = R,

e, consequentemente a funcao dada por
(w—u)t, if |z| >R

¢:{o, if [z]<R

pertence a DMP(RN). Além disso, temos que ¢ € E. Considerando ¢ como a funcio teste e

usando o fato que w é solu¢ao do problema modificado (3.21), teremos

/ Vw2V Veds + / V(@) () [P~ f () £ (w) b = / Wz, f(w)) f (w)gd,
RN RN RN

ou seja,

[ vl Vuvods = [ e gw)fwiods - [ V@@l fw)f w)ds,

RN BE(0) B§(0)
e pela propriedade (h2) da fungao h definida na Segao 3.2, deduzimos que

/ |Vw[P~2VwV¢dz < <1 - 1> / V(x)f(w)f (w)pde < 0. (3.57)
RN k BC(O)
R
Visto que
Apu =0 em (RM\Bg(0)), ¢ =0para|z|=R e ¢ >0,
segue que
/ \VulP~2VuV ¢pdz = 0.
B§ (0)

Logo,
/ \VulP~2VuV ¢pdx = / |VulP2VuVpdr = 0.
RN BE(0)

Considerando os conjuntos A = {z € RY;|z| > R and w(z) > u(z)} e B = RV \ A, resulta

que
o=

w—1u, em A
0, em B.

83



Por (3.57) e (3.58), obtemos, para todo 2 < p < N, que
/ [[VwP2Vw — |VulP"?Vu] [Vw — Vu] dz =
A
/ |Vw[P~2VwV ¢pda — / |Vu|P2VuVedr < 0. (3.59)
RN RN

Uma vez que estamos considerando 2 < p < N, usando a desigualdade de Tartaan (3.45),

obtemos

/ \VolPde = / |Vw — VuPdr <
RN A
C / IVwlP >V — [VulP~2Vu] [V — Va]de < 0. (3.60)
A

Portanto,

/ |IVo|Pdr <0 para todo 2 <p< N.
RN

Consequentemente, ¢ = 0, em RY, o que implica que (w — u)* = 0, em || > R. Disto

concluimos que w < w em || > R e o lema esta provado. m

3.4 Resultados de Existéncia

Nesta secao provaremos os Teoremas 3.0.3 e 3.0.4, os quais garantem a existéncia de

soluc@o para a equagao (3.1).

3.4.1 Prova do Teorema 3.0.3

Na Proposigao 3.3.6 mostramos que o problema modificado (3.21) possui uma solugao
positiva w € E. Além disso, pelo Lema 3.3.4, resultou que a mesma ¢ limitada na norma
L>®(RY). Note que, pela definicio da funcdo h, para mostrarmos que w também é solucio

do problema (3.6) é suficiente provarmos a desigualdade

() < VO ) pw) em 2] > B,

para toda w € E soluc¢ao do problema modificado (3.21). Pela desigualdade (3.7), temos

ofw) _ a(f)fw) _ - |w
|f (w)[P=2f (w) [fw)fr = 7 (w)]

Desde que ||w]| oo gy € uniformemente limitada e pela propriedade (9) do Lema 3.1.1, dedu-

*

p

o> bara todo = € RY.

zimos que

q(f(w))
|f (w)[P=2 f (w)

Usando a relagao obtida no Lema 3.3.7, segue que

< Cy|w[P" 7P, para todo x € RY.

gUw) BT Qe
’f(w)‘p72f(w) < Cy 2

j[p=1

, em |z| > R.
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Fixando A* = kC} (Mg)pz/(N_p) e A > A* implica que

Segue-se a partir da hipotese (V) que

q(f(w))
P2 fw) =

Assim, w é uma solugao classica do problema (3.6). Segue da Proposigao 3.1.3, que u = f(w)

1
EV(J)) em |x|> R.

é uma solugao classica para o problema original (3.1). |

3.4.2 Prova do Teorema 3.0.4

Visto que a condi¢ao (g1) ¢ mais fraca do que (q1), a prova ¢ a mesma até o Lema 3.3.7.

Para concluirmos a prova podemos usar a propriedade (7)-Lema 3.1.1 e a hipotese (¢1) para

obtermos
L};)) < Cy|w|P"7P/2, para todo z € RY.
|f(w)[P~2f (w)
Procedendo como antes e usando a condigao (VAp) concluimos o resultado. |
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Apéndice A
Estimativa na norma L®°(R')

Neste apéndice, apresentamos resultados baseados em Brezis e Kato [20], que foram cru-
ciais nos argumentos usados nos capitulos da tese para obtengao dos resultados de existéncia
de solucao dos problemas propostos. Estes resultados estabelecem uma importante estimativa
envolvendo a norma L™ (R") de uma solugdo de um problema semilinear. A prova ¢ analoga
a da Proposigao 5.3 em [5] para o caso em que p = 2 e também a do Lema 4.3 em [13] para
um operador que inclui o p-Laplaciano como um caso particular. Apresentamos aqui a prova

para deixar o trabalho mais completo.

Proposicao A.1 Sejam £ € LI(RN),p > 2,pqg > N, e w € D"P(RY) uma solugio fraca do
problema

—Apw + b(x)|wP 2w = L(z,w) em RY, (A.1)

onde L : RN x R — R ¢ uma funcdo continua verificando
|L(z,s)| < 0(x)|s[P~Y, para todo s > 0 e para todo x € RN

e b € uma funcio nao-negativa em RN. Entdo, w € L®(RY) existe uma constante M =
M (q, ||| pa@mny) > 0 tal que

[wl| poo @y < M||w|l Lo* wvy-

Demonstragao. Para cadam € Ne 8 > 1 considere os conjuntos 4,, = {z € RY; |w(x)|?~1 <
m} e By, = RNV \ A,,. Defina

wlwPBD, em A,
Wy, =
mPw, em Bj,.

Note que w,, € DYP(RN), w,, < |w[PP~P*! ¢

_ 1) |w|PB=1) A,

mPVuw, em B,,.



Usando w,,, como funcao teste, deduzimos que
/ (IVwP2VwVw, + b(z)|[wP 2ww,,) dv = / L(z, w)wpydx. (A.3)
RN RN
Por (A.2), temos

/ |Vw P~ 2VwVw,de = (pf —p+1) / lw[PE=V | Vw|Pdz + mP / \Vw|Pdz.  (A.4)
RN Bm

m

Agora, considere
wlw|®~1,  em A,
Zm =
muw, em B,,.

Observe que

F=1Vw, in A,
mVuw, in B,,,
de onde segue que
/ (V2 P = 7 / [o[PB~D [V wlPda + mP / Vwldz. (A6)
RN Am B,

Por (A.4) e (A.6), obtemos

/ (IVzm|?P — |Vw[P2VwVwy,dz) dv = (87 — pB +p — 1)/ lwPBD|VwPde (A7)
RN

m

Ainda por (A.4), resulta que

/ POV VpPde < ———— / VP VuVwnde. (A8)
m pB—p+1 Jgn
De (A.7) e (A.8),
517
/ |V Pde < ——o / \Vw|P2VwVw,ds (A.9)
RN pﬂ —p + 1 RN

Visto que, |2,[P = |w[P~2ww,, em RY e 8 > 1, obtemos
/ [|Vzm [P + b(x)|2m|P] do < ﬂp/ [\Vw[pJVwVwmda: + b(m)]w|p*2wwm] dzx.
RN RN
Usando (A.3), e visto que w € solugao de (A.1), teremos

/ [|Vzm [P + b(x)|2m|P] dz Sﬁp/ L(z,w)wydz. (A.10)
RN RN

A seguir, S denota a melhor constante de sobolev que verifica

ll? e vy < S/RN |VulPdz,Yu € D'P(RY).

Da defini¢do de z,, e da hipétese |L(x, s)| < £(z)|s[P~! para todo s > 0, deduzimos

p/p*
[/ |zm|p*d:v] < 5’/ |V 2z [Pdx < Sﬁp/ L(z, w)wpdz,
RN RN

m
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isto é,
Rtz
[/ |2m P dx] SSﬁp/ (:E)|w|p_2wwmdx256p/ 0(x)|zm |Pd.
m RN RN

Se qil + % = 1, pela desigualdade de Holder,

. p/p* /a1
[/ el dx] < B oy [/ \zm\pmdx] .
Am RN

Por outro lado, visto que |z,| = |w|® em A, e |z| < |w]® em RY, obtemos

. e/t 1/q
el < sy | [ o]
Am RN

Passando o limite de m — 400, segue do Teorema da Convergéncia Monoétona

HwHLBP (RN) < S/BPHG‘L‘I(RN HwHLﬂpql(RN)

e, consequentemente,

1
. N
[l vy < 87 (Sellzaany ) ™ Mol oo -

Desde que pg > N e q% —|— = =1, resulta que, q1 < NNp Seja o0 = y > 1.

N
a1 (N-p
Quando f =0 em (A.11), temos Bpq = p* e

1

1 o
/| aqary < o7 (Sellzagn)) ™ Mol e e

Quando 8 = 02 em (A.11), temos: pq; = p*o e

1

2 P
[0l pr02 iy < 77 (SIHEllacemy) ™7 ol oo aoy.
e (A.12) e (A.13), teremos
1,2 7 %+%)
0/l gy < 077 (S o)) [[reey
Continuando com o processo de iteragdo, 5 em (A.11) quando o’ , mostramos que
liZ+ 34 4L (Gt att )
sy < o) (8110 aga)” :

Uma vez que,

SYRRVEIS S
= o’ (0 —1) ol o—1
resulta de (A.15),

(551)

o 1
il gy < 0™ (Sellgag) ™ Mol o gy,

para todo r > p*. Recordando que
loll ey = Jim_ [l ey,
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(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)



podemos concluir que a Proposicao A.1 é valida para

)

o 1(_1
M =g @12 (SHfHLq(RN))p(Jl)

onde

Observagao A.2 Aqui, € muito importante observarmos que a constante M obtida na Pro-

posicio A.1 ndo depente da fungdo b.

Como consequéncia, mostramos que se w é limitada na norma L"(RY), para algum
r > p*, entao ||wl|peorny € limitada, mesmo no caso critico. Porém, salientamos que no nosso
trabalho, conseguimos esta limita¢do no crescimento quasicritico nos Capitulos 1 e 3 (Veja
Lemas 1.4.4 e 3.3.4) e um tipo de crescimento subcritico no Capitulo 2 (Veja Lema 2.3.3) .
Mais uma vez, enfatizamos que a dificuldade, para obtermos versées dos resultados obtidos
nos capitulos 1 e 3 com crescimento critico, reside em conseguirmos a limitagao uniforme na

norma L"(RY), para algum r > p*.

Corolario A.3 Sejam N >p, r > p* e
|L(z,s)| < Cols|P" 7L, para todo s € R, x € RV,
Entao, eriste uma constante M = M (Co, ||w||r@y)) > 0 tal que
[wl| oo @y < M||w| Lo* @y
para qualquer w € E N L™ (RY) solucdo fraca do problema (A.1).

Demonstragao. A prova é uma aplicacao direta da Proposicao A.1, pois podemos observar
que
L(z,w) < £(z)|wP~ em RY,

onde
[£(z)| = Colw|”" P

Em seguida, verificamos que ¢ € LI(RY) para ¢ = r/(p* — p) e observamos que

pq > N se, e somente se, 7 > p*.
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