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3.2 Modos fermiônicos em paredes de domı́nios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.3 O exemplo com dois campos escalares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.4 A lagrangeana 10-dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4 Junções de paredes de domı́nios com modificação do superpotencial 21

4.1 Superpotencial modificado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Resumo

O nosso universo observável é dito como sendo (3+1)-dimensional. Porém, acredita-

se que certas propriedades observadas na natureza podem ser resultado de dimensões

extras, quase como uma “herança inviśıvel”. Entre tais propriedades, estão os sabores e

hierarquias de massa dos férmions fundamentais (quarks e léptons). Tendo isso em mente,

estudar a relação que o nosso universo (3+1)-dimensional teria com posśıveis dimensões

extras pode ser uma boa forma de entendermos melhor as propriedades naturais que nos

cercam. Dessa forma, chegamos até a Teoria de Super Cordas, que, entre outras coi-

sas, propõe a existência de um universo (9+1)-dimensional, onde estaŕıamos inseridos.

Sabendo disso, propomos aqui uma análise fenomenológica dos férmions em junções de

paredes de domı́nios. Onde essas junções são mecanismos que compõem um método de re-

dução dimensional, que nos permite obter o nosso universo observável (3+1)-dimensional

a partir de um universo (9+1)-dimensional, enquanto procuramos por graus de liberdade,

energias e decaimentos envolvendo os férmions em meio a essas paredes de domı́nios.

Palavras-chave: Paredes de domı́nios - Férmions - Junções.
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Abstract

Our observable universe is said to be (3+1)-dimensional. However, it’s believed

that certain properties observed in nature may be the result of extra dimensions, almost

as an “invisible inheritance”. Among such properties are the flavors numbers and mass

hierarchies of the fundamental fermions (quarks and leptons). With this in mind, studying

the relation that our universe could have with those extra dimensions may be a way of

better understanding the natural properties that surround us. This idea lead us to the

Theory of Super Strings, which, among other things, proposes the existence of a (9+1)-

dimensional universe, where we would be inserted. Knowing this, we propose here a

phenomenological analysis of the fermions in junctions of domains walls. Where these

junctions are mechanisms that make up a dimensional reduction method, which allows us

to obtain our observable (3+1)-dimensional universe from a (9+1)-dimensional universe,

while we looking for degrees of freedom, energies, and decays involving fermions living in

these domain walls.

Keywords: Domain walls - Fermions - Junctions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O nosso conhecimento comum nos diz que vivemos em um universo tri-dimensional.

Porém, se levarmos em conta o tempo, são quatro dimensões que compoem o nosso uni-

verso observável, de modo que o nosso espaço-tempo possui (3, 1), ou (3+1), dimensões. É

necessário, porém, mencionar que, segundo algumas teorias, existem fenômenos observa-

dos no nosso mundo que são manifestações de dimensões extras. A Teoria de Supercordas

[1] nos traz uma possibilidade interessante: Um universo com nove dimensões espaciais

e uma dimensão temporal. Dessa forma, imaginando que o nosso universo com (3, 1) di-

mensões é o resultado de um universo com (9, 1) dimensões, é perfeitamente lógico supor

que certas propriedades f́ısicas do nosso universo sejam uma “herança”do nosso universo

10-dimensional.

No nosso caso em part́ıcular, estamos interessados nas propriedades que cercam os

férmions fundamentais, ou seja, quarks e léptons. Quarks são part́ıculas fundamentais,

responsáveis por formar a matéria bariônica (matéria observável) que compõe o nosso uni-

verso [2]. Prótons e neutrons, por exemplo, são compostos por três quarks cada. Quarks

possuem uma propriedade conhecida como “sabor”, que nada mais é do que os tipos dife-

rentes de quarks que podem ser encontrados na natureza. Existem seis sabores diferentes

de quarks, ou seja, existem seis tipos de quarks diferentes. São eles: up, down, strange,

charm, botton e top. Cada um com sua respectiva massa e carga. Voltando ao exemplo

anterior, prótons são compostos por dois quarks up e um down, enquanto neutrons são

compostos por dois quarks down e um up. Sendo os quarks os responsáveis pela carga e

massa dos prótons e neutrons. Quarks também possuem outra propriedade intrinsica: a

cor. Existem três cores de quarks: vermelho, verde e azul. A cor é semelhante a carga
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elétrica, sendo responsável pela atração que mantém os quarks unidos, por exemplo, no

interior do próton.

Léptons são também part́ıculas fundamentais [2]. Assim como os quarks, Léptons

possuem também seis sabores. São eles: elétron, neutrino elétron, múon, neutrino múon,

tau e neutrino tau. Possuindo cargas e massas distintas. Quarks e léptons são separados

por gerações, de modo que cada geração é composta por um par de isospin. Existe uma

primeira geração de quarks e léptons, assim como uma segunda e uma terceira (ver figura

1.2). F́ısicos se perguntam até hoje o motivo de termos exatamente três gerações de quarks

e léptons, ao invés de duas ou quatro, por exemplo. Sendo essa uma das motivações para

estudarmos modelos como o (9 + 1)-dimensional, afinal de contas, tais caracteŕısticas

podem ser contribuições de dimensões extras.

Figura 1.1: As três gerações de quarks e léptons.

Ainda precisamos de algo que relacione o nosso universo de (3, 1) dimensões com

o universo de (9, 1) dimensões, e esse algo é o método de compactação via junções. Es-

tudando sistemas de campos escalares reais onde ocorre quebra espontânea de simetria,

nos deparamos com o surgimento de estruturas conhecidas como “paredes de domı́nios”.

Paredes de domı́nios nada mais são do que defeitos, que podem ser topológicos (tipo kink)

ou não topológicos (tipo lump). Nesse trabalho, focaremos nos defeitos do tipo topológico

(kink). Utilizando paredes de domı́nios, é posśıvel construir um método de compactação

por junções [3]. Tal método consiste em utilizar junções de paredes de domı́nios com o in-

tuito de reduzir a dimensionalidade de um espaço-tempo qualquer, e funciona da seguinte

forma: se duas paredes de domı́nios com dimensão (D, 1) intersectam, elas geram uma
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junção com (D− 1, 1) dimensões. Ou, em outras palavras, se duas D-branas intersectam,

elas geram uma (D − 1)-brana. Onde p-branas são objetos que surgem da Teoria das

Cordas em p dimensões [1]. Dessa forma, se imaginarmos duas paredes de domı́nios com

duas dimensões espaciais (duas folhas, ou duas 2-branas), a intersecção das duas gera

uma linha com uma dimensão espacial, uma 1-brana (ver figura 1.2). Do mesmo modo,

a intersecção de dois cubos (duas 3-brana), gera uma folha, que possui duas dimensões

espaciais, ou seja, uma 2-brana (ver figura 1.3).

Figura 1.2: Duas folhas bidimensionais (2-branas) intersectando para formar uma linha

unidimensional (1-brana).

Figura 1.3: Dois cubos tridimensionais (3-branas) intersectando para formar uma folha

bidimensional (2-brana).

Desta forma, o nosso objetivo inicial é utilizar essas junções de defeitos como um

método de compactação espacial que nos permita localizar part́ıculas (férmions) em um

cenário que envolve dimensões espaciais extras [4][5]. Depois, partindo dessa configuração

inicial, iremos propor certas modificações nas junções, a fim de analisar o impacto que

isso pode causar a esse modelo.
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Os caṕıtulos posteriores estão divididos da seguinte forma: No caṕıtulo 2, temos

uma revisão de conceitos referentes à Teoria Clássica de Campos, onde falamos sobre

campos escalares reais (especialmente em 1 + 1 dimensões). Trazemos também algumas

considerações sobre o método de Bogomol’nyi e análise da estabilidade linear. Além de

uma breve análise sobre defeitos do tipo kink, onde apresentamos o conceito de corrente

topológica.

No caṕıtulo 3, apresentamos o modelo de redução de dimensões. Partindo do

pressuposto que o nosso universo (3 + 1)-dimensional está imerso em um espaço-tempo

(9+1)-dimensional, devemos ter seis paredes de domı́nio (branas) 8-dimensionais intersec-

tando, a fim de gerar uma junção espacial 3-dimensional. Dito isso, utilizaremos o modelo

de compactação via junções, com o objetivo de localizar estados fermiônicos massivos e

sem massa, vivendo inicialmente em seis p-branas geradas por seis campos do tipo φ4. A

intersecção das paredes de domińıos nos fornece um número de modos férmionicos bem

definido, o que nos permite explicar, até certo ponto, o número de sabores observados

para os quarks e léptons que existem no nosso universo (3 + 1)-dimensional.

No caṕıtulo 4, estão os resultados desse trabalho, que são a nossa contribuição

particular para o estudo desenvolvido até agora. Aqui, nós alteramos o superpotencial

utilizado no caṕıtulo anterior, e analisamos as mudanças que esse novo potencial causou,

como o surgimento de uma nova configuração de junções. Analisamos as energias e os

modos fermiônicos associados a essas novas junções. Além disso, fizemos também uma

breve discussão sobre o cálculo do acoplamento de Yukawa e o decaimento do próton.

Por fim, no caṕıtulo 5, deixamos os nossos comentários finais sobre os resultados

obtidos nesse trabalho.
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Caṕıtulo 2

Tópicos em Teoria de Campos

Em teoria de campos, defeitos topológicos são soluções estáveis, com densidade

de energia localizada [6] [7]. Neste caṕıtulo, iremos nos focar em defeitos topológicos

unidimensionais, também conhecidos como kinks. Nosso interesse, nesse momento, são

modelos descritos por campos escalares, assim como sistemas aos quais adicionaremos

campos fermiônicos a serem localizados.

2.1 O campo escalar

Sistemas clássicos são descritos por dois elementos chaves: o conjunto clássico de

coordenadas espaciais xi e a lagrangeana [7]. Como o estado do sistema depende do

tempo t, que é um parâmetro clássico absoluto, as coordenadas espaciais são também

funções do tempo xi(t). A teoria clássica de campos descreve certos sistemas f́ısicos

como objetos clássicos infinito-dimensionais cujos estados precisam de tantas coordenadas

clássicas quanto há pontos no espaço. Para modelos com apenas um campo escalar real

φ, podemos escrever a ação

S =

∫
dD+1xL(φ, ∂µφ), (2.1)

onde µ = 0, 1, 2, ..., D e D+1, ou (D, 1), é a dimensão do espaço-tempo. A dinâmica deste

tipo de modelo, para um único campo escalar, é descrita por uma densidade lagrangeana

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (2.2)

onde V (φ) é o potencial escalar que caracteriza a teoria. A densidade lagrangeana acima

é real, invariante de Lorentz e quadrática nas derivadas. Vamos considerar teorias de
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campos relativ́ısticas que obedecem a métrica de Minkowski gµν = diag(+,−,−,−) para

sistemas quadri-dimensionais. A partir do prinćıpio da mı́nima ação, é posśıvel obter a

equação de movimento do campo

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L
∂φ

= 0, (2.3)

também conhecida como equação de Euler-Lagrange. Agora, substituindo a densidade

lagrangeana (2.2) na equação de Euler-Lagrange, obtemos a equação de movimento

�φ+
dV

dφ
= 0, (2.4)

onde � = ∂µ∂
µ = ∂/∂t − ∇2. Vamos considerar D = 1, de modo que tenhamos um

modelo em (1,1) dimensões. Para φ estático, ou seja, φ = φ(x), a equação acima se torna

d2φ

dx2
=
dV

dφ
. (2.5)

2.2 Método BPS

O método BPS foi desenvolvido independentemente por Bogomol’nyi em 1976 e

por Prasad e Somerfield em 1975 [8] [9]. Esse método é utilizado com o intuito de obter

soluções para as equações de movimento em segunda ordem, a partir de equações de

primeira ordem. Além disso, o método também nos permite encontrar a energia mı́nima,

não nula, do sistema, conhecida como energia BPS (EBPS). A solução estática, φ = φ(x),

da equação (2.5) possui a seguinte energia

E =

∫ +∞

−∞

[
1

2

(
dφ

dx

)2

+ V (φ)

]
dx. (2.6)

Completando um quadrado perfeito na equação acima, obtemos

E =

∫ +∞

−∞

1

2

[(
dφ

dx

)
∓

√
2V (φ)

]2
dx±

∫ +∞

−∞

(
dφ

dx

√
2V (φ)

)
dx. (2.7)

Como o primeiro termo da integral acima não pode ser negativo, a energia só será

mı́nima quando o primeiro termo for nulo, ou seja, se

dφ

dx
= ±

√
2V (φ), (2.8)

então

EBPS = ±
∫ +∞

−∞

(
dφ

dx

√
2V (φ)

)
dx. (2.9)
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Isso nos dá uma solução de primeira ordem para a equação (2.5). Além disso, se

o potencial não for nulo, podemos escrevê-lo em termos de um superpotêncial W (φ), de

modo que

V (φ) =
1

2
W 2

φ (2.10)

Dessa forma, a equação de primeira ordem (2.8) se torna

dφ

dx
= ±Wφ, (2.11)

enquanto a energia BPS do sistema passa a ser

EBPS = ±
∫ +∞

−∞

(
dφ

dx
Wφ

)
dx = |W [φ(+∞)]−W [φ(−∞)]| (2.12)

Podemos encontrar este limite se conhecermos a forma como o superpotencialW (φ)

é definido, além do comportamento assintótico da solução φ(x).

2.3 Defeitos tipo Kink

Em teoria clássica de campos, defeitos do tipo kink são descritos pelo potencial

conhecido como φ4 [7], de modo que

V (φ) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2, (2.13)

onde λ tem dimensão de energia e a é adimensional. Substituindo o potencial acima na

equação (2.10), obtemos

Wφ = ±λ(φ2 − a2), (2.14)

que nos permite reescrever a equação (2.11) como

dφ

dx
= ±λ(φ2 − a2) (2.15)

Integrando ambos os lados da equação acima, em termos de dx e dφ, obtemos as

seguintes soluções

φ±(x) = ±a tanh(λax), (2.16)

que são denominadas kink(+) ou antikink(-). A carga topológica QT é dada por

QT = φ(∞)− φ(−∞) (2.17)

Deste modo, vemos que as soluções dadas em (2.16) são topológicas, ou seja, pos-

suem carga topológica não nula, uma vez que φ(∞) 6= φ(−∞). Kinks também podem

estar imersos em duas ou mais dimensões espaciais. Quando isso acontece, eles são deno-

minados paredes de domı́nios.
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2.4 Estabilidade linear

Nesta sessão, faremos uso de pequenas perturbações com o intuito de analisar a

estabilidade de uma solução estática de equações de movimento [7] [10] [11]. Desta forma,

vamos supor que a equação (2.4) admita uma solução perturbada pelo termo η(x, t), de

modo que

φ(x, t) = φs(x) + η(x, t). (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.4), em (1,1) dimensões, obtemos

∂2(φs + η)

∂t2
− ∂2(φs + η)

∂x2
+
dV

dφ
|φ=φ(x,t)

= 0. (2.19)

Expandindo dV
dφ

em série de Taylor, e considerando o caso estático (φ = φ(x)),

temos
∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
− d2φ

dx2
+
dV

dφ
|φ=φs

+ η
d2V

dφ2
|φ=φs

= 0, (2.20)

onde os termos com η2 ou superior foram ignorados. De (2.5), temos que −d2φ/dx2 +
dV/dφ|φ=φs

= 0, logo, a equação acima se torna

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
+ η

d2V

dφ2
|φ=φs

= 0. (2.21)

Agora, usando o método de separação de variáveis, assumimos que

η(x, t) = ηn(x)Z(t), (2.22)

de modo que a equação (2.21) resulta em

− d2ηn(x)

dx2
Z(t) + U(x)ηn(x)Z(t) = −d

2Z(t)

dt2
ηn(x), (2.23)

onde U(x) ≡ d2V
dφ2 |φ=φs

.

Dividindo (2.23) por (2.22), e reorganizando os termos resultantes, obtemos as

seguintes soluções

(I)
d2Z(t)

dt2
−KZ(t) = 0, (2.24)

(II) − d2ηn(x)

dx2
+ U(x)ηn(x) = −Kηn(x), (2.25)

onde K é uma constante a ser determinada. Da primeira solução, temos que

Z(t) = e±i
√
−Kt. (2.26)
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Neste caso, vemos que para a equação acima não divergir, K < 0. Isso nos permite

escrever K = −ω2, de maneira que Z(t) seja oscilatório, resultando em

Z(t) = cos(ωt). (2.27)

Já a segunda equação é uma equação de autovalores, tipo Schrödinger, da forma

Ĥηn(x) = ω2
nηn(x), onde ηn representa o conjunto de autofunções desta equação e Ĥ é o

hamiltoniano. Como Ĥ é um operador linear, a solução geral da equação (2.22) deve ser

dada por

η(x, t) =
∑

n

ηn(x) cos(ωnt), (2.28)

que tem sua estabilidade linear garantida desde que Ĥ seja não-negativo. Logo, para

ω2
n > 0, a nossa solução é estável por estabilidade linear.
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Caṕıtulo 3

Soluções de junções de paredes de

domı́nios

Neste caṕıtulo, abordamos as soluções de junções de paredes de domı́nios, com o

intuito de analisar os estados fermiônicos associados a essas junções [4]. Partindo de uma

configuração de universo com (9,1) dimensões [12] [13] [14] [15] [16], e usando o mecanismo

de “relaxamento”[3], é posśıvel obter uma configuração de universo com (3,1) dimensões,

semelhante ao nosso. O número de dimensões é sugerido pela teoria de supercordas, onde,

nesse contexto, branas seriam soluções de paredes de domı́nios clássicas 8-dimensionais

imersas num espaço-tempo 10-dimensional. Deste modo, logo a seguir, veremos que jun-

ções de defeitos tipo paredes de domı́nios são candidatas à estruturas de confinamento

tanto de férmions chirais sem massa como de modos massivos fermiônicos.

3.1 O modelo supersimétrico

A teoria adotada aqui é uma teoria supersimétrica “suavemente quebrada”[17], já

que está sob a ação de um parâmetro de perturbação ε. Desse modo, a lagrangeana

supersimétrica suavemente quebrada é dada por

L =
1

2
∂mφ

i∂mφi + ψ̄iΓm∂mψ
i +Wφiφj ψ̄iψj − V (φi)− 1

2
εF (φi), (3.1)

onde m = 0, 1, 2, ..., D − 1 e i, j = 1, 2, ..., N . O potencial escalar V é dado em termos do

superpotencial W [18] [19] [20] [21] [22] [23], de modo que

V (φ1, φ2, ...φN) =
1

2

∂W

∂φ1

∂W

∂φ1
+

1

2

∂W

∂φ2

∂W

∂φ2
+ ...+

1

2

∂W

∂φN

∂W

∂φN
, (3.2)

10



Aqui, consideramos que ε ≪ 1 e ainda que:

Wφiφj = δφiφjWφiφi (3.3)

com o potencial V escrito da seguinte forma

V (φ1, φ2, ..., φN) = V (φ1) + V (φ2) + ...+ V (φN). (3.4)

Assumindo que paredes de domı́nios individuais existam, admitimos que, a fim de

se formar junções estáveis, suas tensões devem satisfazer a seguinte desigualdade [4] [5]

|Ti1 + Ti2 + ...+ TiN | < |Ti1 |+ |Ti2 |+ ...+ |TiN |, (3.5)

onde i1, i2, ..., iN = 1, 2, ..., N e Ti = ∆Wi, que se comporta tal como um vetor ao longo de

linhas retas em diferentes direções no espaço dos campos (φ1, φ2, ..., φN). A fim de incluir

o parâmetro de deformação ε [3], reorganizamos a desigualdade anterior, de modo que

|Ti1 + Ti2 + ...+ TiN | < |Ti1 |+ |Ti2 |+ ...+ |TiN |+ ελ < |Ti1 |+ |Ti2 |+ ...+ |TiN | (3.6)

onde ε < 0, e λ é um número real cujo valor depende da escolha de F (φi) =
∑N

j>i F (φ
i, φj).

No nosso caso,

F (φi, φj) =
1

2
(φi4 + φj4)− 3φi2φj2 +

9

2
. (3.7)

As equações de movimento para campos bosônicos e fermiônicos resultantes de

(3.1) são

�φi +
∂V

∂φi
−Wφiφiφiψ̄iψi +

ε

2

∂F

∂φi
= 0, (3.8)

Γm∂mψ
i +Wφiφiψi = 0. (3.9)

Uma escolha conveniente do superpotencial nos permite encontrar soluções indivi-

duais de paredes de domı́nios no setor bosônico, cuja dinâmica é governada pelas equações

de movimento

�φi +
∂V

∂φi
, (3.10)

onde o termo multiplicado por ε foi desconsiderado por ser pequeno demais para afetar

os campos escalares. Estamos interessados em soluções de paredes de domı́nios que se

cruzem ortogonalmente para formar junções estáveis. Sendo assim, vamos considerar que

cada campo escalar depende de apenas uma coordenada espacial xk, de modo que

φ(x1, x2, ..., xN) → φk(xk) ∈ {φ1(x1), φ2(x2), ..., φN(xN)}, (3.11)

11



onde xk é uma coordenada espacial transversal à parede de domı́nios. Desta forma, paredes

de domı́nios estáticas são governadas pelas equações

d2φk

dx2k
=
∂V

∂φk
, k = 1, 2, ..., N. (3.12)

Como mostrado anteriormente, a equação acima pode ser reduzida a uma equação

de primeira ordem, tal que

dφk

dxk
=
∂W

∂φk
, k = 1, 2, ..., N. (3.13)

Um ponto importante a ser discutido nesse momento, é a inclusão da gravidade.

Se as junções de paredes de domı́nios forem realmente um mecanismo de compactação de

(9+1)D para (3+1)D, então a gravidade deve estar contida nas junções [24] [25] [26] [27]

[28] [29]. Assumindo que a nossa estrutura é um espaço tempo AdS, é necessário mostrar

que a contante cosmológica Λ possui sinal negativo. De (3.1) e (3.2), temos que

Vε =
1

2

N∑

i=1

(∂φi
W )2 +

1

2
εF (φ1, φ2, ..., φN), (3.14)

onde a função F (φ1, φ2, ..., φN) = F (φ1, φ2) + F (φ1, φ3) + F (φN−1, φN). Usando a forma

explicita do superpotêncial [3] dada por W (φi) = rφi−φ3
i /3r, com r =

√
3/2, e F (φi, φj)

dado por (3.7), encontramos que os vácuos do potencial são dados da forma φ̄1 = φ̄2 =

... = φ̄N = ±(3/[2− 3(N − 1)ε])1/2. Deste modo, a constante cosmológica definida como

Λ ≡ Vε(φ̄1, φ̄2, ..., φ̄N) é dada por

Λ = −(27/8)N(N − 1)2ε2/[2− 3(N − 1)ε], (3.15)

para N > 1. A equação acima nos garante que Λ é sempre negativo, já que ε precisa ser

negativo de modo que as junções sejam estáveis.

3.2 Modos fermiônicos em paredes de domı́nios

Na presença de parede de domı́nios [30] [31] [32] [33] [34], a equação de movimento

(3.9) pode ser escrita em termos de ψi
±. As soluções fermiônicas, nesse caso, são dadas na

forma

ψk = eip
(k)
µ xµ

χk(xk), (3.16)
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onde p
(k)
µ é o quadrimomento e µ = 1, 2, 3, ..., D − 2 são ı́ndices que indicam coordenadas

ao longo da parede de domı́nios (ou, no“Volume-mundo”). Excluindo o termo xk da soma,

e substituindo (3.16) em (3.9), encontramos

iΓµp(k)µ χk + Γk∂kχ
k +Wφkφkχk = 0. (3.17)

Consideremos nosso sistema num referencial de repouso, de modo que o quadrimo-

mento tenha apenas componente temporal: p
(k)
µ = (Ek, 0, 0, ..., 0). Desse modo, a equação

(3.17) se torna

iEkΓ0χk + Γk∂kχ
k +Wφkφkχk = 0. (3.18)

Agora, usando as propriedades das matrizes gamma, nós temos que Γkχ± = ±χ±

e iΓ0χ± = χ∓, o que nos leva ao sistema de equações

(∂k +Wφkφk)χk
+ = −Ekχk

−, (3.19)

(∂k −Wφkφk)χk
− = Ekχk

+. (3.20)

Aplicando (∂k −Wφkφk) à equação (3.19), e reorganizando os termos, chegamos às

seguintes equações tipo Schröedinger

[−∂2k + Uk
∓(x

k)]χk
± = −E2

kχ
k
±, (3.21)

onde

Uk
∓(x

k) = W 2
φkφk(x

k)∓W
′

φkφk(x
k). (3.22)

Essas equações governam a dinâmica de férmions associados à paredes de domı́-

nios independentes. Logo, para descrever as junções de paredes de domı́nios, precisamos

considerar a equação tipo Schroedinger na forma

[−∇2 + Ujunc]ψ±(n1...nN ) = E2
(n1...nN )juncψ±(n1...nN ), (3.23)

onde

Ujunc = U1
∓(x

1) + U2
∓(x

2) + ...+ UN
∓ (xN), (3.24)

E2
(n1...nN )junc = E2

(n1)1
+ E2

(n2)2
+ ...+ E2

(nN )N , (3.25)

ψ±(n1...nN ) = χ1
±(n1)

(x1)× χ2
±(n2)

(x2)× ...× χN
±(nN )(x

N), (3.26)

com as componentes χi
+(ni)

(xi) e χi
−(ni)

(xi) sendo funções normalizáveis. Consideramos

aqui ni = 0, 1, ou seja, dois estados ligados que podem ser encontrados tanto em paredes

de domı́nios individuais quanto em junções.
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3.3 O exemplo com dois campos escalares

Tomemos o exemplo com N = 2 campos escalares formando paredes de domı́nios

independentes, que se unem formando uma junção num espaço-tempo com D = 3 + 1

dimensões. Considere o seguinte superpotencial

W (φ1, φ2) = λ1

(
φ3
1

3
− a2φ1

)
+ λ2

(
φ3
2

3
− a2φ2

)
. (3.27)

O potencial acima é o mesmo utilizado no cálculo da constante cosmológica, sendo

que aqui r é dado em termos de λ e a. Para o caso de dois campos escalares, a equação

(3.13) se torna
dφ1

dx1
=
∂W

∂φ1
,
dφ2

dx2
=
∂W

∂φ2
. (3.28)

As soluções que satisfazem essas equações são dadas por

φ1(x1) = −a tanh(λ1ax1), φ2(x2) = −a tanh(λ2ax2). (3.29)

Substituindo (3.27) em (3.22) e considerando as soluções dadas por (3.29), obtemos

os seguintes potenciais com sinal positivo

U1
+(x

1) = 4λ21a
2 − 6λ21a

2 sech2(λ1ax
1), (3.30)

U2
+(x

2) = 4λ22a
2 − 6λ22a

2 sech2(λ2ax
2), (3.31)

Esses são potenciais modificados de Pöschl-Teller [35], que tem sua forma geral

dada por U(xk) = A − B sech2(xk) para k = 1, 2, com A e B sendo constantes reais. Os

estados ligados normalizados têm as seguintes energias

En = A−
[√

B +
1

4
−

(
n+

1

2

)]2

, (3.32)

onde

n = 0, 1, ... <

√
B +

1

4
− 1

2
(3.33)

Substituindo as equações (3.30) e (3.31) em (3.21), obtemos

{−∂2k + [4λ21,2a
2 − 6λ21,2a

2 sech2(λ21,2a
2x1,2)]χ1,2

− } = −E2
1,2χ

1,2
− , (3.34)

onde, fazendo a substituição de variável λ1,2ax
1,2 → y1,2 e reorganizando alguns termos,

encontramos a equação

{
− d2

d2y1,2
+ [4− 6 sech2(y1,2)]χ1,2

−

}
=

−E2
1,2χ

1,2
−

λ21,2a
2

. (3.35)
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Agora, comparando a equação acima com a forma geral do potencial de Pöschl-

Teller e utilizando (3.32) e (3.33), determinamos que o espectro discreto é composto por

dois estados ligados, o modo zero e o modo excitado, de maneira que

E2
(0)1,2

= 0, (3.36)

χ1,2
(0) = C0 sech

2(λ1,2ax
1,2), (3.37)

E2
(1)1,2

= 3λ21,2a
2, (3.38)

χ1,2
(1) = C1 tanh(λ1,2ax

1,2) sech(λ1,2ax
1,2). (3.39)

Esse é o espectro referente aos férmions ligados à parede de domı́nios. O espectro

associado a uma junção de paredes de domı́nios é obtido considerando a equação (3.23).

Sabendo que existem apenas quatro combinações posśıveis usando o modo zero e o estado

excitado, temos

E2
(00)junc

= 0, (3.40)

ψ(00) = C1 sech
2(λ1ax

1)× sech2(λ2ax
2), (3.41)

E2
(01)junc

= 3λ22a
2, (3.42)

ψ(01) = C2 sech
2(λ1ax

1)× tanh(λ2ax
2)× sech(λ2ax

2), (3.43)

E2
(10)junc

= 3λ21a
2, (3.44)

ψ(10) = C3 tanh(λ1ax
1)× sech(λ1ax

1)× sech2(λ2ax
2), (3.45)

E2
(11)junc

= 3(λ21 + λ22)a
2, (3.46)

ψ(11) = C4 tanh(λ1ax
1)× sech(λ1ax

1)× tanh(λ2ax
2)× sech(λ2ax

2). (3.47)

Agora, vamos aplicar a teoria de perturbação às soluções tipo kink φk
s , escrevendo-

as como uma soma de todos os modos normais de vibração [6] [7] para k = 1, 2, de modo

que

φk
s(x

k, yµ) = φk
s(x

k) +
∑

n

ηkn(x
k)ξn(y

µ), (3.48)

onde µ = 0, 1, 2, 3 designa as coordenadas no “volume-mundo”da junção. Substituindo

(3.48) na equação de movimento (3.10), obtemos

−
d2ηknk

dx2k
+ Vkjη

k
nj

= E2
(nk)k

ηknk
, k = 1, 2 (3.49)
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onde utilizamos �ξkn(y
µ) = E2

(nk)k
ξk(yµ). Aqui, Vkj são componentes da matriz

V =


 Vφ1φ1 Vφ1φ2

Vφ2φ1 Vφ2φ2


 . (3.50)

Utilizando o valor de V dado pela equação (3.2), obtemos

Vφ1φ1 = 4λ21a
2 − 6λ21a

2 sech2(λ1ax
1), (3.51)

Vφ2φ2 = 4λ22a
2 − 6λ22a

2 sech2(λ2ax
2), (3.52)

Vφ1φ2 = Vφ2φ1 = 0. (3.53)

Estes valores são os mesmos obtidos para o modo fermiônico. Dessa forma, se-

guindo a mesma ideia usada no caso fermiônico, temos novamente que o espectro discreto

é composto por dois estados ligados, o modo zero e o modo excitado, de modo que

E2
(0)1,2

= 0, (3.54)

η1,2(0) = C0 sech
2(λ1,2ax

1,2), (3.55)

E2
(1)1,2

= 3λ21,2a
2, (3.56)

η1,2(1) = C1 tanh(λ1,2ax
1,2) sech(λ1,2ax

1,2). (3.57)

Esse é o espectro referente aos campos escalares ligados à parede de domı́nios. O

espectro associado a uma junção de paredes de domı́nios é encontrado, novamente, usando

a equação (3.23), levando aos mesmos resultados obtidos para o setor fermiônico.

Esses resultados obtidos em D = 3 + 1 dimensões também podem ser úteis em

cenários de investigação cosmológica, como pode ser visto nas referências [36] [37].

3.4 A lagrangeana 10-dimensional

A ideia aqui é a mesma das sessões anteriores, sendo que, agora, iremos aplicá-la a

um modelo com seis campos escalares em dez dimensões. Já que a teoria aqui utilizada é de

(9,1) dimensões e o nosso Universo é descrito por (3,1) dimensões, precisamos encontrar

uma teoria efetiva quadridimensional para campos localizados na junção de 6 paredes

de domı́nios 8-dimensionais (8-brana), em dez dimensões. A lagrangeana para estados

fermiônicos localizados na junção 4-dimensional é dada por

LF
4d =

∫
LF

10ddx1dx2dx3dx4dx5dx6, (3.58)
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onde a dinâmica dos férmions e o acoplamento de Yukawa são dados pela densidade

lagrangeana 10-dimensional

LF
10d = Ψ̄ΓM∂MΨ+ (Wφ1φ1 + ...+Wφ6φ6)Ψ̄Ψ. (3.59)

Os campos escalares e fermiônicos são obtidos através da seguinte decomposição

espectral

φ− φs = η(yµ; x1, .., x6)

=
∑

n1...n6

ξjuncn1...n6
(yµ)ψn1...n6 , (3.60)

Ψ(yµ; x1, .., x6) =
∑

n1...n6

τ juncn1...n6
(yµ)ψn1...n6 , (3.61)

onde ni = 0, 1 e ψn1...n6 = χn1(x1) × χn2(x2) × ... × χn6(x6), e χ(xi) são funções que

satisfazem a equação (3.23). Válidas tanto para férmions quanto para bósons. Desde que

o sistema permita dois estados ligados, então devemos ter 2N parceiros supersimétricos.

No nosso caso, N = 6 nos dá 26 = 64 escalares quadridimensionais ξjuncn1...n6
(yµ) e 26 = 64

férmions de Dirac quadridimensionais τ juncn1...n6
(yµ) vivendo nas junções. Substituindo (3.61)

e (3.60) em (3.59) e tendo em mente a relação dada por (3.18), obtemos a seguinte

lagrangeana 4-dimensional

LF
4d = τ junc0...0 Γ

µ∂µτ
junc
0...0 +

∑

n1...n6

τ juncn1...n6(Γ
µ∂µ − En1...n6

junc )τ juncn1...n6
+

+
∑

l1...l6

∑

m1...m6

∑

n1...n6

gξjuncl1...l6
τ juncm1...m6τ

junc
n1...n6

. (3.62)

O primeiro termo da equação acima descreve os férmions quadridimensionais sem

massa, enquanto o segundo termo descreve os massivos. Os acomplamentos de Yukawa

são controlados pela constante g, que é obtida integrando os acoplamentos de Yukawa nas

seis dimensões extras.

Para uma interseção de N = 6 paredes de domı́nio com dois estados ligados,

existem 26 estados ligados na junção. O primeiro corresponde ao modo zero, com energia

nula, e os restantes correspondem aos modos massivos com energia m =
√
3λa dados por:

6 estados com energia m, 15 estados com energia
√
2m, 20 estados com energia

√
3m, 15

estados com energia
√
4m, 6 estados com energia

√
5m e um único estado com energia

√
6m. Deste modo, podemos escrever a seguinte distribuição

(Nf ,m) ={(1, 0), (6,m), (15,
√
2m), (20,

√
3m),

(15,
√
4m), (6,

√
5m), (1,

√
6m)}. (3.63)
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Assim, percebemos que os férmions possuem uma espécie de “hierarquia”de massa

na lagrangeana, que é a dada por

LF
4d = τ̄

(0)
0 Γµ∂µτ

(0)
0 +

6∑

s=1

Ns∑

n=1

τ̄ (s)n (Γµ∂µ −
√
sm)τ (s)n +

+
∑

l,l′

∑

m,m′

∑

n,n′

gl′lm′mn′nξ
(l′)
l τ̄ (m

′)
m τ (n

′)
n , (3.64)

onde N1 = 6, N2 = 15, N3 = 20, N4 = 15, N5 = 6, N6 = 1 e l′, m′, n′ = 0, 1, ..., 6.

Se considerarmos a nossa configuração como sendo um gás de junções de seis pare-

des de domı́nios 8-dimensionais, nós podemos encontrar a função de partição ao conside-

rarmos a energia de todos os estados fermiônicos de um gás com 6M paredes de domı́nios

8-dimensionais em (9,1) dimensões

Ẽ =
6M∑

i=1

niǫi, ǫi = 0, ǫ, i = 1, 2, ..., 6M (3.65)

onde ǫ = 3 e Ẽ = E2/λ2a2. Assim, a função partição é dada na forma

Z =
∑

n1,...,n6M

= exp

[
−β̃

6M∑

i=1

niǫi

]
=

[
1∑

n=0

exp(−β̃nǫ)
]6M

. (3.66)

A energia média por junção é dada por

ũjunc = − ∂

∂β̃

(
lnZ

M

)
= 6ǫ

e−β̃ǫ

1 + e−β̃ǫ
, (3.67)

onde β̃ = 1/T̃ , T̃ = κT . Neste caso, estamos trabalhando com E e β adimensionais,

tanto na equação (3.65) quanto na equação (3.66). Percebemos que para temperaturas

suficientemente altas (β̃ ≪ 1), ũjunc → 3ǫ. Tendo em vista que, apesar da temperatura

ser alta, ela não é suficiente para permitir que os modos “escapem”da junção.

Neste regime a energia da junção por parede de domı́nio é exatamente a mesma

energia encontrada na junção de três paredes de domı́nios excitadas, intersectando três

paredes de domı́nios no seu estado fundamental (ǫ = 0). Fazendo a média das massas

não-nulas dos férmions sob a distribuição (3.63), obtemos

< m >=

∑6
s=1Ns

√
sm

∑6
s=1Ns

= 1, 709 ≃
√
3m. (3.68)

Este resultado nos mostra que a classe N3 = 20 férmions distintos com massas
√
3m

é favorecida. Isso significa que em um gás de paredes de domı́nios em dez dimensões, a

18



probabilidade de uma junção ser formada pela superposição de 20 estados massivos através

da combinação de três paredes de domı́nios 8-dimensionais em seu estado fundamental, e

três paredes de domı́nios 8-dimensionais em seu primeiro estado excitado é maior do que

qualquer outra combinação.

Deste modo, os férmions observados em nosso mundo 4-dimensional são regidos

pela lagrangeana média

LF
4d = τ̄

(0)
0 Γµ∂µτ

(0)
0 +

20∑

n=1

τ̄ (3)n (Γµ∂µ −
√
3m)τ (3)n +

+
∑

l,l′

∑

m,m′

∑

n,n′

gl′lm′mn′nξ
(l′)
l τ̄ (m

′)
m τ (n

′)
n . (3.69)

Considerando que esses estados fermiônicos possam ser organizados num vetor

coluna que se transforma sob o grupo local SU(3)

qn =




τ 1n

τ 2n

τ 3n


 , (3.70)

podemos, então, atribuir Nc = 3 cores a seis quarks (n = 1, 2, ..., 6), sabendo que o número

de sabor dos quarks é NF = 6. Deste modo, temos que NcNF = 18 graus de liberdade

fermiônicos. Nos resta ainda dois graus de liberdade, além do modo zero (primeiro termo

da lagrangeana). Esses três podem ser associados a férmions sem cor do tipo esquerdo,

ou seja, três léptons. Isso nos mostra que o modelo simples (3.69) parece ser uma boa

aproximação para descrever a geração de seis quarks e três léptons. Outra possibilidade

seria considerar os seis quarks do tipo direito e os seis quarks do tipo esquerdo, junto com

os seis léptons do tipo esquerdo e os três léptons do tido direito. O que também nos daria

um resultado envolvendo 21 férmions.

Por fim, a dinâmica dos modos bosônicos é descrita pela lagrangeana

LB
10d =

1

2
∂µη∂

µη − 1

2
η(−∇2 + Ujunc)η (3.71)

− 1

3!

6∑

k=1

V ′′′(φk)η
3 − 1

4!

6∑

k=1

V ′′′′(φk)η
4. (3.72)

Integrando essa lagrangeana nas coordenadas x1, x2, ..., x6, como fizemos anterior-
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mente, nós obtemos a lagrangeana 4-dimensional

LB
4d =

1

2

∑

n1...n6

∂µξ
junc
n1...n6

∂µξjuncn1...n6
− V (ξ), (3.73)

≃ 1

2
∂µξ

(0)
0 ∂µξ

(0)
0 +

1

2

20∑

n=1

∂µξ
(3)
n ∂µξ(3)n − V (ξ). (3.74)

O potencial escalar é responsável por dar soluções não triviais de vácuo aos 21

escalares, que devem ser responsáveis pela produção dos quarks e léptons na Lagrangeana

(3.69). Deste modo, a ideia de que a f́ısica do Modelo Padrão pode ser uma manifestação de

dimensões extras esta completa, já que os 21 graus de liberdade podem derivar da exigência

de que a f́ısica de altas dimensões pode se manifestar como uma f́ısica quadridimensional

na junção.

20



Caṕıtulo 4

Junções de paredes de domı́nios com

modificação do superpotencial

As junções de paredes de domı́nios vistas até agora resultavam sempre de uma

configuração onde os mı́nimos do potencial eram equidistantes, ou seja, as distâncias

entre os mı́nimos eram sempre iguais, gerando paredes de domı́nios de mesmo tamanho e

largura. Agora, neste capitulo, iremos analisar um outro tipo de configuração, resultando

em paredes de domı́nios que podem ou não ser iguais. Tal junção será resultado de uma

modificação do superpotencial (3.27), que irá resultar num“relaxamento”diferente do que

vimos no caṕıtulo anterior.

4.1 Superpotencial modificado

No caṕıtulo anterior, nós trabalhamos com um superpotencial dado na seguinte

forma

W (φN) = λN

(
φ3
N

3
− a2φN

)
(4.1)

onde a e λ também podem ser escritos em termos de r [3]. Esse superpotencial nos garante

que os mı́nimos do potencial (3.14) são sempre iguais e equidistantes, de modo que

φ̄1 = φ̄2 = ... = φ̄N = ±
√

3

2− 3(N − 1)ε
(4.2)

Para dois campos escalares, por exemplo, os mı́nimos são dados por

φ̄1 = φ̄2 = ±
√

3

2− 3ε
(4.3)
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Para uma solução como essa, com mı́nimos equidistantes, nós temos uma configu-

ração semelhante à ilustrada na figura 4.1.

Figura 4.1: Configuração padrão para 2 campos.

Na figura 4.1, vemos duas paredes de domı́nios do tipo 1-brana (em laranja) in-

tersectando ortogonalmente para formar uma junção tipo 0-brana. Como podemos ver,

as paredes de domı́nios coincidem com os próprios eixos do sistema. Os pontos que for-

mam os vértices do quadrado são os pontos de mı́nimo do potencial
(√

3
2−3ε

,
√

3
2−3ε

)
,

(√
3

2−3ε
,−

√
3

2−3ε

)
,
(
−
√

3
2−3ε

,
√

3
2−3ε

)
e
(
−
√

3
2−3ε

,−
√

3
2−3ε

)
. Se estendermos o exem-

plo acima para três campos, teremos novamente os mı́nimos equidistantes, sendo que,

agora, teremos uma configuração em três dimensões, como mostra a figura 4.2.

Figura 4.2: Configuração padrão para 3 campos.
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Na figura 4.2 temos uma configuração onde três paredes de domı́nios tipo 2-brana

intersectam ortogonalmente para formar uma junção tipo 0-brana. Aqui, novamente,

os vértices do cubo são os mı́nimos do potencial. Esse tipo de configuração vista nas

figuras 4.1 e 4.2 só é posśıvel porque os mı́nimos do potencial que estamos trabalhando

são equidistantes, garantindo que as paredes de domı́nios possuam as mesmas dimensões.

Porém, agora, considere que o superpotencial (4.1) seja dado da seguinte forma

W (φN) = λN

(
φ3
N

3
− a2NφN

)
(4.4)

onde λ1 = λ2 = ... = λN e a1 = ka2 = ka3... = kaN . Nesse novo modelo, k é um número

real definido no limite (0,1), de modo que ∆1 = 1/λ1a1 = 1/kλ1a1, onde ∆1 é a largura

da brana situada entre os mı́nimos de φ1. Ou seja, quanto menor o valor de k, maior a

largura da brana.

Vamos escrever λ e a em termos de r [3] de modo que λN = −1/r, a1 = kr e

a2 = a3 = a4... = r. Calculando os mı́nimos desse potencial, para φ1, φ2 e φ3, obtemos

φ1 =
1

2

√
(45 ε2 − 3 ε− 4) (−18 ε+ 3 k2ε− 4 k2)

√
6

45 ε2 − 3 ε− 4
(4.5)

φ2 =
1

2

√
−54 k2ε+ 36 ε+ 24

45 ε2 − 3 ε− 4
(4.6)

φ3 =
1

2

√
−54 k2ε+ 36 ε+ 24

45 ε2 − 3 ε− 4
(4.7)

Essas soluções nos mostram que os mı́nimos do potencial são distintos, logo, eles

não são mais equidistantes, como no caso que vinha sendo estudado até então. A confi-

guração das junções para esse novo caso está ilustrada nas figuras 4.3 e 4.4.

A configuração mostrada na figura 4.3 é para dois campos. Agora, não temos

mais duas simples 1-brana intersectando para formar uma 0-brana. A parede de domı́nio

horizontal possui uma dimensão extra, resultante da aproximação dos mı́nimos de φ1.

Se imaginarmos que as duas paredes de domı́nios, para o caso com dois campos, tinham

apenas uma única dimensão, então podemos considerá-las como sendo simples linhas.

Agora, no caso do superpotencial modificado, a linha horizontal foi alongada, mas não

no sentido do seu comprimento, e sim no da sua (até então inexistente) largura. Desse

modo, vemos que a linha horizontal deixa de ter uma única dimensão, passando a ter uma

dimensão extra referente a sua largura. Isso faz com que a intersecção das duas paredes
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Figura 4.3: Configuração para dois campos, resultante da modificação do superpotencial.

Figura 4.4: Configuração para três campos, resultante da modificação do superpotencial.

deixe de produzir uma simples 0-brana (que seria um ponto, já que estamos imaginando

a 1-brana como uma linha), e passe a gerar uma brana com uma dimensão extra.

Para três campos, temos a configuração dada pela figura 4.4. No caso em que

vinhamos trabalhando, para três campos escalares, t́ınhamos uma configuração com três

2-brana (que podem ser interpretadas como folhas) imersas em um cubo tridimensional,

intersectanto e gerando uma 0-brana. Agora, não temos mais um cubo, temos um retân-

gulo. E além disso, uma das paredes de domı́nios possui uma dimensão extra, fazendo

com que a junção não resulte mais numa 0-brana. Com isso, mostramos que ao se inter-

ferir nos mı́nimos do potencial, podemos alterar todo o mecanismo de “relaxamento” e,

consequentemente, os seus resultados.
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4.2 Estados fermiônicos e energias das junções

Agora, vamos rever alguns dos resultados citados no caṕıtulo anterior. Já que

a nossa configuração mudou, devido a alteração do superpotencial, isso pode nos levar

a mudanças tanto nas energias quanto nos graus de liberdade da lagrangeana final. A

primeira mudança significativa ocorre no cálculo da constante cosmológica (3.15). Para o

novo superpotencial, os vácuos do potencial são dados por (4.5), (4.6) e (4.7), de modo

que

Λ =
9

4

ε (135 ε2 + 21 ε+ 15 k4ε+ 12 k2 − 2 k4 − 10)

45 ε2 − 3 ε− 4
, (4.8)

para três campos. Isso nos mostra que Λ continua negativa, já que ε < 0 [24] [25] [26] [27]

[28] [29]. Podeŕıamos ainda calcular a constante cosmológica geral, para N campos, como

foi feito no caṕıtulo anterior. Mas como nosso único objetivo é mostrar que Λ é negativa,

não vimos necessidade disso.

Agora, vamos analisar a energia dos estados ligados (3.32). Considerando a nossa

nova configuração, temos, num primeiro momento, que os mı́nimos de (3.28) são dados

por

φ1(x1) = −a1 tanh(λ1a1x1), φ2(x2) = −a2 tanh(λ2a2x2). (4.9)

o que nos leva à

U1
+ = 4λ21a

2
1 − 6λ21a

2
1 sech

2(λ21a
2
1x

1), (4.10)

U2
+ = 4λ22a

2
2 − 6λ22a

2
2 sech

2(λ22a
2
2x

2), (4.11)

onde, como citado anteriormente, a21 = k2a22. Agora, os espectros discretos e cont́ınuos

derivados da equação (3.32) são dados por

E2
(0)1,2

= 0, (4.12)

χ1,2
(0) = C0 sech

2(λ1,2a1,2x
1,2), (4.13)

E2
(1)1,2

= 3λ21,2a
2
1,2, (4.14)

χ1,2
(1) = C1 tanh

2(λ1,2a1,2x
1,2) sech2(λ1,2a1,2x

1,2). (4.15)

Dos resultados acima, obtemos o espectro associado a uma junção de paredes de

domı́nios. Que, nesse novo caso, será

E2
(00)junc

= 0, (4.16)
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ψ(00) = C1 sech
2(λ1a1x

1)× sech2(λ2a2x
2), (4.17)

E2
(01)junc

= 3λ22a
2
2, (4.18)

ψ(01) = C2 sech
2(λ1a1x

1)× tanh2(λ2a2x
2)× sech2(λ2a2x

2), (4.19)

E2
(10)junc

= 3λ21a
2
1, (4.20)

ψ(10) = C3 tanh
2(λ1a1x

1)× sech2(λ1a1x
1)× sech2(λ2a2x

2), (4.21)

E2
(11)junc

= 3λ21a
2
1 + 3λ22a

2
2, (4.22)

ψ(11) = C4 tanh
2(λ1a1x

1)× sech2(λ1a1x
1)× (λ2a2x

2)× sech2(λ2a2x
2). (4.23)

que é o mesmo espectro para o caso bosônico. Vemos que, para k = 1, os resultados acima

são os mesmos para o caso abordado no caṕıtulo anterior, já que a1 = ka2 = ka. Agora,

vamos analisar o número de estados ligados na lagrangeana quadridimensional (3.62). No

caṕıtulo anterior, nós t́ınhamos 26 = 64 escalares quadridimensionais ξjuncn1...n6
(yµ) e 26 = 64

férmions de Dirac quadridimensionais τ juncn1...n6
(yµ) vivendo nas junções. Para k = 1, isso

continua sendo válido, já que recuperamos a configuração do caṕıtulo anterior. Porém,

para k < 1, esse número tende a mudar.

Vamos considerar o mı́nimo extremo, no limite em que k → 0. Nesse ponto, vemos

que os estados de energia dependentes de k não vão mais existir. Logo, para o nosso caso

atual, as distribuições de energia são dadas na forma: 5 estados com energia m, 10 estados

com energia
√
2m, 10 estados com energia

√
3m, 5 estados com energia

√
4m e 1 estado

com energia
√
5m. Contando com o modo zero, que possui energia nula, são 32 estados

ligados. Ou seja, para a nossa configuração atual, nos temos N = 6 paredes de domı́nio

intersectando, o que nos dá 25x2k estados ligados na lagrangeana quadridimensional. Para

k = 1, temos 25x21 = 26 = 64, que é o mesmo valor obtido no caṕıtulo anterior. Já para

k → 0, temos 25x20 = 25 = 32, que foi o resultado que acabamos de obter. Seguindo os

passos do caṕıtulo anterior, temos

(Nf ,m) ={(1, 0), (5,m), (10,
√
2m), (10,

√
3m),

(5,
√
4m), (1,

√
5m)}. (4.24)

Agora, a “hierarquia”de massa dos férmions é escrita como

LF
4d = τ̄

(0)
0 Γµ∂µτ

(0)
0 +

5∑

s=1

Ns∑

n=1

τ̄ (s)n (Γµ∂µ −
√
sm)τ (s)n +

+
∑

l,l′

∑

m,m′

∑

n,n′

gl′lm′mn′nξ
(l′)
l τ̄ (m

′)
m τ (n

′)
n (4.25)
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onde N1 = 5, N2 = 10, N3 = 10, N4 = 5, N5 = 1 e l′, m′, n′ = 1, 2, ..., 5.

Por fim, a média das massas não-nulas dos férmions é dada por

< m >=

∑5
s=1Ns

√
sm

∑5
s=1Ns

= 1, 570 ≃
√
3m+

√
2m

2
(4.26)

Isso nos mostra que a classe favorecida é N2 = N3 = 10 férmions distintos com

massas entre
√
2m e

√
3m. Ou seja, não temos mais uma configuração bem determinada,

como no caṕıtulo anterior. Agora, devemos trabalhar com médias e/ou possibilidades

diversas. Se considerarmos que temos 10 férmions com energia entre
√
2m e

√
3m, mais

o modo zero, então são 11 férmions. Isso nos mostra que, para k = 1, voltamos a ter 21

férmions (configuração anterior), enquanto para k → 0, temos apenas 11.

Podemos justificar essa “perda” considerando que os férmions que não apareceram

estão deslocalizados, ou seja, para k → 0, existe um determinado número de férmions que

não podem ser localizados nas junções (ver figuras 4.5 e 4.5).

Figura 4.5: Caso onde 26 = 64 → 21 férmions (k = 1). Férmions em azul e laranja.

Figura 4.6: Caso onde 25 = 32 → 11 férmions (k → 0). Férmions em azul e laranja. Seta

tracejada indica a largura da parede de domı́nios.
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4.3 Acoplamento de Yukawa e o decaimento do próton

Nesta seção, vamos introduzir o cálculo do acoplamento de Yukawa e o decaimento

do próton [38]. O problema da hierarquia sugere a existência de uma relação praticamente

exponencial entre as massas dos quarks e léptons, o que também sugere uma interação de

Yukawa muito pequena.

O acoplamento de Yukawa mede a interação entre férmions e o campo de Higgs

(um escalar com a propriedade gerar massa para as demais part́ıculas). No nosso traba-

lho, o acoplamento sedá devido a intersecção ortogonal de seis 8-brana imersas em (9,1)

dimensões. No entanto, a t́ıtulo de ilustração, tomamos a intersecção ortogonal de duas

2-brana em 3+1 dimensões, sendo uma delas com uma largura suficientemente maior que

a da outra. Também por simplicidade, vamos considerar apenas o modo zero.

Assim, o acoplamento de Yukawa na junção unidimensional (tipo linha, no presente

exemplo) neste caso é obtido da forma

LY ukawa = ξ00τ̄00τ00

∫
ψ00 × ψ00 × ψ00dx1dx2

= ξ00τ̄00τ00 (4.27)

onde consideramos (com constantes redefinidas)

ψ00 = C1sech
2

(
x1

∆1

)
× sech2

(
x2

∆2

)
, ∆1 =

1

a1
, ∆2 =

1

a2
(4.28)

tal que ∆1,2 são interpretados como a largura da 2-brana.

Para entender o problema da hierarquia consideramos os léptons em regiões dis-

tintas ao longo da largura de uma das branas. Vamos admitir que a espessura de uma

delas se alongue na direção x1, tal que um lépton fique na posição x1 e o outro na posição

x1 − r. Assim temos que

g ∼
∫
dx1dx2 sech

4

(
x1

∆1

)
× sech6

(
x2

∆2

)
× sech2

(
x1 − r

∆1

)
(4.29)

Para r/∆1 = 8 e ∆2 = 1, temos que ge ≃ 1, 28× 10−6 que é o acoplamento para o elétron.

Para r ≫ ∆1 temos de fato uma dependência explicitamente dada por g ∼ e−2r/∆1 .

O decaimento do próton é obtido por operadores quadrilineares entre quarks e

léptons (interação entre quatro férmions). Neste caso, trabalhamos de maneira similar

considerando bilineares invariantes de Lorentz tipo ΨT
1CnΨ2 (bilinear de Majorana [38]),

onde Cn é uma matriz que depende da dimensão do espaço-tempo. Por exemplo, C4 =
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γ0γ2 em 3+1, C5 = γ0γ2γ5 em 4+1 (cinco dimensões) e assim por diante. Onde γµ são

as matrizes de Dirac.

Para obter o decaimento do próton integramos o operador (ΨT
1CnΨ2)

†(χcT
1 Cnχ

c
2),

onde χc é o ‘carga-conjugado’ do spinor χ. Usando as mesmas definições de spinores na

junç oes acima, obtemos através do produto de três spinores (quarks) na posicão x1 e um

spinor (lépton) em x1 − r temos o decaimento:

δ =

∫
dx1dx2 sech

6

(
x1

∆1

)
× sech8

(
x2

∆2

)
× sech2

(
x1 − r

∆1

)

∼ 1, 06× 10−34 (4.30)

o que é um valor aceitável na escalar de 1TeV [38]. Aqui usamos r/∆1 = 40 e ∆2 = 1.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho tivemos como objetivo analisar o comportamento dos férmions fun-

damentais em soluções de junções de paredes de domı́nios, onde as junções faziam parte

do método de “relaxamento” utilizado para reduzir um modelo do tipo (9+1)-dimensional

até obter um modelo (3+1)-dimensional, semelhante ao nosso. Tal ideia surgiu do fato de

que certas caracteŕısticas do nosso universo atual, como os sabores e hierarquia de massas

dos férmions, poderiam ser resultado de influências de dimensões extras.

Tendo isso mente, começamos nosso estudo no caṕıtulo 2, desenvolvendo o conceito

de campos escalares dentro da Teoria Clássica de Campos, com o objetivo de encontrar

soluções topológicas para um determinado conjunto de equações de segunda ordem dado

por (2.5). Mostramos que tais equações podem ser resolvidas utilizando o método de

Bogomol’nyi, e, posteriormente, introduzimos o conceito de corrente topológica, com o

intuito de classificar as nossas soluções como topológicas ou não-topológicas. Por fim,

estudamos a estabilidade linear dessas soluções, diante de pequenas flutuações.

Tais conceitos foram utilizados no caṕıtulo 3, onde o foco era o método de redução

de (9,1) dimensões para (3,1) dimensões. Aqui foi introduzida a lagrangeana supersimé-

trica, de onde retiramos nossas equações de movimento, responsáveis por nos fornecer

equações tipo Schrödinger que descrevem a dinâmica dos férmions localizados nas paredes

de domı́nios. Conseguimos, através de comparações com o potencial de Pöschl-Teller,

determinar o número de estado ligados para o modelo que estavamos trabalhando, o que

nos permitiu identificar uma quantidade bem definida de modos massivos, e um modo

zero fermiônico, totalizando assim 21 férmions. Tais modos foram introduzidos à nossa

lagrangeana 4-dimensional, nos dando assim uma boa ideia de como descrever as gerações
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de quarks e léptons em termos dos modos fermiônicos obtidos.

Tendo em mente os resultados vistos no caṕıtulo 3, no caṕıtulo 4, adotamos uma

análise semelhante, sendo que, agora, o nosso foco era estudar novas configurações de

junções, geradas por uma modificação no superpotencial. Tal mudança nos trouxe novas

interpretações para as junções, mostrando que, por exemplo, dependendo das posições dos

mı́nimos, é posśıvel obter junções onde objetos bidimensionais intersectando geram um

objeto unidimensional com uma dimensão extra. Também estudamos os impactos que essa

nova configuração tráz para a análise dos modos fermiônicos, onde, para valores de k → 0,

obtemos apenas 11 férmions, ao invés de 21, como no caṕıtulo anterior. Isso nos mostrou

que, para valores muito pequenos de k, certos fermions acabam sendo deslocalizados nas

junções. Além disso, também determinamos a constante de acoplamento de Yukawa, e o

decaimento do próton, mostrando que ele é bem pouco favorável.

Como perspectiva, fica a possibilidade de calcular a relação 25x2k, com o intuito

de analisar como os estados fermiônicos mudam para qualquer valor de k.
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