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Resumo 

Na codificação para controle de erros, em sistemas de comunicação, o desenvolvimen-

to mais importante nos últimos anos foi a teoria doszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA códigos de geometria algébrica 

(CGA's), ou códigos de Goppa geométricos. Esta teoria permite se obter códigos com 

parâmetros bem melhores que os até então conhecidos, e constitui uma abordagem ma-

temática extremamente elegante. Em suma, um CGA de comprimento n consiste na 

avaliação de funções de um espaço de funções racionais gerado por um divisor G de uma 

curva algébrica X, sendo esta avaliação feita sobre um conjunto de n pontos racionais 

de X disjunto do suporte de G. Os CGÀ ! s baseados em curvas de Hermite apresentam 

excelentes parâmetros e são bastante usados e referenciados na literatura, tendo sido 

o presente estudo restringido a estes códigos. A decodíficação destes códigos tem sido 

feita seguindo basicamente duas abordagens: uma, pela solução de um conjunto de 

equações lineares sobre um corpo de localização, era que as síndromes são definidas 

como um mapeamento de uni subespaço linear de funções neste corpo de localização, 

e outra, pela solução de uma equação chave em um anel afim, em que as síndromes 

são definidas como elementos deste anel afim. O algoritmo básico de Skorobogatov e 

VlSdu| e o algoritmo de Porter são exemplos típicos da primeira e da segunda aborda-

gens, respectivamente. A decodíficação rápida, cora menor complexidade { < C?{n 3)), 

de CGA's tem sido obtida com o uso do algoritmo BM.S de Sakata, principalmente 

associado ao esquema de decisão por maioria de Feng e Rao. Todos estes esquemas são 

aqui descritos e analisados-

vi i 



Abstract 

On error-control coding, in communication systems, the most important development 

in the last years was the theory ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA algebraic geometric codes (AGC's), or geometric 

Goppa codes. This theory allows to get codes with better parameters, and forms an 

extremely elegant mathematical approach. Briefly, an ACG of length n consists in 

evaluating functions from a space of rational functions generated by a divisor G of an 

algebraic curve X, where this evaluation Is made over a set of n rational points of X 

disjoint from the support of G. ACG's based on hermitian curves have excellent param-

eters and are very used and referred in the literature, being the present work restricted 

to these codes. Its decoding has been made basically following two approaches: solving 

a set of linear equations over a location field, where syndromes are defined as a map 

from one linear subspace of rational functions to this location field, and solving a key 

equation in an affme ring, where syndromes are defined as elements in this affine ring. 

Skorobogatov and VlMu^'s basic algorithm and Porter's algorithm are typical exam-

ples of first and second approaches, respectively. AGGs' fast decoding, with smaller 

complexity (< O (n 3 ) ) , has been got using Sakata's algorithm BMS, mostly with Feng 

and Rao's majority voting scheme. Ai l of these schemes are described and analysed 

here. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A partir de meados deste século, tem-se testemunhado um crescimento explosivo na 

utilização de sistemas de comunicação digital, que se fazem presentes hoje em inúmeras 

aplicações, tais como: sistemas de comunicação móvel celular, HDTV, comunicações 

por satélite, sistemas de armazenamento de dados, redes de computadores, dentre 

outros. É evidente, portanto, a importância do estudo e desenvolvimento de sistemas 

digitais cada vez melhores e mais eficientes. 

1.1 O sistema de comunicação digital 

A figura 1-1 ilustra o diagrama funcional com os elementos básicos de um sistema de 

comunicação digital [18]. 

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA codificador de fonte realiza a compressão ou compactação eficiente dos dados for-

necidos pela fonte (sinal analógico ou digitai), retirando as redundâncias desnecessárias 

existentes na informação original. Em outras palavras, ele convertezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o sinal digital ou 

analógico da fonte em um sinal digital sem redundâncias, mais "compacto". No caso de 

um sinal da fonte analógico, realiza sua quantização, implicando uma perda controlada 

de informação, e caracterizando uma compressão do sinal. 

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA codificador de canal, por sua vez, introduz redundâncias controladas ao sinal, 

o que possibilita a detecção e correção no receptor de erros que porventura ocorram 

durante a propagação do sinal através do canal. 

O modulador digital mapeia os símbolos do sinal digital em um conjunto de sinais 

adequados à propagação através do canal utilizado. O modulador, portanto, opera 

1 



Capítulo 1. Introdução zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Transmissor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

VantazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Diiiif . il 
i í a a i : 

Digita!  uu : Gu i l í k a d u r Dig ml i í Codificador 
Sirai 

Digiul M odulador 
uu A «atonie)  Ana lógico ; i!c Fume redundância de Canal rrüunibcilc p/  
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e orre vío de eixos 

Sinai 
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Caia i 

T 

Oigiia í 

Piutcssu inversa 

ai> J>i Transmissor 

Figura 1.1: Diagrama de blocos funcional de um sistema de comunicação digital 

genérico. 

como uma interface entre o transmissor e o canal de comunicações, que pode ser o 

espaço livre, um cabo coaxial, um par trançado simples, uma fibra óptica, uma mídia 

eletromagnética, e assim por diante. 

O cariai em um sistema de comunicação, segundo o modelo adotado, é o responsável 

pela introdução de ruído, interferência, e peio desvanecimento do sinal. Todos estes 

fenômenos inerentes ao canal de comunicação utilizado produzem alterações ou dis-

torções no sinal transmitido, o que se reflete na ocorrência de erros de detecção do sinal 

na recepção. Tornar o sistema mais robusto, diminuindo os efeitos destes fenômenos e 

aumentando a confiabilidade e fidelidade do sinal recebido, tem sido o grande desafio 

para os engenheiros no desenvolvimento desses sistemas. Com isso, observa-se um ape-

lo forte pela obtenção dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA bons1 esquemas de codificação de canal, também chamada de 

codificação para controle de erros ("error-control coding") [1], [27]. 

íO conceito de bons câdigos será explicado ao longo do texto e melhor entendido no capítulo 2, 

tão logo sejam definidos algum conceitos relativos à codificação. 

Sinai 

Original de f-oiiie de O u i 

http://Diiiif.il
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1.2 A codificação para controle de erros 

Á história da codificação para controle de erros teve início em 194S, quando Claude 

Shannon demonstrou que a todo canal de comunicação está associada uma capacidade 

de transmissão de informação C {medida em bits por segundo). Sempre que a taxa de 

transmissão de informação RT (medida em bits por segundo) solicitada pelo sistema 

fosse menor que C, seria possível se obter um código que permitisse a comunicação 

através do canal com probabilidade de ocorrência de erros tendendo para zero, A 

demonstração de Shannon não foi construtiva, ou seja, ele demonstrou que este código 

existia, mas não como obtê-lo. Desde então, estabeleceu-se um incessante esforço na 

busca por códigos eficientes. 

Surgiram duas linhas de abordagem na construção de códigos para controle de erros: 

1. A primeira, relativa aos chamados códigos de bloco , possui um forte caráter 

algébrico. A codificação de bioco consiste no simples mapeamento de uma se-

quência de k símbolos de entrada em uma palavra código de comprimento n 

(veja figura 1.2). Dentre os códigos de bloco clássicos, destacam-se os códigos 

de Hamming (os primeiros códigos para correção de erros, em 1950), os códigos 

BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquerighem, em 1959-60) e os códigos de Reed-Solomon 

(1960). Destacam-se também os algoritmos de decodificação PGZ (Peterson-

Gorenstein-Zíerler), B M (Berlekamp-Massey) e de Forney; 

2. A segunda linha, relativa aos chamados códigos em árt;ore, possui um caráter mais 

probabiiístíco. Neste caso, as palavras código possuem comprimento variável e 

o mapeamento é norteado pelas probabilidades de ocorrência dos símbolos do 

sinal de entrada. Destacam-se aqui os códigos convoluclonais e o algoritmo de 

decodificação de Viterbi (1967). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Palavra de informação t Palavra código s 
Codificação *1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA... r-'l 

k símbolos n símbolos 

Figura 1.2: Mapeamento dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k símbolos da fonte em n símbolos da palavra código na 

codificação de bloco. 
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1.2.1 Os códigos de geometria algébrica 

Os códigos de Reed-Solomon, que utilizam como blocos de código os valores de todos 

os polinómios sobre um corpo finito até um determinado grau, são provavelmente os 

códigos mais amplamente utilizados atualmente. Contudo, eles apresentam certas l i -

mitações: seu comprimento de bloco não pode ser maior que a ordem do corpo finito 

utilizado. 

Uma conseqüência direta da teoria de Shannon é que bons códigos devem ter 

grandes comprimentos de bloco. Na década de TÜ, o matemático russo V, D. Goppa 

sugeriu que, ao invés de avaliar polinómios em pontos simples (valores do corpo finito) 

como nos códigos de Reed-Solomon, poder-se-ia avaliar funções algébricas em pontos 

de curvas definidas sobre corpos finitos, Além disso, eie mostrou como substituir a 

condição sobre os graus dos polinómios por condições sobre as funções algébricas [Sj. 

Em 1932, M, A. Tsfasman, S. G. Vlãdui, e T. Ziuk. combinaram a idéia da construção 

de códigos a partir de curvas algébricas sobre corpos finitos aos recentes resultados 

da geometria algébrica, produzindo o mais importante desenvolvimento na teoria de 

códigos para correção de erros dos últimos anos, os chamados códigos de geometria 

algébrica (CGA's), códigos algébrico-geométricos ou códigos de Goppa geométricos [25]. 

Os códigos de Reed-Solomon são um caso particular dos CGA's quando a curva é 

uma reta. As curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais pontos que uma simples 

reta, de forma que os CGA's podem apresentar comprimento de bloco muito maior que 

os códigos de Reed-Solomon. 

A partir do trabalho de Tsfasman, VlãduÇ e Zink, passaram a surgir diversos ou-

tros trabalhos tratando dos CGA's e requerendo em muitos deles extenso conhecimento 

da geometria algébrica. De fato, os CG.Vs compõem um fascinante tópico que une a 

matemática profunda e abstrata das curvas algébricas aos problemas concretos da en-

genharia na transmissão de informação, e constituem, como pode-se observar, uma 

incipiente e promissora área de pesquisa no desenvolvimento de sistemas de comuni-

cação digital mais eficientes. 

1.2.2 A decodificação dos CGA's 

O primeiro esquema de decodificação para os CGA's, conhecido comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA algoritmo básico, 

surgiu apenas em 1989, proposto por Justesen et al [10]. Este esquema é aplicável 
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apenas a CGA's definidos sobre curvas planas e possui baixa capacidade de correção 

de erros. Ele, assim como o decodificador PGZ, encontra um polinómio localizador de 

erros que tem as posições dos erroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA entre seus zeros. Desde então, diversos e variados 

esquemas de decodificação têm sido propostos. 

O objetivo central deste trabalho é inicialmente descrever os CGA 5s, particularmen-

te os definidos sobre as chamadas curvas de Hermite-, e, então, descrever e analisar 

os principais esquemas e abordagens existentes na decodificação destes códigos. Ob-

serve que não constitui objetivo deste texto descrever por completo todo o universo 

de trabalhos existentes nesta área, mas, sim, discorrer sobre as principais abordagens, 

constituindo um importante alicerce norteador para o desenvolvimento de futuros tra-

balhos nesta área. 

No estudo dos OGA's e de seus esquemas de decodificação, a geometria algébrica 

pode ser abordada de duas formas basicamente: 

1. A primeira considera as curvas como objetos geométricos e descreve a teoria a 

partir deste ponto de vista. E a forma adotada por Fulton [7] e por van Lint [13]; 

2. Na segunda forma, a álgebra relacionada à geometria algébrica é apresentada 

sem mensionar as curvas propriamente, Esta abordagem, adotada por Stichte-

noth [24], proporciona uma teoria mais elegante, contudo implica muito maior 

abstração. 

A restrição deste trabalho aos códigos de Hermite proporciona algumas simplifi-

cações teóricas, uma vez que estes podem ser construídos, como será visto, apenas pelo 

uso de um espaço de funções (polinómios) e pontos de uma curva (a curva de Hermite), 

o que sugere a adoção da primeira forma de abordagem matemática descrita acima. 

Muitas publicações tratando do problema da decodificação destes códigos, entretanto, 

fazem uso de conceitos matemáticos bem mais complexos, relativos à segunda forma, 

como o de diferenciais e o de resíduos. Para o presente trabalho, em vista da restrição 

aos códigos de Hermite e das conseqüentes simplificações, será adotada a primeira for-

ma, buscando-se evitar sempre que possível uma maior complexidade matemática, sem, 

com isso, restringir o universo para análise. 

2Os, assím chamados,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA códigos de Hermite apresentam boas características de comprimento e 

distância mínima relativa, e têm sido largamente explorados pelos que pesquisam nesta área. 
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1.3 Estrutura do texto 

Este capítulo introdutório tem por objetivo principal contextualizar o problema da 

codificação e decodificação em torno das curvas algébricas, além de descrever a im-

portância de seu estudo. 

O capítulo 2 é em grande parte uma revisão dos códigos cíclicos, de Reed-Solomon 

e de Goppa. Seguindo a abordagem matemática adotada (descrita na seção anterior), 

os CG.Vs serão definidos como uma generalização dos códigos de Reed-Solomon e de 

Goppa [13], [20], [2j. Como foi afirmado, esta abordagem algébrica é mais simples e 

intuitiva. Este capítulo 2, assim como os demais capítulos, subentende conhecimentos 

prévios de álgebra e aritmética de corpo finito. O apêndice A apresenta um resumo 

destes conceitos básicos. 

Referente à teoria descrita no capítulo 2, há ainda um apêndice B detalhando a 

dedução do limite de Gilbert-Varshainov para a taxa de informação assintótica para 

códigos de bloco. 

O capitulo 3 descreve a teoria matemática da geometria algébrica necessária ao 

entendimento e definição dos CGA's e de seus esquemas de decodificação. Os CGA*s 

são definidos no capítulo 4, além dos aspectos relacionados às curvas de Hermite. 

O capítulo 5 trata do problema da decodificação dos CGA's. Ele apresenta as 

principais abordagem utilizadas e os principais esquemas de decodificação. 

Conclusões para este trabalho são apresentadas no capítulo G, 



Capítulo 2 

Codificação para Controle de Erros 

Os CGA's. objetos deste estudo, podem ser entendidos como uma generalização dos 

clássicos códigos de Reed-Solomon e de Goppa. Este capítulo tem por objetivo revisar 

os conceitos relacionados à codificação para controle de erros e introduzir os códigos 

de Reed-Solomon e de Goppa de um modo que torne natural a crítica extensão destes 

aos códigos construídos a partir de curvas algébricas, definidos nos capítulos seguintes. 

O texto do presente capítulo, apesar de constituirzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uma revisão, foi escrito para não 

especialistas no assunto (para detalhes veja Biahut [1], Wicker [27] ou qualquer outro 

texto básico sobre codificação para controle de erros). Contudo, ele requer conhecimen-

tos prévios de álgebra e aritmética de corpo finito. Esta teoria básica está resumida no 

apêndice Á como forma de referência. 

2.1 Conceitos básicos 

Em sistemas de comunicação digital, a informação a ser transmitida através de um 

canal sofre os efeitos de sua influência (introdução de ruído, desvanecimento, etc), 

ocasionando erros de interpretação na recepção. O objetivo da codificação para con-

trole de erros é adicionar símbolos extras ao sinal original na transmissão, de modo 

a permitir na recepção a detecção e correção dos erros que porventura ocorram. Em 

outras palavras, uma seqüência de símbolos da fonte é substituída na transmissão por 

uma seqüência mais longa de símbolos com redundância suficiente para proteger a 

informação original. 

7 
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2.1.1 Códigos de bloco 

Os CGA's fazem parte de uma classe de códigos chamados códigos de bloco. Considere 

um corpo finito Wq de q elementos. 

Def in içãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 (Cód igo de bloco) Um código de blocozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C de tamanho M, com símbo-

los em F,, consiste num conjunto de M seqüências c ~ (e0, cls .., c - i ) , com c ; € 

âe comprimento n, chamadas palavras código. 

Se q = 2, os símbolos são chamados bits e o código è dito binário. Usualmente, 

para algum inteiro k} M ~ qk palavras código, sendo o código referido como um código 

(n, k). Um exemplo elementar è o código binário de repetição (3,1), no qual 

informação código 

0 f+ 000 . 

1 «- l i l 

Na decodificaçao deste código, a decisão na recepção (após introdução de erros pelo 

canal) sobre qual informação foi transmitida é feita por maioria: se dois ou três bits 

forem 0, decide-se por 0; se dois ou três bits forem 1, decide-se por 1. Observa-se que 

este código possibilita a correção de apenas um erro por palavra código. Como será 

visto, este não é um bom código. 

A taxa de informação R de um código de bioco1 é definida por 

A princípio, será sempre melhor utilizar um código de comprimento n grande do 

que um código com palavras curtas. Isto, porque os erros são de natureza aleatória 

e ocorrem durante intervalos de tempo variáveis. Em alguns segmentos ocorrem mais 

erros que a média, em alguns menos. Portanto, para a mesma taxa R, de forma a 

possibilitar uma transmissão confiável de informação, é preferível utilizar um código de 

comprimento n grande, que seja capaz de corrigir uma quantidade maior de erros de 

uma única vez, mesmo que isto implique codificação e decodificaçao mais complexas. 

Bons códigos são, portanto, aqueles de comprimento n tão grande quanto possível, 

lEsta taxa R é adimensionai e não deve ser confundida cora a taxa da transmissão de informação 

RT, medida eai bits por segundo. 
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sem que isto comprometa a taxa do código {R,^ =• í = J?0 £ 0 ) ou sua capacidade 

de correção. O código de repetição (n ,1 ) , com n ~> oo, por exemplo, terá R = 0 

(corrige tudo, mas não transmite nada). 

2.1.2 Geometria dos códigos 

Define-se como distância de Hamming t i ( x , y ) entre duas palavras código x e y de 

comprimento n. com símbolos em F ? , o número de posições nas quais elas diferem, Por 

exemplo, se x = (cr,Ü, 1,0, a) e y = (a, 1 ,1,0, Q 2 } são palavras de comprimento n ~ 5 

em P«, então d(x,y) ~ 3 (elas diferem nas posições 1, 2 e 5 ) . 

Considere C ~ { c t l i - 0, . . . , M - 1 } um código de bloco. A distância mínima d 

d e í é a menor distância de Hamming entre duas palavras código de C. Ou seja, 

d — min díCi.Cj). 

Um código (n, k) de distância mínima d também é referido como um código (n, k, d). 

Define-se distância mínima relativa S de um código (n, k, d) como sendo 

n 

Este conceito também é importante na avaliação de bons códigos. Por exemplo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA um 

código (TI , n), com n ~> oo, tem taxa R — 1, porém tem distância mínima relativa 

8 = 0 (transmite tudo, mas não corrige nada). 

Definindo uma esfera S (x, r ) de raio r com centro em x como sendo 

S ( x , r ) = { c e r ç j < f ( x , c ) < r } , 

observa-se que é possível associar a todas as palavras de um código £7 de distância zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

hl 
2 

desta esfera é dada por 

mínima d, esferas de raio r = que não se interceptam. À cardinalidade V ( n , r ) 

Portanto, 

| C | . V ( n ) r ) < f l » , (2.2) 

em que | C | é o número de palavras M do código C . Este resultado (equação 2.2) é 

conhecido como limite de Hamming para o código C. 
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2.1.3 Códigos lineares zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A maioria dos bons códigos conhecidos pertence a uma classe de códigos chamados de 

códigos lineares. A estrutura imposta por esta classe proporciona meios para a busca 

de bons códigos e construção de codificadores e decodificadores práticos. 

Considere o espaço vetorial F~. Um código linear é qualquer subespaço vetorial 

de F£. Em outras palavras, um código linear é um conjunto não vazio de n-úplas 

(vetores) em ¥ q , chamadas palavras código, tal que a soma de duas palavras código 

é uma palavra código, e o produto de um escalar (elemento de fq) por uma palavra 

código também é uma palavra código. 

O peso de Hamming w(c) de uma palavra código c é o número de posições não 

nulas desta palavra. O peso mínimo ic„ l i n de um código é o menor entre os pesos de 

Hammtag de todas as palavras código não nulas. Por conseguinte, em um código linear, 

d — i c m i t l , 

Considere C msi código li near em Wq»*, em que tti j> 1. O subcódigo de sttbcorpo em 

F,( consiste em todas as palavras de C que possuem todas as coordenadas no subcorpo 

2.1.4 Matrizes dos códigos 

Qualquer conjunto de k vetores linearmente independentes de uma base para o código 

C (base para o subespaço vetoríaí C) pode ser usado como linhas de uma matriz .< „, 

chamada matriz geradora de C. Por exemplo, para algum código binário (7,4), pode-se 

ter 

" 1 0 0 0 1 0 0 " 

G _ 0 1 0 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 1 

0 0 0 1 1 1 1 _ 

Qualquer palavra código de C é uma combinação linear das linhas dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G. O número de 

linhas k é a dimensão do código C-

As qk palavras de informação (fc-úplas) í são mapeadas nas qk palavras código c da 

seguinte forma: 
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Por exemplo, para o código binária (7,4) cuja matriz GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é dada acima, a palavra 

i = 1 1 0 1 é mapeada na palavra código c = j ^ l l 0 1 0 0 l j -

Corno C é um subespaço vetorial, ele possui um subespaço ortogonal C 1 , que é o 

conjunto de todos os vetores ortogonais a C. Este código CL ortogonal é dito o código 

dual de C. Este código tem dimensão n - k e uma matriz geradora M^x». Por 

exemplo, para o código binário (7,4) do exemplo acima, tem-se que 

1 0 0 1 1 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H« 0 1 1 1 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 1 

Uma n-úpla c é uma palavra código se for ortogonal às linhas de H, ou seja, se 

cHr = 0. 

Por este motivo, H é dita a matriz dc paridade (verificação de paridade) de C. Desta 

forma, pode-se definir o código C como sendo 

c= { c g r ; | c / / r = o e F ; - í ; } . 

Observe, então, que uma palavra código c e C d e peso w (c) implica uma relação de 

dependência entre as w (c) colunas da matriz H correspondentes às coordenadas não 

nulas de c. Portanto, observa-se que o código C possui distância mínima d se e só se 

nenhum grupo de d ~ 1 colunas de H for linearmente dependente, caso em que haveria 

uma palavra c de peso d - 1, tal que cHr = 0, Como as colunas de H são palavras de 

comprimento n - fc, então o número máximo de colunas linearmente independentes de 

H é n — k. Portanto, 

1 < n ~ k =^ 

d<n-k + l. (2.3} 

Esta desigualdade é conhecida como o limite de Singleton para códigos lineares 

(n,k,d). Os códigos que apresentam igualdade nesta relação são ditos códigos de 

maxima distância mínima ("maximum-distance separable" - MDS). 

Se G é a matriz geradora de um código MDS, então quaisquer k colunas de G são 

linearmente independentes. Como G é a matriz de paridade para o código dual, então o 

código dual possui distância mínima maior que k. Como o código dual possui dimensão 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k, sua distância mínima não pode exceder k + 1. Conclui-se que o dual de um 

código MDS também é um código MDS. 
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2.1,5 Limites dos códigos 

As seqüências de código desejadas (os bons códigos), como já fora explicado, são 

aquelas com comprimento n tão grande quanto possível, mantendo finitas e não nulas 

a taxa de informação R e a distância mínima relativa S (capacidade de correção de 

erros). 

Considere a notação A[n, d) para o valor máximo de M = \C\ para o qual um 

código (ra, k, d) (linear ou não) existe, A avaliação de bons códigos é feíta através da 

função taxa de informação assintólica R(S) definida por 

R(à)^ lim 1J i , (2.4) 

que relaciona a taxa de informação Ü e a distância mínima relativa S de um código 

quando n tende para infinito. 

Durante muitos anos, o melhor limite inferior para R(S) Foi o limite de Gilbert-

Varshamov, descrito em seguida. 

Teorema 2 (L imi t e de Gilbert-Varshamov) Considere 0 < 6 < 1 ~ , então zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R(S)>l-Hq{S)t (2.5) 

sendo Hn a função entropia definida por 

\ a r l o g ^ í ç - i j - í l o g ^ - í l - i j l o g ^ l - í ) , 0 < x < 2 z i . 

Prova. A prova deste teorema está descrita com detalhes no apêndice B. • 

A figura 2,1 ilustra o limite de Gilbert-Varshamov para o caso em que q = 16. Os 

bons códigos situam-se próximos do centro da curva, enquanto os demais tendem para 

os extremos da curva quando n se torna grande. 

No capítulo 4, após descritos os códigos de geometria algébrica, será apresentado 

um novo limite inferior para R (S), que é melhor que o de Gilbert-Varshamov para todo 

q > 49 em parte do intervalo 0, ^ — - j . 

2.2 Códigos de Reed-Solomon 

Convencionalmente, os códigos de Reed-Solomon são definidos a partir de um polinómio 

gerador ou, equivalentemente, a partir de uma matriz geradora (ou de uma matriz de 
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v

- Código (n,n) 

\Tendência {n -*  

^Bons códigos 

Tendência {o ~-> <B) 

Código í/1,13 

Figura 2.1: Limite cie Gilbert-Varshamov para o caso em que q = 16, 

paridade) [ l ] , {27]. Além desta, uma construção distinta destes códigos será apresentada 

em seguida no intuito de facilitar a definição dos CGA's como extensão destes [13], [2], 

[261-

2.2.1 Definição convencional 

Considere um código linear C de comprimento n em que, para toda palavra código 

c = (CQ.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC!, . . . , c n „ i ) € C, existe outra palavra código c' = (c„„i, c0, . . . , c„ _2) S C 

resultado da rotação dos elementos da primeira palavra. Esta nova estrutura, dos 

chamados códigos cíclicos, tem permitido a obtenção de esquemas de codificação e 

decodificação algorítmica e coraputacíonalmente eficientes, como é o caso dos códigos 

de Reed-Solomon. 

Considere Wq [x] J (xn - 1) o anel dos polinómios em F e com grau menor que n. Toda 

palavra códigozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {CQ^I, ... . C n - i ) e pode ser vista como um polinómio CQ 4- cix + 

• * • + C n - i x " - 1 e Wq [x] I {xn — 1), Neste anel, a multiplicação de um polinómio por x 

equivale ao deslocamento cíclico da palavra equivalente. Observa-se, então, que existe 

uma correspondência entre um código cíclico e um ideal 2 contido em Wq [x] f (arn — 1). 

2Um ideal I ê um subconjunto de um anel Â que satisfaz os seguintes axiomas: 

1. í é u m grupo abeliano sob a operação de adição; 

2. Para todo a e I e b £ A, tem-se que ab € A 
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Mostra-se [3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pp. 37-44] que este ideal (o código cíclico) pode ser gerado por ura único 

polinómio g{x), divisor de x " - l , conhecido como polinómio gerador. O polinómio g{x) 

é, por definição, o máximo divisor comum - MDC dos polinómios do ideal (ele gera 

este ideal). Sendo g{x) um polinómio de grau n ~ k , um código cíclico de comprimento 

TÍ é o resultado da multiplicação de g(x) pelos polinómios i(x) de grau menor que k 

(informação). Ou seja, 

c{x) ~i(x)g{x). 

Os códigos de Reed-Solomon são códigos cíclicos de comprimento n = q - 1, em F,,, 

cujo polinómio gerador é da forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<Í-Í 

Í=Í 
em que a é uni elemento primitivo de F,, e d' é a distância mínima projetada do código. 

Observe que g (x) é sempre um polinómio de grau d'~l = n- k=$>d' = n- k + l. 

Deste resultado e do limite de Singleton (equação 2.3), tem-se que a distância mínima 

d do código é 

Este é, então, um código MDS, Sua dimensão ê k = n~ d + 1. Este código é capaz de 

corrigir d = 2t + l=*t = nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k erros. 

Pode-se também definir os códigos de Reed-Solomon estendidos pela adição de uma 

componente, fazendo n~q. Estes códigos, também MDS, diferentemente dos anterio-

res, não são cíclicos. 

2.2.2 Definição geométrica 

Observe agora uma formulação diferente para os códigos de Reed-Solomon apresen-

tados acima. Primeiramente, considere o conjunto {ao,a\, ... ,etn_i} de n elementos 

distintos de F 9 . Denote por K F , [x] o conjunto de polinómios de grau menor que 

k < n. Defina um código C como sendo 

O = { ( / («o), / ( a r ) , . . . , / («« .O) I / € L}. (2.6) 

Uma maior discussão sobre este assunto será feita no capitulo seguinte. 
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Este código possuí comprimento n e dimensãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k. 

Como um polinómio de grau menor que k possuizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA no máximo k - l zeros, cada 

palavra código de C (equação 2.G) possui peso no mínimo n - (k - l) = n - k + 1. 

Daí e do limite de Singleton (equação 2.3), concluí-se que este é um código MDS, ou 

seja, possui distância mínima d = n - k + 1 . O mesmo código de Reed-Solomon cíclico 

da definição convencional vista na subseção anterior é obtido nesta construção para 

n = q - 1, e o código de Reed-Solomon estendido para n — q. 

Existe ainda uma forma mais geral do código da equação 2.8. Considere os vetores 

a = (ao.c*!, . . . ,«„_!) de TI elementos distintos de F,,m e v = {v0,vi, . . . , J ; „ . - I ) de 

elementos não nulos e não necessariamente distintos de Fgm. Considere L o conjunto 

de polinómios de grau menor que k em F,,.» \&\. O código 

CHS f c (a .v ) = { ( i ' 0 / ( a 0 ) , vj , vn-J \ f e 1} (2.7) 

possui os mesmos parâmetros do código anterior e é conhecido como código de Reed-

Solomon generalizado. 

Considere agora o conjunto dos pares de elementos ( Ü I . Q J ) , com ou € F,,. Considere 

os pares que são múltiplos escalares entre si como sendo de uma mesma classe de equi-

valência, ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 01,02) = {ßai,ßa%), para todo ß e F j . Cada classe de equivalência 

é representada por um dos pares (1, a), com a e F ? , o u Q = (0,1) (Q é chamado ponto 

no infinito). Este conjunto de classes de equivalência é conhecido como linha projetiva 

Fl (uma maior explanação sobre o assunto é feita no capítulo seguinte). Por exemplo, 

considerando o corpo F 4 l tem-se que 

P = {{hQ),{lM.[l,a)t{\la
i)tQ}. 

Uma função racional em F 1 e um quociente da forma j j f ^ ena que a(x,y) e 6 (xty) 

são polinómios homogêneos de mesmo grau em F g (sem esta restrição o quociente não 

seria definido em P l ) . Um ponto de F 1 é um pólo de uma função racional se o 

polinómio b(xty) for zero neste ponto (e a(xt-y) não for zero). Defina, então, L como 

sendo o espaço vetorial de todas as funções racionais em P l que não possuem pólos 

em Wl, exceto possivelmente pólos de ordem menor que k smQ. Ê fácil observar que 

funções racionais da forma com í < k, em que a (x, y) é um polinómio homogêneo 

de grau l, possuem as propriedades descritas. Segue, então, a definição dos códigos de 

Reed-Solomon. 
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Definição 3 (Códigos de Reed-Solomon) O código de Reed-Solomon-pode ser des-

crito pelo conjunto de n-úplas 

em que PiP->, ... , Pn £ IP 1 são po ntos diferentes de Q. 

Em outras palavras, o que se fez foi tomar uma Unha projetiva, um conjunto de n 

pontos desta linha e uni espaço vetorial de funções definido a partir de um ponto da 

linha projetiva diferente dos n pontos supracitados, O código C fornecido pela equação 

2.S consiste apenas num conjunto de n-úplas de valores destas funções nestes pontos, 

Este processo de avaliar funções racionais em pontos de uma curva (no caso uma 

linha) constitui uma das idéias centrais na construção de CGA's. que será chamada de 

construção por funções. Uma segunda idéia central na construção de CG.Vs é derivada 

da definição dos códigos de Goppa na seção seguinte. 

2.3 Códigos de Goppa 

Antes de definir os códigos de Goppa, de modo a introduzi-los, será apresentada 

uma conhecida classe de códigos cíclicos, os chamados códigos BCH (Bose-Chaudhuri-

Hocquenghem) [1], [27], 

ConsiderezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a um elemento de ordem n do corpo Ffl»>, em que n divide qm - 1. Considere 

g (x) € F g [x] o polinómio de menor grau cujos zeros sejam 

para algum inteiro t > 1. Faça o grau de g (x), referido como o polinómio gerador do 

código, igual a ii — k. Mostra-se que n — k< 2ím [2]. Então, 

C={(f{Pl}J{P2),,..,f{Pn))\f£l}> (2-8) 

2.3.1 Códigos BCH 

{ Q Í | Í = 1 , 2 , . . . , 2 Í } 1 

C -{a {x) g (x) I deg [a < k, a (ar) £ F g [x]} (2.9) 

é um código BCH de comprimento n, dimensão k > n - 2tm e distancia mínima 

d > 2t + 1. 
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Observe que, tomando-se o polinómio 

no lugar de g {x) e substituindo-se o corpo F 7 por F ,« , o código da equação 2.9 torna-

se um código de Reed-Solomon C de comprimento n, dimensão k e distância mínima 

d = 7t + 1. Portanto, o código BCH C da equação 2.9 consiste num subcódigo de 

subcorpo de C, ou seja, 

c = c ' n r ; . 

2.3.2 Códigos de Goppa 

Utilizando a mesma notação da definição dos códigos BCH acima, em que as palavras 

código são da forma c (x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — c0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4- C\X 4- - • • + cn~\xn~l, tal que c(a ') = 0, para i = 

1, . . . , d — 1, considere o seguinte cálculo: 

= $ > ( x " " 1 4- a - V - a 4- • • • + Q - í - 1 » * ! 4- a " ^ ) 

i=0 j=a 

n - i rt-1 

3=0 i=0 

Para valores de j no intervalo [Q,d - 2], o somatório V ^ 1 C; (a?+1)% — c(a*+L) é por 

definição nulo. Portanto, para algum polinómio / ( i r ) , tem-se que 

« z * - V C * ) , 

ou seja, o somatóriozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YA=Q é necessariamente divisível por x1*'1 ($d~~l não divide 

x" - 1 ) . Portanto, 

y _ ^ = 0 m o d z

2 i . (2.10) 
r - í x - et - 1 

£»0 
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Por conseguinte, um vetor (co,^, . . . ,cn.t), com a e F ç , é uma palavra código se 

satisfizer a equação 2.10. Dependendo do corpo utilizado, esta construção acima fornece 

um código de Reed-Solomon ou um código BCH. A passagem destes para os códigos de 

Goppa agora envolve apenas a substituição da seqüência { a ' \ i = 1,2, . . . , 2t} usada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( Q é um elemento primitivo de ordem n do corpo F4m) por um conjunto arbitrário de 

elementos distintos, e do monómio x 2 [ por um polinómio geral g (x). 

Definição 4 (Cód igos de Goppa) Considere L = { Q 0 ! O : I , . . . um conjunto 

arbitrário de n elementos distintos de F,(™ e g(x) e F,». [x] um polinómio mônico, tal 

que g {&,) y= 0, para i ~ 0,1, . . . , ri - 1. O código de Goppa V {£, g) é o conjunto de 

palavras ( C 0 , C Í , . . . , c„ . i ) € tal que 

n - l 

ST ~ ~ ~ = 0 moàg{x). (2.11) 

O código V(L,g) definido pela equação 2.11 é um subcódígo de subcorpo do dual 

do código de Reed-Solomon generalizado (equação 2,7). Para verificar isto, considere zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g{x) = E L o 5 i ^ - Então, 

g{x)-g (a) ^ , k 

k~j<t-% 

è um polinómio de grau menor que í, para qualquer a. Como 

(xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a)0 (x) = ~g (a) modg ( x ) , 

pode-se re-escrever a equação 2.11 como sendo 

n - l 
Cí 

í=0 y * ; *+Í<í~ l 

í=0 
n - l 

^ chi 53 ff*+í+1 (««y - 0, (2.12) 

em que hi ~ ^-y. Observe que o coeficiente de xh na equação 2.12 é zero para 

0 < k < t - 1. Isto significa que, se c = (c 0 s £i, ••• , c»_i) é uma palavra código, então 



Capítulo 2. CodiãcaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA para Controle de Erros zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA19 

o produto interno de c com as linhas da matriz 

hoSt • • • K-\9t 

hQ CPÍ_X 4- gtci0) • • - / i„_ i ($ ,_ t + 

deve ser zero. Usando operações elementares nas linhas desta matriz, obtém-se a 

seguinte matriz de paridade para o código V(Lsg): 

hü ki • • - / i n _ [ 

^oaQ ^ l C t i "' ll»~ian-i 

Compare esta matriz com os códigos da equação 2.7, em que v = {k0Jh, ••• ,h„-i). 

Observa-se que H é a matriz geradora do código GRSk (a, v) da equação 2.7. Portanto, 

o código de Goppa F ( I , g) é um subcódigo de subcorpo do dual de ura código de Reed-

Solomon generalizado. 

Como o posto da matriz H sobre F 9 » é exatamente í, seu posto sobre F g é no 

máximo mt. Portanto, a dimensão do código de Goppa T(L,g) ê k > n ~~ rnt e sua 

distância mínima é d > t + 1, em que t é o grau de g (x). 

2.4 Transição para os CGA's 

Agora será dada uma nova formulação aos códigos de Goppa, de forma a colocar em 

perspectiva sua transição para os CGA's. 

Considere a função 

correspondente à palavra código (co,Ci, . . . , c n „ i ) , em que 

A ( i ) = I I ( a í - a i ) € í r [ i ] , 
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degw (x) < deg A (x) = n e { a 0 , a 1 ( . . . , é um conjunto arbitrário de n elementos 

distintos de F 9 « . Portanto, 

é obtido pelo cancelamento do pólo cti em / (x) e avaliação no próprio ponto a;. Em 

outras palavras, a é o resíduo de / (x) em a;, denotado por ResQ, ( / ) . 

Considere 

À (x) 

a. 

M J
 A ( Í ) A(.r) ' 

uma vez que, por definição, g(x)\f(x) {tj{x) ê o mesmo da equação 2.11). Pode-se, 

então, expressar o resíduo de / (x) etn a, por 

9 (cti) 
R e M / ) ^ ( x ) Í X " ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\{x) 

que é zero apenas se q (cti) = 0. 

Agora, generalizando este conceito, defina um espaço vetorial L de funções racionais, 

tal que 

1. / (x) e L possui pelo menos os mesmos zeros que g (x), com pelo menos a mesma 

multiplicidade; 

2. não possui pólos, exceto possivelmente em {a0,ai, . . . ,an-i}, caso em 

que os pólos são de ordem 1. 

Defina, então, um código C de comprimento n em F g « como sendo 

C = { ( R e S a o / , R e s Q l / , . . . ,Resan_J) | / € L] .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.13) 

Basicamente, este código C" fornecido pela equação 2.13 consiste no conjunto das 

n-üplas dos resíduos das funções do espaço de funções L definido pelos pontos de 

{ a 0 , a i , . . . , a n - i } nestes pontos. Este processo de determinar os resíduos de funções 
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racionais em um conjunto de pontos constitui a segunda idéia central na construção de 

CG.Vs, que será chamada de construção por resíduos. 

O código de Goppa definido pela equação 2.11 é um subcódigo de subcorpo deste 

código C em F,. Corno o código de Goppa é também um subcódigo de subcorpo do 

dual do código C definido pela equação 2.S, observa-se, então, que existe uma relação 

de dualidade entre as construções por funções e por resíduos usadas nas definições dos 

códigos C (equação 2.S) e O (equação 2.13), respectivamente. 

Do que foi apresentado neste capítulo, dois enfoques usados na definição de códigos 

são de grande importância na construção dos CG.Vs nos capítulos seguintes: 

• A avaliação de funções racionais em um conjunto fixo de pontos distintos (equação 

2.S); 

• O resíduo de funções racionais em um conjunto fixo de pontos distintos (equação 

2.13). 

A definição dos CGA's utilizará estes dois enfoques, que fornecem códigos duais, 

diferindo apenas na obtenção do conjunto de pontos distintos: serão pontos de uma 

curva algébrica em um corpo finito, Além disso, o espaço de funções racionais será 

definido a partir de pontas desta mesma curva algébrica. 

Apesar destas abordagens serem simples, a definição dos parâmetros do código 

dependerá fortemente da teoria das curvas algébricas. O próximo capítulo dedicar-se-

á à apresentação desta teoria matemática, requisito necessário ao entendimento dos 

CGA's, definidos no capítulo seguinte. 



Capítulo 3 

Tópicos de Geometria Algébrica 

0 capítulo anterior sugere a forma como os OG.Vs são construídos. No entanto, não é 

tão direta quanto possa parecer a transição dos códigos de Reed-Solomon e de Goppa 

apresentados para os CGA's. Diversos conceitos relacionados ã teoria da geometria 

algébrica são necessários para possibilitar esta transição. 

Este capítulo tem por objetivo introduzir as noções da geometria algébrica, tais 

como variedades afim e projetava, bases de Grõbner, corpo de funções, anel de coorde-

nadas, anel local, divisor, etc, necessárias à discussão dos CGA's e de seus esquemas de 

decodifkaçâo. Não é pretensão do presente texto constituir uma referência completa ou 

pormenorizada sobre este denso assunto, mas apresentá-lo através de urna abordagem 

que permita ao leitor ter mais fácil acesso à definição dos códigos no capítulo que segue. 

Grande parte das provas não serão apresentadas aqui- Abordagens mais detalhadas 

sobre esta teoria e provas dos resultados apresentados podem ser obtidos em [7], [3], 

[15], [24] ou outras referências que tratem do assunto. 

3.1 Ideais e variedades 

Os conceitos de ideal e variedade e suas relações são a base para a teoria denominada 

geometria algébrica.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A natureza geométrica provém das variedades, que são as curvas, 

superfícies e objetos de maior dimensão definidos por equações polinomiais. Os ideais, 

subestruturas dos anéis polinomiais F gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [xlt... , i „ ] , constituem a "álgebra" relacionada 

às variedades. Esta seção é dedicada ao entendimento destes conceitos. 

22 
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3.1.1 Variedade afim 

Antes de tudo, é necessário definir polinómios em n variáveis xi, ... , xn. Defina um 

monómio em xlt ... ,xn como sendo 

x — xy ...xn , 

em que a u ... , a„ são inteiros não negativos. O grau de xa é dado por cvi h a„ . 

Considere F p um corpo finito comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p elementos e ¥ q seu fecho algébrico (esta notação 

será utilizada em todo o texto), Um polinómio / em s i , . . .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , x n com coeficientes em 

consiste numa combinação linear de monómios da forma 

em que a soma é feita sobre um número finito de ii-úplas a = (a t . , , . ,tv„). O aneí 

dos polinómios em Xi, . . . ,x„ com coeficientes em F(J é denotado por F,, [xj , . . . , x n ) . 

Defina agora espaço afim de dimensão n, sobre F,, como sendo o conjunto 

A" = {(au --- ,ü r i ) i au . . . , a n e F J . 

Um elemento P £ A" é dito ser um ponto do espaço A n . Se G é algum subcorpo de 

F , que contém F p e P é um ponto de A™ com coordenadas em G, então P é dito um 

ponto racional-® e o conjunto de pontos racíonais-G de A" é denotado por A" (G). 

Observe que um polinómio / e F ^ f i i , . . . , x„j pode ser considerado como um 

mapeamento / : A" ~> Wq dado por 

/ ( P ) = / ( a l , . . . J c „ ) , 

em que P — (ai, . . . ,a„) 6À", Se / (P) = 0, diz-se que P é um zero de / . 

Definição 5 (Variedade afim) Considere A , . . . , / , polinómios em F ? [xj,, . . . , ar„], 

A variedade afim V ( / i t . . . , / , ) cte/imáa por fi> • . ,f, é, então, dada por 

V ( A , . . . , / , ) = : { P € A " i / i ( P ) = 0 , l < t < s } -

Em outras palavras, uma variedade afim V ( / i , . . . , / * ) C A" é o conjunto de 

soluções para o sistema de equações / i ( i i , . . . s xn) = . . . = / , (xi, . . . , x„) — 0-
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3.1.2 Ideal 

SeguezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a definição do objeto algébrico denominado ideal. 

Definição 6 (Ideal) Um subconjunto ! c F , [ i , , . . . , i j constitui um ideal se satis-

fizer os seguintes axiomas: 

1. I é um grupo abeliano sob a adição; 

2. Se j £ IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e k £ Fq [xlt ... ,arn], então hf 6 / . 

Considere fu . . . , / s polinómios em F, ( [xi , . . , ,£„). 0 conjunto denotado por 

{fi, •••>/*) e daíto por 

</l />) = I • • • 6 í X l ' • • • , 2 T n | | (3.1) 

é um ideal gerado por fit . . . (isto é facilmente verificado aplicando-se os axiomas 

da definição 6). Qualquer conjunto de funções que gerem um ideal é considerada uma 

base para este. No caso de espaços vetoriais, define-se como base para um espaço todo 

conjunto de vetores linearmente independentes que o gerem. Como conseqüência, toda 

base para um espaço vetorial possui um número de elementos igual à dimensão do 

espaço. Já no caso de ideais, não há um número determinado de elementos para uma 

base. 

Considere V C A" uma variedade afim. O conjunto denotado por I (V) e dado por 

I(V) = {f€Fi[xu ! / ( P ) = 0, P&V) (3.2) 

é um ideal gerado por V (isto é verificado também aplicando-se os axiomas da definição 

acima). 

Todo ideal pode ser gerado por um conjunto finito de funções linearmente inde-

pendentes denominado Òase. Há bases especiais, chamadas doses de Grõbner, que 

apresentam propriedades que possibilitam a solução de problemas envolvendo ideais 

por meios computacionais, e que serão descritas na subseção seguinte. Um ideal que 

pode ser gerado por uma única função é dito principal Um ideal J c F , [ i i , . . . ,xn)ê 

dito primo se 2 £ F , [xi, ... , xn] e se, para ab £ I , a e I ou b £ J . Um ideal I c A é 

dito máximo em um conjunto A se não existir outro ideal em A que contenha I . 
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Um idealzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I é dito radical se o fato de que fm e I, para m > 1 inteiro, implicar que 

/ € / . Para uma variedade V qualquer, se fm £ I (V), então / ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I (F) , uma vez que 

[f (x)]m = 0 s » / ( i ) = 0. Portanto, I (V) é sempre um ideal radical. Por conseguinte, 

um ideal /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = (A> . . . , A ) , em que fk e / e £ / , não pode ser representado na 

forma I (V), ou seja, não pode ser gerado por qualquer variedade V". 

Diversas são as questões que podem ser levantadas quanto as relações existentes en-

tre os conceitos de ideal e variedade. Uma das principais questões diz respeito à relação 

existente entre os ideais (A- ... , A) e I (V (A, . . . , / , ) ) definidos acima (equações 3.1 e 

3.2). Ocorre que ( / i , . . . , /,) Ç l(V (A, ... ,/,)), não necessariamente havendo igual-

dade. Esta relação é fornecida pelo teorema que segue, chamado "Nullstelleusatz'a, 

Teorema 7 ("Nullstellensatz" de H i l b e r t ) Considere as funções A A> - - • > A £ 

*»]. ,4 função f S I ( V (A , . . . , / , ) ) se e só se fm £ {A, ... ,A). para 

algum inteiro m > 1. 

Uma variedade afim V pode ser também definida como sendo uni subconjunto de 

Â", em que I ( V ) é um ideai primo. O conjunto de pontos racionais-G de V é denotado 

por V (G). Se l(V) possui um conjunto de funções geradoras em GJr^ . . . , xn], diz-se 

que V é definido sobre G, e denotado por VQ. Daí, observa-se a seguinte relação: 

I ( ^ ) « I ( V ) n G [ i X l . . . , * „ ] . 

3.1.3 Bases de Grõbner 

O método das bases de Grobner, ou bases padrão, permite resolver de um modo ele-

gante e eficiente, através de meios computacionais, diversos problemas envolvendo po-

linómios, tais como: 

• O problema da descrição de um ideal: a determinação, se possível, de uma base 

para um ideal; 

* O problema da pertinência a um ideal: a determinação de se uma função / € 

F , [s i , ,£„] pertence ou não a um ideal ( A . ••• ,/»}= sendo A . ••- */* e 

F , [xu ... ,xn]\ 

1 "Nullsteüensatz" é uma palavra de origem alemã, composta por três palavras: "NuII" (significa 

zero), "Stellen" (significa lugares) e "Satz" (significa teorema). 
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* O problema da solução de um sistema de equações polinomiais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fi(xi,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . . . ,r„) = ••• = f,(Xu ... ,xn) = 0, 

o que equivale à determinação da variedade V { / i , . . . , / . , ) . 

São diversas as aplicações para a teoria das bases de Gróbner. Contudo, no pre-

sente texto, buscar-se-á antes de tudo a solução do primeiro problema, ou seja, a 

determinação de uma base com características especiais para um determinado ideal, e 

a descrição das propriedades desta base. O segundo problema, o da pertinência a um 

ideal, será resolvido paralelamente ao primeiro com a descrição do algoritmo da divisão 

de polinómios em n variáveis, uma vez que uma função pertence a um ideal quando ê 

divisível por uma das funções de sua base. Esta descrição do algoritmo da divisão é 

necessária à discussão do primeiro problema. Maiores detalhes sobre a teoria das bases 

de Grõbner podem ser obtidos em Cox, Little e 0'Sliea [3j, 

O r d e n a ç ã o de m o n ó m i o s 

Primeiramente, observe que a todo monómio x° = x°l.. .x°" pode-se associar uma 

ri-úpía a — (a i , . . . , a„) € Z" , e vice-versa, Portanto, uma mesma regra de ordenação 

> pode ser aplicada tanto a monómios quanto ao espaço ou seja, se a > 0 segundo 

a ordenação adotada, então xa > e vice-versa. 

Def in ição 8 ( O r d e n a ç ã o de m o n ó m i o s ) Uma ordenação de monómios em Fj i r- i , 

... , xn] é qualquer relação > sobre as n-úplas a € Z " , ou sobre os monómios x", que 

satisfaz as condições: 

1. > é uma ordenação linear, ou seja, aplica-se a todos os veíores de Z " ; 

2. Sea> 0, com a, 0, 7 € Z* , então a + 7 > 8 - f 7; 

3. Todo subconjunto finito não vazio âe %\ possui um elemento menor e um ele-

mento maior sob a ordenação >. 

Um primeiro exemplo de ordenação de monómios é a chamada ordenação léxico-

gráfica> denotada por > | e r , em que a >icx 0, com. a, 0 € Z" , se no vetor a - 0 € S" 

o elemento não nulo mais à esquerda for positivo. Por exemplo, para n = 2, tem-se 
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que (0,0) < U x (0,1) <<« --• <(« (1,0) < , « (1,1) < f „ ••- < , « (2,0) < l t x (2,1) < , « 

• • • < * « (3,0) < i e s (3,1) < l e « 

Outro tipo de ordenação de monómios é a chamada ordenação lexicográfica gradua-

da, denotada por > S H « . em que a >gríex 0, com a,0 £ 2^ , se 

!«! = £ « * > M = 5 > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Í ! 

ou se | « | = já} e a >lt,x Ô. Por exemplo, para n - 2, tem-se que (0,0) <g r í « (0,1) <3rUx 

(1.0) < t f r ! í x (0,2) < f f r i f i I (1, 1) <g rí e ;r (2,0) < g r / e j ; (0,3) < H rf e z (1,2) < a r i « (2,1) < 9 w « 

Uma ordenação que será utilizada no capítulo 5 na descrição dos algoritmos de de-

codineação é a chamada ordenação lexicográfica graduada reversa, denotada por > ? r e [ í , 

em que a > 9 r e u 0, com a,Q £ Z1^, se 

I i 

ouzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \a\ = \j3\ e o vetor tem seu elemento não nulo mais à esquerda negativo. 

Por exemplo, para n = 2, tem-se que (0,0) < g r t o (1,0) < g r c u (0,1) < g T e u (2,0) < g r e v 

(1.1) <3rev (0,2) < g r c u (3,0) < 3 r e „ (2,1) < f i r c u (1,2) < s r e t , 

Considere / = £ Q í iaX* um polinómio não nulo em fq [x t , . . . , i s j e > uma orde-

nação de monómios. Defina, então, o grau de / , denotado por deg(/), como sendo o 

maior vetor a, expoente de x, segundo a ordenação > . Defina também o coeficiente 

líder de / , denotado por lc ( / ) , como sendo o coeficiente a ^ / ) , e o termo líder de / , 

denotado por l t ( / ) , como sendo ü d H g{_f)X d e g í / í . 

D iv i são de pol inómios 

0 algoritmo da divisão de polinómios em uma variável já é bem conhecido. Considere 

a divisão de uma função / £ Wq [x] pelas funções / 1 ( . . . ,ft € Wq[x], Tem-se, então, 

que 

f = 1ih + --- + <lJt+rl 

sendo qu ... ,q, os quocientes e r o resto da divisão, com deg(r) < deg(/j) t para 

1 < t < s. 
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Já o algoritmo da divisão de polinómios em Fq [xXi . . . (algoritmo 9) pode 

ser descrito como segue. Considere uma ordem de monómios > e um conjunto de 

funções / i , . . . ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fs € Wq [xl: ... ,xn] ordenadas segundo > . Tem-se que toda função 

/ € Wq \XÍ , . . . , xn] pode ser escrita como sendo 

em que qi, ... ,qur £ F ¥ [ x t j . . . ,xn], e ou r = 0 ou r é uma combinação linear de 

monómios não divisíveis por l t , .. - , l t ( / s ) . 

A l g o r i t m o 9 (Div i são de po l inómios em vár ias var iáveis ) 

Entradas: 

• Os polinómios f, fi, ... , fszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £  ffq [xi, ... , xn\ ordenados segundo a ordem >. 

Saídas: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• çi, • -- £ fri, - •• , r n ] -

Inicialização: 

• $i =0, . . . « 0 , r = 0. 

<<< Passo único >>> 

í = 1 

ocorreuíii visão — false 

WHILE i < s ÂND ocorreudivisao = ~ false DO 

IFlt(fi) divide \t{p) THEN 

çí = « + l t£p) / l t ( / í ) 
ocorreudivisao = í rue 

I sss i + 1 

J.F ocorreudíuisao = = false THEN 

T = r + l t (p) 

p - p - l t ( p ) 
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Para o coso de polinómios em uma única variável, os valores dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ç l f . . . ,g s e r 

são unicamente determinados para uma dada divisão. Já o caso geral da divisão de 

polinómios em n variáveis não é tão simples, uma vez que os valores dos quocientes 

e do resto dependem da ordem de monómios > adotada. Por exemplo, a divisão do 

polinómio / = xxf ~x pelos polinómios fi ~ xy + 1 e f2 = y1 - l usando a ordem 

lexogrâfica (/j > ; e r f<>) resulta em 

xy- ~ xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~y(xy + 1 ) - 0 (y2 ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l )  +  (~x - y). 

Contudo, a mesma divisão usando a ordem lexicográfica graduada reversa (f2 >íríU fi) 

fornece um resultado diferente, a saber 

xif - x = x (tf - l) + 0 (xy + 1 ) + 0. 

Apesar disto, no caso de polinómios em n variáveis, o problema da pertinência de 

uma função / a um ideal ( / t l . . . , / , ) pode ainda ser resolvido através da divisão de 

polinómios. Se uma função / pode ser escrita na forma 

tem-se, então, que / 6 ( / i , . . . , /„}. Isto implica que r = 0 é uma condição suficiente 

para a pertinência de / ao ideal \fi, ... , / , ) . Contudo, não é uma condição necessária, 

pois a mesma divisão pode fornecer um resto r ^ 0 para uma ordenação de monómios 

diferente. 

Há, entretanto, a possibilidade de, a partir de um conjunto de funções geradoras de 

um ideal / , obter-se um conjunto diferente de funções geradoras de / que apresentem 

boas propriedades, tais como a de serem unicamente determinadas e a de tornarem a 

condição r — 0 suficiente e necessária para a pertinência de uma função / ao ideal / . 

Será visto que as chamadas bases de Grobner apresentam estas propriedades. 

Ideais de monómios e bases de Grobner 

Considere a seguinte definição. 

Definição 10 (Ideal de monómios) Um ideal I c F , [x\, . . . é dito ser um 

ideal de monómios se for constituído de todos os polinómios na forma da soma finita 

5 > X Q , 
a<-A 

em que A C %>l e ha € F f l [x i , . . . , sr„]. 
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Um fato importante acerca desta definição é que todo ideal de monómioszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I pode 

ser escrito na forma (x f t l , . . . ,x°-), em que a u . . . ,aa £ A. Em outras palavras, 

todo ideal de monómios I possui uma base finita de monómios. Observe, então, que 

um monómio x0 pertence a um ideal de monómios I = (x° \ a e A) se e só se for 

divisível por algum xa, para a e A. Como conseqüência, todo polinómio / € I é 

necessariamente uma combinação linear de monómios de I , ou seja, todo termo de / 

pertence também a / . 

Considere agora / c F ( / [zu ... ,x„] um ideal qualquer diferente de {0} e denote 

por l t ( í ) o conjunto dos termos líderes dos elementos de / . Tem-se que o ideal gerado 

pelos elementos de lt ( / ) , denotado por {lt(J}), constitui um ideal de monómios. Além 

dísso. existem sempre funções gu ... ,gc £ / , tais que { k ( / } ) = . . . ,lt(*?•*))-

Associado a este fato. o chamado teorema das bases de Hilbert afirma que todo e 

qualquer ideal / C F,, [xj , . . . ,£„] possui sempre um conjunto gerador finito, ou seja, 

todo ideal I pode ser escrito na forma (yL, . . . , y t ) , para algum gu ... , gt £ / . Segue, 

então, a definição de bases de Grõbner. 

Definição 11 (Bases de G r õ b n e r ) Dada uma ordem de monómios, um subconjunto 

finito Q = {gi, ... , gt} de um ideal I é dito ser uma base de Grõbner (também chamada 

base padrão) se 

< l t ( f f i ) , . . . , l t ( í i ) > « < l t ( / ) > . 

Ainda, um conjunto Q = {gu ... ,gt} C I é dito ser uma base de Grõbner se e só se o 

termo líder de qualquer elemento de I jor divisível por algum l t (&}, com & £ Q. 

Uma base de Grõbner Q de um ideal I é dita mínima se lc(g) = 1 e lt(<?) £ 

(lt (Q - {<?}))• para todo g £ Q. Uma base de Grõbner G de um ideal / é dita reduzida 

se for mínima e nenhum monómio de g pertencer a {lt (0 - {g})), para todo g € Ç. 

Seguem algumas propriedades das bases de Grõbner-. 

• Todo ideal 2" ^ {0} possui uma base de Grõbner; 

• Dada uma ordem de monómios, todo ideal /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ {0} possui uma única base de 

Grõbner reduzida; 

• O resto r da divisão de uma função / £ F a [xj , . . . , i „ ] por uma base de Grõbner 

Ç de um ideal I C F, [xu ... ,xn]ê unicamente determinado, independentemente 

da ordem de monómios adotada. 
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Observe que o problema da pertinência de uma função / a um ideal / reduz-se à 

determinação de uma base de GrÕebner Q para I , Portanto, tem-se que / 6 / se e só 

se a divisão de / por Q for exata (resto r = 0). 

Algoritmos, como o de Buchberger [3], podem ser utilizados na determinação de 

uma base de Grõbner para um dado idealzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I = (fL, ... , f s ) . Para a descrição de uma 

versão simples do algoritmo de Buchberger (algoritmo 12), observe a seguinte notação. 

Denote por / o resto da divisão de uma função / peio conjunto ordenado T = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{A> ••• (se T for uma base de Grõbner, a ordem de seus elementos torna-se 

irrelevante). 

Considere agora os polinómios uão nulos p, q £ F y [x\, . . . , x n ) . Considere os vetores 

o = deg (p), $ — deg(ç) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 = . . . , 7 „ ) , em que 7i = max[«,-,&].. Defina, então, o 

mínimo múltiplo comum de lt (p) e \l(q) como sendo 

KÍUC(h{p)M(q))=x\ 

Defina, por fim, o polinómio-S de p e q como sendo 

Algoritmo 12 (Buchberger) 

Entradas: 

• Um conjunto gerador T — {A, ... ,/,} para um ideal I C F, ( Xl, . . . , x„j. 

Saídas: 

• Uma base de Grõbner Q = {gt, ... ,gt} para I. 

« < Passo único » > 

ç = ? 

DO 

Q' = G 

FOR cada {p,q}, comp.qeQ' ep^ q DO 

S = J&q~f' 

IFS^O THENg = gU{S} 

WHILE g == G' 
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As aplicações são inúmeras para esta teoria das bases de Grõbner, que é também 

útil, como será visto no capítulo 5, na construção de algoritmos eficientes de decodifi-

cação para códigos para controle de erros. 

3.1.4 Anel de coordenadas de uma variedade afim 

Considere o ideal I C Fq[xit ... ,xn] e faça f,g e Fq[xlí ... , i„{. Diz-se que / e g são 

congruentes módulo / , denotando-se por 

f~gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mod/, 

se / - g 6 /• Esta operação de congruência módulo j * estabelece uma relação de 

equivalência, que subdivide Fq (x l s . . . , x„] nas chamadas classes de equivalência. Para 

qualquer f € Fq ... ,xn\, define-se a classe de / como sendo o conjunto 

1/] = {g£Fq[xlt ... ,x n ] \ g = f m o d / } . 

Defina agora o quociente de Fq [xj , . . . , x n ] módulo / , denotado por F 9 [x t , . . . , xn] / 

i , como sendo o conjunto de classes de equivalência por congruência módulo I dado 

por 

Fq[Xll . . . , x n ] / / = { [ / j I / Ê F ^ H , . . . , ! „ ] } . 

Um quociente iF^fxi, . . . , x n j / / constitui, na verdade, um anel comutativo sobre as 

operações [/] + [g] = [f + g] de adição e = [f.g] de multiplicação realizadas 

entre as classes de equivalência, sendo, por isso, denominado anel quociente. 

Definição 13 (Anel de coordenadas) Considere uma variedade afim V. No caso 

em que 1 = 1 (V) (um ideal radical), o anel quociente dado por 

T{V)^Wq[xll...íxn}/l{V) 

é denominado o anel de coordenadas de V. 

Se V ê definido sobre G, o anel quociente T (VG) = G [ i i , . . . , xn] fí (VG) é chamado 

anel de coordenadas de Vfc. 



Capítulo 3. TópicoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de Geometria Aigébrica 33 

3.1.5 Corpo de funções 

Utilizando-se o anel de inteiros I>, é possível se contruir diversos corpos. Um caso 

simples é o corpo de número racionais Q, que é constituído por elementos da forma 

em que m, n ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. Analogamente, a partir do anel de polinómios F, [xu .... ,xn], 

pode-se contruir um corpo cora elementos da forma | , em que / , g € F, , . . . , a:,,], 

denominados funções racionais. 

Definição 14 (Corpo de funções) 0 corpo denotado por F f l (xi, ... ,£-„) e dado por 

F < } ( X l , { { ) X

r

U ' ' - a ; \ | / , p € F, [xu ... txn\ ,g*o) 

19{-Ii Zn)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 
é denominado corpo de funções, 

Se V é uma variedade afim e f (V) seu anel de coordenadas, então o corpo das 

frações ^, com / , g € F (K)> é dito o corpo de funções de V e denotado por ¥q (V). Se 

V é definido sobre G, o corpo de funções de VGl denotado por G(V), é o corpo das 

frações com ftg G F f l ^ ) . 

A dimensão de uma variedade afim V é o grau de transcedèncta do corpo F, (V) 

sobre o corpo F ç . Desta forma, define-se uma curva algébrica X Ç A" como uma 

variedade de dimensão 1. 

Uma curva X é dita ser não singular, ou regular, se todos os seus pontos forem 

não singulares, ou seja, possuírem os mesmos zeros em duas derivadas parciais. Caso 

contrário, a curva é dita singular. 

3.1.6 Variedade projetava 

As variedades tratadas até então têm sido subconjuntos do espaço afim Â n . A adição 

a Á n de "pontos no infinito" permite criar o chamado espaço projetivo F" de dimensão 

n, de onde derivam as variedades projetívas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Espaço projetivo 

Antes de definir propriamente o espaço projetivo P* sobre F s , de modo a auxiliar em 

sua compreensão, considere o caso do corpo K dos números reais. Observe que duas 

linhas em E 2 sempre se interceptam em um ponto, exceto linhas paralelas. Esta exceção 
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pode ser contornada peia consideração de pontos no infinito, um para cada coleção de 

retas paralelas com determinada inclinação (todas as retas com mesma inclinação), ou 

classes de equivalência de linhas paralelas (figura 3.1). Defina o plano projetivo P a » 

como sendo a união de E 2 com o conjunto dos pontos no infinito de cada classe de 

equivalência de linhas paralelas. Uma linha projetíva em F s ; é a união de uma reta 

em !R2 com o ponto no infinito correspondente à classe de equivalência à qual a reta 

pertence. Observe, portanto, que duas linhas projetivas sempre determinam um ponto 

e que dois pontos quaisquer determinam uma linha projetíva (o conjunto dos pontos 

no infinito forma uma linha no infinito). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Entendam-ita mjrn oorr.a cnconir. ímzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ÍSUÍT, 

diferflOTo no mümia punia na inlmjio 

Figura 3-1: Curvas paralelas em E 2 encontram-se num único ponto no infinito. Curvas 

paralelas com inclinação diferente encontram-se em um ponto diferente no infinito. 

O problema da representação dos pontos em Pga é resolvido da seguinte forma: 

• Acrescenta-se uma terceira coordenada, mapeando-se um pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x,y) € E 2 em 

um ponto (x,y,z) € R 3 \ { ( 0 , 0 , 0 ) } ; 

• Define-se uma relação de equivalência em que (x, y,z) = X (xl y, z), para qualquer 

A £ R \ { 0 } . 

Diz-se que (x,y,z) € R ^ X ^ O A O ) } , segundo esta regra de equivalência, são as 

coordenadas homogêneas dos pontos de PRJ . Desta forma, vê-se que o plano projetivo 

é constituído pelos pontos (l,y,z), equivalentes aos pontos (y,z) € R 2 , e pelos pontos 

(0,ytz), que constituen a linha projetíva no infinito. 
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Esta mesma idéia apresentada de classes de equivalência de linhas paralelas, pontos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

no infinito e coordenadas homogêneas pode ser estendida a espaços de maior dimensão 

e a corpos finitos. 

De modo similar ao que foi feito acima, considere a relação de equivalência no 

conjunto A n + l \ {(0,0, . . . , 0 )} , com termos em F S > dada por 

(ao, •• -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = (h 6 » ) « * 3 A 6 F„\{0} | b, = Xcn, i = 0 ,1 , . . . ,n. 

A classe de equivalência de (Ü 0 , , . . ,a r i) é denotada por (a a : • • - : <z„). 

Def in ição 15 ( E s p a ç o projet ivo) O espaço projetivo IP" de dimensão n é o con-

junto de todas as classes de equivalência {(OQ : . . . : «„) | ai £ F q } . 

Um elemento P — (u u : • - •: n„} 6 P" é chamado ponto, e au, . . . ,an são ditas as 

coordenadas homogêneas de P. Se G é um subcorpo de Fq que contém Fp e P = 

(OQ : : an) é um ponto com coordenadas homogêneas a0, . . . , a„ £ G, então P é dito 

um yiemíc) mcitmaí-G e o conjunto dos pontos raciouais-G de P" é denotado por P" (G). 

O conjunto H = {(0 : a\ : • • • : a„) € F"} é chamado de hiperplano no infinito e 

os pontos de i í , denotados por Q, são chamados pontos no infinito, O mapeamento 

Kp '. A" —> é definido por ^(«i» •- • ,««) = { M i , - • • 

O espaço projetivo de dimensão 1, também chamado de Unha projetiva, consiste 

nos pontos (1 : a), com a £ F ç , e do ponto no infinito Q = (0 :1) . Este conjunto foi 

utilizado no capítulo anterior na construção dos códigos de Reed-Solomon. 

Variedade projetiva 

Um polinómio constituído pela soma de monómios de mesmo grau é chamado polinómio 

homogêneo. Um polinómio homogêneo / € J E 0 , . . . , xn) pode ser considerado como 

um mapeamento / : P" -+ F Ç dado por 

f{P) = f(a0,...,an), 

em que P = ( a ü : - " : a 1 J ) € P , coma 0 , . . . ,a„ € F , . Se /(j>) = 0, / é d i t o ter um 

zero no ponto P = (a 0 : - • -: a„) € P*. Isto faz sentido, uma vez que, se / é homogêneo 

de grau á, 

f (Aa0, - • • , Xan) ~ Xdf (a0l • • • , ün). 
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Definição 16 (Variedade projetiva) Considere fi, ... ,fs £ F 4 [xQ, ,.. ,xn\ poli-

nómios homogêneos. A variedade projetiva V { / l t . , . , ft) definida por fi, ... J, é, 

então, dada por 

Observe que a soma de dois polinómios homogêneos de diferentes graus não pre-

serva a homogeneidade. Portanto, uni ideal ! = (fu ... , / , ) c F 9 [x0, ... , x„j gerado 

por polinómios homogêneos sempre contém polinómios não homogêneos, que não po-

dem ser usados na definição de uma variedade projetiva. Observe também que, apesar 

disto, todos os polinómios deste ideal 1 se anulam nos pontos da variedade projetiva 

V ( / i , . . . , / s ) . Além disto, mostra-se que, para todo / £ l, se £ é uma compo-

nente (parte) homogênea de / , então £ I . Estes ideais I gerados por polinómios 

homogéneos são chamados ideais homogêneos. 

De forma similar ao caso afim, uma variedade projetiva V pode ser também definida 

como um subconjunto de F 1 , tal quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l(V) è um ideal primo homogêneo. O conjunto 

de pontos racionais-G da variedade projetiva V é denotado por V (G). Se I (V) possui 

um conjunto de polinómios homogêneos geradores em G [ x 0 , . , . ,x„], diz-se que V é 

definida sobre G e denotado por VQ. Com isso, observa-se a seguinte relação: 

Define-se, assim como no caso afim, o anel de coordenadas homogéneo de uma 

variedade projetiva V C P" como sendo o anel quociente 

Se VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é definido sobre G, então Th (VG) = G [xa, .,. , xn] / I (V'G). 

Um elemento / £ Th (V) é dito ser uma forma de grau d se / = F +1 (V) , em que 

F £ F g [XQ, . . . , x„] é um polinómio homogêneo de grau d. 

O corpo de funções de uma variedade projetiva V é definido por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v(A /J) = { P e r | / , ( P ) = o , i < ! < s } . 

i íK j ) = l ( X ' ) n G [ x 0 , . . . , x . 
n 

r f t ( F ) = F , [ x 0 , . . . , x n ] / I ( V ) . 

/, g £ Tí. (V) são formas de mesmo grau e g ^ 0 

e 

/, g £ F/, (Võ) são formas de mesmo grau e g ^ 0 
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A dimensão da variedade projetiva V é o grau de transcedência de F, (V) sobre 

Fq. Define-se uma curva projetiva X Ç F" como sendo uma variedade projetiva de 

dimensão 1. 

3.1.7 Relação entre variedades afim e projetiva 

É possível sempre converter qualquer polinómio não homogêneo em ura polinómio 

homogêneo. Para qualquer polinómio / ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fn [xlt . . . ,ar„] de grau d, o polinómio 

f € F(, [x0, -.. , i r f í ] dado por 

é homogêneo de grau d. 

Considere agora uma variedade afim V* e A" e o ideal correspondente I ( V ) c 

F, \xi, . . . ,x„j . Define-se uma variedade projetiva V" C P", chamada fechamento pro-

jetivo de V, como sendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f ' - { P e r | / ' ( P ) = o, / '  

Em contrapartida, considere uma variedade projetiva V C P™ e suponha que 

W - VTi {(flo : • • • : a n ) e F I aQ # 0} ?í 0 . 

Defina o mapeamento : Ã " -H. P" como sendo y (a l s . . . ,a n ) = (1 : d : • • • : an). 

Então, 

V = <p~l (W) 

é uma variedade afim, 

I ( V } - { / ( l : x i : . - . : x n ) l / e l ( v ) } 

é seu ideal eVêo fechamento projetivo de V. 

Se V é uma variedade afim e V seu fechamento projetivo, os corpos de funções 

Fç (V) e F, í V j são isomórficGS eVeV possuem a mesma dimensão. 
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3.2 Anel local 

Considere a variedade V e um ponto P € V". Considere / e F , (V) uma função 

racional, então / = g, sendo gtheV (V) para uma variedade V afim, ou g, h G r A (V) 

para uma variedade V projetiva. Se h (P)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5a o, então / é dito ser definido em P. 

Definição 17 (Ane l local) 0 anel denotado porOp(V) e dado por 

0 P {V) = { / e F, ( / ) i / <f demito em P} 

é chamado o anel iücal em P. 

A avaliação de uma função / £ Op (T) em um ponto P é feita da seguinte forma: 

• N o caso em que V ê uma variedade afim =*• f (P) ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f [ | j : 

* N o caso em que 1' ê uma variedade projet iva => Considere g,h e Fh(V), 

com g — G -rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l (V) e fr = f f 4-1 (V) , em que G e H são polinómios homogêneos 

de grau d. Tem-se, então, que / (P) = se H (P) £ 0. 

Defina o ideal máximo Mp (V) de um anel local Op (V) como sendo 

Mp(V) = {fçOP(V) \f(P)=Q}. 

3.2.1 Anel de valorização 

Defin ição 18 ( A n e l de va lor ização) Chama-se anel de valorização de um corpo de 

funções Fq (V) um anel O, tal que Fq C O C F, (V) e, para iodo : £ F , (V) , z £ O ou 

z~leO, 

Este anel de valorização O de F ? (V) é também um anel local, tendo como único 

ideal máximo V = 0\0', em que O* = {z € O | 3 w £ O, zw = 1}: Este único ideal 

máximo V de O é dito ser um íu§ar 2 de F 5 (V) . O conjunto dos lugares de um corpo 

de funções Fq (V) é denotado por 

P - {V I V é um lugar de F 9 (V)} . (3.3) 

2 0 conceito de lugar é freqüentemente associado a ou confundido com o conceito de ponto. Observe 

uma analogia com números reais e complexos. Um número a € £ constitui um ponto no eixo horizontal 

do ptano R2 - Pode-se dizer que o conjunto dos números complexos a + bi, cora 6 6 R, constitui um 

lugar. Um lugar costuma ser vulgarmente referido como um "ponto gordo". 
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Observa-se que, se Fq ê um corpo fechado algebricamente, que é o caso aqui considerado, 

então V possui grau 1 (veja definição de grau de uru ponto fechado, ou lugar, na 

subseção seguinte). Se um lugar V possuir grau 1, então ele é equivalente a um ponto 

racional P. 

Um anel de valorização O apresenta ainda as seguintes propriedades: 

• SendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 ? : 6 F , (V*), então ; £ V •» z~x £ Q; 

• 'Pé uni ideal principal; 

• Se V = íO, então qualquer 0 ?= - £ Fq [V) possui uma representação única da 

forma : = Í" Í Í , com u £ O" « n £ Z\ 

• Sc 'P ~ (O tl {0} ? í Ç O é um ideai, então / =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tnO para algum n 6 R 

A função í é chamada puramüira /ucuí, parâmetro de uniformização ou elemento 

primo de 'P. Um anel de valorização O. cujo respectivo lugar V ~ t.O, è chamado anel 

de valorização discreto. 

Considere O um anel de valorização discreto de F,( (¥) eP seu único ideal máximo, 

Tem-se que, para - £ Fq (V), : = t"t i , com u £ O* e n £ Defina, então, a função 

v : Wq (V) —* !E, chamada função de valorização discreta de F f l (V) , como sendo 

Esta função apresenta as seguintes propriedades: 

• v-p (z) = oo <=£• x = 0; 

• tf? (arjf) = típ (x) + (jf), para qualquer x, y £ Fq (V); 

• v-p{x-¥y)> min [vp ( x ) , t?-p (y)], com igualdade se v-p (x) # ti? (y); 

• Existe um elemento z £ F g (V) , tal que t/pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2) = 1; 

• v-p (a) = 0, para todo 0 ^ a £ F ç . 

A subseção seguinte estabelece uma conexão entre uma variedade V e os anéis de 

valorização discretos do seu corpo de funções Fq (V). 
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3.2.2 Relação entre anel de valorização discreto e variedade 

Considere urna variedade V e seu idealzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I (V) = {Gu ... , Gs). Considere P um ponto 

de V e a matriz 

Jv,p ~ {o-ij}, 

em que ~ para i ~ 1, . . , s s e j = 1, . . . , n (caso afim) ou j = 0, . . . , n (caso 

projetivo). O ponto P é dito não singular se o posto de Jv,p for igual a n - âimV, e 

singular em caso contrário. 

Sendo uma curva (afim ou projetiva) e P um ponto de A', o ponto P é não 

singular se e só se Op (X) for um anel de valorização discreto. 

Se uma variedade ê definida sobre G, pode-se também considerar o corpo de funções 

G ( V ) . As definições e resultados apresentados sobre o corpo também são válidos 

para G. Se v é uma função de valorização discreta de G(V'*)t com um anel de valorização 

O e um lugar V, então o par (0,V) é dito um ponto fechado de V e [O/V : G] é dito o 

grau deste ponto, Se G = ¥ q s então os pontos fechados correspondem aos pontos não 

singulares e todos possuem grau 1. 

Denota-se por Vx o conjunto dos pontos fechados de uma curva X. 

3.3 Divisores 

O conceito de divisor constituí uma forma extremamente elegante de manipular um 

conjunto de pontos relacionados a uma curva. A partir dele, derivam-se espaços veto-

riais de funções, estando toda a construção dos CGÂ's alicerçada neste conceito. 

Esta seção apresenta a definição de divisores e sua utilização na formação de espaços 

vetoriais de funções. Apresenta também o importante teorema de Riemann-Roch, que 

determina a dimensão do espaço de funções gerado por um divisor, além dos conceitos 

de lacuna e anti-lacuna. 

3.3.1 Conceito de divisor 

Considere X uma curva projetiva definida sobre F 9 . 



Capítulo 3. Tópicos de Geometria Algébrica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA41 

Def in ição 19 (Divisor) Um divisor D de X é uma soma formal (um conjunto de 

pontos dispostos em forma de uma soma ponderada) dada por 

£> - EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *rp> 

em que nP 6 podendo ser nP = 0 para alguns, mas não todos, dos pontos P £ X. 

O suporte de D é definido como sendo 

sup D = {P £ X \ nP # 0 } . 

I 'm divisor D é dito ser efetivo, denotando-se por D >- 0, se todo rip for não 

negativo. 

Qa divisores de uma curva X formam um grupo abeliano, denotado por Div(X), 

chamado grupo dos divisores de X. O grau de um divisor D é dado por 

deg D = E nP, 

o que constitui um mapeamento deg : Div (X)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —y %. 

Considere uma função racional / £ F ? (X). A ordem de uma função / em um ponto 

racional P £ X (um ponto racional P equivale a um lugar de grauzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1) é definida como 

sendo vp ( / ) , em que vp é a função de valorização discreta (equação 3.4) correspondente 

ao anel de valorização discreto O do corpo de funções ¥q (X). Se Vp ( / ) > 0, diz-se que 

/ possui um zero no ponto P, e se vp ( / ) < Ü, diz-se que / possuí um pólo em P. 

Defina agora o divisor principal ( / ) da função raciona! / £ F 5 (X) como sendo 

t / ) = E ^ ( / ) p - ^ 

o divisor de zeros ( / ) 0 de / como sendo 

Í / ) O = E v * w p 

V P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÍ / ) > 0 

e o divisor de pólos ( / ) 0 O de / como sendo 

C A » - - EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA «r(f)p-
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0 grau de um divisor principal é, por definição, nulo, o que implica que 

E E * * ( / ) -
vp(,n>Q M / K O 

Dado um grupo de divisoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Div [X), define-se uma ordem entre os elementos deste 

grupo da forma 

E - ^ < ^ - E-^ P 

se e só se 

'ip S n ' F , 

para todo P € X. 

3.3.2 Espaço de funções de um divisor 

A definição seguinte descreve a formação de um espaço vetorial de funções a partir de 

um determinado divisor. 

Definição 20 (Espaço de funções de ura divisor) Considere G e Div {X} um di-

visor de uma curva X, então 

L{G) = {f€Vq(X) [ ( / ) + t ? v O } u { 0 } 

é o espaço vetorial das funções racionais com pólos determinados pelos pontos do divisor 

G, com multiplicidades determinadas pelas ordens destes pontos. 

Observe que o divisor do produto de duas funções e F , {X) é a soma dos 

respectivos divisores, ou seja, (fh) — (/) 4- (k). Ocorre também que o divisor da soma 

destas funções satisfaz a desigualdade (/ + h) > min { ( / ) , (h)}, em que min { ( / ) , (ft)} 

é o divisor formado com os menores coeficientes vp (equação 3.5) ponto a ponto. 

O espaço vetorial L (G) definido sobre Fq possui dimensão finita, denotada por 

1 (<?}. Esta dimensão é determinada pelo teorema de Rieraann-Roch, que é tratado 

numa subseção seguinte. 
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3.3.3 Diferencial 

De modo a determinar a dimensão l(G) do espaço vetorial L(G), toraa-se necessário 

o uso e entendimento do conceito de diferenciai 

Na matemática clássica, uma integrai 

consiste num operador que fornece um número a partir de três entradas; 

1. Um caminho C, que costuma ser fechado e simples; 

2. Uma função / sem pólos em C; 

3. Uru diferencia! dx. 

O diferencial é o mais obscuro dos três conceitos, uma vez que suas propriedades 

permanecem normalmente implícitas. Observe que se pode ter um diferencial 

dy = = fdx, 
dx 

Sendo / = ^ uma função, tem-se que diferenciais na matemática clássica compõem 

um espaço vetorial unidimensional sobre um espaço de funções. 

No caso do presente estudo, pode-se imaginar diferenciais como sendo objetos da 

forma fdh, em que f,k £ Fq (X) são funções racionais associadas à curva X e o 

mapeamento linear que leva de h para dh é denominado derivação3. Para esta derivação 

vaie a conhecida regra zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Para cada ponto fechadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (O, V) de X, existe um parâmetro local f, em que vy(t)—l 

(equação 3.4). Também, para cada diferencial denotado por w, existe uma função / , 

tal que w = fdt Tem-se, então, que a função de valorização discreta Vj> (w) é, por 

definição, igual a up (/). 

Assim como no caso das funções racionais, pode-se falar em pólos e zeros de dife-

renciais. Diz-se que w possui um zero de ordem p, se p = v-p (/) > 0, e que <y possui 

um pólo de ordem p, se p = ~vp (/) > 0. 

3Será omitida aqui uma definição formal ou mais adequada deste mapeamento, o que demandaria 

uma longa discussão envolvendo outros conceitos de menor relevância para o presente trabalho. 

d {hik^) - hdh*> 4- h2dhí. 
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Define-se o divisor de um diferencial u como sendo 

M = £ < * ( / ) ? • 

O divisor de um diferencial é dito ser canónico e possui sempre grau 2g - 2, em que g 

é o gênero da curva X definido em seguida no teorema de Riemann. 

Denote por Q,y o conjunto dos diferenciais associados à curva X. Assim como foi 

definido o espaço de funções t (G) de um divisor G, define-se também o espaço vetorial 

de diferenciais denotado por Ü(G) e dado por 

H (G) = & £ Ü.r I (w) - G v 0} U {0} . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A dimensão do espaço H (G) é chamada de índice de especialidade de G e denotada 

por i (G). 

Como afirmado acima, se {0,V) é um ponto fechado de X de grau d e t é um 

parâmetro local neste ponto, então existe uma função racional / , tal que ui = fdt. Se 

uma função / apresenta uma expansão em série de LaurentzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YAÍ?®^* e i u 1 u e G* e 

p ~ v-p (OJ) e # 0, define-se o resíduo de f com relação aV et como sendo 

Observe que, se v? ( / } > 0, então Respf£ ( / } = 0. O resíduo de & em V, denotado por 

Resp (ítí), é definido, então, como sendo 

Resp {ÍÜ) = Respit ( / ) . 

Este resultado é independente da escolha do parâmetro loca! í. 

Dado um diferencial u> £ üx, o teorema do resíduo estabelece que 

E Resp (w) = 0. (3.6) 

3.3.4 Teorema de Riemarm-Roch 

Definido o espaço vetorial de diferenciais, pode-se, então, retornar à análise da dimensão 

/ (G) do espaço de funções L (G). 

O chamado teorema de Riemann afirma que existe um inteiro não negativo r, tal 

que, para todo divisor G de uma curva X, 

í ( G ) > d e g ( G ) - h l ~ r , 
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sendo o valor mínimo de r denominado gênero dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X e denotado por g. Se X é uma 

curva não singular (todos os seus pontos são não singulares)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e m é seu grau, então seu 

gênero é dado por 

( m - l ) ( m - 2 ) 
9 = " j (3.7) 

O problema da determinação da dimensão l (G) ê resolvido pelo teorema que segue. 

Teorema 21 (Riemami-Roch) Para um divisor G de uma curva de gênero g, tem-

se que 

HG)=deS(G) + l - 9 + i(G). 

Além disso, o índice de especialidade i(G) (dimensão do espaço fí (G)) é dado por 

i(G)=l(K~G) 

para todos os divisores G e divisores canónicos K. 

Uma conseqüência do teorema de Rieraann-Roch é que, para qualquer divisor G, 

com deg (G) > 2g - 2, tem-se que 

l ( G ) = d e g ( G ) 4 - l - 5 . (3.8) 

3.3.5 L a c u n a s e a n t i - l a c i m a s 

Considere um ponto racional Q de uma curva algébrica X de gênero g. Sendo m um 

inteiro não negativo, considere divisores do tipo mQ (divisores de um único ponto). 

Definição 2 2 (Lacuna) Um inteiro não negativo m ê dito ser uma lacuna ("go-p") 

de um ponto Q de uma curva X, se l (mQ) = l ((m - 1) Q). 

Segundo o teorema de Riemann-Roch, para m > 2 5 — 2, tem-se que l (mQ) = 

m + 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — g. Portanto, valores de m > 2g — 1 não constituem lacunas. Para valores de 

m até 2g - 1, observe que 

l « l ( 0 ) < i ( Q ) < - " < I ( ( 2 5 - l ) Q ) = ff. 

Ou seja, existem g valores diferentes de / (iQ), para 0 < í < 2g — 1. Conclui-se que o 

número total de lacunas de um ponto Q de uma curva X é igual ao gênero g de X. 
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Defin ição 23 ( Â n t i - i a c u n a ) Um inteiro positivo m é dito ser uma anti-lacuna ("non-

gap") de um ponto Q de uma curva X, se l (mQ) «fizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l ((m — 1) Q), ou seja, se e só se 

existir uma função racional / £ l {mQ), tal que VQ ( / ) = —m (possui pólos de ordem 

m em Q). 

Se m, é uma anti-lacuna e m^i < m f , então 

0 = mo < mizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < • - • < 7 Í Í 9 _ I < mg = 2g 

e mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.j = i+ gt para i > g. Também, se mj e m 2 são anti-lacimas de Qs então mi + m 2 

também é uma anti-lacuna de Q. Portanto, as anti-lacunas de um ponto Q formam 

um semi-grupo na adição, 

O próximo capítulo utiliza, por fim, toda a teoria apresentada ate então para definir 

os CG.Vs, os chamados códigos de geometria algébrica, ou algébrico-geométricôs. 



Capítulo 4 

Códigos de Geometria Algébrica 

Os capítulos precedentes trataram dos conceitos relativos à codificação para controle 

de erros e à geometria algébrica, subsídios necessários para a definição e análise dos 

CGA's e de seus esquemas de decodificação. 

O presente capítulo temzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o objetivo de definir os OGA's segundo a abordagem 

traçada no capítulo 2. Em seguida, ele descreve a classe particular dos CGA's cons-

truídos sobre as curvas de Hermite. Serão os, assim chamados, códigos de Hermite que 

servirão de objeto para a análise dos algoritmos de decodificação no capítulo seguinte. 

Por fim, este capítulo apresenta um novo limite inferior para bons códigos obtido pelos 

CGA's, melhor que o limite de Gilbert-Varshamov descrito no capítulo 2 (equação 2.5). 

São diversas as referências que apresentam as definições descritas aqui. Algumas 

referências importantes são van Ltnt [13], [26], Blake et al [2], Justesen et al [10], 

Stichtenoth [23], [24] e Pretzel [15]. 

4.1 Definição dos CGA's 

No capítulo 2, foram apresentados dois enfoques diferentes na construção de códigos: 

1. No primeiro enfoque, relativo aos códigos de Reed-Solomon (equação 2.8), cha-

mado aqui dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA construção por funções, o código consiste na avaliação de funções 

racionais em um conjunto de pontos distintos; 

2. No segundo enfoque, relativo aos códigos de Goppa (equação 2.13), chamado aqui 

de construção por diferenciais, o código consiste no resíduo de diferenciais em um 

47 
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conjunto de pontos distintos. 

Na presente seção, estes enfoques serão utilizados na construçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de CGÂ's, sendo 

o conjunto dos pontos referidos acima obtido de uma curva algébrica. 

4.1.1 Construção por funções 

Considere X uma curva projetíva não singular de gênero gt Pi, ... , P,t pontos racionais 

de X e D — Pi + - • • 4- P„ um divisor desta curva. Considere G um divisor de X cujo 

suporte seja disjunto de D, e suponha que 

2g~2< deg (G) < n. 

Definição 24 ( C G A pela avaliação de funções racionais) Define-se o código de 

geometria algébrica denotado por C (D, G), sobre o corpo finito Fq, como sendo o ma-

peamento linear a : L (G) dado por 

a(f) = (f{Pl)!...J(Pn)), (4.1) 

em que 

L(G) = {f<=Fq(X) i l / ) + G v O } U { 0 } 

ê o espaço de funções gerado pelo divisor Gt Wq [X) é o corpo de funções da curva X, 

( / ) = £ * * < / ) * 
pt 

é o divisor principal da função f e vpt (f) é a ordem da funçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f no ponto Pi £ X. 

Observe que o núcleo do mapeamento da equação 4.1 é o conjunto de funções 

{ / e L £G) \vPi(f)>Q,i^l,...,n}, 

que constitui, na verdade, o espaço de funções L(G - D), Então, a dimensão k do 

código C {D, G) é dada por 

k = dim [L (G)] - dim [L (G - D)). 

Observe que, sendo degÇG) < n por hipótese, então d e g [ ( G - £ í ) ] < 0. Com isso, 

para qualquer função / € F , (X), tem-se que deg [(/) 4- G - D] < 0. Isto implica que 
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dim \L (G - D)} = 0. Considerando também o teorema de Ríemann-Roch apresentado 

no capítulo 3 {equação 3.8), tem-se que 

k = deg (G) - g + 1- (4.2) 

A distância mínima d do código C (D, G) da equação 4.1 satisfaz a desigualdade 

d>n- deg (G), 

uma vez que qualquer função / £ L(G) possui no máximo deg(G) zeros, ou seja, o 

peso dc qualquer palavra código cv(/) não é menor que n - deg(G}. Do limite de 

Singleton apresentado no capítulo 2 (equação 2.3), tem-se que 

d < n - k + 1 

- n - deg (G)+g=± 

n - deg (G) < d < H - deg (G) + g. (4.3) 

4.1.2 Construção por diferenciais 

Considere XtPi, ... ,Pni DeG á& mesma forma da seção anterior (os pontos racionais 

Pi, .. • iPtt equivalem a lugares de grau 1 da curva X). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definição 25 ( C G A pelos resíduos de diferenciais) Define-se o código de geo-

metria algébrica denotado porC" (D,G), sobre o corpo finito F , (corpo algebricamente 

fechado), como sendo o mapeamento linear a' : Q(G — D) —• F£ dado por 

a' (w) = (Resp, ( * ) , - . . , Res P n ( « ) ) , (4.4) 

em que 

Q (G - D) - {o> 6 Üx \ (tí) >• G - D] U {0} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

é o espaço de diferenciais gerado pelo divisor GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — D, é o conjunto de diferenciais 

associados à curva X, Resj» (UJ) é o resíduo de ut no ponto Pi, 

é o divisor do diferencial w = fãt e vpt ( / ) = vpi (w) é sua ordem no ponto Pi £ X. 
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O núcleo do mapeamento a* da equação 4.4 é o espaço de diferenciais fi (G). Com 

ísso, a dimensão k* do código C (D, G) é dada por 

k* = dimzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [íí (G - D)] - dím [íí (G)] = i(G- D) — i (G) . 

Considerando a hipótese inicial deg (G) > 2g - 2, tem-se que i (G) = 0. Considerando 

o teorema de Riemann-Roch (equação 3.S), tem-se que a dimensão do código C* (D, G) 

é dada por 1 

k' ~n- deg(G) +g~l. (4.5) 

A distância mínima d* do código C* ( 0 , G) da equação 4.4 satisfaz a desigualdade2 

d' > d e g { C ) - 2 $ + 2. 

Do limite de Síngleton, tem-se que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d' < n - k" + 1 

= d e g ( G ) ~ í ? - f - 2 ^ 

deg (G) - 2g + 2 < d" < deg (G)-g + 2. (4.6) 

Das equações 4.2 e 4.5, observe que k - f k* = n. Considere agora / € £ ( G ) 

e ÍO & Ü(G - D). Das definições dos códigos C(D,G) e C* (£>,G), observa-se que o 

diferencial fu não possui pólos, exceto possivelmente nos pontos P i ( . . . , P„. O resíduo 

de / w no ponto Pi é igual a / (P,-) Resp, («/). Do teorema de resíduos (equação 3.6), 

tem-se que 

n 

E / í ^ } H e s F > ) = 0, 

que é o produto interno de duas palavras código a ( / ) e a* (ut). Conclui-se, portanto, 

que G {D, G) e G* (£>, G} são códigos duais. 

Além disso, mostra-se [24, p. 48] que existe um diferencial w com pólos simples 

e resíduo 1 nos pontos P%s ... ,Pn (a determinação de diferenciais requer subsídios 

teóricos que divergem dos objetivos deste trabalho), tal que 

C" (D, G)~C (D, [u) + D-G), (4.7) 

1Uma prova detalhada deste resultado pode ser obtida em Stichtenoth [24, pp. 45-46]. 
2 A prova deste resultado pode ser vista em Stichtenoth [24, pp. 45-46], 
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em que (to) é o divisor de w. Isto implica que a construção de resíduos fornece a mesma 

classe de códigos da construção de funções. Apesar dos códigos de Hermite descritos 

na seção seguinte utilizarem apenas a construção por funções,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA as duas abordagens são 

necessárias no estudo dos algoritmos de decodiflcação. 

4.2 Códigos de Hermite 

Os códigos de Hermite constituem hoje uma das mais exploradas classes de CGA's, 

em vista dos excelentes parâmetros que apresenta. Esta seção descreve esta classe 

de códigos, suas propriedades e analisa o caso em que o comprimento do código é r3 

(comprimento máximo). 

4.2.1 Curvas de Hermite 

Considere o corpo finito F, de qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — r2 elementos, em que q é um potência de algum 

inteiro primo. Considere o corpo de funções F)f (A') da curva de Hermite X dada peta 

equação 

X : ur+l + « p + l + 1 = 0. (4.8) 

Considere x,y €¥q (X), em que 

x ~ — L _ « = i í i ~ a e a r + a = è1"^1 = - 1 . 
v - bu 

É fácil verificar que a curva de Hermite X (equação 4.8) pode ser escrita numa forma 

mais conveniente como sendo 

X:yT + y = xT'i~K (4.9) 

A versão projetiva em P 2 , sobre F s , da curva de Hermite é dada pela equação (forma 

homogênea da equação 4.8) 

X-.u^+v^+w^^O. (4-10) 

Com relação ao número de pontos racionais desta curva, considere inicialmente o caso 

em que uma das coordenadas na equação 4.10 é nula, por exemplo w. Sem perda de 

generalidade, pode-se fazer v — l, obtendo-se •ur"í"1-fl = 0, que apresenta r+1 soluções 
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em F r Conclui-se, então, que a curva X apresenta 3 (r + 1) pontos racionais quando 

uvw = 0. Para o caso em que uvw ^ 0, considere ! í i = l e u igual a qualquer elemento 

não nulo de F ? , tal que vr+1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. Para cada valor diferente de v, existemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r +1 soluções 

para u na equação 4.10. Neste caso há, portanto, (r - 2} (r + l } 2 pontos racionais em 

X. Totalizando, tem-se que a curva de Hermite X apresenta sempre 

3 ( r + l ) - i - ( r - 2 ) { r - í - l ) - = l + - r 3 

pontos racionais, que são; 

1. O ponto no infinito Q — (a,b, 0), com a,6 £ F,,, em que a1""5"1 + ò r ' H = 0 (equação 

4.10); 

2. Os r 3 pontas (a,b), com a, b € F ; ;, em que br + b = ar+l (equação 4.9). 

A curva de Hermite X é não singular, portanto irredutível, Sendo o grau da equação 

4.9 igual a r + 1, tem-se que o gênero g (equação 3-7) de X é dado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ff* 2-—. (4.11) 

Considere um divisor G mQ, para algum inteiro m > 0. Mostra-se [23] que o 

conjunto 

Bm - { Í V I 0 < t, 0 < j < r - 1, ir + j (r + 1) < m } (4.12) 

constitui uma base para o espaço vetorial de funções L{G). A partir dos monómios 

desta base, pode-se construir a matriz geradora de um código de Hermite, dado um 

parâmetro m. 

4.2.2 Código de Hermite 

Considere os dois divisores G = mQ e D ~ Px + • • • + Pn, em que Pi, . . - , P„ são os 

pontos racionais da curva X (equação 4.9) e n < r 3 . 

Definição 26 (Código de Hermite) O código de Hermite G (D,G), denotado por 

Cm, ê dado por 

Cm = {( / (A), . • • , / (Pn)) I / 6 h (G)} . (4.13) 
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A construção do código da equação 4.13 é óbvia, considerando a basezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bm fornecida 

pela equação 4.12 para o espaço de funções L(G). 

Considere a funçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 e F ç [x, y] dada por 

z ~ xq — X, 

cujo divisor principal (z) ê dado por 

(z) = D-r*Q. 

Considere o diferencial w = ~ , cujo resíduo é igual a 1 em todos os pontos de D ~ 

Pi •+•••- -r P„ (como Pi é um zero simples de z, então % possui um pólo simples em P, 

com resíduo 1). Tem-se que [23] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O)  - ( rf;)  - ( ,)  

« t-dx) - (r) 

= ( r ( r - l ) - 2 ) Q - D + r 3 Q 

= ( r 3 + r - r - 2) Q - D. 

Utilizando-se a equação 4.7 e considerando um divisor (7* = (w) +- D - G, em que 

G = mQ, obtém-se que 

G ' = (r3 +r2 -r-2)Q - D + D - mQ 

= (rz+r2~-r-2~m)Q^ 

C" (D.mQ) == C (D, ( r 3 + r 2 - r - 2 - m) Q) . 

Portanto, conclui-se que os códigos de Hermite G m e G r 3 + 1 . a _ r „ 2 ~ m são duais entre si, 

uma vez que equivalem a C (D,mQ) e C* (D,mQ), respectivamente. Particularmente, 

se r é um número par e tn = | ( r 3 + r 2 - r - 2), então o código G m é auto-dual. 

O fato do dual de um código de Hermite G m poder ser construído também pela 

avaliação de funções era pontos da curva, sem envolver os conceitos de diferenciais e 

resíduos de diferenciais, implica simplificações importantes, que justificam também a 

restrição do escopo de análise desta dissertação a estes códigos. 

Caso era que n = r 3 

Considerando o comprimento máximo do código de Hermite C m , em que n = r 3 , 

serão descritas agora a dimensão deste código, sua matriz geradora, além de outras 

propriedades [23], 
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É fácil verificar que a dimensão k do código Cm é k = 0, para m < 0, e k — n = r 3 , 

para m > r 3 + r 2 — r - 2. Considerando o parâmetro m no intervalo 

0 < m < r 3 - f r 2 - r - 2 , 

tem-se que a dimensão k do código Cm é dada por [23] 

l#ml, m < r- - r - 2, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m + l - ^ ^ , r 2 - r - 2 < m < r 3 , (4-14) A: 

r 3 - | £ U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ r 3 _ r _ 2 - m l • m > r 3 , 

sendo \S,n\ a cardinalidade da base 6 m (equação 4.12) para o espaço L (niQ). 

A matriz geradora Aí,,, de um código de Hermíte C„„ para 0 < m < r 3 , é uma 

matriz \Bm\ x r 3 dada por 

em que: 

"o,ò € F a . ò r 4-6 ss a r + t ; 

• t > 0, 0 < j < r - 1; 

• e ir 4- j (r 4-1) < m. 

Tomando o parâmetro m no intervalo 

r 2 - r - 2 < m < r 3
 4- r 2 - r - 2, 

tem-se que a matriz A l r j + r s „ r „ 2 ~ m consiste também na matriz de paridade do código 

Cm-

Considere agora m - ir 4- j (r 4-1) < r 3 , com í > Ü e O < j < r - l . Se j ~ 0 (ou 

seja, m = 0 modr) ou m < r 3 - r 2 , então azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA distância mínima d do código Gm è dada 

por 

d = r 3 - m. (4.16) 

Em suma, as informações contidas nesta seção permitem construir computacio-

naímente o código de Hermite Cm definido pela equação 4.13 (veja algoritmo 27), de 

parâmetro ro, comprimento n = r 3 e dimensão e distância mínima dados pelas equações 

4.14 e 4.16, respectivamente. 
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Algoritmo 27 (Construção do código de HermifcezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cm) 

Entradas: 

• Corpo , em que q = r2 é uma potência de algum inteiro primo; 

• Curva X : yr +y = i1"*1; 

• Parâmetro rn < r 3 - f r- - r — 1. 

Saídas: 

• Divisor D dos pontos da curva X; 

• Gênero g de X: 

• Base Bm para o espaço L-(mQ); 

« Parâmetros n, k, d e matriz Mm do código Cm-

Inicialização: 

• n = r 3 ; 

• d = r 3 - m. 

<<< Passo 1 : Determinação do divisor D > » 

FORa=QTOq-l 

FOR 6 = 0 TO g - 1 

I F fc- + b = = a r + 1 THEN D *~ D + (a,b) 

« < Passo 2 : Determinação da base Bm e da d imensão k » > 

i = Q, j = 0 e fc = 0 

ír + j (r + 1) < m J Ü V * I > j < r - 1 

W H / X E ir + i (r + 1) < m Á O T i < « - 1 
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k <r- k + 1 e i i- i + 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 = 0 e j i- j + 1 

< < < Passo 3 : D e t e r m i n a ç ã o da mat r iz geradora M m > > > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FORi = 0 TO k 

FOR j = 0 TO n 

4.2.3 Exemplo de código de Hermite 

Observe um exemplo simples de um código de Hermite C 1 S j de comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b = 27, 

em F 9 . 

O corpo F$ consiste no conjunto { ^ a . ^ a ^ t v V ü ^ c ^ o ^ O } associado as ope-

rações c " x , ! descritas na tabela 4.1, 

Sendo q = 0 r = 3, tem-se que a curva de Hermite correspondente (veja equação 

4.9) é dada por 

O gênero desta curva é g — 3 (equação 4.11). Os pontos racionais de X são o ponto Q 

no infinito e os r-3 = 27 pontos descritos na tabela 4.2. 

O divisor D, cujo suporte são os 27 pontos racionais da curva X (tabela 4.2), é 

A base para o espaço L (18Q) (veja equação 4.12) é o conjunto dos monómios x*^, 

X:y3i-y=zx\ 

D = (1. c*4) + (1, a 5 ) 4- (1, a 7 ) 4- (a, 1) 4 (a, a) 4- (a, a 3 ) 4- (a 2 , a 4 ) 4-

(cr. a 5 ) 4- (a 2 , o/) 4- ( a J , l ) 4 (a 3 , a) 4 ( a s , a 3 ) 4- (a*, a 4 ) 4- (a 4 , a 5 ) 4-

( a \ a T ) 4- (a : 5 , l ) 4- (o 8 ,a ) 4- ( o ^ a 3 ) 4- ( a 6 , « * ) 4- ( o 6 , a s ) 4- ( a 6 , * 7 ) + 

( Ü t , 1 ) 4- ( a 7 , a ) 4- ( a 7 , * 3 ) 4- (0 f a
2 ) 4- ( 0 , Q 6 ) 4-(0,0). 

em que 

3i 4- 4j < IS e j < 2, 

Tem-se, então, que 

Hia 
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+ 0 1 a a 3 a 3 a 4 a 5 a 6 a 7 

0 0 1 a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa2 a3 a 4 a 5 a 6 a 7 

1 1 a 4 a 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa 3 a5 0 cr a a 6 

a Ct a7 a 5 1 a 4 a 6 0 a 3 a 3 

CT ar a 3 1 a 6 a a 5 a 7 0 a 4 

CT a 3 a 5 a 4 a a 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• i 
a ' Q6 1 0 

a4 0 a e o 5 ar 1 a 3 a 7 a 

a5 a 5 -> 
cr Q a~ a s a 3 a a 4 1 

a6 a a 3 0 1 a T a 4 cr a 5 

a7 a 7 a 6 
Cr" a" 0 a 1 a5 a 3 

X I 0 1 a ar a 3 a 4 a 5 a6 a 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 Ü 1 a 
1 ÜT a 3 a" cr a 6 a 7 

a 0 a cr a 3 a 4 a 5 a 6 a 7 1 
i 

cr 0 ar a 3 cr a 5 a 6 a 7 1 a 

o? 0 a 3 a 4 a 5 a 6 a 7 1 Ct a2 

a* 0 a 4 a 5 a 6 a 7 1 a o* a3 

cvs 0 a 5 t*s a 7 1 a a 2 a 3 a 4 

a 5 0 o 6 Q 7 1 a a 2 a 3 a 4 a 5 

a*7 0 a 7 1 a 
-> 

a" a 3 a 4 a s a 6 

Tabela 4.1: Operações i :-r" e " x " relacionadas ao conjunto { l , a , a 2 , Q 3 , a 4 , a 5 , c r \ 

a1,0}, que constituem o corpo Fg. 

Os parâmetros deste código C i S são n = r3 - 27, Jfe = 16 (equação 4.14) e d = 9 
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N° Ponto N° Ponto N" Ponto 

1 ( l , c r ) 10 ( * U ) 19 ( « 6 , a 4 ) 

2 11 (a 3 , a) 20 (a 6 , a s ) 

3 ( l , a T ) 12 (a 3 , a 3 ) 21 (a 6 , a 7 ) 

4 (a . l ) 13 (a 4 , a 4 ) 22 ( a 7 , D 

5 (a, a) 14 (a 4 , a 5 ) 23 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(<y\a) 

6 (a, a 3 ) 15 24 (a 7 , a 3 ) 

(a 3 , a*) 16 ( « M l 25 (0, a 3 ) 

8 (a 2 , a 5 ) 17 (a 3 , a) 26 (0,a B) 

9 13 (a 5 , a 3 ) 27 (0,0) 

Tabela 4.2: Pontos racionais da curva de Heraúte y 3 -f y — x 4 em F$, 

(equação 4.18). Sua matriz geradora (equação 4.15) é 

1 2 3 4 5 •23 2-1 J5 26 2" 

1 1 1 1 L •• • 1 1 1 1 1 I 

1 1 1 a a • • - a 7 cv7 0 0 0 2 

1 1 1 Cr" o? •• • a e a 6 0 a 0 3 

1 1 1 a 3 a 3 - • a 5 a 5 0 0 0 4 

1 cr a6 1 a 2 • 
-> cr a 6 a 4 a 4 0 13 

1 
*> 

Cf" a 6 a cr • a a 5 0 0 0 14 

1 1 
cr 

a e i cr a 4 • • 1 a 4 0 0 0 15 

1 a 2 a 8 
Q 3 o 5 • • a 7 o 3 0 0 0 16 

O espaço de funções ortogonal a este código Cu é L (13Q). A base para este espaço 

é (equação 4.12) 

Bj3 = 11, x, x a, sf, x*, y, xy, x 2y, x 3y, y2, x y H . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L l 2 3 * s 6 T 8 9  10 11  J 
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Portanto, a matriz de paridade do código Cn ê (equação 4.15) 

1 

1 

1 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a*1 

1 
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a 4 a 5 
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1 

1 

1 

4 

1 

a Cc 
2 cr a 

a 3 cr 

a cr 

a 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 7 a 3 

cr a" 1 cr 
•> s -> a a a cr 

23 24 

1 1 

a7 a7 

a 6 a6 

a 5 a 5 

25 
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0 

0 

26 

a' 

a  

a  

a  a  

a  

1 

.ti 

0 

0 

cr a 1 

s 0 

27 

1 1 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o 

o o 

o o 

o o 

o 0 

cr 0 

0 0 

3 

•l 

7 

s 

9 

iü 

u 

No capítulo seguinte, quando da descrição dos algoritmos de decodifica*;ão para os 

CGA's. serão apresentados exemplos da decodificação deste código de Hermite C1S> 

4.3 Novo limite dos códigos 

Um dos principais motivos que despertaram grande interesse nos CGA's foi o fato 

destes constituírem bons códigos com parâmetros que ultrapassam o limite de Gilbert-

Varshamov (equação 2.5) em uma determinada faixa, para um corpo de dimensão 

mínima. 

Reconsidere a notação utilizada na subseção 2.1.5: 

• A(n, d) é o valor máximo de M ~ qk = |Gj para o qual o código C = (n, k, d) 

existe, sendo n seu comprimento, k sua dimensão e d sua distância mínima; 

• R - I é a taxa de informação do código e 6 = ~ é sua distância mínima relativa; 

• R (õ) = lim r,~* ( X Í —
9 é a taxa de informação asslntótica para códigos com 

distância mínima relativa 5. 

O limite de Gilbert-Varshamov descrito naquela seção é dado por 

R(3)>l-Hg(5), (4.17) 



Capítula 4. Códigos de Geometria Algébrica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA60 

sendo a entropia Hq (x) dada por 

' 1 a r l og , (9 - l ) - a : l og , a : -C l -3 : ) l og , ( l - s ) , 0 < x < *=i 

Considere agora o código C (D, G) definido pela equação 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1, em que a curva X de 

gênero g possui os n -f 1 pontos racionais P t, . , . , Pn e Q e o divisor G = mQ, com 2p -

2 < deg(G) = 77i < n. Defina 7 (#) - Foi mostrado por Tsfasman, Vlãduç e 2-ink 

[25] que existe um seqüência de curvas X^s. cujos CGA's correspondentes apresentam 

parâmetros que ultrapassam o limite da equação 4.17. De fato, eles provaram o teorema 

que segue. 

Teorema 28 Considere q uma potência de um inteiro primo e o quadrado de algum 

inteiro, Existe uma seqüência de curvas Xi '$ sobre ¥,,, tal que X, possui + 1 pontos 

racionais e gênero gtl em que n -~r oc e ~> (X.) ~* -™- quando ízyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — C G . 

Das equações 4.2 e 4.3, tem-se que um código d = C (D, m,Q) definido sobre unia 

curva' Xi possui taxa de informação 

m, - 5 , - 4 - 1 

ni 

e distância mínima 

Daí, obtém-se que 

"» — ni — mt òj ^ í . 

IHzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m 

Fazendo n tender para infinito e eliminando o termo que tende a zero, obtém-se o 

chamado limite de Tsfasman- Vlãdui-Zink dado por 

R(8)>l--~l~-ô. (418) 
y/q — 1 

Deduz-se facilmente que este limitante inferior é melhor que o limitante da equação 

4.17 em uma determinada faixa de valores, para q > 43. Como q deve ser o quadrado 

de algum inteiro, então o limite de Tsfasman-Vlãdu$-Zink é melhor que o limite de 
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Figura 4.1: Comparação do limite de Gilbert-Varshamov (curva GV) com o limite de 

Tsfasman-VIMuÇ-Zink (curva TYZ) para q = 64. 

Gilbert-Varshamov para q > 49. A figura 4.1 compara os limites das equações 4.17 e 

4.18 para q = 04. 

O capítulo seguinte descreverá as principais abordagens utilizadas na decodificação 

dos CGA's, em particular dos códigos de Hermite, apresentando os principais algorit-

mos e suas características. 



Capítulo 5 

Decodificação dos Códigos de 

Geometria Algébrica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tendo sido apresentados os conceitos relativos à codificação para controle de erros 

e à geometria algébrica e tendo sido definidos os códigos de Hermite nos capítulos 

anteriores, pode-se, enfim, tratar dos esquemas de decodificação para estes códigos. 

O objetivo deste capítulo é abordar a questão da decodificação dos códigos de 

Hermite, analisando os esquemas mais importantes desenvolvidos neste curto intervalo 

de 10 anos, desde a publicação do primeiro algoritmo de decodificação para códigos 

sobre curvas planas por Justesen et alzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [10 j, Neste capítulo, inicialmente, é descrito 

o problema da decodificação de códigos para correção de erros. As seções seguintes 

analisam o desenvolvimento dos esquemas de decodificação para os códigos de Hermite 

e apresentam suas principais abordagens. 

5.1 O problema da decodificação 

Considere aqui os conceitos e a notação apresentados no capítulo 2. 

ConsiderezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C um código em F£ de distância mínima1 d. Em um sistema de co-

1A distância mínima considerada neste capítulo é a chamada distância mínima projetada do código, 
que, no caso dos códigos de Hermite, é dada pela equação 4.16, a saber 

d = r3 - m, 

sendo r 3 = q. 

62 
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municação digital, s e c e C for uma palavra código transmitida através do canal de 

comunicação e sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v - c+e for a palavra recebida correspondente, então o vetor e G F5

l 

será dito o vetor erro, {i j e; ^ 0} será o conjunto das posições dos erros, os e/s serão 

os valores dos erros naquelas posições e w (e) (peso do vetor e} será o número de erros 

ocorridos na palavra recebida. Se w(e) < á=l, então a palavra recebida v pode ser 

unicamente associada pelo decodificador ã palavra código mais próxima c. 

Considere ainda que C é u m código linear de dimensão k e taxa de informação R = 

| . Sua matriz geradora é uma matriz G * ^ , tal que C ~ {xG \ x e F£}. Portanto, 

um determinado mapeamento 

i< : s; -+ 

definido por IÍ>(°K) = xG é dito ser um codificador linear, que codifica palavras de 

comprimento k em palavras código de C de comprimento n. 

Um mapeamento 

em que C" = C U C ? e C D C ? = 0, é chamado decodiftcador para o código C, se 

é(v) = c, em que c € C, ou se £(v) € C", para os casos em que o decodificador não 

encontra uma palavra código correspondente à palavra recebida v. 

Definição 29 (Decodificador de menor distância) Um decodificador de menor 

distância para um código C ê um decodificador S, em que S (v) = ce'o palavra código 

mais próxima de v, ou ô (v) £ C ? . 

Di£~se que ocorreu erro de decodificação quando a palavra decodificada é diferente 

da palavra código transmitida. 

Observe que o código linear C pode também ser definido em função de sua matriz 

de paridade como sendo C - {c e F£ ) JfcT — O}. As linhas h,, com t = 

1, . . . ,n ~~ k, da matriz H formam, por definição, uma base para o código Cx dual de 

G (ou ortogonal ao espaço vetorial C). 

Considere agora v = c -f e uma palavra recebida, em que v, e € F" e c & C, As 
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n - k síndromes de v podem ser definidas como sendo2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

& ( v )  =  h i v 7 * , 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 1 n~k. (5.1) 

Observe que, como, por definição, St (c) = h i C T =  0, tem-se que 5; ( v )  =  h ; (c + e) T = 

hieT. Conclui-se que se pode obter informações importantes acerca dos erros ocorridos 

na comunicação (vetor e) por meio das síndromes da palavra recebida v. Na prática, 

a tarefa de decodificação consiste basicamente na determinação do vetor e ocorrido 

através do uso destas síndromes, partindo-se da premissa de que o peso de e não 

ultrapassa um limite í (dccodificador de distância limitada definido a seguir), caso em 

que ocorreria erro de decodificação (decodificador de t erros). 

Um esquema importante na decodificação de CGA's consiste em considerar uma 

extensão da matriz H denotada por Hn •< „, cujas n linhas h j , com i = 1, , . . , n, consti-

tuem uma base para o espaço F£ e as primeiras nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k linhas coincidem com a matriz de 

paridade H, As n síndromes obtidas das linhas da matriz H determinam unicamente 

o vetor erro. mas apenas as nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k primeiras são conhecidas. As k síndromes restantes 

são chamadas síndromes desconhecidas. Numa subseção seguinte, será apresentado um 

procedimento baseado em um esquema denominado decisão por maioria ("majority vo~ 

ting"), que determina as síndromes desconhecidas para a classe dos códigos de Hermite 

(além de outras), permitindo determinar o vetor erro e, conseqüentemente, a palavra 

código original. 

O conjunto de todas as palavras de que apresentam a mesma síndrome de uma 

palavra v é dito uma classe lateral. A função síndrome, então, estabelece uma relação 

de equivalência entre as palavras, sendo cada classe lateral uma classe de equivalência 

(veja tabela 5.1). O elemento de uma classe lateral de menor peso é dito o líder da 

classe lateral. 

Um esquema simples de decodificação de menor distancia consiste na procura exaus-

tiva pelo líder da classe lateral correspondente à palavra recebida. Outra possibilidade 

seria listar e armazenar todos os líderes de classes laterais, de modo a evitar o esforço 

de procura. No primeiro caso, é necessária a busca entre os ç* elementos da classe 

2Há unia abordagem diferente na decodificação, em que as síndromes são deíiaídas como elementos 
de um anel aSni (um aueí de funções racionais), ao invés de na forma de um mapeamento de um 
subespaço linear de funções em um corpo de localização (corpo finito), como descrito acima. Ambas 
as abordagens serão analisadas nas seções seguintes. 
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Esfera de decodiflcação 
0 C2 c3 

Vi c2 + v 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc 3 + v 2 c , * + v 2 

Classe Lateral c2 + v 3 c3 + v 3 Cyt + V 3 

Ca + vy- t 

Líderes 

Tabela 5.1: Organização do espaço decodíficáveí em classes laterais de palavras. 

lateral da palavra recebida pelo elemento de peso mínimo. No segundo caso, é ne-

cessário armazenar q'i"k líderes de classes laterais. Observe que ambos os esquemas 

implicam uma complexidade3 computacional que é função exponencial do comprimento 

do código, o que inviabiliza sua utilização em aplicações práticas. Os decodificadores de 

menor distancia conhecidos, todos eles possuem complexidade exponencial, não sendo 

mais abordados neste trabalho. 

Os decodificadores conhecidos que apresentam complexidade polinomial (não expo-

nencial) são, em contrapartida, limitados em sua capacidade de correção. 

Definição 30 (Decodificador de distância limitada) Um decodificador S para um 

código C é dito ser um decodificador de distância limitada corretor de £ erros, se 

6 (v) = c for a palavra código mais próxima de v e d(v,c) < t, para todo v € F£, ou 

se5(v) £ C ? . 

Sendo C um código de distancia mínima d, n o  caso e m  que í  = ^r-, o  decodificador 

6 é dito decodificar até metade da distância mínima. 

Considere agora C um código linear em f £  c o m  uma matriz de paridade H . Suponha 

uma palavra recebida v associada a  u m  vetor e r r o  e  d e  p e s o  w ( e )  <  e m  q u e  o  

conjunto { i j ^ 0} d a s  até ^ posições d o s  e r r o s ocorridos é conhecido. Observe q u e  

o  vetor e  é a única solução da equação 

/ f x T = í fv T , (5.2) 

3Neste trabalho, é utilizada a notação 0($(n)) para a complexidade dos algoritmos descritos, 
em que g (n) è normalmente um polinómio e expressa a ordem de grandeza do número de operações 
básicas (ou iterações algorítmicas) necessárias para a obtenção do resultado. 
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em que xt = O, para todo j $ {i \ e; ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0}. 

E óbvio que o vetor erro e é uma solução desta equação. Supondo que x seja uma 

solução diferente de e, tem-se que HxT ~ HeT H ( x - e ) T = 0. Portanto, x - e 

é um elemento de G e, além disso, tem seu suporte em { i j ef ^ 0}. Como seu peso 

é menor ou igual a ~ í , conclui-se que x - e = 0, ou seja, x = e é a única solução 

possível para a equação 5.2. 

Desta forma, vê-se que o problema da decodificação rica reduzido à procura pelas 

posições dos erros. Uma vez conhecido o conjunto {i j ef 5= 0} cias posições dos erros 

ocorridos, pode-se determinar o vetor e através da equação 5.2. 

Á grande parte dos algoritmos de decodificação existentes fornece um polinómio, um 

vetor, uma função ou um ideai de funções que localiza os erros, O conjunto (í | e,-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~^  0} 

das posições dos erros consiste, na prática, no conjunto dos zeros da função ou das 

funções fornecidas pelos algoritmos. 

5.2 Decodificação dos códigos de Hermite 

Como já foí afirmado no início deste trabalho, apesar do curto tempo de vida dos 

GG.Vs, são diversos e variados os trabalhos já desenvolvidos no que se refere à sua 

decodificação. A presente dissertação tem por objetivo descrever apenas as principais 

abordagens, tecendo exemplos de forma a facilitar a compreensão do leitor. 

A título de menção, alguns dos algoritmos descritos aqui tiveram sua implementação 

realizada durante a construção desta dissertação. Estas implementações tiveram por 

fim auxiliar na compreensão dos algoritmos analisados, além de servirem, ao lado desta 

dissertação, como referência para futuros trabalhos nesta área. 

5.2.1 Breve histórico 

O primeiro esquema de decodificação para os códigos de Hermite (na verdade, para 

CGA's baseados em curvas planas) foí proposto no final da década de 80 por Justesen, 

Larsen, Jensen, Havemose e H0hoídt [10] e consiste numa generalização do algoritmo 

PGZ (Peterson-Gorenstem-Zíerler) [1] para decodificação de códigos BCH. Ele, de mo-

do semelhante ao PGZ, fornece um polinómio localizador de erros em duas variáveis, 

que possui entre seus zeros as posições dos erros ocorridos na palavia recebida. 
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Em 1990, Skorobogatov e VlãduÇ [22] propuseram uma generalização do algoritmo 

de Justesen et al para curvas arbitrárias (ao invés de planas apenas). O algoritmo 

proposto ficou conhecido como algoritmo básico e é capaz de corrigir até £=&=í e r r 0 s 

ocorridos na palavra recebida, em que g é o gênero da curva usada na geração do código 

e d sua distância mínima projetada. Sua complexidade algorítmica é O (d2n + g2n) < 

G(ri 3 ) , sendo n o comprimento do código. 

Ainda neste mesmo artigo, Skorobogatov e Vlãduj; apresentaram uma modificação 

do algoritmo básico, conhecida como ahjarítmo modificado, que corrige até - o 

erros, em que a é o chamado defeito de Clífford [22], que é aproximadamente igual a 

S no caso de curvas planas. O algoritmo modificado tem complexidade O {ri1). 

Uma abordagem diferente na decodifícação dos CG.Vs, que consiste numa genera-

lização do algoritmo de Euclides para solução da equação chave [12], [0], foi proposta 

por Porter [14] em 1992. O algoritmo proposto corrige até ~ - <r erros. Neste caso, 

o conjunto dos zeros correspondentes às posições dos erros é obtido de um ideal, ao 

invés de um polinómio. Mostrou-se que ambos, o algoritmo modificado e o algoritmo 

de Porter, são, na verdade, equivalentes. 

Um dos primeiros trabalhos a proporcionar uma decodificação até metade da distân-

cia mínima foi proposto por Feng e Rao [4]. A elegante solução apresentada utiliza um 

esquema de decisão por maioria para determinar as síndromes desconhecidas da palavra 

recebida. Como foi afirmado na seção anterior, conhecidas todas as n síndromes, pode-

se determinar o vetor erro ocorrido. Este esquema de decisão por maioria de Feng e 

Rao foi aplicado posteriormente ao algoritmo de Porter por Shen e Tzeng [21]. 

A complexidade dos algoritmos acima descritos são proibitivas para aplicações 

práticas, em que necessita-se utilizar códigos com comprimento elevado. No entan-

to, diversos esquemas rápidos de decodificação, ou seja, com menor complexidade, têm 

sido propostos. 

Em 1990, Sakata [18), [17], apresentou uma generalização em várias variáveis do 

clássico algoritmo de Berlekamp-Massey que passou a ser conhecida como algoritmo 

BMS. Com base neste algoritmo, diversas implementações rápidas têm sido apresen-

tadas, tais como uma versão do algoritmo modificado por Justesen, Larsen, Jensen e 

H0holdt [11] e uma versão usando decisão por maioria por Sakata, Justesen, Madelung, 

Jensen e H0holdt [19], além de outras. 

Com o uso de matrizes de blocos de Hankel de códigos sobre curvas planas, Feng, 
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Wei, Rao e Tzeng [5] obtiveram uma redução da complexidade do esquema de de-

cisão por maioria. Â implementação rápida proposta tem, no pior caso, complexidade 

O {{r + 1) rr), em que r t l é o grau da curva algébrica usada na definição dos códigos. 

Com relação à correção de erros e apagamentos, o próprio algoritmo básico de 

Skorobogatov e Vladut.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [22] a faz. Existem diversos outros trabalhos propostos no 

sentido da correção de erros e apagamentos, a exemplo do esquema de Sakata, Leonard, 

Jensen e Hoholdt [20], que associa o algoritmo BMS à decisão por maioria e à correção 

de apagamentos, 

Para maiores detalhes sobre a história da decodificação dos CGA's, veja o artigo 

de Hoholdt e Pellikaan [9], 

5.2.2 Abordagens na decodificação dos C G À ' s 

Pode-se observar duas abordagens distintas no desenvolvimento dos algoritmos de de-

codificação para CGA's: 

1. Uma primeira abordagem, que é a utilizada no algoritmo básico de Skorobogatov 

e VláduS [22]; 

2. Uma segunda abordagem, que é a utilizada no algoritmo de Portei' [14]. 

A diferença entre as duas abordagens reside na forma como as síndromes são de-

finidas. Na primeira abordagem, a síndrome é definida como um mapeamento de um 

subespaço linear de funções em um corpo de localização'1 (caso da equação 5.1). Na 

segunda abordagem, a síndrome é definida como um elemento em um anel afim. Esta 

diferença na definição das síndromes implica duas formulações diferentes na decodifi-

cação: 

1. A primeira, pela solução de um conjunto de equações lineares sobre um corpo de 

localização; 

2. A segunda, através da solução de uma equação chave em um anel afim. 

De modo a ilustrar estas duas abordagens, serão descritos nas seções seguintes o 

algoritmo básico e o algoritmo de Porter. 

*Este corpo de localização é, de fato, um corpo finita. 
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São também esquemas importantes que elevem ser observados o de decisão por 

maioria e o algoritmo BMS, que possibilitaram implementações mais eficientes na de-

codiíicaçâo dos CGA's. Estes dois esquemas serão descritos numa subseção seguinte e 

ilustrados com a descrição do algoritmo apresentado por Sakata, Justesen, Madelung, 

Jensen e Hoholdt [19], que incorpora tanto o algoritmo BMS quanto o esquema de 

decisão por maioria de Feng e Rao. 

5.3 Primeira abordagem na decodiíicaçâo 

A primeira abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodiíicaçâo pa-

ra CGA's é aquela em que as síndromes são definidas como um mapeamento de um 

subespaço linear de funções em um corpo de localização. O algoritmo básico apresen-

tado por Skotobogatov e Vladuç [22] é um exemplo típico desta primeira abordagem 

descrita na subseção 5.2,2. 

5.3.1 Algori tmo básico de Skorobogatov e Vlãdut; 

Considere X uma curva algébrica de gênero g. Considere VxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — {P\, •- - ,Pn} um 

conjunto de pontos racionais {equivalentes a lugares de grau 1) da curva X sob o corpo 

algebricamente fechado F ? e o divisor D = Pi + - - • + P r t t cujo suporte é Vx- Considere 

G = aQ um divisor de grau a > 0, em que Q (j> Vx é um ponto de X (suporte de G 

disjunto de Vx)- Suponha também que 

2 $ - 2 < a < n +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 - l . 

Considere aqui o CGA C{D,G) (dual do código C (£>,<?)), que será denotado 

simplesmente por C, cuja matriz de paridade é zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/l(Pl) -•• MPn) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h(h)  hw  - / a (p» ) 
(5-3) 

em que {f\t ... , f m } è uma base para o espaço L (G)s. 
s Normalmente, os algoritmos de decodificarão trabalham sobre CGA's construídos por resíduos de 
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Considere uraa palavra recebida v e i ^ e a s funções / i , . . . , / „ , da base de L (G). 

Ás síndromes de v são definidas (equação 5.1) como sendo 

(5.4) 

caracterizando a primeira abordagem supracitada. 

O algoritmo básico proposto por Skorobogatov e VladuÇ [22] permite a correção 

simultânea de erros e apagamentos5. Considere e e f£ o vetor de erros ocorridos, 

em que w{e) = f, e r e !J o vetor de apagamentos, sendo w{r) ~ r. Denote por 

{Ei Et} C T>x e por {Ru ... , Rr} c Vx os conjuntos disjuntos de pontos de Vx 

correspondentes às posições dos erros e dos apagamentos, respectivamente. Deve-se 

observar que, de fato, o algoritmo trata estas posições (pontos de Vx) como elementos 

de ¥ q . 

Além do divisor G = aQ, o algoritmo básico (algoritmo 31 a seguir) depende ainda 

de um divisor auxiliar F = bQ, em que è < a. A capacidade do algoritmo básico 

de corrigir í erros e r apagamentos está condicionada a este divisor F, que pode ser 

determinado pelas inequações [22] 

i (F ) > É + T (5.5) 

a b > t + 2g - 2. (5.6) 

Relativas a este divisor auxiliar F, são consideradas ainda as matrizes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M A ) M A ) 

M A ) M A ) 

M A ) M A ) 

h (P n) 

h {Pn) 

k. {Pn) 

(5.7) 

diferenciais (C*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (D,G)), ao invés de CGA's construídos pela avaliação de funções racionais (C(D,G)). 

Isto, porque, no primeiro caso, a descrição da matriz de paridade é mais simples, feita pela avaliação 
de funções racionais em pontos da curva. 

SA única diferença entre erros e apagamentos é que as posições dos apagamentos são previamente 
conhecidas pelo decodíficador, restando ao algoritmo determinar apenas os valores destes apagamentos. 
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em que {kj, .., ? Ar,} é uma base para o espaço de funções L(F), e 

Ba zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M A ) h(Pi) •-- MPn) 
M A ) M A ) ••• h2{Pn) 

(5.8) 

_ M A ) M A ) ••• A*CP„) 

sendo . . . ./i*} uma base para o espaço L (G - F). 

Algoritmo 31 (Algoritmo Básico de Decodificação) 

Entradas: 

* Uma palavra recebida v = .. , , u n); 

* O conjunto {R\, . . . , i£ r} riu-s posições de apagamentos; 

• .4,s maírizes //c (equação 5.3), Hp (equação 5.7) e HG-F (equação 5.8). 

Saídas: 

• O vetor e -f r de erros e apagamentos. 

< < < Passo 1 > > > 

Determine a matriz 

R 

Si(A)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 i (A) 

9i (Pi) 9 2 (Pz) 

St (A) 9tW 

9 l (Pn) 

9 2 {P.) 

9 1 (Pn) 

em que {gx„ . •. ,gi) é uma base para ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e s paço  de funções L{F — Observe que 

este espaço consiste nas funções de L (F) que possuem zeros nas posições Ri, .. - , Rr-

Como L(FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Yl^i) £ £(P)> então as funções da base {gít . . . ,§;} podem ser escritas 

na forma ^jXjkj, sendo Xj € F 9 . Portanto, 
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Tem-se, pois, o sistema zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• M * i ) " 0 

fci (Ri) k2{R2) • • K(R2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= 

0 

kl (Rr) k-> (Rr) - x3 0 

Do espaço de soluções deste sistema, l [F - J2 Rt) ~ deg (F - £ RA + 1 - g soluções 

linearmente independentes podem ser obtidas. As combinações lineares das funções da 

base de L (F) correspondentes às soluções obtidas neste sistema determinam as funções 

da base de L (F — T] Ri), das quais deriva a matriz 

< < < Passo 2 > > > 

Observe que g,hj £ L(G). Determine as lk síndromes S{v,gihj) (equação 5.4), 

com i — 1, . . . ,1 e j = 1, . . . , k. 

< « Passo 3 >» 

Detei-tnvie uma solução não trivial (yí} . . . , yr) para o sistema 

' 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( v l f f l h 0 5(v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 í^í) • S( v ,sifci) 0 

S(Y,9 ih i)  S(v g-,h2) • -• S(Vig[h2) %2  0 

_ S(v,gikk) S(v 9 2 hk ) •  Xi ^ 0 

(5.9) 

A condição da equação 5.5 garante que este sistema possui pelo menos uma solução 

não trivial. 

« < Passo 4 > > > 

Dada a solução (y\, . . . , t/j) obtida no passo S, determine o conjunto de zeros 

{Qi, • • - ,Qu} C Vx da equação 

3v = Vi9i + • • - + Vt9t- (5-10) 

Isto efeito examinando-se os pontos deVx a um nesta equação 5.10. A condição da 

equação 5.6 garante que gs possui entre seus zeros as posições dos erros e  apagamentos 

ocorridos. 

< < < Passo 5 > » 

Determine as síndromes S ( v f / , - ) (equação 54)> com i = 1 ( . . .  ,  m . 
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< « Passo 6 > » 

Determine uma solução para o sistema linear (equação 5.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h(Qi) h(Os 

MQi) MQ* 

' 5(v,/0 ' 

5 (v,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h )  

fm(Qi) fm(Qí) fm(Qu) 

que determina os valores âos erros e apagamentos indicados por gy (equação 5.10). 

O algoritmo básico possui uma capacidade de correção de t erros e r apagamentos, 

em que 

2t + r<d-g~l = a-3g + l. (5.11) 

Com relação à sua complexidade algorítmica, obedecido o limite acima para t e r 

(equação 5.11), tem-se que ela não é maior que O (â'2n + g2n) < O (a 3) [22]. 

5.3.2 Exemplo de decodificação de um código de Hermite 

Considere o mesmo código de Hermite Cu (m = 18) apresentado no exemplo da 

subseção 4,2.3 do capítulo anterior. Será este código de Hermite CX 8 o código C deco-

dificado aqui. 

A curva de Hermite X usada na construção deste código é dada pela equação 

X:y3+y = x\ 

O gênero de X ê g - 3. O corpo utilizado é o F 3 (veja tabela com aritmética deste 

corpo no exemplo da subseção 4.2.3, tabela 4.1). Os pontos racionais de X com as 

correspondentes posições na palavra código estão ilustrados na tabela 5.2 (da definição 

do código, tem-se que as posições numa palavra código estão associadas aos pontos 

racionais da curva). 

A matriz Ha, matriz de paridade do código Cig, consiste na matriz geradora do 

código de Hermite C i 3 j dual de C i 8 . Tem-se, então, o divisor G ~ 13Q (parâmetro 

a = 13). A base para este espaço L (1ZQ) è (equação 4.12) 

B i 3 = U , x , as2, z 3, z 4, y, xy, x2y, x3y, j?2, xy2 \ . 
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Posição Ponto Posição Ponto Posição Ponto 

1 10 ( o M ) 19 C«6, o:"} 

2 (1,« 5) 11 (a 3, a) 20 ( a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 , Q s ) 

3 ( l . o 7 ) 12 (a 3, a 3) 21 (a 6, a 7) 

4 13 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a \ a 4 )  22 ( A M ) 

5 (a, et) 14 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a\a5) 23 (a 7, a) 

6 (a, a 3} 15 (a 4 ,a T) 24 ( « W ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< (a a ,a 4) 16 (a 5,1) 25 (0,a 2) 

17 (ft 5,a) 26 (0,a 6) 

9 ( ô 2 , a T j 13 27 (0,0) 

Pontos racionais da curva de Hermite y 3 + y = x'1 em 1" 

posições na palavra código. 

A matriz HQ é, portanto, (equação 4.15} 

1 2 3 4 s • 23 21 25 26 7̂ 

1 1 1 1 1 •• • 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 a Ct ' • • aT a 7 0 0 0 2 

1 1 1 Ct" a 2 •- • a 6 a 6 0 0 0 3 

1 1 1 a 3 a 3 • a 5 a 5 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0  4 

1 1 1 a 4 a" - aA a 4 0 0 0 5 

a 4 a 5 a 7 1 Q - a a 3 Ct~ 0 & 

a 5 a 7 a Q" • • 1 a 2 0 0 0 r 

a" c*5 a 7 a2 a 3 • • a 7 a 0 0 0  3 

a 4 a 5 a 7 a 3 a 4 • • a 6 1 0 0 0 9 

1 Q 2 a 6  1 a 2 •  • a 2  a 4  a 4  0  10 

1 0? Ct a 3 • • ct a 5 0  0  0  11 

Considere que a palavra código 

C = ( 0 0  0 0 0 - - - O O G Q O ) 

foi transmitida e que os vetores erro e e apagamento r ocorridos foram 

e = ( l 0  0  0  0  0 a s 0 0 o ) , 
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sendo t ~ 2 erros nas posições 1 e 24 (pontos E% - ( l , a 4 ) e E2 - (a 7 , a 3)), e 

r = ( o a 6 G G G - - - O O O O o ) , 

sendo r = 1 apagamento na posição 2 (ponto Ri = (1,Q5)). A palavra recebida v foi, 

portanto, 

v = ( l a ü 0 0 0 - - - 0 a s 0 0 o ) . 

Com relação ao divisor auxiliar F ~ bQ, observe que (equação 5.6) 

a-b>í + 2g~2^ 

b < 13 - 2 - 6 + 2 

b < 7. 

Faça b — 6. Observe que, do teorema de Riemann-Roch (subseção 3.3.4 do capítulo 3), 

como deg (F) = G > 2g - 2 = 4, tem-se que t (F) = deg (F) + 1 - g = 4 (equação 3.8). 

Como l (F) = 4 > í 4- T = 3, então também a condição da equação 5.5 está satisfeita. 

Sendo 2 í - f r < £ Í - i ?zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 = 5 (equação 5.11), veja que o decodíficador básico é capaz 

de corrigir para este código até 2 erros e 1 apagamento, ou 1 erro e 3 apagamentos, ou 

5 apagamentos. 

A base para o espaço L(F = 6Q) è 

A matriz Hp é, portanto, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 2 3 4 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 1 1 

1 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q a 

1 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 2 a2 

a4 a5 a7 1 a 

23 24 25 26 27 

1 1 1 1 1 

a7 a7 0  0  0  

a 6 a 6  0 0  0  

a a 3 a 2 a 6 0  

i 

2 

3 

4  

A base para o espaço L (G - F = 7Q) é 

B T = \l,x,x*y,xy\ 
{i 2 3 4 5 j 
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A matriz HG-F é, então, 

&G-F — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 2 3 4 5 • 23 24 25 26 2T 

1 1 1 1 1 • - 1 1 l 1 1 " I 

1 1 1 a a • • a 7 QT 0 0 0 2 

1 1 1 i 
Ct" 

a2 • • as 0 Ü 0 3 

a 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a5 a 7 1 Gc Cs a 3 ar a s 0 •t 

a 4 a 5 a T a a r • • 1 a~ 0 0 0 5 

Do passo 1 do algoritmo 31, tem-se o sistema 

I l l a 5 

[0]-

São necessárias l(FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Y^Ri) = 3 soluções linearmente independentes deste sistema. 

Considere, então, (1, t*\ 0,0}, (1,0,Ü 4 ,0) e (1,0,0, a 7). A base para L [F - £ A) será 

\ 1 -f ct4;c, 1 4- a4A-2,1 -r- Q7y ?. Tem-se, então, 
l ' a 3 J 

F-R 

0 0 0 a2 cr 

0 0 0 a a 

a 5 0 a as a 4 

23 24 25 26 27 

1 1 1 A 5 A 5 

a 3 a 3 1 1 1 

O; Ct Ct' Ct" 1 

No passo 2, tem-se S{vtgxhi) ~ a 2, S(v,gih 2) = a, S fv^ / i ; , ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, S{v,gihi) 

a 5, S (v , f l t h 5 ) - a 4, Siv.toki) =  1, S (v , S 2 h 2 ) = a\S{Y,g2h3) - a« , S(v,p 2 / i 4 ) 

a 3, S(v,g2h) = a 2, S í v , ^ ) = a 2, S i v , ^ ) =  1, S(v, 5 3fe 3) = a 4 , 5 (v, g 3 ^ ) 

Q 4 e S ( v 1 ? 3 h 5 ) = l . 

No passo 3, o sistema 

a2 1 a 2 0  

a a 7 1 0  

1 a 6 a 4 

s 2 
0  

a 5 a 3 a 4 0  

a 4 a 2 1 0  
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permite a solução não trivial (yuyz,y3) = (o 2,1,0). 

Do passo 4, tem-se que 

gy - a 3 + a*x + a V . 

Examinando-se os pontos da tabela 5.2 um a um, obtém-se os zeroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Qi — (l.ct 4) 

(posição 1), Q2 = ( l , a 5 ) (posição 2), Q s = ( l , a

7 ) (posição 3), Q 4 = ( a \ l ) (posição 

22), Qs ~ (a7,a) (posição 23) eQ 6 = (a 7,a 3) (posição 24). Observe que entre estes 

zei-os de gu estão as posições £x, E2 e i?3 dos erros e do apagamento. 

Do passo 5.. obtém-se as síndromes da palavra recebida v, que estão descritas na 

tabela 5.3. Nos exemplos dos decodífkadores descritos ao longo do texto, será decodi-

ficada a mesma palavra recebida v, sendo, portanto utilizado este mesmo conjunto de 

síndromes. 

S(v,f l0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA « a 

S ( v , / u ) - a 5 

Tabela 5.3: As 11 síndromes da palavra recebida v = (1 a 6 0 0 0 • • • 0 a 5 0 0 0), para 

o código de Hermite Ct$. 

No passo 6, os valores dos erros e apagamentos são obtidos como solução do sistema 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 a 7 a 7 a 7 

1 1 1 a 6 a s a 6  

1 1 1 a 5 a 5
 a 5 

1 1 1 a 4 a 4 a 4  

a 4 a 5 a7 1 a  a 3  

a 4 a 5 o ; 7 a T 1 a 2  

a 4 a 5 c t T a 6 a T a  

a 4 a 5 a 7 a 5 a 6 1 

1 a 2 a 6 1 a 2 a 6  

1 a 2 a 6 a 7 a  a 5 

A solução única obtida para este sistema é (21, x2, x$, ar*, x$, xe) = (1, a s , 0,0,0 ( a
5). 

S(vJi)=Q 

5 ( v , / 3 )  =  a f l 

5 ( v , / 3 ) = a 4 

£{v , / , ) = l 2 

S fv, U) = Q5 

ò > , / s ) = a 3 

5 ( v , / 7 ) = a-1 

£ ( v , / s ) = Ü 

0 

a 6 

a 4  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X l 

1 
5 

a r 
^ 3  

Ot3 

£ 4  4  

X 5 

0 0 
Xg t 

a 7 

a 2  

a 5 
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Obtém-se, então, os valores (1, aB e a 5) e as posições = Q2 ~ Ri e Q$ = E2) 

dos erros e apagamento ocorridos. 

5.4 Segunda abordagem na decodificação 

A segunda abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificação para 

CGA!s é aquela em que as síndromes são definidas como elementos em um anel afim. 

O algoritmo apresentado por Porter, Shen e Pellikaan [14] é um exemplo típico desta 

segunda abordagem descrita na subseção 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.2.2, 

Esta abordagem, como será constatado na descrição do algoritmo a seguir, baseia-

se fortemente nos conceitos de diferenciais e resíduos de diferenciais. Por este motivo, 

por envolver fortemente conceitos matemáticos que divergem do escopo do presente 

trabalho, a descrição do algoritmo de Porter, Shen e Pellikaan a seguir será feita de-

forma simplificada, objetivando apenas transmitir a idéia do processo de decodificação 

de CGA's através desta segunda abordagem. 

5.4.1 Algori tmo de Porter, Shen e Pellikaan 

O algoritmo de decodificação de Porter pode ser visto como uma generalização da 

solução da equação chave para códigos de Goppa clássicos pelo algoritmo de Euclides 

em um anel de polinómios em uma única variável. No caso dos CG A's, ao ínvés de um 

anel de polinómios em uma variável, tem-se o anel de funções racionais em uma curva, 

denotado por (P), definido a seguir. 

Anel afim (P) 

Considere uma curva projetiva, não singular e irredutível X de gênero g, definida 

sobre o corpo F r Considere F, (X) o corpo das funções racionais em X. Considere 

P,Pi, ... , Pn pontos racionais (equivalentes a lugares de grau 1 ) de X7, e D o divisor 

Pi~\ hPB* Considere também o divisor G, cujo suporte é disjunto de { P j , . . . ,P n }-

TEm todos os algoritmos de decodificação para CGÁ's que utilizam esta segunda abordagem, é 
necessário reservar um dos pontos racionais da curva para a definição de um divisor extra E. Portanto, 
um cádigo de HermUe em Fg, por exemplo, que teria um comprimento máximo n = 27, terá, neste 
esquema, um comprimento máximo n = 26. 
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Defina, então, o anel afim A"M (P) com relação ao ponto (lugar) P como sendo 

(P) = { / € F s (AT) I sup ((/) J C {P}} , 

ou seja, o conjunto das funções racionais em X que possuem pólos exclusivamente em 

P. Gomo as curvas de Hermite só possuem pólos no ponto no infinito, P deverá ser 

este ponto. Para as curvas de Herraite, tem-se, então, que 

em que xr~l ~ y* -\-yi sendo r~ = q. 

Defina o grau de uma função f 6 A"^ (P) como sendo 

degf/} 

em que t ; p( / ) é a função de avaliação discreta de / em P. Observe que, se f,g £ 

K.x (P), então 

deg (fg) = deg(/) + deg (g), 

e 

deg (f + g}< max [deg ( / ) , deg (p)]. 

Também, se deg(/) = deg(g), então existe um A € Wq! tal que deg(/ - Xg) < deg(/). 

Isometria de códigos 

Considere um código linear C. Se c = (xj, ... ,xn) ê uma palavra código de C, defina zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CTC = (x t f(i}, ••• ,x«j(n)) como sendo uma permutação das posições da palavra c, e 

aC = {crê I c € C}. Dois códigos lineares C\ e C j e m í ^ são ditos equivalentes se 

Ci = a Ca, para alguma permutação o-. Considere À = (Ài, . . . , A„) € F£ uma n-úpla 

não nula. Defina, então, Ac = ( A ^ , . . . , Artx„) e AC = {Ac [ c € C}. Dois códigos 

lineares Ci e Ca em IF̂  são ditos isométricos se existir uma n-úpla A de elementos 

não nulos de Wq e uma permutação a, tais que Ci = XaG%. Pode-se ver que este 

mapeamento Acr mantém a métrica de Hamming do código invariante. 

Considere Ci e Ca dois códigos isométricos em ff^, com Ci = XoGt- Suponha 

que AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (€ 2 ) é um algoritmo de decodificação de C2 que corrige até t erros. O seguinte 

procedimento, chamado algoritmo de decodificação induzido Xo-A(C2 ) , corrige o código 

Ci também até í enos: 
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1. Entrada:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v ; 

2. u = o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAi 1 • ' • ' A, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) 
3. Execute A(C 3 ) cora o vetor de entrada u para obter c' e C2; 

4. Saída: c = Xerc'. 

Portanto, uma vez que um decodirlcador para um dos códigos de uma classe de 

ísometria é dado, então todos os decodificadores dos códigos desta classe são obtidos 

através de algoritmos induzidos. 

Se m é um inteiro, então existe uma função h € A'» (P) e ura inteiro positivo u, 

tais que os CGA's C* (D,mP) e C'{D,(h}Q - rtP) são isométricos. 

Neste processo de decodificação, sem perda de generalidade, portanto, será consi-

derado o código C" [D, G), em que G ~ B - pP e E ê um divisor efetivo. 

Resíduos de diferenciais 

Considere P um ponto racional de X (o ponto no infinito, no caso das curvas de 

Hermite) disjunto de { P L F . . . , P J . Considere E um divisor efetivo e ft um inteiro 

positivo, tais que E e D = Px H h P« possuem suportes disjuntos e deg (B - / Í P ) > 

2p ~ 1 (teorema de Riemman-Hoch). 

Mostra-se [14] que existem sempre TI diferenciais eu • • • , £ « £ 0 (~D ~ p,P) (espaço 

de diferenciais gerado pelo divisor -D-p.P) independentes módulo Üi-fiP), tais que 

Res^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (SJ) ~ 1, se i ~ j , e Resp, (SJ) - 0, se i j . Se, além disso, p. — 1, então 

( ^ = Pt + P, para 1 < i < n. 

Mostra-se também [14] que, para todo diferencial w € O (E - p.P - D), 

Este mapeamento £ : - f fi^ (fí* é o espaço de diferenciais associados à curva X) 

é, na verdade, um mapeamento inverso de Ees^, uma vez que Res£> (s (c)) = c. Além 

disso, £ (c) € Ü (E - ttP - D) se e só se c 6 C* (D, E - $iP). 

Defina 
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As síndromes 

Segundo a primeira abordagem na decodificação de CGA's (veja subseção 5.2.2), as 

síndromes de uma palavra recebida v e F£ são definidas por um mapeamento 5 do 

espaço de funções L(G) para o corpo 1F3. Este mapeamento é dado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fi 

em que / £ L (G). 

Nesta segunda abordagem, a síndrome de uma palavra recebida v e é definida 

como um elemento do anel afim A'^ (P), que consiste mima generalização das síndromes 

dos códigos de Goppa clássicos. A definição das síndromes que será apresentada é valida 

para códigos da forma C* (£>, EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — uP)i o que não constitui uma restrição, uma vez que 

qualquer GGA é isométrico a algum código deste tipo. 

Suponha que E ~ (k)0 (divisor dos zeros dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /i), com h £ A"M (P), em que h não 

possui zeros era qualquer dos pontos Pu ... ,Pn de X. 

Mostra-se [14] que existe sempre um diferencial TJ, tal que 

(ií)0 = (P (5.12) 

e 

sup((7?))n({Pi , . . . íPn}usuP(E)) = 0. 

Se X é uma curva de gênero g > 1, então / > 0, No caso das curvas de Heraúte, 

considerando n = dx, tem-se que 

( U ) « ( 2 f l - 2 ) P . 

Definição 32 (Síndrome) A síndrome de uma palavra recebida v e F£ para um 

código C* (D, E — fiP) ê definida como sendo o mapeamento linear S : FJ Fff (X) 

âado por 

cr \ V * h(PA~h 
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O nome síndrome para este mapeamento S é justificado pelo fato de que, se E = 

(h)0, então 

v 6 C* {D, E - fiP) 5 (v) ~ 0 mod/i, 

Como já foi afirmado, esta síndrome S (v) constitui um elemento de (P). 

Decodificação pela solução da equação chave 

Por simplicidade, assuma que o diferencial r; é tal que (r/) ~ (2g - 2) P, que é o caso 

das curvas de Hermite. 

Considere IV um divisor em X, tal que o ponto P não pertence ao suporte de W. 

Defina o ideal (P, W) como sendo 

(P, W) - { / e Kx (P) I / - 0 ou Vp (/) > nQ (W)} , 

em que UQ (W) é o coeficiente do ponto Q no divisor W. 

Considere E ~ (h)ü {suporte disjunto de {Pi, . . . , Pn})- Dada a síndrome 5 (v) da 

palavra recebida v e f j . a decodificação de v é feita pela solução da equação chave 

fS(v)=r modh^ (5.13) 

fS{v) = r + qk, 

em que / € A"« (P), r, ç e A'*, (P, (r?) J e deg (r) < deg (/) + 2g - 2 + p. O par (/ , r) é 

dito ser uma solução válida para a equação chave. Uma solução válida {f,r) é dita ser 

mínima, se deg(/) for o menor entre os paus de todas as funções / ' , tais que (f',r') 

também é uma solução válida. 

Defina agora o defeito de Clifford a do par {E,P) como sendo 

a - max { ^ { B ~ " P ) -(l(E~ kP) - 1) | fc 6 N } • 

Mostra-se [22] que a < §. No caso de curvas de Hermite, tem-se que c r « f . 

Segue, então, o chamado teorema da decodificação. 

Teorema 33 (Decodificação) Considere a palavra recebida v = c 4- e, em que c € 

C* (D, EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — fiP) é uma palavra código e e e l j ê um vetor de erros ocorridos. Tem-se 

que: 
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1. {Existência} Existe uma solução válida (f, r) para a equação chave de v (equação 

5.13), tal que 

nçQ(-D-uP) ee-=Re$Dl~n 

2. (Unicidade) Considere a ocorrência de até t a erros, em que d é a 

distância mínima projetada do código e a o defeito de Clifford. Se (f.r) ê uma 

solução válida mínima da equação chave de v, então 

Este teorema estabelece que o problema da decodificação resume-se à obtenção de 

uma solução válida para a equação chave (equação 5.13). Esta solução para a equação 

chave pode ser obtida através do algoritmo proposto por Ba-Zhong Shen (não descrito 

aqui), que utiliza uma seqüência de subresultantes e constitui uma generalização do 

algoritmo de Euclides. A utilização deste algoritmo de Shen associado ao algoritmo 

de Porter permite a decodificação dos ^ - — a erros cora uma complexidade 0{n3). 

Algoritmos mais eficientes podem ser obtidos com o uso do algoritmo BMS de Sakata 

descrito na seção seguinte. 

Ressalca-se novamente que a presente descrição do algoritmo de Porter não teve 

como objetivo proporcionar uma completa compreensão deste algoritmo, mas apenas 

ilustrar a idéia existente em torno desta segunda abordagem na decodificação dos 

CGA's, A determinação dos diferenciaiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Si, ... ,£ f t l w ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TJ, por exemplo, envolveria 

conceitos que desviara-se dos objetivos desta dissertação. Maiores detalhes podem ser 

obtidos em Porter, Shen e Pellikaan [14]. 

5.5 Decodificação rápida 

A grande parte dos primeiros algoritmos de decodificação para CGA's propostos está 

baseada no processo de eliminação de Gauss, o que implica uma complexidade al-

gorítmica 0 ( n 2 ) , em que n ê o comprimento do código. Como foi afirmado antes, 

complexidades altas são proibitivas para aplicações práticas, em que são necessários 

códigos com comprimento elevada. 

r 
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Em vista desta necessidade de esquemas de decodificação para CGÁ's mais rápidos, 

ou seja, de menor complexidade, diversos trabalhos vêm sendo apresentados neste 

sentido, O protagonista ou elemento mais importante, que tem tornado possível o 

desenvolvimento destes esquemas mais eficientes de decodificação, é o algoritmo BMS 

proposto por Sakata [IS], [17]. O algoritmo BMS tem possibilitado implementações 

rápidas do algoritmo de Porter e do algoritmo modificado de Skorobogatov e VladuÇ, 

mas, principalmente, tem dado origem a algoritmos rápidos de decodificação associado 

ao esquema de decisão por maioria proposto por Feng e Rao [4], 

Devido à importância destes dois esquemas, de Sakata e de Feng e Rao, na decodi-

ficação rápida de CG.Vs, ambos serão descritos neste capítulo. Em seguida, eles serão 

ilustrados com a descrição do algoritmo rápido de decodificação apresentado Sakata, 

Justesen, Madehmg, Jensen e Holioldt [19], que incorpora ambos os esquemas. 

5.5.1 Algori tmo BMS 

Dado um inteiro p > 0, considere Z'l o conjunto das ji-úplas de inteiros não negativos. 

Sendo cv = {als ... ,o^) € %%, considere a notação xa = x^x? 1 .. .x°" para um 

monómio nas p variáveis i i s . . . , r M . Defina, então, 

como sendo um polinómio em F, [xlt ... 

Denote por 5 um arranjo de dimensão p de elementos S a c F,, em que a € Z+. 

Diz-se que este arranjo S satisfaz a relação de recursâo linear p-dimensional com 

polinómio característico / se 

para todozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 6 Z+, em que Sa^j existe. À relação de recursão linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jU-dimensional 

representada pelo polinómio / é dita ser válida para o arranjo S, se a equação 5 .14 for 

satisfeita. O conjunto dos polinómios característicos de todas as relações de recursão 

lineares ^-dimensionais válidas para o arranjo S constitui um ideal de funções e será 

denotado aqui por I ( 5 ) . 

O algoritmo BMS (Berlekamp-Massey-Sakata) constitue uma generalização em p 

variáveis do clássico algoritmo de Berlekarap-Massey [1] para decodificação de códigos 
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BCH. O algoritmo de Berlekamp-Massey determina através de relações de recursão 

lineares (registradores de deslocamento) em uma variável, relações estas válidas para 

as síndromes da palavra recebida, um polinómio íocaliaador dos erros ocorridos. Já o 

algoritmo BMS, que tem como entrada um arranjo ^-dimensional S de elementos de 

Fq, fornece um conjunto de polinómios mínimos característicos (uma base de Grõbner 

mínima para o ideal de funções 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 5 ) ) correspondente às relações de recursão lineares 

^-dimensionais válidas para o arranjo S dado. 

Num processo de decodifkação, em que v ~ c + e é o vetor recebido, sendo e o 

vetor de erros ocorridos, se S é um arranjo ^-dimensional de síndromes de v, então 

tem-se que S satisfaz as relações de recursão lineares ^-dimensionais cora polinómio 

característico / se e só se / (P) = 0, para todo P e sup (e). Portanto, o algoritmo BMS 

é utilizado para construir, a partir de um conjunto completo de síndromes de um vetor 

recebido, uma base para um ideal de funções (conjunto de polinómios mínimos carac-

terísticos) em cujos zeros estão as posições dos erros ocorridos. No entanto, deve-se 

observar que o algoritmo BMS consiste apenas num dos componentes de um esquema 

de decodifkação, uma vez que apenas uma parte do conjunto de síndromes é conhecido. 

Um algoritmo de decodifkação necessita ainda de um componente adicional que deter-

mine as síndromes desconhecidas, tal como o esquema de decisão por maioria descrito 

na subseção seguinte. 

Apesar do presente trabalho estar restrito às curvas de Hermite, que são curvas 

planas, ou seja, com p, = 2, a descrição do algoritmo BMS será feita aqui de modo mais 

geral considerando arranjos ^i-diraensionais de entrada, com u. > 0. 

Ordenação de monómios 

Considere agora a ordenação de monómios lexicográfica graduada reversa definida na 

subseção 3.1.3. Nesta ordenação, quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é denotada por < s r e „ , sendo Ü — (ctj., . . . ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ctp) e 

0 = ... ,0 P ) , diz-se que x° X6 OU Ct •'Cgreu 
0 se e só se 

\ct\ = \0\,&i = Pi,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . . . ,QÍÍ-I -0j~x e a,- > 0j. 

Citando o mesmo exemplo da subseção 3.1.3, para jizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 2, tem-se que (0,0) <gT*> 

(1,0 ) < 9r«. (0,1) < g r c v (2,0) < ? r e u (1,1) < a r t v (0,2) < g r e ü (3,0) < s m (2,1) < g r e v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• i 
ou 
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X 3 < 

Recordando ainda da subseção 3.1.3, dado um polinómio / (x[, . . . , xM) = £ QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f0x°, 

segundo esta ordenação < j r w , denota-se por deg (/) e ic (/) o expoente e o coeficiente 

do monómio líder (monómio de maior ordem), respectivamente. 

Será considerada também uma ordenação simples de /i-úplas denotada por <, em 

que a < 0 se e só se a ; < A, para todo 1 < i < p. Esta ordenação simples não 

constituí propriamente uma ordenação de monómios, segundo a definição da subseção 

3.1.3, mas servirá para expressar a divisibilidade de um monómio por outro. 

Conjunto de polinómios mínimos 

Unia base de Gróbuer mínima T para o ideal 1(5) descrito a pouco consiste em 

polinómios característicos de relações de recursão lineares p-dimensionals que sejam 

válidas para o arranjo ^-dimensional S, e que possuam apenas monómios líderes 

mínimos segundo a ordenação de monómios < g r e v adotada. Diz-se, daí, que T é um 

conjunto de polinómios mínimos para o arranjo S de entrada. 

Considere agora o caso em que a equação 5.14 é satisfeita apenas em parte do 

arranjo 5. Considere os elementos válidos do arranjo 5 ordenados segundo a ordem 

< g r e v de seus índiceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( f t -úplas). Se 5Q é o elemento válido de maior ordem, em que 

a = deg(/) -í-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7, para todo 7 € Z+, então a equação 5.14 pode ser escrita expressando 

5'Q em função dos demais elementos em que 0 <g„» a, ou seja, 

A relação de recursão linear /z-dímensional representada pelo polinómio / (xi, . . . , x^) é 

dita agora válida para o arranjo S até a entrada Sa, se a > deg (/) (ordenação simples) 

e a equação 5.15 for satisfeita, ou se a deg ( / ) . Caso contrário, se a > deg (/) e a 

equação 5.15 não for satisfeita, ela é dita inválida. 

O conjunto dos polinómios característicos de todas as relações de recursão linea-

res ^-dimensionais válidas para o arranjo S até a entrada Sa é denotado por i a (5). 

Observe que este conjunto I Q (5) não constitui um ideal, uma vez que não é fechado 

sob a adição. Apesar disso, é fechado sob a multiplicação de monómios, ou seja, se 

/ (xu . . , , ! , , ) e l f l (5), então x"1/ (xlt . . . , a^) e Ia (5). Além disso, a definição de 

(5.15) 
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um conjunto de polinómios mínimos para este conjuntozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l0 (S) coincide ainda com a 

definição de uma base de Grõbner. 

Reformulando a equação 5.15, tem-se que um polinómio / pertence ao conjunto 

I a (5) se e só se 

= 0, (5.16) 

para todozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 5 tal que deg (/) 4- 7 < S r e u a. 

Conjunto de sentinelas e conjunto delta 

Defina o conjunto delta, denotado por A ( I a (5)), como sendo o conjunto dos monómios 

{na verdade. índices} que não constituem termos líderes em qualquer polinómio de 

la {.$"). Por esta razão, Sakata denominou A ( I t J (5)) de conjunto de pontos excluídos. 

Um conjunto T C la (5) é um conjunto de polinómios mínimos para la (S), se A (T) = 

A ( M S ) ) . 

A validade dos polinómios característicos de um conjunto que constitui a saída 

do algoritmo BMS, pode ser verificada pela equação 5.16, contudo é necessário ainda 

verificar se os polinómios de T são mínimos (se seus monómios líderes são mínimos). 

Para realizar esta verificação, será necessário utilizar um segundo conjunto Ç de po-

linómios, chamado conjunto de sentinelas, definido em seguida. 

Considere / um polinómio característico de uma relação de recursao linear y.-

dimensional válida para o arranjo S até todas as entradas S$, com 0 <grev et, mas 

não necessariamente até S0. Defina o valor predito Pa para a entrada S 0 associado ao 

polinómio / como sendo 

Observe que esta expressão consiste simplesmente no lado direito da equação 5.15. Diz-

se, então, que a relação de recursao linear /i-dhnensíonal representada pelo polinómio 

/ é válida até a entrada Sa do arranjo S se e só se o valor real de Sa for igual ao valor 

predito Pa. 

Considere agora um polinómio característicozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g (xi, ... , Xp) de uma relação de re-

cursao linear ^-dimensional que é válida para o arranjo S /i-dimensional até todas as 
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entradas Sp, comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 ^grev mas que é inválida até a entrada Sa. Defina, então, a 

extensão de g como sendo o vetor (índice) 

Span (g) = a - deg (g) (5.18) 

e sua discrepância como sendo 

ô3 = ic (g) {Sa - Pft = Y, 9<*S<,+Span(í) í 0- (5.19) 
Cl 

Caso g $ I C 1 (5), ou seja, caso Pa (g) # Sa, tem-se que Span (g) € A (Ja (S)). Neste 

caso, o polinómio gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(%i, . . . ,x^,) é dito ser um sentinela para o ponto Span(p). 

Defina o conjunto A como tendo um canto interior (veja exemplo na seqüência do 

texto, tabela 5.5) associado a cada sentinela do conjunto de sentinelas Q C Wq[xlt ... , 

x M ] \ I (S). Estes cantos interiores de A são também membros do conjunto A (I (S)). 

Por fim, a verificação de se um conjunto T ê um conjunto de polinómios mínimos, 

dado um conjunto de sentinelas Q, é feita cora base no fato que segue. Se T C 1« (5) 

e G C Wq [xi, . . . ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xf,] \ l a (S) é um conjunto de sentinelas para o conjunto delta A (í"), 

então A (T) = A ( I a (S)), o que implica que F é um conjunto de polinómios mínimos 

para 1« (5). Se 7 C I(S) e Q C F, [xu . . . , x j \1{S) é um conjunto de sentinelas para 

o conjunto delta A (T), então A (F) = A (I (S)}, o que implica que T é uma base de 

Grõbner mínima para o ideal I(S). 

Descrição do algoritmo 

O algoritmo B M S (algoritmo 34) basicamente opera sobre dois conjuntos: um conjunto 

de polinómios mínimos F e um conjunto de sentinelas Q. Cada iteração do algoritmo 

toma como entrada um conjunto de polinómios mínimos F para um conjunto (S) 

e um conjunto de sentinelas Q para um conjunto delta A = A(1Q(S)), e produz 

um conjunto de polinómios mínimos F* para um conjunto IQ* (S) e um conjunto de 

sentinelas e?+ para um conjunto delta A + ~ A ( I 0 + (5)), sendo o& o índice de ordem 

imediatamente superior a a (ordenamento < g r e v ) . Observe que a saída do algoritmo 

consiste apenas numa atualização da entrada. 

Algoritmo 34 (Algoritmo BMS) 

Entradas: 



Capítulo 5. Decodiãcaçâo dos Códigos de Geometria. AlgébricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 89 

• Um arranjo \x-dimensional S de elementos de F 9 ; 

• Um índice a £ EÍJ.; 

• Um conjunto de polinómios mínimos T para I 0 ( 5 ) ; 

• Um conjunto de sentinelas Q para A (I« (S)), com suas extensões e discrepâncias. 

Saídas: 

• Um conjunto de polinómios mínimos para I t J+ (S); 

• Um conjunto de sentinelas para AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAaí- (S)), com suas extensões e discrepân-

cias. 

< < < PassozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 > > > 

Considere o conjunto F' - { / G F | dcg(/) < a + ) . 

Pura cada f 6 F', calcule o valor predito (equação 5.17) 

Considere o conjunto JV = {/ e 7' \ PQ+ {/) # Sa+}. 

< < < Passo 2 > > > 

Faça = Q U M. 

Para cada f € Af, calcule e armazene a extensão (equação 5.IS) 

S p a a ( / ) = a + - d e g ( / ) . 

Faça A + = A u {Span(/) l/eJVT}. 

Para cada f €ft/, calcule e armazene a discrepância (equação 5.19) 

* /« Ic{ / ) [$ .+ - P a + ( / ) l . 

< < < Passo 3 » > 

Pera cada 0 € Ext A + (cantos externos de proceda o seguinte: 

• Primeiro, se existir um f £ F\M, tal que deg ( / ) = §, então faça 

h^(x1,...lxll) = f{xu...,xfI); 
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- Em caso contrário, sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 £ a + , tome um f £ M, tal que deg ( / ) < 0, e faça 

- Em último caso, tome um f £ M, tal que deg(/) < 0, e um g e Q, 

tal que Span(s) > a+ - 0. Considere os índices q = 0 - deg(/) e p = 

Span(g) ~a+ +0, Faça, então, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ti, . - • , x , ) « x V ( * ! , . . . , * „ ) - ^ (xx, . . . , * „ ) ; 

Por fim, tem-se que 

F+={hW(xlf j á e E x t A * } . 

No passozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 do algoritmo BMS (algoritmo 34), a validade dos polinómios de F, que, 

por hipótese, correspondem a relações de recursão lineares ̂ -dimensionais válidas para 

todas as entradas do arranjo S até a entrada Sa, é testada para a próxima entrada 

Sa+. Os polinómios inválidos para a entrada 5 Q+ podem ser usados como sentinelas, 

sendo armazenados no conjunto A/". 

No passo 2, o conjunto de pontos excluídos Á - A ( I a (£)) é atualizado usando os 

novos sentinelas contidos no conjunto Aí. Observe que pode ocorrer de um ou mais 

/ e J\f serem sentinelas de pontos excluídos Span (/) que já perteçam ao conjunto A. 

Além disso, deve-se levar em consideração que ao acrescentar um novo ponto excluído 

7 ao conjunto A, deve-se certificar que todos os pontos 0 < 7 também perteçam ao 

conjunto atualizado A* (acrescentá-los se necessário), de modo que este conjunto A + 

também seja um conjunto delta, segundo a definição. Os valores de Span (/) e Sf.são 

armazenados para um possível uso posteriormente no passo 3. 

O passo 3 consiste na determinação do conjunto atualizado F* de polinómios 

válidos para o arrranjo S até a entrada SQ+. Este conjunto F* é um conjunto de 

polinómios mínimos para IQ+ (S) e £?+ é um conjunto de sentinelas para A (Ia+ (S)). 

Exemplo 

Considere o arranjo S de dimensão p — 2 com elementos de Fg (veja a aritmética deste 

corpo na tabela 4.1, subseção 4.2.3) descrito na tabela 5.4. Observe que os elementos 
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deste arranjo são os mesmos valores das síndromes da palavra recebida v que foi utili-

zada no exemplo do algoritmo básico (subseção 5.3.2). Isto não é feito despropositada-

mente. Esta mesma entrada será utilizada também no exemplo do algoritmo de Sakata, 

Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt descrito numa subseção seguinte. íntenciona-se, 

com isso, facilitar a compreensão do processo de decodificação dos CGÂ's. Os elemen-

tos * da tabela 5.4 são síndromes desconhecidas que, num processo de decodificação, 

devem ser determinadas. O elementozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ.Z foi obtido através da relação de recursão 

linear 

fornecida pela própria equação da curva geradora do código (x 4 = y3 + y). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 4 6 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O; Cf" 1 

Cc-

Ci* 

1 

a5 

cr 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*  

5 

6 

Tabela 5.4: Arranjo 5 bi-dimensional de elementos SQ € Fg utilizado como entrada 

para o algoritmo BMS. Estes elementos de F 9 são, na verdade, as síndromes da palavra 

recebida que está sendo utilizada nos exemplos dos algoritmos de decodificação. Os 

elementos * representara síndromes desconhecidas. 

O arranjo S dado apresenta 12 elementos de entrada. Como o -algoritmo BMS 

consiste numa única iteração, será necessário processá-lo 12 vezes para se obter o 

conjunto de polinómios mínimos das relações de recursão lineares válidas para o arranjo 

S até a entrada 5 3 > i , que é a entrada de maior ordem segundo a ordenação lexicográfica 

graduada reversa < g r a t ( adotada. 

I teração 1 Considere inicialmente !F = {/o}, em que / 0 = 1, Q — 0 e A — 0. Faça 

a = (0,0) e a*-= {1,0}. 
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Do passo 1, tem-se 

• T' = {/o}; 

• JV = { / « } . 

Do passo 2, tem-se 

• e + =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {/o}; 

- Span(/o) = ( l f 0 ) - ( 0 , 0 ) 

. A* =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {(1,0)}; 

. á / o = l [ a s - 0 ] = a e. 

No passo 3, tem-se que Ext A + = {(0,1), (2,0)} (veja tabela 5.5). Então, 

^1,0) (este ponto é o sentinela da função / 0 ) ; 

0 1 2 3 

o • • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  *  

o # * * 

Tabela 5.5: Ilustração dos cantos externos do conjunto delta A"5" = {(1,0)}. Os pontos 

de Ext A + estão representados por símbolos o. Observe que estes pontos constituem 

realmente cantos na tabela. 

ParazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 = (0,1), tem-se que 

- Primeiro, não há / G F\jSf, tal que deg (/) = (0,1); 

* Segundo, 0 ^ a + . Sendo f- e M e deg ( / 0 ) < (0,1), faça 

Para 0 = (2,0), tem-se que 
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- Primeiro, não há / € .FAX, tal que deg(/) = (2,0); 

* Segundo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 i a+. Sendo f0eMe deg(/Q) < (2,0), faça 

• Portanto, — {f\,h} é um conjunto de polinómios mínimos para I i i 0 (5) . 

I teração 2 Considere T = {fuh}, Q = {/o} e A = {(1,0)}. Faça a = (1,0) e 

a + = (Ü,l). 

Do passo 1. tem-se 

• P o . i ( / i ) = ~ l ( 0 + Q) = 0; 

• A r = { / » } . 

Do passo 2, tem-se 

. Span(/1) = ( 0 , l ) - ( 0 , l ) - ( 0 , 0 ) ; 

• Como Span(/i) = (0,0) já é um ponto interno de A ((0,0) < (1,0)), então pode 

ser descartado. A função fít que tem como sentinela este ponto (0,0), também 

pode ser descartada de Ç*. Então, tem-se que G+ — {/o} e A4" = {(1,0)}; 

. 5h = \[a3~-o) = a\ 

No passo 3, tem-se novamente Ext A + = {(0,1), (2,0)}. Daí, 

• Para 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — (0,1), tem-se que 

- Primeiro, não há / € 7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ Jf t tal que deg (/) = (0,1); 

* Segundo, 0 <a+; 

* Por último, tem-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / i € M e deg (A) < 0, e fa € G e Span(/0) > 

a+ - 0 = (0,0). Faça q = (0,1) - (0,1) = (0,0) e p = (1,0) - (0,1) + 

(0,1) = (1,0). Então, 

A<w> (x,y) = x^A - ^ L ^ / o - V + <xx = fs. 
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• ParazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 = (2,0), tem-se que 

- Primeiro, f2 e F\N e deg(/2) = (2,0). Então, 

h t w l (*.*)== A-

• Portanto, 7r+ = { / j , /a} é um conjunto de polinómios mínimos para Ia a (5) . 

Demais iterações A tabela 5.6 descreve os conjuntos F, Ç e A resultados de cada 

iteração do algoritmo BMS para o arranjo 5 dado na tabela 5.4. A tabela 5.7 denota 

os polinómios envolvidos neste procedimento, suas extensões e discrepâncias. 

o = ( i , i ) T ff A 

(0,0) Í M 0 0 

(1,0) {Juh} 

(0.1) {h,h) {/o} {(1.0)} 
(2.0) 

(1.1) 

(0,2) {h,hJl} 

(3,0) 

(2,1) 

(1,2) {/$>/<>, Ao} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{/o./s} {(1=0), (0,1)} 

(0,3) { / s . A . / l l } 

(4,0) { / « . A . / i i } 

(3,1) 

Tabela 5.6: Saída do algoritmo BMS para o arranjo S de entrada. 

5.5.2 Decisão por maioria 

No corpo C dos números complexos, a transformada de Fourier discreta de um vetor 

u = («o, . . . ,«„_i) de números complexos é um vetor U — {UQ, ... »E/„^i), em que 

n-I 

i=0 
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Polinómios Span (fi) h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( X, y) = 1 (1.0 ) a 6 

h {x, y) = y (0,0) a3 

f2(x>y) = x- (0,0) a 4 

U(x,y) -y + ax (1,0 ) a 3 

f\ix^y) — x2 + ct2x (1.0 ) Ct 

/s (a?, y) =  V + az + a (0,1) Q 

U(x>y) ~xy-\-ax2 + ax (0,1) a 

h y) = y2 + o:xy + a j + Q 7 X (1,0) a 4 

/ i (x, y) = X 2 + o / 2 X + Q 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- -
/ u (s, y) - xy + ax 2 4- a''y -f a 5 

/io {%> y) ~y2 + ocxy + ay + a7x + a2 (0.1) a 7 

fn(x,lf) = V2 + axy + y + a -
Tabeia 5.7: Polinómios envolvidos no processamento do algoritmo BMS neste exemplo, 

com suas respectivas extensões e discrepâncias. 

Observe que o termo e"^ constitui uma raiz n-ésima da unidade em C, ou seja, 

e ~ J j == 1. Num corpo finito 3F?, um elemento a de ordem n também constitui 

uma raiz n-ésíma da unidade. Por analogia, define-se a transformada de Pourier de um 

vetor v ™ (vi, ... ,u n) em um corpo finito F ç como sendo o vetor V = (Vi, . . . . Vn), 

em que 

V j = J ] ( » % J = l », (5-20) 
i=i 

sendo a € F, um elemento de ordem n. O vetor v pode ser obtido pela transformada 

inversa dada por 

em que n = 0  modp, sendo p um inteiro primo e q = pm, para algum inteiro m. 

Observe que a equação 5.20 equivale à expressão das síndromes de uma palavra 

recebida v para um código em uma variável (códigos BCHj de Reed-Solomon, etc). 

De um modo geral, a transformada de Fourier de um vetor recebido v — c + e, em 
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que e é um vetor erro, para um código (ntk) qualquer, pode ser vista como sendo o 

conjunto das síndromes (equação 5.1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ã ( v )  =  S i ( e )  «  h i e 1 * , * =  

em que hi são as linhas da matriz de paridade do código. O importante neste fato é que, 

uma vez conhecidas todas as n síndromes de v (apenas n-k síndromes são conhecidas 

a princípio), é possível determinar o vetor e ocorrido através da transformada inversa 

de Fourier. 

O esquema de decisão por maioria proposto por Feng e Rao [4] permite se obter 

recursivamente as k síndromes desconhecidas, possibilitando, assim, a decodíficação de 

v . 

Na subseção seguinte, será descrito um algoritmo rápido de decodíficação para 

GG.Vs definidos sobre curvas planas, que usa o algoritmo BMS e o esquema de decisão 

por maioria adaptado ao algoritmo BMS. Na presente subseção, o esquema de decisão 

por maioria será descrito numa forma semelhante à apresentada por Feng e Rao, o que 

envolve o conceito de anti-lacunas apresentado na subseção 3.3.5 do capítulo 3. 

Áiiti-lacunas 

Considere uma curva algébrica plana X de género g sobre um corpo F 7. Considere o 

divisor D = Pi -i -f Pn de pontos racionais de X e o ponto racional Q também de 

Xs mas disjunto do suporte de D. 

Denote por Cmk o GGA C* (D,m.kQ) de comprimento n e dimensão n-m*. 4-<? —1-

Assuma mk > 2g e considere k = mkzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — g 4-1 a dimensão do código dual. 

Denote por (m» | i € N) a seqüência das anti-lacunas de Q, em que 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < mi < • - • < m s _i < 2g 

emi~i + g, para i - g,g 4-1, . . . ,mk~g. 

Denote por & uma função racional que possue um pólo de ordem no ponto Q, 

e nenhum outro pólo mais. Tem-se que constitui uma base para o espaço 

L (mkQ) ortogonal ao código Cmk. 
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Matriz de síndromes bi-dímensionais 

Se e é um vetor erro ocorrido em uma palavra recebida, defina S como sendo a matriz 

de síndromes bi-dimensionais correspondentes a e dada por 

-•- S i / 

cujos elementos são dados por 

Sí>i e ' " # £P"<) 9j í ^ , ) > 

em que os u;'s são as posições dos í erros ocorridos. Se v = c -t- e é uma palavra 

recebida, para c G Gmii, e m, + = mp < m*, então Qi§j € L(mpQ) Ç L(m f cQ) e 

S ĵ (e) = 5íj (v). Portanto, Sy é uma entrada conhecida da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 , se rrij+roj < mj... 

Defina o conjunto de pares iV* como sendo 

Nk - {(», j ) e I m,- +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 17^ = m f c + i } 

e denote por seu número de elementos. As entradas da matriz 5 com índices 

£ são as primeiras síndromes desconhecidas com relação ao códigozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CMII a 

serem determinadas. Uma vez determinada uma entrada SÍJ, com (i, j ) € iV^, então 

todas as outras entradas S,-^, com 6 iV*, que não são necessariamente iguais, 

podem ser obtidas. Isto, porque cada uma das funções gi-g? e g^+i gera o espaço 

L(m^iQ)\L(mkQ)- Ou seja, existem elementos \ij,\ij-r e F 9 , com A,-j ^ 0, tais 

que 

r<fe 

para todo (i, j ) G Além disso, esta relação é a mesma para todos os vetores erro. 

S = 

St.t St ,2 
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Considere agora a matriz S{i,j), dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S2 JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-Ï Sz j 

(5.21) 

S»,i SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;,2 

Se mi + nij ~ mk+i, então todos os elementos de S(i, j) são conhecidos, exceto Sy. 

Se nii + nij = m f c, então S (i, j) equivale à matriz de síndromes determinada no passo 

2 do algoritmo básico (algoritmo 31) para o código C m s (m t é o parâmetro a naquele 

algoritmo). 

Candidatos e discrepâncias 

Considere (i, j ) G iV*, ou seja, -f = m t ^ . 

Definição 35 (Candidato) Se as matrizes S (izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — l,j - 1), S(i — l , j ) e S ( i s j - l ) 

possuem o mesmo posto, então (i,j) é dito ser um candidato com relação aa código 

Se (t,j) é um candidato, então existe um único valor S-̂  a ser atribuído à en-

trada desconhecida SÍJ, de modo que as matrizes S (i - 1, j - 1) e S (í, j) possuam o 

desconhecida Sy. 

Denote o número de candidatos verdadeiros ou correios, em que 5^-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — SÍJ, por T 

e o número de candidatos falsos ou tncorreíos, em que Sy S^, por F. 

Definição 36 (Discrepância) Um índice (i3j) é dito ser uma discrepância (não con-

fundir com o conceito de discrepância usado na descrição do algoritmo BMS na sub-

seção 5.5.1), se as matrizes S(i ~ l,j — 1), S(i — e S(i,j — 1) possuem um mes-

mo posto, que difere do posto de S 

C, 

mesmo posto. O elemento S-j é dito ser um valor candidato ou predito da síndrome 

Se for aplicado o algoritmo de eliminação de Gauss sem troca de linhas ou colunas 

à matriz de síndromes bi-dimensionais 5, as discrepâncias serão os pivôs da matriz 
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resultante. Portanto, o número total de discrepâncias, denotado por DT, é igual ao 

posto de S. Além disso, a matriz S pode ser escrita na forma 

5 - XYX7, 

em que 

X = 

Si(P U I ) ffi(PO 9i ( P O 

0 t ( P O 

s*(PO s*(PO ••• JMP, 

0 c„. -•• 

0 0 

0 

0 

Portanto, o número total de discrepâncias é, no máximo, igual ao número de erros 

ocorridos t. 

Tornada de decisão 

ConsiderezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v = c + e uma palavra recebida com í  < erros com relação ao código 

Cmk. Então, todas as síndromes bí-dimensionaís Stj, com mí-fm, < mk, são conhecidas 

e as demais síndromes são desconhecidas. 

Denote o número de discrepâncias conhecidas por K. Um candidato é incorreto se 

e só se for uma discrepância. Então, 

K + F < DT < t. (5.22) 

Se (i,j) ê uma discrepância conhecida, então todas as entradas ( i , j f ) e ( i ' , j ) , com 

j ' > j e i' < i, não são candidatos. Se e não é um candidato, então existe 

pelo menos uma discrepância conhecida na mesma linha i ou coluna j . Portanto, o 

número de pares € JVJt que não são candidatos é, no máximo, 2K. 

O número de pares (i, j) € que são candidatos é igual a T + F . Portanto, 

nT = n° de candidatos -1- n° de não candidatos <(T + F)+ 2K. (5.23) 
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Como, por hipótese, w(e)~t< ^f1, tem-se das inequações 5.22 e 5.23 que 

2K + 2F + l<nr<T + F + 2K 

F <T. 

Não há uma forma direta de determinar se um candidato é ou não verdadeiro. 

Contudo, se for atribuído um valor predito a cada um dos candidatos, então a maioria, 

T candidatos, terá o mesmo valor, que é, por definição, o valor correto dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr+i, 

Esta presente descrição teve por objetivo introduzir a idéia do esquema de decisão 

por maioria de Feng e Rao. Um algoritmo de decodifkação com decisão por maioria na 

forma apresentada aqui tem uma complexidade alta O (nz). Na subseção seguinte, será 

apresentado um algoritmo rápido de decodifkação, que adapta o esquema de decisão 

por maioria ao algoritmo BMS, e possui complexidade O (n*^. Em seguida, será dado 

um exemplo ilustrativo deste processo. 

5.5.3 Algori tmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e H>-

hoidt 

Nas subseções anteriores, foram descritos o algoritmo BMS e o esquema de decisão 

por maioria, que têm propiciado o desenvolvimento de diversos algoritmos r-ápidos 

de decodifkação para GGA's. Um bom exemplo da utilização destes esquemas é o 

algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt [19], que incorpora tanto 

o algoritmo BMS quanto o esquema de decisão por maioria de Feng e Rao. 

Algoritmo BMS 

Considere X uma curva algébrica plana de gênero g, cuja equação possui grau ja = r + 1 

e é definida em F, [xsy\. Considere {P\,. -. ,P„} um conjunto de pontos racionais da 

curva X sob o corpo ¥ q e o divisor D~PiA h Pn. Considere o divisor G =• mQt em 

que Q $ {Pi, . - - , Pn} ê um ponto racional de X. Suponha também que m > 2g - 2. 

Considere o CGA C*{D,G), denotado por C, de distância mínima projetada d, 
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comprimento n, dimensão n-fc(jfcéa dimensão do código dual) e matriz de paridade 

em que glliA ~ x<hyb'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e {gaiM> ••• .SU*AJ é uma base para o espaço !,((?). 

Considere a descrição do algoritmo BMS feita na subseção 5-5.1. 

Considere uma palavra recebida v € acrescida de um vetor erro e e F J , cujas 

síndromes conhecidas são 

^ . > , . 6 , - y ] < w t , , * = í, •..,fc. (5.24) 

em que os u/s são as posições dos í erros ocorridos. Considere estas síndromes orde-

nadas segundo a ordenação lexicográfica graduada reversa < s r i : v utilizada na descrição 

do algoritmo BMS na subseção 5.5.1, e dispostas em um arranjo 5 ç _ i X Í _ i , em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sij 

é o elemento da linha i e coluna j . 

Mostrou-se que, se todas as síndromes Sjj, com i, j < q ~~ 1, são conhecidas, então 

do pode ser determinado pela transformada inversa de Fourier dada o vetor erro ocorri 

por 

íj<q-t 
(5.25) 

em que eu é o componente do vetor erro e correspondente ao ponto Pu = {pxu,psu) da 

curva PC. 

Relembrando da subseção 5.5.1, um polinómio 

*<3 

é dito fornecer uma relação de recursão linear válida para o arranjo S até a entrada 

Sa,t, se 
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sendo u e v inteiros, em que 5 i + u j + l , existe. Por exemplo, a equação da curva X 

fornece uma relação de recursâo linear válida para todo o arranjo S. Para uma curva 

de Hermite dada por (equação 4.9) 

tem-se que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•SWí<izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — "Sij+jt-i 4- Sij+i (5.26) 

ou 

S j^ j -dM =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SÍJ + 5 i j _ p + í í para j > M ~ 1. (5.27) 

Considere 5u>if a síndrome conhecida de maior ordem, segundo a ordenação < g w -

As síndromes Sy. em que (i,j) <IJt.eí, (a,6), que não foram obtidas pela equação 5.24, 

podem ser determinadas pela relação de recursâo linear fornecida pela equação da curva 

X, de modo que se pode ter um arranjo S constituído por todas as síndromes Sy, com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( Í , Í ) < S r K U (U,6). 

O algoritmo BMS recebe como entrada o arranjo S e fornece um conjunto de po-

linómios mínimos característicos, denotado por 

correspondente às relações de recursâo lineares válidas para o arranjo 5 até a entrada 

de maior ordem Sa,s, Se x ^ V ^ ' é o termo líder de (assume-se, sem perda de 

generalidade, que os coeficientes dos termos líderes são iguais a 1), então tem-se que 

e 

o = 4 1 ) < 4 2 > < - - - < 4 1 , ) -

Mostra-se que [11], se l — max{a 4-6 - 1 , 6 } (máximo inteiro l, tal que (0,1) < g r e v 

(a, 6)), então os polinómios mínimos gerados pelo algoritmo BMS para um arranjo 5 

de síndromes de entrada S{j, com i + j<l + u>, fornecem relações de recursâo lineares 

válidas para todas as demais síndromes. Ou seja, obtidos os polinómios mínimos 



Capítulo 5. Decodiãcação dos Códigos de Geometria Algébrica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA103 

válidos para o arranjo S até a entrada SQ,;+íí, pode-se determinar pelas relações de 

recursâo lineares correspondentes a estes polinómios as demais síndromes do arranjo 

5. Portanto, faz-se necessário apenas encontrar por meio do esquema de decisão por 

maioria as síndromes SITJ-, com i 4- j < l 4- p. 

Outra observação importante com relação ao algoritmo BMS, já descrito na sub-

seçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.5.1, é que a cardinalidade do conjunto delta ò, obtido no fim do processamento 

é sempre igual ao número de erros ocorridos. 

Decisão por maioria adaptada ao algoritmo BMS 

Suponha que são conhecidas todas as síndromes Sy, em que (i, j) < 3 r í U (a, 6} <Y R E L. 

(0,/ 4- u). Deseja-se, então, determinar a partir das síndromes conhecidas a síndrome 

Sa,b-

Couáidere = { / ü ízyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f^} e suponha que, para algum / ' p í € T^, existem 

a > 0 e 0 > 0. tais que a 4- sf* = a e 0 4- = b. Pode-se, então, escrever a relação 

de recursâo linear correspondente a / Í J , Í 

£ $Si+«w = -5ÍS- (5.2S) 

Observe que, se / ' p ' for consistente com a síndrome Sa,b, ou seja, se a relação de recursâo 

linear correspondente a / , J>> for válida até 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÜ,6, então conclui-se que S^l ~ Sa,b~ 

Considere também o caso em que existem a > 0 e 0 > 0, tais que a 4- sj^ = Q4/Í 

e 0 4- sf] = 6 - £i 4-1. Pode-se, daí, escrever a relação 

£ fljSi-raj+0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — = - S ^ ^ ^ j . (5.29) 

Da mesma forma, se for consistente com Sc+^p+i, então segue da equação 5.27 

que ^i+^.d-ít+i = ^a+íi.i-*í+i-

O restante desta discussão é dedicada a observar os casos em que as equações 5.28 e 

5.29 podem ser calculadas e compará-los com o número de casos em que os polinómios 

são consistentes. Nesta comparação do número de casos é que reside a mesma idéia do 

esquema de decisão por maioria apresentado na subseção anterior. 

Considere [a,b), em que a < p (se a > fi, então 50,s pode ser calculada pela 

equação 5.26) e (a,b) < [0,1 + p,}. Segue do algoritmo BMS que existe um inteiro p, 
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com 1 < p < u, tal que a equação 5.2S pode ser calculada. Por outro lado, mostra-se 

[19] que, se I > 2p, - 3, então existe um inteiro p, com 1 < p < u, tal que a equação 

5.29 pode ser calculada. 

Agora, considere 

A'i = {(x,y) | 0 < i < í i e 0 < i / < 6 } 

As = {(•;•-y) | 0 < i < í < e ü < ( / < è - í í + l } 

e faça 

A' = A",UA',. 

Pode ocorrer de A", estar vazio, mas apenas no caso em que I < 2/Í - 3, 

Considere 

A p - [{x, y) e A' j x + ^ < o e y + 4 r t < 

{ ( x , y ) € A* I z + si"1 < o + | ie y + s?' + 

e faça 

K'= \ {JAP\JBP \ \ ^ 

3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=1 

(A Q i 6 é o conjunto delta obtido do algoritmo BMS associado ao conjunto de polinómios 

mínimos .Fa,&). 

Mostra-se que [19], sea + b<l + uea<p, então 

\K\ > 2 
d-1 

(5.30) 

\K'\>\K\-2\àa,b\, (5.31) 
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em que |*| representa a cardinalidade do conjunto *. Combinando estas duas inequações 

e considerando que ocorreram t < [4=lj erros na palavra recebida e que |A 0 >| < t, 

obtém-se que 

m > í. 

Agora, denote por -yx , ) 3 l . , , , -w os diferentes valores obtidos usando a equação 5.28 

ou a equação 5-29. e considere 

Tem-se, então, que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U A»u U BP A„ i ( i, q = 1, . . . . f. 

A" « y AV 

Supondo-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 V ̂  para todo q. com 1 < <j < v, então o próximo conjunto 

delta fornecido pelo algoritmo BMS, à£b, seria acrescido de A'' [19]. Desta forma, pela 

equação 5.31, 

J A ^ l > | A ' i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- | ^ . , 5 ! > í í - í > í , 

o que contradiz o fato de que ( A ^ j < r. 

Isto significa que pelo menos um dos %,'s é igual a Su,&. Considerando, por exemplo, 

que apenas 71 = 5«^, então o conjunto delta seria acrescido de 

>f 
K = {jKq 

e, portanto, |A 0 j t | 4- < t. Então, das equações 5.30 e 5.31, tem-se que 

Portanto, 
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Isto, em gerai, implica que, se 

então, para os valores corretos de Satb, tem-se \K'n\ < § \K'\, e para todos os demais, 

Estes argumentos mostram que a síndromezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SA. 6 pode ser determinada pelo seguinte 

procedimento: 

L Use a equação 5.28. ou a equação 5.29, para se obter os valoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 71, 72 . . . . ,f„\ 

2. Determine 

para cada 7,, obtido; 

3. Faça J? igual ao valor para o qual jA',} é máximo. Tem-se, então, que SFLL(, = 7,,. 

Este procedimento pode ainda ser continuado, de modo a se obter todas as síndro-

mes Sttj, com i,j < q - 1. Sabe-se que, após o processamento, o conjunto 'J~ obtido 

constitui uma base Grõbner mínima para o ideal dos polinómios iocalizadores de erros, 

cujos zeros coincidem com as posições dos erros ocorridos. 

Algoritmo de Sakata et al 

O algoritmo 37 apresenta o esquema de decodificação discutido nesta subseção. 

Algoritmo 37 (De Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hôholdt) 

Entradas: 

• Uma palavra recebida v; 

• Uma base {gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAai,bs_, • - • i9a^h} o espaço ortogonal ao código G. 

Saídas: 

tem-se j Ayj > \ \K'\. Como K'If D K,)t conclui-se que o valor correto de Sfli6 apresenta 

um [A^j mínimo ou, equivalentemente, um {A",;| máximo. 

A; 
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• O vetor e de erros ocorridos. 

< < < PassozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 > > > 

Calcular as primeiras síndromes a partir da base {&,.(,,, . . . ,ft, f c l6 t} ortogonal ao 

código e da equação 5- S6, e gerar o arranjo S. 

Processar o algoritmo BMS para o arranjo S de entrada. 

« < Passo 2 > > > 

Determinar as síndromes S,.,. com i + j < l + u, utilizando o esquema de decisão 

por maioria descrito e o conjunto de polinómios mínimos Titj fornecido pelo algoritmo 

BMS. 

Processar o algoritmo BMS após o cálculo de cada síndrome. 

« < Passo 3 > > > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A partir da equação õ.iõ e das recursões fornecidas pelo conjunto TQJ^ = {/^, 

... , f { > ) } correspondente ao arranjo S até a entrada S^t^t, determinar todas as demais 

síndromes desconhecidas do arranjo SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf l _ i x , , ^ i . 

< < < Passo 4 > > > 

Usar a transformada inversa de Pourier (equação 5.25) para se obter o vetor erro 

e ocorrido. 

Este algoritmo é capaz de corrigir até a metade da distância mínima do código. 

Sua complexidade é determinada pelo passo 2. No caso em que o comprimento do 

código é n = r 3 , tem-se uma complexidade O • A versão orginal do decodificador 

com decisão por maioria de Feng e Rao, que não utiliza o algoritmo BMS, apresenta 

complexidade maior, O (n 3). 

5.5.4 Exemplo de decodifícação de um código de Hermite 

Gomo nos exemplo anteriores, considere o código de Hermite Cia ("* = 18) e denote-o 

por C. A curva de Hermite X usada na construção deste código é dada pela equação 

O gênero de X é g ~ 3. O corpo utilizado é o F 9 (veja tabela 4.1 na subseção 4.2.3). 

Os pontos racionais de X com as correspondentes posições na palavra código estão 

ilustrados na tabela 5.8. 
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Posição Ponto Posição Ponto Posição Ponto 

1 10 19 (a 5, a") 
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( l . a s )  11 (cAa) 20 (a 6 ,* 5 ) 

3 12 (a 3, a 3) 21 (a 6 , a 7) 

4 («• 1) 13 (a 4, Cr4) 22 (<*U) 
5 (a, a) 14 (a 4, a 5) 23 (o/, a) 

G (a. a 3) 15 (ct 4.a 7) 24 (a 7, a 3) 

t (aAa-1) 16 (a5,1) 25 (O.cr) 

S (rr.a*) 17 26 (0,a«) 

9 (a 2, a 7) IS 27 (0.0) 

Tabela 5.S: Pontos racionais da curva A1 em Fg e respectivas posições na palavra código. 

A base para o espaço L (13Q) ortogonal ao código C ê (equação 4.12) 

Considere a mesma palavra recebida dos exemplos anteriores 

v =  1 a 6 0 0 0 • • - 0 a 5 0 0 0 ) , 

em que se observam í = 3 erros nas posições 1, 2 e 24 (pontoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ei = (1, a 4), £ò = (l.c*5) 

Procedendo com o passo 1 do algoritmo 37, obtém-se o conjunto de síndromes S 

de entrada descrito na tabela 5.9, que foi utilizado no exemplo do algoritmo BMS da 

subseção 5,5.1, Todas as síndromes foram obtidas das funções da base B^, com exceção 

da síndrome SQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,3> que foi obtida usando-se a equação 5.26. 

As saídas do algoritmo BMS aplicado a este arranja S de entrada estão descritas 

nas tabelas 5.6 e 5.7, no exemplo da subseção 5.5.1. O conjunto de polinómios mínimos 

obtido após o processamento do passo 1 é 

^ 3 , i = { z 2 + o?x + a 7, xy + QX2 + a4y + a 5, y2 4- axy + y 4- a] . 

Observe agora, por exemplo, a determinação da síndrome S2,2>  a primeira síndrome 

desconhecida. Como a = 2 < p = 4, a entrada £2,2  pode ser obtida pelo procedimento 

de decisão por maioria descrito. Da equação 5.28 e usando-se os polinómios de ^ 3 , 1, 
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0 1 2 3 4 5 6 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa 3 O:2 1 * * 

a 6 o 4 a 5 * * 

a 1 0 * * 

1 a7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* 

a 5 * 

* 

0 

1 

2 

*' 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4  

5 

0 

Tabela 5.9; ArranjozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S bi-dimeiisíonal das síndromes da palavra recebida v obtido no 

passo 1 do algoritmo de Sakata. Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt. Os elementos 

* representam síndromes desconhecidas. 

obtém-se 

—7 izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — CÍ2SI-> + a'So,2  = a"Q 5 4 - a'a2 =  ar => 

- 7 2 =  aS3ii + CÍ 45 1 , 2  + a s S u - a ã 7 + a4a5 + a s a 4 = a 2 => 
s 

7 S =  a , 

—f3 = ÜISS,! + S-ij + aŜ .o = aã' 4 - 0 4 - oia4 = a 2 

Daí, tem-se que 

^ « { ( 0 , 0 ) , ( 0 , 1 ) , ( 0 , 2 ) } 6 ^ = 0, 

A2 = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} e B 2 = {(0,0), (1,0), (2,0)}, 

Az = {(0,0), ( 1 , Q), (2,0)} e B 3 = {(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1 ,1) , ( 2 , 1 ) } . 
Como A 3 i i = {(1,0), (0,1)}, tem-se, então, que 

fd = Ki = AT5 = {(2,0), (1,1), (0,2), (2,1)} . 

Portanto, £2,2  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 aG- Observe que estes últimos passos não seriam necessários, uma vez 

que 7 i =  72  — 73 -
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0 1 2 3 4 5 6 7 
0 0 a 2 1 a 4 a 6 a 7 0 
1 a 6 a" a 5 a 6 a 5 a 4 a 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*  

2 a4 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa 5 Cf" 0 1 * * 

3 1 a 7 0 1 * 

-í a 5 a 3 a a * * 

5 a' a a 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* 

6 c r a* * 

7 a 3 * * 

Tabela 5.10: ArranjozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S bi-dímensional de síndromes obtido no passo 2 do algoritmo de 

Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt após utilização do esquema de decisão 

por maioria. Os elementos * representam síndromes desconhecidas, 

A tabela 5.10 descreve o arranjo 5 de síndromes obtido após o processamento de 

todo o passo 2 do algoritmo 37. 

A tabela 5.11 descreve os conjuntos f , Ç e A, saídas do algoritmo BMS para cada 

iteração processada nos passos 1 e 2 do algoritmo 37. Observe que, neste caso, o 

conjunto de polinómios mínimos não se alterou durante o passo 2. 

A tabela 5.12 descreve os polinómios envolvidos no processamento do algoritmo 

BMS, com as extensões e discrepâncias correspondentes. Como o conjunto T não foi 

alterado durante o passo 2 do algoritmo 37, esta tabela é igual à tabela 5.7 do exemplo 

da subseção 5.5.1. 

No passo 3, usando~se a equação 5.26 e as relações de recursão lineares fornecidas 

pelos polinómios de ÍFQJ — { / g , / g } fn}, a saber 

Í9 '• -S 0 , 6 = aSa+Li-i + a 4 5 a - I i b + a 55 a-.i, 6_i e 

fll - = 0 : 5 ^ , 6 - 1 + Saib-1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 - a5s> ~ 2 , 

é possível se determinar as demais síndromes do arranjo S. A tabela 5.13 ilustra o 

conjunto completo das síndromes. 

Por 6m, aplicando-se a transformada inversa de Fourier (equação 5.25) ao arranjo 

S da tabela 5.13 (passo 4), pode-se determinar o vetor erro e ocorrido. Por exemplo, 
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Q (i,j) 9 A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(0 ,0 ) IM 0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0  

(1.0) {A, A } 

(0,1) { A . A } ÍA} {(1.0)} 
(2,0) { A . A } 

Í U ) (A, A } 
(0,2) ÍA.A-A} 
(3,0) {A , A, A } 
(2.1) ÍA .A-A} 

(1.2) {A, A, Ao} CA>A} {(1.0),(0,1)} 

(0,3) {A, A. A i } 

tO. 7) {A, A - A i } 

Tabeia õ.ii: Saídas do aigorittno BMS durante o processamento dos passos 1 e 2 do 

algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt. 

para a posição 2 (ponto ( l , a 5 } ) , obtém-se que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

« 2 = E s j i i p v r 
í,jí<8 

= l . o 2 - f l .a 2 + l .a 2 + l . a 2 

+ l .a a + l .o 2 + l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. Q a + l . Q 2 

= a 6. 
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Polinómios fi Spaa(/0 

/o (x, y) - 1 (1.0) 

(0.0) a 3 

f2 (ar, y) - £ 2 (0,0) a* 

Aíar.l/) ~ y + cvx (1.0) a 3 

J4(x,y) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J : 2 4- orx (1.0) a 

h(x,y) = y + ax + a (0,1) a 

/a Í^Í y] = + a i - 4- ax (0,1) Ü 

/- (z.!/) = V2 + + cty 4- o7a- (1.0} 

/a(#,j/) = s* + orx + a7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- -

/ 3 (a:, y) — xy 4~ ax 2 + a 4y + a 5 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ i u (x, y) - y 2 4- «xy 4- 4- a 7x 4- (0.1) a 7 

In {x, y) =y2 4- azj/ 4- (/ 4- a -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-
Tabela 5.12: Polinómios envolvidos no processamento do algoritmo BMS nos passos 1 

e 2 do algoritmo de Sakata, Justesen, Madeliuig, Jensen e Hoholdt. 

j 
0 1 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 4 5 6 í 

0 0 a" 1 á* a6 a 7 0 

1 a6 a 4 a 5 a 6 a 5 a 4 a 6 a 3 

2 a 4 0 a 5 a 2 0 1 a 5 a 

3 1 a 7 0 a 7 1 a 5 a 4 a s 

4 a 5 a 5 a a 6 a7 a 3 o? 

5 a7 a a7 a 4 a 2 o? Q2 a 4 

6 o? a 6 a 3 a 5 a 7 a 3 a a 7 

7 a 3 1 1 0 a 0 1 1 

Tabela 5.13: Arranjo 5 bi-dimensional de síndromes completo obtido após o passo 3 

do algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hshoidt, 



Capítulo 6 

Conclusões zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Apesar de incipiente, o estudo da reoria dos códigos de geometria algébrica e o de-

senvolvimento de algoritmos de decodificaçâo para estes códigos em muito já evoluiu. 

Foram dezenas de trabalhos publicados envolvendo este assunto em todo o mundo, 

Trabalhos importantes, como os de Skorobogatov, Vlãduç, Porter, Shen, Tzeng, Saka-

ta, van Lint. Jensen, Hoholdt, Feng, Rao, Stichtenoth, além de outros, que apresentam 

em sua grande maioria variações dos esquemas discutidos na presente dissertação. Em 

contraste com esta realidade, observa-se que pouco tem sido feito nesta área a nível de 

Brasil, 

Em vista disto, determinou-se como objetivo central desta dissertação o estudo da 

teoria dos CGA's e a descrição, implementação e análise de seus esquemas de decodifi-

caçâo, no intuito de criar um suporte para posteriores trabalhos nesta área, A restrição 

do escopo desta análise aos códigos de Hermite se justifica não apenas nos excelentes 

parâmetros obtidos com tais códigos, mas principalmente nas simplificações que esta 

abordagem proporciona à descrição dos códigos e à compreensão de seus algoritmos de 

decodificaçâo. Isto, porque é possível se obter o dual de um código de Hermite sem se 

recorrer à complicada construção através de resíduos de diferenciais. 

No capítulo 1, foi feita uma contextualização e uma introdução geral ao tema do 

presente trabalho, seguida de uma rápida descrição do conteúdo dos capítulos sub-

seqüentes. No capítulo 2, abordou-se genericamente a questão da codificação para 

controle de erros, e definíu-se os códigos de Goppa e os códigos de Reed-Solomon de 

uma maneira que tornasse menos traumática, pode-se assim dizer, a conceituação dos 

CGA's, que posteriormente seriam descritos como uma generalização dos primeiros. 

113 
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Esta abordagem aqui adotada, utilizada por van Liut [13] e por Blake et ai [2], torna 

bem mais acessível o entendimento dos CGA's e de seus esquemas de decodificação, e 

constituí uma boa alternativa à abordagem utilizada por Stichtenoth [24], que solicita 

uma compreenção muito mais aprofundada da geometria algébrica. 

No capítulo 3, foi feita uma rápida descrição dos conceitos relativos à geometria 

algébrica, necessários à discussão dos CG.Vs e seus algoritmos de decodificação. Vale 

ressaltar o espaço dedicado à descrição da teoria das bases de Grõbner. que tem pro-

porcionado a obtenção de esquemas de decodificação bastante eficientes e elegantes, 

não só no caso dos CGA's (algoritmo BMS), mas também de outros códigos, como os 

BCH, os de Reed-Sobmon [12] etc. 

No capítulo 4, foi feita a descrição dos CGA'ss tanto dos relativos à construção pela 

avaliação de funções racionais em pontos da curva algébrica, quanto dos relativos à 

construção através de resíduos de diferenciais, códigos estes duais cios primeiros. Esta 

segunda definição, apesar de envolver elementos mais abstratos da geometria algébrica, 

é bastante usada na descrição de algoritmos de decodificação, uma vez que é a matriz de 

paridade do código, definida como na primeira construção, que é necessária no processo 

de decodificação. Eis o porque das duas definições e da facilidade obtida com o uso 

de códigos autoduaís, como os códigos de Hermite, que também são descritos neste 

capítulo 4. 

No capítulo 5, foi discutido o problema da decodificação e, em seguinda, feita uma 

classificação das abordagens utilizadas na construção de esquemas de decodificação. 

As duas abordagens apresentadas foram, então, exemplificadas com a descrição de dois 

algoritmos típicos (pode-se dizer até mesmo clássicos), o algoritmo básico de Skorobo-

gatov e Vlãdu$ e o algoritmo de Porter. Por fim, a questão da decodificação rápida de 

CGA's foi abordada com a descrição do algoritmo BMS de Sakata, que envolve a teoria 

das bases de Grõbner, e do esquema de decisão por maioria de Feng e Rao. Ambos 

os esquemas foram utilizados no algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e 

fíeholdt descrito em seguida. 

Além do presente texto, diversas implementações foram realizadas em linguagem 

de programação C++ de algoritmos de codificação e decodificação estudados. Para 

estas implementações, utilizou-se o compilador Borland C+4- Builder 3.0 Client/Server, 

tendo, contudo, havido a preocupação de se escrever o código de modo a ser portável, 

possibilitando sua utilização em qualquer ambiente ou plataforma. A intensão é a de 



Capítulo 6. Conclusões zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA115 

que, não só o presente texto, mas também estas implementações, sirvam como suporte 

a futuros desenvolvimentos. Neste sentido, todo o código C-f-f escrito foí devidamente 

comentado. Além disso, foi elaborada uma documentação eletrônica (arquivos texto), 

que deve auxiliar na utilização das rotinas em C+-K 

Para concluir, deve-se observar que, apesar de serem bastante simples os objetivos 

almejados com este trabalho, o grau de dificuldade imposto pela complexidade da 

teoria matemática envolvida e o seu pioneirismo no âmbito brasileiro o justificam e 

o validam. São estas referidas dificuldades, enfrentadas na construção da presente 

dissertação, que se buscou atenuar para as futuras investidas nesta área. Considera-se 

que estes objetivos simples, porém muito relevantes, tenham sido alcançados, e espera-

se que novos trabalhos no âmbito do Brasil imprimam um passo além na utilização 

desta promissora teoria dos CG.Vs na construção de sistemas de comunicação digital 

mais eficientes. 
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Álgebra de Corpo Finito zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os códigos de bloco, em geral, baseiam-se em estruturas de anéis de polinómios e nos 

sistemas aritméticos dos corpos do Galois. Estes e outros conceitos básicos da álgebra 

necessários ao entendimento dos esquemas de codificação e decodificarão são descritos 

neste apêndice. 

A álgebra apresenta três estruturas básicas, chamadas grupo, anel e corpo, a partir 

das quais toda a teoria é desenvolvida. Estas estruturas consistem em conjuntos de 

objetos matemáticos (como o dos números reais, dos números inteiros, etc.) associados 

a regras de relação entre seus elementos. As três primeiras seções deste apêndice 

descrevem formalmente estes conceitos. As demais seções tratam da aritmética de 

corpos de Galois. Maiores detalhes e provas dos resultados apresentados aqui podem 

ser obtidos em Blahut [ l , pp.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 65-92] ou qualquer texto básico sobre álgebra de corpo 

finito. 

A . l Grupos 

Um grupo G é um conjunto associado a uma operação (denotada por "+") sobre pares 

de elementos deste conjunto que satisfaa as quatro propriedades seguintes: 

1. Fechamento -» Para todo a, b € G, c — o 4- 6 e G\ 

2. Associatividade -4 Para todo a, b, c € G, a 4- (6 4- c) = (a 4- 6) 4- c; 

3. Identidade Existe um elemento e chamado identidade, em que a4-e = e4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-Q — 
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4. inversas -+ Se a 6 G, então existe b € G chamado inversa de a, em que a + 6 = 

6 + a = e; 

Os grupos com número finito de elementos são ditos grupos finitos, e seu número 

de elementos é chamado de ordem do grupo, k ordem do elemento a € G é o menor 

valor n, tal que 

a+a~r---~\-a~e=5-a + aJr----ra~a. 
• s _ / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

!i viws d —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i veies 

A ordem de um elemento sempre divide a ordem do grupo, 

O grupo G que apresenta a propriedade de comutatividade, na qual. para a,b € G\ 

a + b = b -f a, é dito yrapo comutativo ou ^ntpo ab&Hano. 

Não se deve confundir a operação ' V com a adição convencional. Esta operação 

sobre os elementos do grupo pode ser definida de diferentes formas, desde que satisfaça 

as propriedades descritas. 

Em todo grupo, o elemento identidade é único. Além disso, a inversa a~l de cada 

elemento a do grupo é única, e (a" 1 }" 1 = a. 

A. 2 Anéis 

Um anel R é um conjunto com duas operações, adição ("+") e multiplicação (justa-

posição), que satisfaz os seguintes axiomas: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1. R é um grupo abeliano sob a adição; 

2. Fechamento Para todo a,b € Rs o produto ab £ R; 

3. Associatividade -> Para todo a,è ,c€ R, o (6c) ~ (ab)c\ 

4. Distributivídade -*a(6 + c) = ab+ac e (ò 4- c)a = ba+ca, para todo a t ò,c € í£; 

Á adição em um anel é sempre comutativa. Um anel comutativo é aquele em que a 

multiplicação é comutativa, ou seja, em que ab = 6a para todo a, 6 € iü. 

Um anel não necessariamente possui identidade na multiplicação, assim como inver-

sas de seus elementos. Caso um anel tenha identidade, esta identidade é única. Além 

disso, se ab — 1 e ca = 1, então b ~ c, e a é dito ter uma única inversa denotada por 

Um elemento que possua inversa em um anel é dito uma unidade. 
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A.3 Corpos 

Um corpo F é um conjunto que possui duas operação definidas sobre seus elementos, 

adição e multiplicação, e que satisfaz os seguintes axiomas: 

1. É um grupo abeiiano sob a adição; 

2. E fechado sob a multiplicação, e F - {0} é um grupo abeiiano sob a multiplicação; 

3. Para todo a.,b,c £ F, {a -r b)c ~ ac + bc; 

Convenciona-se denotar por 0 a identidade sob a adição, por - a a inversa aditiva 

de a, por 1 a identidade sob a multiplicação, e por d~ l a inversa multiplicativa de a. 

Entende-se por subtração (a - 6) - u + (~b) e por divisão (f) = b~la. 

São exemplos de corpos os conjuntos E (números reais), C (números complexos) e 

Q (números racionais). Um corpo com número finito de elementos è chamado corpo 

finito, ou corpo de Galois, e denotado por iF, (corpo com q elementos). 

Uni subconjunto de uni corpo F é dito subcorpo de F se constituir um corpo sob 

as operações inerentes a F. O corpo F é dito uma extensão deste subcorpo. 

Um corpo comporta-se como um anel, que permite a divisão ou cancelamento- Em 

um corpo, se ab = ac e a y= 0, então a~la& — a~lac =s> ò = c. Existem alguns anéis, 

como o anel dos inteiros, que permitem o cancelamento, mesmo não sendo corpos, ou 

seja, mesmo não existindo a inversa na multiplicação para todos os seus elementos. Um 

anel comutativo em que b — c sempre que ab = ac, com a 0, é chamado de domínio 

integral. 

A.4 Corpos finitos baseados em anéis de inteiros 

O conjunto Z dos inteiros forma um domínio integral sob as operações de adição e 

multiplicação usuais, sendo denotado por Z. 

Um inteiro s é dito divisível pelo inteiro r, ou de modo igualzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T divide s, se razyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — s 

para algum inteiro a. Um inteiro p ê dito primo se for divisível apenas por ±p ou ± 1 . 

O máximo divisor comum MDC (r, s) de dois inteiros r e s é o maior inteiro positivo 

que divide ambos r e s. O mínimo múltiplo comum MMC (r,s) de dois inteiros r e s 

é o menor inteiro positivo que é divisível por ambos r e s . 
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Em geral, a divisão não é possível em um anel. Pode-se, entretanto, definir uma 

divisão com resto e um cancelamento {resto igual a zero), razão pela qual o anel de 

inteiros constitui um domínio integral. 0 chamado algoritmo âa divisão estabelece 

que, para todo par de inteiros c e d , com d f 0, existe um único par de inteiros Q 

(quociente) e s (resto), tal que c ~ dQ + s, em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 < s < \d\. O resto s também pode 

ser escrito como s = [c)d. Outra expressão comum é a de congruência s = c modd. 

Dizer que s é congruente a c módulo d significa que s e c possuem o mesmo resto na 

divisão por d, mas s não necessariamente é menor que d. 

Considere y um inteiro positivo. O anel dos inteiros módulo q, denotado por Z/f/, 

é o conjunto (0, . . . , q - 1} associado à adição e à multiplicação definidos por a + b = 

[a + b}q e ab = [ab]^ 

Quando q for um inteiro primo, o anel Zjq constituirá um corpo, sendo denotado 

por JFç. Portanto, tomando-se q imviro primo, pode-se obter um corpo F,, a partir do 

anel de inteiros Z associado à operação de módulo q. 

A.5 Corpos finitos baseados em anéis de polinómios 

Um polinómio em F ç consiste numa expressão da forma 

/ (z) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-ixn~l + fn-3Xn~2 + • • • + fix + /o, 

em que x ê uma variável e /„_i, . . . , /a ? F,. O polinómio nulo é f(x) = 0, Um 

polinómio mônico è um polinómio no qual o coeficiente /„_[ é igual a 1. O grau 

deg / (x) de um polinómio não nulo / (x) é o índice do coeficiente fn-\-

0 conjunto de todos os polinómios em ¥9 associado à adição e à multiplicação 

de polinómios (com adição e multiplicação dos coeficientes em F 5 ) constitui ura anel, 

denotado por [x\. 

Um polinómio s (x) ê divisível porr (x), our (s) divide s (x), se existir um polinómio 

a (x), tal que s{x) =• r (x) a (x). Um polinómio p (x) é dito irredutível se for divisível 

apenas por cep (x) ou a, em que a € F 9 . Um polinómio mônico irredutível não nulo é 

dito um polinómio primo. O máximo divisor comum MDC [r (x), s (x)] é o polinómio 

mônico de maior grau que divide ambos r(x) e s{x). O mínimo múltiplo comum 

MUC [r (x), s ( i ) j é o polinómio mônico de menor grau que é divisível por ambos 

r(x) e s (x). 
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O chamado algoritmo da divisão de polinómios determina que, para todo par de 

polinómios c(x) e d(x), com d{x) £ 0, existe um único par de polinómioszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q(x) 

(quociente) e s(x) (resto), tal que c{x) *= d(x)Q(x) + s(x), em que degs(x) < 

degd(r). O resto ${x) também pode ser escrito como s(x) = [c(x)]d(zy Assim como 

no caso dos anéis de inteiros, a congruência s(x) = c(x) modd(x) indica que s(x) e 

c(x) possuem o mesmo resto na divisão por d(x). 

Assim como em certos casos é útil expressar inteiros como produto de inteiros 

primos (fatoração), também o é no caso de polinómios. Um polinómio não nulo p(x) 

em um corpo Flf possui uma fator ação única (exceto pela ordem dos fatores) em um 

produto de um escalar (elemento de Wg) e de polinómios primos em F, r 

Um polinómio em Ffj pode ser avaliado em qualquer elemento 0 de ¥ t l substituindo-

se a variável x por p\ Um elemento à é um zero de ordem m de um polinómio p (x) 

se e só se (xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - /Í ) '" dividir p (x) c (x - d)'"'1 não dividi-lo. Além disso, um polinómio 

p (x) de grau ?i possui no máximo n zeros. 

Para qualquer polinómio monico p (x) em de grau não nulo, o anel de polinómios 

módulo p (x) é o conjunto de todos os polinómios com grau menor que deg p (x), asso-

ciado à adição e multiplicação de polinómios módulo p(x). Este anel é denotado por 

Fg [xj /p(x). Quando p (x) for um polinómio primo de grau n, o anel F,, [x\ fp(x) será 

um corpo com q" elementos, chamado corpo de Galois e denotado por Fçn. 

Um elemento primitivo a do corpo F ( é tal que todo elemento não nulo de F 9 pode 

ser expresso como potência de a. Os elementos primitivos são úteis na construção de 

corpos, já que, conhecido um elemento primitivo, é possível construir-se todo o corpo 

e sua tabela de multiplicação através das potências deste elemento (pode-se mostrar 

que todo corpo de Galois possui um elemento primitivo). 

Um polinómio primitivo p(x) em F ? consiste num polinómio primo em F„, tal 

que o elemento representado por x é primitivo no corpo extensão construído módulo 

p(z). Existem polinómios primitivos de todos os graus em todos os corpos de Galois. 

Além disso, mostra-se que um elemento primitivo de um corpo é um zero de qualquer 

polinómio primitivo neste corpo. 

Um corpo Wq é dito fechado algebricamente se todo polinómio / (x) G F 3 [x] de 

grau maior ou igual azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 tiver raízes em F 9, Qualquer corpo F, possui uma extensão F q 

fechada algebricamante. Esta extensão F g é dita o fecho algébrico de Fq. 
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Este apêndice descreve a dedução do limite de Gilbert-Varshamov apresentado no 

capítulo 2 {equação 2.5), repetido a seguir por conveniência. 

Teorema 38 (Limite de Gilbert-Varshamov)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Considere que 0 < 5 < então 

R(S)>l-Hll(5), 

em que q é o tamanho do corpo finito Fg usado, 5 ~ ~ é a distância mínima relativa do 

código C de comprimento n e distância mínima d, e ífy é a função entropia definida 

por 

( x l o g J ç - l J - x l o g ^ - Ç l - a r J l o g ^ l - x ) , 0 < x < 

Este teorema estabelece um limite inferior para a taxa de informação assintótica 

R (§) para códigos com distância mínima relativa õ. A prova descrita a seguir está 

dividida em três partes. 

B . l Primeira parte 

Considere inicialmente a desigualdade de Stírling [15, p. 178], dada por 

ln(n!) - ~ < ( n + i ) lnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n) - n + ^ 1 < ln(n!), 
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em que, mudando os logaritmos para base q, tem-se 

! o g ? („!) - ^ < ( „ + I ) logg (») - nlog, (e, + « . ^ <log.(n!) . (B.2) 

Considere esferas de raio d de cardinalidade V (n,d). Da equação 2.1 de V (nyd) 

(repetida abaixo), observe a seguinte manipulação matemática: 

d / \ 

(B.3) 

V{n,d) > 

(ç - lf. 
d\(n~d)\ 

Aplicando o logaritmo de base q à equação acima, obtém-se 

lo&, [V {n,d)\ > log, (n!) - log, (d!) - log, {(n - d)\\ + d log, ( 9 - 1 ) . 

Usando, então, a equação B.2, obtém-se 

log„ [V (n. d)] > ( n + \ ) log, fn) - nlog y (e) + 

- l°S, (<0 + ^og, («) 
log, (2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT) 

- ( n - d + - I log, {n - d) + (n - d) log, (e) 
log, (2ir) 

+ d - l o g , ( ç - l ) -
(e) log, (c) 

12<f 12 £n - d) 

= ( n + ^ j I o g , ( n ) - ( ' d + Í ] l o g 9 ( d ) 

- ( n - d + - j l o g , ( n - d ) - M l o g < í ( o - l ) 

log9(27r) log,(e) logje) 

2 12d 12 (n - d) 

Dividindo agora tudo por n, fazendo n tender para infinito e eliminando os termos que 

tendem a zero, obtém-se que 

hm — - > hm 
n—KM Ti n-Ke 

log , (n ) -^ log ç (d ) 

- í ^ i o g ? ( n - d ) - ^ l o g , ( 9 - l ) 
Tl 71 
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Agora, considerando d o maior valor possível que satisfaça d < Sn, observa-se que 

quando n tende para infinito, tanto & quanto tendem para 1. Então, 

log,, V (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATI, Sn) , 
f j mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — í > ] j m n 0g ^ „ Jiog (Sn) 

-(l-ô)logl![n(l-8)}-rSlogq(q-l)} 

= Km [log, (a) - S log, (5) - 5 log, (n) 

- ( 1 - *) log, (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 - í) - ( 1 - í) log,, (n)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 - Í log, (9 - 1)] 

= Urn [-S log, (S) - (1 - á) log, (1 - S) +- Í log, (y - 1)] 

Da equação B.l , tem-se então que 

log,V'(Mrt) 
Inn — 2

 > rt, (o). (B.4) 

B.2 Segunda parte 

Como por hipótese 0 < d < observe que 

9 

Portanto, para qualquer k > 0, tem-se 

9 9 

i < 1 - 5 =-

í* < í ^ - l ^ < (9 - 1)* (1 - ff)* • 
9* 

Fazendo JL* = 5n - t, para 0 <i <5n, tem-se 

í**"* < (9 - 1 ) Í R _ Í (1 -

< (9 - l ) í n (1 ~ a)*" 
í j - ( g - l V ( l - i ) ' 
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Multiplicando a equação por (1 — 8)", obtém-se 

SSn (1 - 6)n ^ (g ~ lfn (1 - S)Sn (1 - S)n 

5Sn (1 - 6)n &{l-5)n 

(q ~ if» (i - 5 ) S n -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( ç - i r a - t f ) * * 

(9 - 1) (9 ~ 1) 

Agora, tomando a entropia (equação B.l) multiplicada por n e aplicando o 

anti-logaritmo na base q, obtém-se 

(9 ~ tf" „ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<ÍJ" (1 - S) 

(9 - i r 

Escrevendo 1 — 1" — [6 + (1 - e fazendo a expansão binomial, obtém-se 

l = l'« = [á-+ ( ! - £ ) ] " 

> IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (9 - — ^— (usando equação B.5) 

> ^2 í _ J ( 9 - 1)'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ^ — ^ — (usando equações B.3 e B.6) 

= V(nJ)q-'lH(-é). 

Aplicando, então, o logaritmo na base 9 a este resultado, tem-se que 

\oZgV(n,â)<nHq(S). (B.7) 

B.3 Terceira parte 

Considerando as equações B.4 e B.7, obtém-se que 
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Se um código C possui urna distância mínima d e uma cardinalidade V (ri, d) mínima 

para esta distância, então todas as palavras do espaço F£ possuem distância menor que 

d para alguma palavra código. Então, 

\C\.Vq(n,d-l}>q"^ 

iC l .V; (n ,d )>ç" . 

Considere a notação A(n,d) para o maior valor cie qk ~ \C\ para o qual o código 

(n,k,d) existe. Tem-se, então, que 

A(ntd)V(n,d) > <?" =4> 

log9Í.4(M)] + log v [ l> ,< i ) l > n*> 

loZq[A(nJ}} > l logjy(n.ri)] 
n *" n 

Agora, considerando d o maior valor possível que satisfaça d < Sn e aplicando o limite 

quando n tende para infinito, obtém-se por fim, da equação B.S, que1 

Um Jg£5['4 S n ) ] > 1 - Iim l 0 g * Í V ' 

1Á taxa de informação assintóüca é definida como sendo 

n-t-oo n 
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