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RESUMO 

 
 

Neste trabalho aplicamos o método espectral com a inclusão de um vínculo entre a dimensão das 
matrizes e o tamanho da caixa L, para resolver a equação Schrödinger. Para testar esse método, 
estudamos o potencial do oscilador harmônico simples, potencial gravitacional e potencial de 
Poschl-Teller e comparamos o nosso resultado numérico com o correspondente resultado exato. 
Usamos o software Maple 12, que possui uma linguagem de programação ideal para implementar o 
método espectral, por possuir rotinas de alta performance para calcular autovalores. 
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ABSTRACT 
 
 

In this paper we apply the spectral method with the inclusion of a link between the size of the 
matrices and the box size L, to solving the Schrödinger equation. To test this method, we studied the 
potential of simple harmonic oscillator, gravitational potential and the Poschl-Teller potential, and 
compare our numerical result with the corresponding exact result. We used the software Maple 12, 
which has an ideal programming language to implement the spectral method, having high-
performance routines to compute eigenvalues. 
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INTRODUÇÃO 

 
 

 Em 1926, o físico austríaco Erwin Schrödinger (1887-1961) publicou quatro trabalhos nos Annales de 
Physique Leipzig nos quais estabeleceu as bases da Mecânica Quântica Ondulatória. Que conseguiu 
explicar de forma bastante elegante as antigas regras de quantização de Planck, Bohr e Sommerfeld 
através da equação:  
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Onde )(r


  é a função de onda da partícula, m é a massa da partícula, )(rV


 é o potencial, E é a energia 

mecânica do sistema e  é a constante de Planck dividida por 2 .  

Esta é uma equação diferencial parcial submetida à condição de fronteira, que no infinito a função de 
onda seja zero. Esse comportamento da função de onda nos leva a soluções discreta para a energia, 
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tornando a solução da equação Schrödinger bem mais complicada que a equação da onda, pois além de 
determinar as funções de onda, também  faz parte da solução determinar a energia do sistema. Infelizmente 
poucos sistemas físicos permitem uma solução exata da equação de Schrödinger, entre esses problemas 
exatos, destacamos: o Oscilador Harmônico Simples e o Átomo de Hidrogênio. 

Os métodos numéricos usados para resolver a ES são: método de Numerov (DOMENECH-GARRET e 

MIGUEL-ANGEL, 2008), métodos variacionais (Mostafazadeh, 2001), perturbação artificial (MUSTAFA, 
2000), perturbação constante (LEDOUX, 2006) e o método espectral (PEDRAM, 2008).  

Neste trabalho aplicamos o método espectral, que consiste em resolver a ES corrigida, com a inclusão 
de uma caixa de tamanho L, dessa forma, quanto maior for o tamanho L, menor será os efeitos da condição 
de fronteira da caixa e mais esse problema se aproxima da ES original. Com a inclusão da caixa, a solução 
da ES é dada por uma combinação linear de funções seno e cosseno, representando estados de paridade 
negativa e positiva.  

Escolhida a base, podemos escrever a ES numa forma matricial, onde os autoestados são obtidos pela 
solução de uma equação de autovalores. Também consideramos um vínculo entre a dimensão das matrizes 
e o tamanho da caixa, permitindo extrair as energias com grande precisão numérica, porém o uso de L 
muito grande irá gerar matrizes de grandes dimensões que acarreta em grande custo de tempo de 
computação. Para ilustrar as vantagens desse método espectral vinculado, aplicamos esse método para 
resolver a ES unidimensional para o potencial do oscilador harmônico simples (SAKURAI,1994), potencial 
gravitacional (SAKURAI,1994) e potencial de Poschl-Teller (POSCHL, G.; TELLER, S., 1933) e 
comparamos o nosso resultado numérico com o correspondente resultado exato. Usamos o software Maple 
12, que possui uma linguagem de programação ideal para implementar o método espectral, por possuir 
rotinas de alta performance para calcular autovalores. 
 

 
MÉTODO ESPECTRAL (ME) 

 
Considere a equação de Schrödinger unidimensional independente do tempo: 
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Do ponto de vista computacional evitamos trabalhar com grandezas físicas, desta forma iremos executar a 
seguinte transformação: 
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Substituindo em Eq. [2] obtemos: 
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e  dividindo ambos os membros de Eq. [4] Por 
2
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m
, podemos reescrever a equação na forma: 
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Para uma condição de contorno em uma caixa de comprimento L, temos a solução de )(y , entre              

-L/2 <y <L/2 para uma base de dimensão N: 
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onde as funções de onda 
(0)

i , são obtidas da resolução da equação de Schrodinger para um poço infinito, 

assim temos:  
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Inserindo a solução geral Eq. [8] na Eq. [5], temos:  
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Definindo 
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  e multiplicando pela função de onda 

(0)

k  e integrando nos limites da caixa, temos: 
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Aplicando a ortornormalização das funções de onda na Eq. [10], temos: 
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A equação acima é equivalente a uma representação matricial. Para o caso N=5, temos a forma: 
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Como podemos observar na Eq. [11], a obtenção da energia E depende de dois parâmetros L e N. 
Dessa forma adotamos o vínculo entre L e N, usando o fato que a energia máxima é dada por: 

)2/()0(

max LVEn  , que fornece o vínculo: 
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onde para os potenciais que fornecem estados ligados, temos que quanto maior for L maior deverá ser a 

dimensão das matrizes. Desse modo, no caso ideal, temos N . Do ponto de vista computacional, 

N  não é viável, assim usamos um método gráfico para ajudar na extrapolação para N . 

 
 

ALGUMAS APLICAÇÔES DO MÉTODO ESPECTRAL 
 
 
Oscilador Harmônico Simples  
 
 

O potencial do oscilador harmônico simples é dado por: 
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Substituindo na Eq.[6], obtemos: 
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Considerando: 
2)( yyv  , então:  
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Assim obtemos: 
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Com o valor de  , podemos encontrar a relação da energia do sistema em função da energia  , por Eq. 

[6], temos: 
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A solução exata para o oscilador harmônico simples (SAKURAI, 1994) é dada por: 
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onde para as funções de onda de paridade ímpar os valores de n são: n=1,3,5,.... 
Portanto o valor para a energia   exata é dada por: 
 

12  nexato
                                                               [20] 

 
 



5 

 

Tabela.1 mostra o resultado para os três primeiros níveis de energia para os estados de paridade negativa, 

comparando o resultado exato(
exato

nE ) com o resultado numérico(
Num

nE ) para N=40.  

                          
 

n  exato

nE  
Num

nE  

1 3 2.999 

3 7 6.999 

5 11 10.999 

Tabela1. Resultado Exata vs o resultado numérico para N=40. 
 
 
A confiança em adotar o valor N=40 para os primeiros níveis do oscilador e a possibilidade de extrapolar o 

nosso resultado para N , pode ser verificada na Fig. 1. Vemos que para os primeiros níveis, o 

comportamento da energia é bastante estável com o aumento da dimensão das matrizes. Para N=40, 
podemos extrair a energia para 25-níveis com boa precisão numérica. 
 

 

 
 
Fig. 1: Perfil dos primeiros sete níveis de energia para o oscilador harmônico em função da dimensão das 
matrizes. 
 

 
Potencial Gravitacional 
 
 

Agora passamos para um exemplo que trata de um potencial gravitacional (SAKURAI, 1994), que é da 
forma: 
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Aplicando o potencial gravitacional na Eq. [6], obtemos: 
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Queremos yyv )( , então: 
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A energia do sistema é dada por: 
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A solução exata para esse sistema (SAKURAI, 1994) é dada por: 
 

n                                                                            [25] 

 

onde n são os zeros da função Airy, que é dada por: 

 

  0nAi                                                                        [26] 

 
Tabela.2  mostra o resultado para os três primeiros níveis de energia, para N=40. 
  

n  exato

nE  
Num

nE  

1 2,338 2.338 

2 4,088 4.088 

3 5,521 5.520 

Tabela 2. Resultado Exata vs o resultado numérico para N=40 
 
onde foi considerado o resultado exato até a terceira casa decimal. 
 

 
Fig. 2: Perfil dos primeiros dezenove níveis de energia para o oscilador harmônico em função da dimensão 
das matrizes. 
 
 
Potencial de Poschl-Teller 
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Agora passamos para um exemplo que trata de um potencial Poschl-Teller (POSCHL, G.; TELLER, S., 
1933) : 
 

2( ) tanh ( )V x g x                                                                   [27] 

 
 

Onde vamos considerar para os nossos cálculos 15g  , então: 

 
 

2( ) 15tanh ( )V x x                                                                   [28] 

 
 

A energia do sistema exata é dada por: 
 
 

 
2

15 3,405124838exato n                                                          [29] 

 
 
Tabela 3 mostra o resultado para os dois primeiros níveis de energia para os estados de paridade negativa, 
para N=40  
 

 
n  exato

nE  
MS

nE  

3 9.215 9.392 

5 14.835 14.907 

Tabela 3. Resultado Exata vs o resultado numérico para N=40 
 
 
 

 
Fig. 3: Perfil dos primeiros vinte níveis de energia para o oscilador harmônico em função da dimensão das 
matrizes. 
 

 
 

PROGRAMA DO MÉTODO ESPECTRAL PARA  MAPLE 12 
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Abaixo segue programa espectral para o Maple 12, para obter o espectro de energias com a inclusão do 

vínculo Eq. [13], 
  

> restart; 
>    with(LinearAlgebra): 
>    delta:=proc(i,j) local a; 
>         if i=j then a:=1 else a:=0; 
>         fi; 
>      a: 
>    end: 
> H:=(i,j)->E0(i)*delta(i,j) +V3(i,j): 
> #representacao matricial; 
>     N:=5: 
>            A:=i->[seq(H(i,j),j=1..N)]: 
>                B:=array([seq(A(i),i=1..N)]): 
> 
> # sistema físico: 
>       V:=x->evalf(x^2): 
> V(1): 
> 
> # Elementos de Matrix da energia e do potencial; 
> psi:=(n,x)-> evalf((2/L)^(1/2)*sin(2*Pi*n/L*x)): 
>     E0:=n->evalf(4*Pi^2*n^2/L^2): 
>         InTe2:= evalf(int(psi(iq,x)*V(x)*psi(jq,x),x=-L/2..L/2)): 
>                V2:=unapply(InTe2,(iq,jq)): 
>         InTe1:= evalf(int(psi(iq,x)*V(x)*psi(iq,x),x=-L/2..L/2)): 
>                V1:=unapply(InTe1,iq): 
> 
> V3:=proc(i,j) local a; 
> if i=j then a:=V1(i) else a:=V2(i,j); 
>         fi; 
>      a; 
> end: 
> #L:=1: 
> #V3(1,1); 
> H:=(i,j)->E0(i)*delta(i,j) +V3(i,j): 
>     L:=10:nd:=1*evalf((L/(2*Pi))*sqrt(V(L/2))):N:=round(nd): 
>            A:=i->[seq(H(i,j),j=1..N)]: 
>                B:=array([seq(A(i),i=1..N)]): 
 
> 
> # subroutina de extração dos autovalores e autovetores!! 
>    evalf(Eigenvals(B));  

 

[3.00000003, 7.000002459, 11.00019875, 15.00596961] 

 
 

CONCLUSÕES 
 
 
Neste trabalho usamos o método espectral com a inclusão de um vínculo entre a dimensão das 

matrizes e o comprimento L. Este método modificado forneceu um bom critério para a extração das energias 
do sistema, com baixo custo de tempo computacional, através da obtenção do gráfico da energia versus a 
dimensão da matriz, onde a energia do sistema é extraída quando a curva tende a um platô. 

 Aplicamos o método espectral com vínculo a três potenciais unidimensionais conhecidos na literatura: 
potencial do oscilador harmônico, gravitacional e Poschl-Teller e comparamos a nossa solução numérica 
com as soluções exatas, onde obtemos uma boa concordância entre os resultados.  
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Esses resultados nos levam a uma grande confiança neste método, fornecendo um programa eficiente 
e de baixo custo computacional para calcular o espectro de energia de qualquer sistema físico uni-
dimensional. 
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