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Resumo

Este trabalho apresenta atividades contextualizadas, para o ensino de matemadtica na escola
basica, abordando o conceito de funcao, funcdo afim e fun¢do quadrética, usando o compu-
tador como um recurso diddtico. As atividades foram elaboradas tendo como referéncia a
metodologia denominada de "Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagao de Matema-
tica através da Resolucdo de Problemas", apresentada por Onuchic [19, 2], e foram adaptadas
ao uso do software GeoGebra. Apresentamos, também, as impressdes sobre a aplicacdo de
parte dessas atividades em uma turma do 1° ano do ensino médio da Educacdo para Jovens e
Adultos.

Palavras Chaves: Resolug@o de problemas. Recursos computacionais. Fungoes.
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Abstract

This work presents a contextualized activities for teaching mathematics in basic education
school, addressing the concept of function, affine and quadratic functions, using the compu-
ter as a didactic resource. The activities were developed taking as reference the methodology
denominated "Mathematics Teaching-Learning-Evaluation through Problem Solving", pre-
sented by Onuchic [19, 2], and were adapted to the use the software GeoGebra. It are also
presented, the impressions about the application of these activities in a class of the first year

of high school of Educagio de Jovens e Adultos

Keywords: Problem Solving. Computational resources. Functions.

tEducacio de Jovens e Adultos/EJA is a form of basic education for young people and adults who do not

have access or have not completed their studies in elementary and secondary education.
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Capitulo 1
Introducao

Dentro da atual configuragdo da escola publica de Ensino Basico, encontramos alu-
nos com dificuldades na aprendizagem de matemadtica e professores com dificuldades em
elaborar e/ou aplicar metodologias de ensino que facilitem a compreensio e a apreensdo de
conceitos e conteidos matematicos por parte dos discentes, levando a queixas recorrentes,
tais como: que os estudantes ndo gostam e ndo aprendem Matemadtica; que os professores
ndo sabem Matemadtica e/ou ndo sabem ensina-la; que os conteudos trabalhados nas escolas

estdo muito distantes das necessidades do cidaddo comum.

Tais queixas mostram a necessidade de uma reformulagdo metodolégica dentro do en-
sino de matematica, com o intuito de minimizar o deficit de compreensao dos conceitos
matematicos, uma vez que o nao apreender e o ndo saber fazer uso desses conceitos podem
acarretar prejuizo no desempenho diante de situacdes cotidianas, vivenciadas por esses alu-
nos, 0s quais nem sempre pensam matematicamente, tampouco percebem que, se o fizessem,
poderiam minimizar o trabalho, tomando melhores decisdes. Isto mostra que, para desen-
volver tais habilidades, segundo Onuchic [19] "os alunos deviam aprender Matematica ’com

compreensdo’ e deviam ’entender’ com compreensao, isto €, deviam entender o que fazia”.

Diante desse contexto, como trabalhar os contetidos de matematica na sala de aula?

Como ensinar? Como aprender?

Na tentativa de encontrar respostas as perguntas anteriores, pesquisadores e professores
promovem estudos relacionados a transmissao e absor¢do de contetidos matematicos muitas
vezes focando em métodos de ensino, para assim, alcancarem uma melhoria no processo de

ensino e aprendizagem da Matematica.

Dentre esses métodos inovadores podemos citar um, em especial, que serviu como

base para a elaboragdo de atividades propostas neste trabalho, a "Metodologia de Ensino-



Aprendizagem-Avaliagcdo de Matematica através da Resolu¢cdo de Problemas"apresentada
por Onuchic [2, 19, 20] e a qual iremos nos referir de agora em diante simplesmente como
Resolugdo de Problemas. Ainda de acordo com Onuchic [19], apesar de a Resolugdo de
Problemas ter uma longa histéria na matemética escolar, essa metodologia € um conceito

relativamente novo.

Com a escolha do ensino de matematica através da Resoluc@o Problemas como foco
do nosso trabalho, ¢ vem a responsabilidade da elaboracdo das atividades, as quais t€m um
papel crucial dentro da metodologia em questdo. Dessa forma, levamos em consideragcao
varios fatores na elaboracgao destas, entre eles, o contetido matemético abordado, os alunos a

quem se dirige esse conteido e o potencial de aprendizagem desses alunos.

A selecdo, adaptacdo e elaboracdo de boas atividades, para serem aplicadas tanto em
sala de aula como fora dela, constitui um desafio para muitos professores [12], devendo ser
tratada com muita atencd@o levando em consideragdo a sua importancia dentro desse processo

de ensino.

Segundo Canavarro [8], outro ponto importante, o qual deve ser considerado pelo pro-
fessor na elaboracdo (e aplicacao) de atividades para a sala de aula, € como essas atividades
serdo exploradas em sala de aula no que diz respeito a introdugd@o, aos recursos didaticos
e a metodologia de trabalho. Essa preocupagdo mostra a importancia de um planejamento

rigoroso das aulas.

Tratando-se da construcdo do conhecimento através de uma metodologia baseada em
problemas e dentro desse contexto de planejamento, devemos chamar atencdo para uma "de-
licada" etapa da aplicagdo das atividades, os questionamentos que serdo feitos aos alunos
no decorrer da aula. O professor ndo deve exigir que o aluno "adivinhe" o que se deseja
extrair das atividades, os questionamentos devem ser tais que sirvam de guia e instiguem a

curiosidade do aluno de forma que ele seja conduzido ao esperado pelo professor.

Assim, com o intuito de minimizar as preocupacdes citadas anteriormente e construir
um material de apoio a professores, apresentamos neste trabalho um conjunto de ativida-
des, abordando os contetdos relacionado com o conceito de Fun¢do, Fun¢do Afim e Funcao
Quadrética, a partir da resolucdo de problemas, fazendo uso do meio de entretenimento e di-
vulgacdo de informacdes mais eficiente e mais utilizado da atualidade, o computador, através

de um software de geometria dindmica, o GeoGebra.



1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € integrar o computador na sala de aula de matematica,
procurando criar aulas inovadoras, através de atividades contextualizadas e adaptadas ao re-
curso didético, visando tornar as aulas mais dindmicas e, com isso, favorecer a compreensao

e fixacdo dos contetidos matematicos.

E como objetivos especificos temos: Elaborar atividades que auxiliem os alunos na
construcdo do conhecimento relativo a fun¢des, func¢des afins e Quadréticas e Construir um
material de apoio ao ensino e aprendizagem, contemplando os contetidos mencionados, que

possa ser utilizado por professores da escola bésica.

1.2 Organizacao

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: O Capitulo 1 contém esta introdugao,
onde foram destacaddos a motivagao e os objetivos deste trabalho. O Capitulo 2 traz uma re-
visdo bibliogréfica sobre Resolucdo de Problemas, onde destacamos os trabalhos de Onuchic
[19, 20], Allevato [2], entre outros. O Capitulo 3 apresenta uma revisdo bibliografica sobre
a "Utiliza¢do do Computador no Processo de Ensino-Aprendizagem"tendo como principais
suportes tedricos Santos [22] e Allevato [2]. Nos Capitulos 4, 5 e 6 exploramos os contetidos
Funcdes, Fun¢do Afim e Funcdo Quadratica, respectivamente, mostrando algumas defini-
coes e resultados que foram contemplados nas atividades sugeridas para serem trabalhadas
em sala de aula e ainda os comentdrios sobre as mesmas. No Capitulo 7 trazemos um relato
de experiéncia sobre a aplicacdo de algumas atividades mostradas nos Capitulos 4, 5 e 6.
e finalmente no Capitulo 8 apresentamos as consideracdes finais sobre o desenvolvimento

deste trabalho.






Capitulo 2
Resolucao de Problemas

O termo "problema" sempre esteve presente no dia-a-dia de pessoas que trabalham
com Matematica, segundo Onuchic [19] "Um problema € tudo aquilo que ndo se sabe fazer
mas que se estd interessado em resolver" e para Pozo [21] "Um problema é uma situagao que
para ser resolvida necessita de um processo de reflexdo ou uma tomada de decisdes sobre a

sequencia de passos a serem seguidos".

A capacidade de resolver problemas € um dos objetivos gerais a serem alcangados
pelos alunos ao final da Educacdo Basica. Segundo Pozo [21], a solugdo de problemas
estaria mais relacionada a aquisi¢dao de procedimentos eficazes para a aprendizagem, sendo
um procedimento definido como "um conjunto de acdes organizadas para a consecucdo de
uma meta". Sem procedimentos eficazes - sejam habilidades ou estratégias - o aluno nao

podera resolver problemas.

Dessa forma, ainda segundo Pozzo, a capacidade de solucionar problemas nio consiste
somente em dotar os alunos de habilidades eficazes, mas também criar habitos e atitudes de
enfrentar a dificuldade de aprendizagem como um problema, para o qual deve ser encontrada
uma solucdo. Para o professor, ndo é uma questao de apenas ensinar a resolver problemas,
mas também de ensinar a propor problemas para o proprio aluno, a transformar a realidade

em um problema que mereca ser questionado e estudado.

Assim, como exige o objetivo educacional acima mencionado, a aprendizagem, que
leve a solucdo de problemas, somente se transformard em autdnoma e espontdnea se trans-
portada para o ambito do cotidiano; se for gerada, no aluno, a atitude de procurar respostas
para suas proprias perguntas/problemas; se ele se habituar a se questionar ao invés de receber

somente respostas ji elaboradas por outros, seja pelo livro-texto ou pelo professor.

Nessa perspectiva, a aplica¢ao de procedimentos apreendidos por repeticoes e automa-



tizados, sem que o aluno saiba discernir o sentido do que estd fazendo, impedem-no de fazer
a transferéncia ou generalizacdes de forma autdnoma a situagdes novas, sejam cotidianas ou

escolares.

2.1 Parametros Curriculares Nacionais e Resolucio de Pro-

blemas

O Ensino Médio no Brasil, a partir da Lei de Diretrizes e Bases da Educac@o Nacional
(LDB No. 9.394/96), passou a ser parte integrante da Educagdo Basica, garantindo, por-
tanto, a todo cidadao o acesso a essa etapa de ensino, a qual tem como finalidades centrais
ndo apenas a consolida¢@o e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos durante o ni-
vel fundamental, mas também a preparagdo para o trabalho e para o exercicio da cidadania;
a formacao ética; o desenvolvimento da autonomia intelectual e a compreensao dos proces-
sos produtivos. E, ainda, de acordo com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio
[5], este "precisa desenvolver o saber matematico cientifico e tecnolégico como condicao de
cidadania e ndo como prerrogativa de especialistas". Isto significa que ao final do Ensino
Bésico espera-se que os alunos saibam usar a matemdtica para resolver problemas do cotidi-
ano, para modelar fendbmenos em outras dreas do conhecimento; que eles compreendam que
a matemadtica € uma ciéncia com caracteristicas proprias; que percebam a matematica como
um conhecimento social e historicamente construido, e que saibam apreciar a importancia

da matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico [5].

De acordo com Pozo [21], "a transferéncia ou generalizacido dos conhecimentos adqui-
ridos para um novo contexto ou dominio constitui o problema de aprendizagem mais dificil
de superar, tanto para as teorias da aprendizagem como para a propria pratica didatica e edu-
cacional. Esta transferéncia torna-se especialmente complicada quando se trata de transferir
uma habilidade ou conhecimento adquirido em sala de aula para um contexto mais cotidiano

ou informal".

Portanto, um dos principais desafios, para os professores de matemadtica, € quebrar essa
barreira fazendo uso da interdisciplinaridade e contextualizagdo (que sdo principios emana-
dos das diretrizes curriculares do Ensino Médio) e criando ambientes de aprendizagem que
permitam "Ensinar matemadtica de modo a preparar os alunos para o mundo do trabalho que

exige conhecimento matematico"[3].

Os Parametros Curriculares Nacionais [3, 4], apoiados em ideias dos Standards do
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NCTM! [19] (Os quais apontam o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas,
explora-los, generalizi-los e até propor novos problemas a partir deles, como um dos pro-
positos do ensino de Matemadtica) indicam a resolu¢do de problemas como ponto de partida
das atividades matemadticas e discutem caminhos para se fazer matematica na sala de aula de

forma a desenvolver as competéncias e habilidades j4 mencionadas.

2.2 Problemas x Exercicios

Um problema se diferencia de um exercicio’ na medida em que, neste dltimo caso,
dispomos e utilizamos mecanismos que nos levam, de forma imediata, a solucdo. Por isso,
¢ possivel que uma mesma situagdo represente um problema para uma pessoa enquanto que
para outra esse problema ndo existe, quer porque ela ndo se interesse pela situagdo, quer por-
que possua mecanismos para resolvé-la com um investimento minimo de recursos cognitivos
[21].

Assim, interpretar a informagdo contida em um grafico ou isolar uma incégnita em
uma equagdo matemadtica pode representar um problema, um exercicio, ou nenhuma das
duas coisas, para alunos com diferentes conhecimentos e atitudes. Analisemos a seguinte

questdo.

Uma fungdo real de variavel real f é definida por f(x) = kx — 2. Sabendo que
f(1) + f(3) = 4, determinar o valor de f(2).

A questdo acima pode ser facilmente resolvida da seguinte forma:
Temos que

f()y=k—-2e f(3)=3k—2.Dai, f(1)+ f(3)=k—2+3k—2=4.
Logo, 4k = 8, ou seja, k = 2.

Portanto, a lei de formagdo é dada por f(x) = 2x — 2. De onde encontramos que
f(2) =2.

Supondo que j4 tenha havido a resolu¢do de um exemplo similar a tarefa acima, pode-
mos classifica-la como um exercicio, caso contrario, ela deixa de ser classificada como um

exercicio e se torna um problema, isto €, tipo de atividade desafiadora em que nao se con-

segue uma solucgdo trivial, necessita-se de mais raciocinio e reflexdo em comparagdo com o

'Uma série de documentos oficiais, que constituem um referencial de qualidade para o ensino da matematica

nos Estados Unidos, publicados pelo NATIONAL COUNCIL OF THEATER MATHEMATICS.
Exercicios sdo atividades cujo objetivo é auxiliar os alunos na fixacio dos contetidos, possibilitando ao

aluno o uso direto de mecanismos como definigdes, algoritmos, propriedades, entre outros.

9



exercicio.

O problema, como atividade desafiadora, auxilia o professor e o aluno na formacao de

conceitos antes desconhecidos, necessdrios para resolucao dos mesmos.

Outro termo que aparece muito no contexto de resolucdo de problema € "situagdo-
problema", neste caso, podemos ter um problema a ser resolvido ou um exercicio, mas em
ambos os casos se trata de aplicacdes envolvendo contetidos ja conhecidos ou em desenvol-

vimento que englobam situac¢des do cotidiano.

Por exemplo: Em uma corrida de tdxi, o preco a pagar depende da distancia percorrida.
A tarifa é composta por duas partes: uma fixa, denominada bandeirada, e uma parte varidvel
que depende do niimero de quilébmetros rodados. Suponha que a bandeirada esteja custando
R$5,00 e o quilémetro rodado, R$1,10. Sabendo que uma corrida custou R$9,40, qual foi a

distancia percorrida pelo taxi?

Se essa questao for aplicada em uma turma que ainda nao estudou fungéo, a situagcao-
problema colocada podera ser vista como um problema. Para resolvé-la, o aluno devera ter
total autonomia no aprender e no desenvolver dos seus conhecimentos, uma vez que nao

existe, nos seus conhecimentos prévios, um caminho pronto que o leve a solucao da questao.

Mas serd que ao deparar-se com a questao anterior, um aluno com conhecimentos ma-
tematicos prévios suficientes para sua resolucao e conhecedor de procedimentos semelhantes
a técnica utilizada para resolvé-la, ndo classifacaria esse questdo como um problema? Saber
como funciona o sistema de cobranca dos servicos de taxi também € de fundamental impor-
tancia para a compreensao e desenvolvimento da solucdo. Fato esse comprovado pelo uso de

termos especificos dos usudrios de tixi e taxistas, como exemplo, bandeirada.

Portanto, na distin¢do entre exercicios e problemas, devemos levar em consideracao
ndo sO os conhecimentos matemadticos prévios do aluno que os enfrenta, como também, o

contexto da questao e os objetivos estabelecidos enquanto realizada.

Embora exercicios sejam fundamentais na consolida¢do de habilidades bésicas, ndo
devem ser confundidos com problemas, os quais, como ja mencionamos, exigem para sua
resolucdo o uso de estratégias e de tomada de decisdes sobre o processo de resolugdo a ser
seguido. A soluc¢do de um problema sempre ird requerer a utilizacdo estratégica de técnicas
ou habilidades previamente exercitadas. Tanto os exercicios, como os problemas, exigem
dos alunos a ativagdo de diversos tipos de conhecimento, ndo sé de diferentes procedimentos,
mas também de diferentes atitudes, motivagcdes e conceitos. Portanto, a solucao de problemas
e arealizac@o de exercicios constituem atividades educacionais, nao mutuamente exclusivas,

e cujos limites nem sempre sdo faceis de estabelecer.
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Lester e Lambdin apud Costa [10] afirmam que para os estudantes, os quais estio se
empenhando em aprender a solucionar problemas, a dificuldade causada pela complexidade
da resolucao € agravada pelo fato de que muitos deles ndo recebem instrucdes adequadas,
em termos de qualidade, em que as informag¢des passadas ndo sdo precisas € muitas vezes
incorretas, ou de quantidade, em que o tempo dedicado a transmissdo de informagdes é

insuficiente.

Afirmam ainda que, infelizmente, ndo hd métodos facilmente implementados que aju-
dem os estudantes a melhorar a sua capacidade de resolucdo de problemas. Mas tem sido
util fazer a disting¢do entre as trés abordagens sobre resolucio de problemas que podem ser
seguidas em sala de aula, como apontam Onuchic apud Albuquerque [1] e Costa [10], a
saber: ensinar Matematica para resolver problemas; ensinar sobre resolucdo de problemas e

ensinar Matematica através da Resolucdo de Problemas.

1. Ensinar sobre resolugdo de problemas: O professor, ao utilizar essa abordagem, estara
mostrando metodologias, caminhos, meios de resolver problemas. Neste caso, o pro-
fessor estard usando o modelo de George Polya (ou algumas pequenas variacdes do

mesmo), que € constituido de quatro etapas:

- Compreensao do problema: foco principal ¢ compreender o problema até ser

possivel encontrar de forma exata a incognita;

- Elabora¢@o de um plano: elaboragdo de uma estratégia para obtencdo da incog-
nita;
- Execucdo do plano: executa-se o plano elaborado até chegar a solu¢do. Sendo

encontrado algum problema durante a execucao faz-se necessdrio replanejar;

- Verificag@o dos resultados: revisdo do processo de solugdo e analise dos resulta-

dos.

, sa i u v u Y -
Nesta abordagem, sdo ensinadas as etapas que devem ser usadas para resolver pro
blemas matemadticos. Os estudantes aprendem uma série de "heuristicas" ou "estraté-
gias" dentre as quais podem escolher e usar na elaboracdo e realizacao de seus planos
de resolu¢do de problemas. Estdo entre as estratégias normalmente ensinadas: procu-

rar por padrdes, resolver um problema simples e realimentar o processo.

ii. Ensinar para resolver problemas: Nessa abordagem, o professor se concentra na ma-
neira como a Matemdtica € ensinada e o que dela pode ser aplicado na resolugdo de
problemas rotineiros e nao rotineiros. O professor ird mostrar aos alunos as possi-

bilidades de aplicacdo dos conteudos ja vistos para resolucao de problemas. De certa
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forma, ensinar para resolver problemas dé significado aos contetidos apreendidos, uma
vez que 0 mesmo vai enxergar uma aplicacdo do conhecimento adquirido até entdo,
tornando, assim, os assuntos menos abstratos e mais concretos. Outra preocupacao
do professor, que ensina para a resolu¢do de problemas, € a de que os estudantes se-
jam capazes de transferir o que aprenderam do contexto de um problema para outros

problemas.

iii. Ensinar através da resolucdo de problemas: Os problemas sao trabalhados com o pro-
posito de exploracdes matemadticas, ou seja, o ensino de um novo tépico matemético
comeg¢a com uma situacdo-problema, a qual deve trazer os pontos importantes do tema
a ser trabalhado. Usando técnicas matemadticas ja conhecidas, outras sao desenvolvidas
como respostas para o problema proposto. Esta abordagem tem como meta fazer com
que os alunos desenvolvam habilidades como o raciocinio indutivo/dedutivo no esfor¢o
e na busca por suas préprias respostas, na constru¢ao do seu proprio conhecimento e,
como consequéncia, compreendam a matematica dentro do que estdo resolvendo. A
aprendizagem da matemética, desta forma, pode ser vista como um desenvolvimento
do concreto (um problema do "mundo real" que serve como um exemplo do conceito
ou técnica matemadtica) para o abstrato (uma representacdo simbdlica de uma classe de

problemas e as técnicas para operar com esses simbolos).

Esta tultima abordagem pode ser pensada como uma metodologia de ensino, como
um ponto de partida e um meio de se ensinar matematica, passando a ser vista como um
modelo "Pés Polya", em que as heuristicas e a exigéncia de os alunos "pensarem", de Polya,
continuam sendo consideradas. Mas, o ensino, que até entdo era centrado no professor, agora
passa a ser centrado no aluno e o trabalho e a aprendizagem, em sala de aula, desenvolvem-se

de modo colaborativo 3[20].

2.3 Uma metodologia de ensino

A metodologia da Resolu¢do de Problemas vem com o intuito de evitar a manipulacao
imediata de dados e férmulas, dentro da perspectiva de que resolver problemas é uma ativi-
dade de investigacdo. Os objetivos da resolucio de problemas no ensino da matemaética sao

muitos, dentre eles:

3 Aprendizagem colaborativa é um ramo das ciéncias da aprendizagem que estuda como as pessoas podem
aprender em grupo mediadas, ou ndo, por um computador. A aprendizagem ocorre quando os individuos
negociam e compartilham entendimentos relevantes relacionados com a resolucio da situagio (problema) em

estudo.
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- fazer o aluno pensar produtivamente;

- desenvolver o raciocinio;

- enfrentar situagdes novas;

- tornar as aulas mais desafiadoras e interessantes;

- equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

- dar uma boa base matematica aos individuos.

Para Pozo [21], "O verdadeiro objetivo final da aprendizagem da solucdo de problemas
¢ fazer com que o aluno adquira o hébito de propor-se problemas e de resolvé-los como forma

de aprender."

Um dos focos importantes, sobre aprendizagem por resolugcdo de problemas, € a cons-
trucdo de conhecimento via cooperagdo (também conhecida como aprendizagem colabora-
tiva [2]). Quando os alunos trabalham determinado problema em conjunto, inevitavelmente
se deparam com ideias, pensamentos e interpretacdes diferentes, levando-os a necessidade
de encontrar argumentos e negociacdes para produzirem uma solucdo conjunta. Essas ati-
vidades centram a aten¢ao dos alunos sobre um ponto comum, em que ha a necessidade de
decidirem em conjunto se as informagdes sio verdadeiras, relevantes para a solucao do pro-
blema. Dessa maneira, a interagc@o entre alunos desempenha papel fundamental na produgdo

do conhecimento.

Nessa perspectiva, alguns autores consideram a possibilidade de propor e resolver pro-
blemas abertos* ou fechados’, que teriam objetivos e implicacdes diferentes ao serem incor-
porados ao ensino. Os problemas abertos devem ser utilizados quando o objetivo € realizar
exploracdes matematicas. Os problemas fechados, por sua vez, devem ser utilizados com o
intuito do aperfeicoamento e aprofundamento de conceitos matematicos, pois tanto a situa-

cdo inicial como o objetivo final sdao pré-determinados.

A "Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matemdtica através da Reso-
lucdao de Problemas", apresentada em Onuchic [20], "reflete uma tendéncia de reagao a ca-
racterizacOes passadas como um conjunto de fatos, dominio de procedimentos algoritmicos
ou um conhecimento a ser obtido por rotina ou por exercicio mental". Trata-se de um traba-

lho em que um problema € ponto de partida e orientacdo para a aprendizagem, e a constru¢cao

“Problemas sio abertos quando o processo é aberto (sio explorados muiltiplos caminhos para a solucio),
o final é aberto (hd maltiplas respostas corretas a serem descobertas) ou a formulagdo de novos problemas é

aberta (os alunos exploram novos problemas relacionados ao problema dado).
SProblemas sdo ditos fechados quando tanto a situacfo inicial como o objetivo final (resposta) sio pré-

determinados.
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do conhecimento far-se-4 através de sua resolug¢do. Professor e alunos, juntos, desenvolvem

esse trabalho e a aprendizagem se realiza de modo colaborativo em sala de aula.

A composic¢do, ensino-aprendizagem-avaliacdo, tem o objetivo de expressar uma con-
cepcao em que ensino e aprendizagem devem ocorrer simultaneamente durante a construcao
do conhecimento, tendo o professor como guia e os alunos como co-construtores desse co-
nhecimento. Além disso, essa metodologia integra uma concepg¢do mais atual sobre avalia-
cdo. Ela € construida durante a resolucdo do problema, integrando-se ao ensino com vistas a
acompanhar o crescimento dos alunos, aumentando a aprendizagem e reorientando as prati-

cas de sala de aula, quando necessério.

Com isso, em uma aula de Matematica realizada dentro dessa concep¢ao, um problema
proposto aos alunos - problema gerador - conduzird ao conteido que o professor planejou
construir naquela aula. Nesta metodologia, os problemas sdo sugeridos aos alunos antes
mesmo de lhes ter sido apresentado formalmente o conteido matemaético que serd trabalhado
pelo professor. Dessa forma, o processo de ensino-aprendizagem de um topico matematico
comega com um problema que expressa aspectos chave desse topico e técnicas matematicas
devem ser desenvolvidas na busca de respostas razodveis ao problema dado. A avaliacdo
do crescimento dos alunos deve ser feita continuamente, durante a resolu¢do do problema

proposto.
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Capitulo 3

A Utilizacao do Computador no Processo

de Ensino-Aprendizagem

Diante de uma busca de melhorar o processo de ensino e aprendizagem de matematica,
surgem, constantemente na literatura especializada, novas metodologias, dentre as quais, es-
tdo inclusas as que fazem uso de computadores como instrumento de ensino. Dai, faz-se
necessdrio a clara compreensao dos objetivos a serem alcangados como também, da relacao
entre esse instrumento, os conteudos e as atividades que serdo aplicadas em sala de aula. De
acordo com Allevato [2] "[...] para utilizar eficientemente o computador para aprender (ou
ensinar) Matemadtica, os alunos (e o professor) precisam ter conhecimento do que estdo fa-
zendo ou pretendem que o computador fagca". Podemos dizer ainda que o uso do computador
ndo substitui a necessidade do saber Matematica, mas sim, aumenta a responsabilidade de

compreendé-la.

Nesse contexto, utilizar o computador como instrumento de ensino torna-se uma tarefa
de estudo e aprofundamento matematico, tanto para o professor, o qual terd um acréscimo
técnico metodoldgico ao seu acervo de conhecimentos, como para o aluno, que terd a oportu-
nidade de discutir, questionar, conjecturar, descobrir e, como consequéncia, verdadeiramente
aprender. E nesse sentido que a produgdio Matematica a partir de Tecnologias de Informagio
e Comunicacdo (TIC), em especial, a partir do computador, € vista por Santos [22], como um
"[...] processo de exploracdo de conceitos matemadticos [...] e verificacdo de propriedades,

validagdo e criacdo de conjecturas, visando generaliza-las".

A exploracdo de algumas situacdes problema, auxiliada por um recurso computacio-
nal, propicia aos estudantes e professores um melhor entendimento e, como consequéncia,
uma melhor interpretacdo dessas situacdes, uma vez que "[...] o computador privilegia o

pensamento visual [...]"[2], isto é, podemos gerar e visualizar, com o auxilio do computa-
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dor, modelos matemdticos que retratam os problemas estudados, o que facilita o encontro
do aluno com a solugdo procurada. E mais, essa possibilidade da visualiza¢do grafica de
modelos mateméticos em computadores pode ainda ser tratada como um auxiliar, ou até
mesmo, um facilitador do agrupamento de problemas semelhantes, criando oportunidades
da construgdo de generalizacdes e tornando a "[...Jcompreensdo matemédtica mais abrangente
e profunda [...]"[2].

Porém, para Pierce e Stacey (2001) apud Allevato [2], também existem algumas difi-
culdades na utilizacao dos computadores no ensino de Matematica. Sdo elas: "[...] possiveis
confusdes entre a notacdo matemadtica convencional e a sintaxe prépria dos softwares, no-
tadamente os softwares algébricos, e o problema de reconhecer quando o computador esta
errado [...]". Para melhor explicar a importancia de conhecer tanto a notacdo matemética
convencional como, também, a linguagem do software que pretende-se utilizar, por exemplo,
consideremos uma situacdo simples que ocorre com frequéncia quando se utiliza software

em sala de aula:

Certo aluno pretendia desenvolver, utilizando o Microsoft Excel, a expressdo algébrica
"2.[3 — (8 +1)]", entdo digitou "= 2.[3 — (8 + 1)]"em uma das células do Excel. Para quem
conhece a linguagem utilizada no software em questao, sabe que o aluno se deparou com um
erro de notagdo. Apesar da expressdo estar escrita corretamente, com relagdo a linguagem
matematica, o uso do ponto (.) como representacdo da multiplicacio nio € interpretado com
esse sentido pelo Excel, o qual utiliza o asterisco (*) para tal representacdo. Dai, o correto a
ser digitado na célula seria "= 2 * [3 — (8 + 1)]".

Consideremos, agora, a situacdo em que o aluno ndo cometesse o erro de notag¢ao, con-
tudo esquecesse de utilizar os parénteses, isto é, a expressdo digitada seria "= 2% [3—8+1]".
Nesse caso, o resultado encontrado seria —8 quando deveria ser —12, porém, apesar de ter
cometido um erro de nota¢do puramente matematica, o aluno poderia considerar a possibili-
dade do resultado encontrado pelo software estar errado e refazer os cdlculos encontrando,

assim, a solucdo correta.

A partir do exemplo anterior podemos notar que qualquer diferenca de notacdo pode
causar distor¢cdes ou até mesmos erros nos resultados obtidos, interferindo diretamente nas
conclusdes, cabendo ao usudrio do programa saber jugar a validade do resultado. Dai a
importancia de saber distinguir a notagdo matemadtica convencional e a sintaxe propria dos
softwares e, de saber reconhecer quando o computador esta errado, ressaltando o valor de

saber Matematica.
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3.1 Uma metodologia de ensino com o auxilio de computa-

dores

Allevato [2] e Canavarro [8] destacam a relevancia que tem 0s questionamentos no ato
de elaborac¢ao de atividades pelo professor, para serem aplicadas em sala de aula e resolvidas
pelos alunos com a ajuda de recursos computacionais (softwares educacionais). Allevato
sugere que o professor se questione sobre que aprendizado por parte dos alunos se pretende
alcancar com as atividades, sobre quais habilidades sdo necessdrias para a sua resolucdo,
sobre o tipo do problema e sobre os questionamentos feitos aos alunos para que se possa

atingir o objetivo proposto com aquele problema.

Existe um exemplo, mostrado por Santos [22] e tido por Allevato [2] como "bastante
interessante", o qual ilustra bem os comentarios feitos no paragrafo anterior. Trata-se de um
problema, que vamos apresentar na integra, envolvendo o contetido de geometria espacial
cujo objetivo principal é desencadear atitudes de busca e investigacdo nos alunos. Inicial-

mente o problema apresenta o seguinte enunciado:

"Por um ponto qualquer da aresta AB de um tetraedro qualquer ABCD é tragado um
plano paralelo as arestas AC e BD. Mostre que a secg¢do determinada por este plano no

tetraedro € um paralelogramo".

Para Santos [22] e confirmado por Allevato [2], o modo como estava escrito inicial-
mente o problema iria dificultar o alcance do objetivo principal, uma vez que, é pedido que
seja mostrado algo que ja estd explicito, que trata-se de um paralelogramo. Dessa forma,
onde estaria o incentivo a busca e investigacdo. O interesse é que o aluno, a partir do que
¢ dito no enunciado do problema, alcance suas proprias descobertas e crie suas conjectu-
ras. Para Santos [22], a atividade deveria ser aberta, o que daria margem a um processo

investigativo mais maledvel, provocado por questdes tipo "o que vocé pode afirmar sobre...".

Ainda foi levado em consideragdo por Santos [22] o curto tempo de familiariza¢ao
dos alunos com o software utilizado'. Dai, optou-se pela elaboracdo de um enunciado con-
tendo passos para construgdo, ainda assim deixando margem para ser alcangado seu objetivo

principal, o que resultou em

1. Construa um tetraedro regular ABCD;

2. Marque na aresta AB um ponto E qualquer;

I'Santos usou o software Wingeom, que é um software gratuito ("freewere") que permite construgdes geo-

métricas bidimensionais e tridimensionais.
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3. Construa um plano paralelo as arestas AC e BD passando pelo ponto E;

4. O que vocé pode afirmar quanto a sec¢do determinada por este plano?

De acordo com a autora, as mudangas nao foram suficientes para garantir a constru¢ao
no software Wingeom. Da forma como estava escrito, o enunciado ainda traria dificuldades
para os alunos, eles levariam tempo para encontrar os menus adequados a constru¢do o que
desencadearia desanimo e desmotivacao nos participantes. Dai, apds discussoes e resolugdes
por parte de outros pesquisadores, foi feita uma nova reformulacdo do enunciado chegando

ao seguinte resultado:

1. Insira um tetraedro regular de aresta 1;

2. Usando o menu Anim/Variacao de # digite, na janela que se abre, 0 e em seguida

clique fixar L. Do mesmo modo, digite 1 e clique fixar R;
3. Marque na aresta AB um ponto E de coordenada relativa #;

4. Construa um plano paralelo as arestas AC e BD através do ponto E usando Linear/Cortar

plano;
5. Anime a sua construgdo e observe o que acontece;

6. O que vocé pode afirmar quanto a secg¢do determinada por este plano? Justifique sua

resposta.

Santos [22] ainda afirma que a opcdo pelo software Wingeom e o carater do curso (a
distancia) levou-o a refletir sobre uma forma de "[...] propor uma atividade considerando
o contexto: os recursos disponiveis, os sujeitos envolvidos, bem como as suas limitagdes
[...]" para assim, ela adquirir um design diferente do proposto em livros texto ou fichas de
trabalho.

Neste trabalho, o software escolhido foi o GeoGebra, mas qualquer software de Geo-

metria Dindmica pode ser utilizado para resolver as atividades propostas.

3.2 GeoGebra

A nomenclatura Geogebra foi construida a partir da aglutinacdo das palavras Geo-
metria e Algebra, dreas da Matematica trabalhadas pelo software. Trata-se de um recurso

computacional dindmico, de distribuicdo livre, escrito em linguagem Java, o que possibilita
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0 seu uso em vdrias platarfomas, que, além de permitir a realiza¢do de constru¢gdes geomé-
tricas a partir de elementos como pontos, retas, segmentos de reta entre outros; dispde de
comandos para trabalhar com as representacdes algébricas de fungdes e outros contetdos

algébricos.

Criado por Markus Hohenwarter em 2001, na Universitat Salzburg, para ser utilizado
em sala de aula, o GeoGebra, software didaticamente vantajoso, retine ferramentas tradicio-
nais da geometria (regua ndo graduada e compasso) e ferramentas adequadas a dlgebra e ao
calculo, tornando possivel representar, a0 mesmo tempo e em um tnico ambiente virtual, as

caracteristicas algébricas e geométricas de um mesmo objeto?.

Como ja mencionamos anteriormente, este trabalho se refere a uma proposta de ensino,
usando o computador como uma ferramenta didética auxiliar, contemplando o estudo de
fungdes reais. Os proximos 3 (trés) capitulos apresentam as propostas de atividades e os
conteidos abordados, contemplando o conceito de fun¢do, as fungdes afins e as fungdes

quadréticas.

2Confira em http://pt.wikipedia.org/wiki/GeoGebra, acessado em: 18/05/2013
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Capitulo 4
Funcoes

Perante a necessidade de desenvolver habilidades que promovam as competéncias elei-
tas pelos PCN’s para a drea de matematica (Representagdo e comunicacio; Investigagdo e
compreensao e contextualizacao sdcio-cultural), o trabalho em sala de aula pode e deve ser
aplicado de forma a colaborar com a evolucao intelectual, educacional e social dos alunos,
ampliando a sua capacidade matemadtica de selecionar varidveis relevantes para construcao
de modelos, problematizar, formular hipéteses, saber recorrer ao conhecimento matemético

prévio e confrontar os resultados experimentais com as conclusdes tedricas [5].

Diante dessa perspectiva, elaboramos e adaptamos atividades com o intuito de contri-
buir com o processo de ensino-aprendizagem de matemadtica, especificamente no estudo de

fungoes.

4.1 O conceito de funcao

As fungdes fazem parte do primeiro tema ou eixo estruturador dos conteudos do ensino
médio. Segundo os PCNs [4], "O estudo das func¢des permite ao aluno adquirir a linguagem
algébrica como a linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relacdo entre grandezas
e modelar situagdes problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
vdrias conexdes dentro e fora da propria matematica. Assim, a €nfase do estudo das diferen-
tes funcoes deve estar no conceito de funcao e em suas propriedades em relac@o as operagdes,

na interpretacao de seus gréificos e nas aplicacdes dessas funcdes".

Ainda seguindo as recomendagdes dos PCNs, o trabalho com o conceito de funcdes
pode ser iniciado diretamente pela no¢ao de correspondéncia entre conjuntos que descrevem

situagdes de dependéncia entre duas grandezas. Isso "[...] permite o estudo a partir de situa-
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coOes contextualizadas, descritas algébrica e graficamente. Toda a linguagem excessivamente

n

formal que cerca esse tema deve ser relativizada e em parte deixada de lado" [4].

Em conseguinte, quanto aos problemas de aplicacdo, os PCNs também recomendam
que nao sejam deixados para o final do estudo de fungdes, devendo ser, portanto, para os
alunos, motivo de aprendizado deste contetdo. Assim, "A riqueza de situagdes envolvendo
funcgdes permite que o ensino se estruture permeado de exemplos do cotidiano, das formas
gréaficas que a midia e outras dreas do conhecimento utilizam para descrever fendmenos de

dependéncia entre grandezas" [4].

Recomendagdes similares aquelas acima mencionadas, aparecem, também, nos traba-
lhos de Caraga [9], onde € enfatizado que o estudo de funcdes deve ser desenvolvido a partir
das ideias de correspondéncia entre grandezas, dependéncia entre as grandezas, varidveis
para representar essas grandezas, a taxa de variacdo entre as varidvel e a observacgado de re-
gularidades. A seguir apresentaremos uma sintese dessas ideias, contidas em notas de aula

da professora Izabel' baseadas em Caraga [9].

4.1.1 A ideia de correspondéncia

A operacao "fazer corresponder” é uma das operagdes mentais mais importantes e
que utilizamos constantemente no dia-a-dia. Esta operacdo baseia-se em uma das ideias
bésicas da matematica, a ideia de correspondéncia. A correspondéncia ou a associagao de
dois objetos, exige que haja um antecedente e um consequente. A maneira pela qual o

antecedente estd associado ao consequente chama-se a lei da correspondéncia.

Por exemplo, considerando os estados brasileiros e suas capitais. Ao pensarmos em um
nome de um estado brasileiro, imediatamente o associamos a sua capital, temos, entdo, uma
correspondéncia: estado brasileiro (antecedente) e capital (consequente). Por outro lado,
ao tomarmos o nome de uma determinada capital, logo o associamos ao nome do estado,

obtemos, assim, a correspondéncia: capital (antecedente) estado brasileiro (consequente).

A diferenca entre essas correspondéncias € terem trocado os papéis de antecedente e

consequente; nestas condi¢des as correspondéncias dizem-se reciprocas.

Outro exemplo, considerando, agora, os estados brasileiros e os estddios de futebol
para a copa 2014. Ao pensarmos em um nome de um estado brasileiro, ele pode ou ndo estar
associado a um estadio, logo, a correspondéncia: estado brasileiro (antecedente) e estadio

(consequente) ndo contempla todos os antecedentes. Por outro lado, ao tomarmos um deter-

IProfessora Izabel Maria Barbosa de Albuquerque, Doutora em Educacio Matemitica, do Departamento
de Matemaitica e Estatistica - UAME/CCT/UFCG.
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minado estddio, logo o associamos ao nome do estado onde esta situado, obtemos, assim, a
correspondéncia: estddio (antecedente) estado brasileiro (consequente), mas também neste

caso, nem todos os estados brasileiros serdo contemplados.

4.1.2 Classificacao das correspondéncias

A correspondéncia em que todo antecedente possui consequente, chama-se completa.
Toda correspondéncia completa em que cada antecedente possui um Unico consequente
chama-se univoca (um-a-um). Se pelo menos um dos antecedentes possui mais de um con-

sequente, a correspondéncia chama-se ndo univoca (um-a-mais).

Quando uma correspondéncia completa € univoca e a sua reciproca também, a corres-

pondéncia chama-se biunivoca.

4.1.3 A nocao de lei da correspondéncia

Muitos fendmenos naturais seguem determinados padrdes, em outras palavras, pos-
suem regularidades. A determinacdo dessas regularidades permite previsdes sobre etapas
que ndo sdo observaveis, dai a sua importancia. Essa regularidade observada é o que nos
permite determinar a lei da correspondéncia. Essa lei ou regularidade observada, pode ser
expressa de forma verbal (em linguagem corrente), grafica (usando sistemas de coordenadas,
diagrama de flechas, tabelas ou outras formas nao convencionais) e analitica (expressdes ma-

tematicas).

A representagdo de uma correspondéncia através de tabelas ou diagrama de flexas é
uma representacio adequada quando os conjuntos envolvidos (antecedentes e consequentes)
possuem um pequeno numero de elementos, mas € uma forma bastante util de observar o
comportamento de uma correspondéncia entre conjuntos usando casos particulares e a partir

desses casos, identificando regularidades, fazer a generalizacdo usando varidveis.

4.1.4 O conceito de variavel

Necessitamos de uma representacdo simbdlica para os elementos de um conjuntos, essa
representacdo pode ser obtida da seguinte forma: seja A um conjunto qualquer de nimeros,
finito ou infinito, e convencionemos chamar qualquer dos seus elementos por um simbolo,
por exemplo z. Este simbolo, representativo de qualquer elemento do conjunto A, chama-

se varidvel. O conceito de varidvel é fundamental para generalizarmos uma regularidade
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observada a partir de casos particulares.

Com o conceito de varidvel a representacdo da lei ou da correspondéncia pode ser dada

por meio de uma sentenca algébrica ou de um gréfico no plano cartesiano.

Seja x a varidvel do conjunto de partida (conjunto dos antecedentes) e seja y a varidvel
do conjunto de chegada (conjunto dos consequentes). A lei consiste na existéncia de uma
correspondéncia entre x e y, (r — y). A varidvel x € chamada de varidvel independente e a

varidvel y de varidvel dependente.

Assim, se A for o conjunto de partida e B for o conjunto de chegada, se = € a variavel
do conjunto A e y a varidvel do conjunto B, diz-se que y € funcdo de x se para cada varidvel
x de A, existir uma unica variavel y de B que estd em correspondéncia com x, no sentido

x — y (correspondéncia univoca).

Definicao 4.1 Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que f é uma fungdo de A
em B se para cada varidvel x de A, existir uma tinica varidvel y de B tal que y é funcdo de

T e denotamos por:

f:A—B
y = f(a).

O conjunto A é chamado dominio da funcdo, o conjunto B de contradominio e o conjunto

de todos os valores de vy, tais que y = f(x) é chamado de Imagem da fungdo f.

Sejam x a varidvel do conjunto A e y a varidvel do conjunto B. O conjunto A é
chamado dominio da funcao, o conjunto B de contradominio e o conjunto de todos os valores

de y, tais que y = f(x) é chamado de Imagem da fung@o f.

Defini¢do 4.2 Sejam A C R e B C R, dizemos que a fungido f : A — B, tal que y = f(x),

é uma fungdo real de varidvel real [14].

Definicao 4.3 Sejam A C Re f: A — R uma funcdo real de varidvel real, definida por
y = f(x), a fungdo f chama-se:

- mondtona crescente quando, ¥V x1,19 € A, 11 < 19 = f(11) < f(x2);

- mondtona decrescente quando, ¥ x1,x9 € A, 1 < x5 = f(x1) > f(22);

- mondtona ndo-crescente quando, ¥ x1,15 € A, 11 < xo = f(x1) > f(x2);

- mondtona ndo-decrescente quando, ¥ x1,x2 € A, x1 < T3 = f(x1) < f(x9);
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4.2 O grafico de uma funcao

Para tratar do grafico de uma funcdo, precisamos dos conceitos de par ordenado, pro-

duto cartesiano e de plano cartesiano ou plano real.

Um par ordenado € formado por duas coordenadas, chamando de = e y as coordenadas,
em que x € a primeira e y é a segunda, o par ordenado é representado por (z,y). Os pares

ordenados (z1,y;) e (22, y2) sdo iguais se, e somente se, 71 = xg € y; = Y2 [15].

Dados dois conjuntos A e B o produto cartesiano A X B € o conjunto formado por

todos os pares ordenados (z,y), comz € Aey € B, ou seja,

Ax B={(z,y)|x € Aey € B}.

Seja f uma fun¢do de A em B, A e B subconjuntos dos nimeros reais. Algebri-
camente, o grifico de f é o conjunto de todos os pares ordenados (z,y) pertencentes ao

conjunto A X B para os quais y = f(x). Assim, simbolicamente, o grifico de f é o conjunto

G(f) ={(x,y) € Ax Bly = f(x)}.

A representagio geométrica do grafico de f € o conjunto de todos os pontos do plano carte-

siano que estdo em correspondéncia biunivoca com os pares ordenados de G(f).

O Plano Cartesiano (Plano Numérico ou R? ) é uma representacio geométrica do pro-
duto cartesiano R x R. E construido por duas retas (eixos) perpendiculares e orientadas?,
uma horizontal e outra vertical, onde cada uma das retas representa o conjunto dos ndmeros
reais e o ponto O de interse¢do é chamado de origem. Chamamos, geralmente, de eixo OX
ou eixo das abscissas, a reta horizontal e a reta vertical denominamos de eixo OY ou eixo

das ordenadas.

O Plano cartesiano permite representar graficamente expressoes algébricas, por exem-
plo, um ponto P do plano cartesiano € a representacio grifica de um par ordenado de nime-
ros reais (z,y) € R x R e o denotamos por P = (x,y), onde = e y sdo suas coordenadas
[15].

’Imaginemos uma reta, na qual fixamos um ponto O, o qual chamaremos de origem, e tomemos um ponto
A, diferente de O, e o segmento O A como unidade de comprimento, neste caso, a abscissa de A é 1. A reta
assim determinada serd chamada de reta real [15], ou reta orientada. A origem divide a reta em duas semi-retas,
a que contém A de semi-reta positiva, a outra de semi-reta negativa. Seja X um ponto qualquer da retae = a
sua abscissa. Se X estd a direita da origem, = é a medida do segmento OX. Se X estd a esquerda da origem,
x € a medida do segmento OX precedido do sinal - (menos). Existe uma correspondéncia biunivoca entre o

conjunto dos nimeros reais R e a reta real, a qual associa a cada ponto X da reta a sua abscissa x € R.
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Dado um ponto de coordenadas (z,y) € R?, a coordenada z indica a medida do des-
locamento a partir da origem para a direita (se positivo) ou para a esquerda (se negativo) e a
coordenada y indica o deslocamento a partir da origem para cima (se positivo) ou para baixo

(se negativo) (Figura 4.1).

O Plano Cartesiano € divido em quatro regides, chamadas de quadrantes, se x > 0 e
y > 0, o ponto estd localizado no primeiro quadrante; se x < 0 e y > 0, no segundo; z < 0

ey < 0, no terceiro e se x > 0 e y < 0, o ponto estd localizado no quarto quadrante.

4
(2,3)
e .
-1,2) |
|
i quadrante§ 1 iv iquadrante
0

Figura 4.1: Pontos no plano cartesiano.

4.3 Atividade: Plano Cartesiano

Esta atividade, que tem como publico alvo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental
ou alunos do 1° ano do Ensino Médio, tem como objetivo principal determinar em que qua-
drante do plano cartesiano um ponto estd posicionado a partir do sinal de cada uma de suas

coordenadas.

Para realizé-la, o aluno deve ter no¢des dos comandos basicos do software GeoGebra

e deve reconhecer as coordenadas de um ponto no plano cartesiano.

A aplicagdo desta atividade pode ser feita da seguinte forma: o professor apresenta a
atividade aos alunos utilizando um Datashow conectado a um computador onde esta insta-
lado o software GeoGebra, deixando todos focados ao mesmo tempo na atividade, ou ainda,
pode ser feita a entrega individual aos discentes a partir de um meio eletronico, como email

ou uma indica¢do de uma péagina da web, ou ainda impressa em uma folha.
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Devemos chamar a atencdo para essas apresentagdes individuais quanto a maior res-
ponsabilidade do professor em relacdo ao controle do tempo de leitura e execugdo da ativi-

dade, as quais tendem ser mais demoradas se comparadas a apresentacdo em Datashow.

Ap6s a apresentacdo da atividade e as orientacdes do professor, os alunos irdo resolvé-

la utilizando o GeoGebra e, em determinado momento, papel e 14pis.

O tempo estimado para sua aplicacdo € de duas aulas de 40 minutos cada.

Atividade 1 (Atividade adaptada de [17]) Usando o software GeoGebra, gere N pontos
(N > 8) na janela de visualizagdo, informando as suas coordenadas, seguindo o procedi-

mento.

i) Exiba a planilha do GeoGebra (na barra de ferramentas, clique em exibir e escolha a

op¢do planilha).

ii) Crie uma tabela, onde cada linha contenha as coordenadas de um ponto, com a pri-

meira coordenada na coluna A e a segunda na coluna B.

iii) Clique na ferramenta criar lista e escolha a op¢do "criar lista de pontos" para exibir

os pontos no plano cartesiano que aparece na janela de visualizagdo do GeoGebra.

Observe o resultado e responda:

a) Todos os pontos da tabela aparecem na tela? Se ndo, faca com que aparecam, utili-

zando a ferramenta zoom.

b) Clicando sobre cada um dos pontos, abra a janela do objeto e escolha a opgdo pro-
priedades e, escolha um estilo e uma cor diferentes para os pontos contidos em cada

quadrante do plano cartesiano.

c) Observando o resultado obtido no item anterior, complete a tabela abaixo

Quadrante | Sinal da primeira coordenada | sinal da segunda coordenada
10
90
30
40
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d) O ponto (0,0) pertence a algum quadrante? Justifique.

e) A ordem das coordenadas de um ponto faz diferenca, isto é, o ponto (—1,3) é igual ao

ponto de coordenadas (3,—1)?

Esta atividade deixa para os alunos a escolha das coordenadas dos pontos que desejam
criar. Se houver pontos que ndo estdo no campo de visualizagdo devido aos valores atri-
buidos a = ou y, primeira e segunda coordenada, respectivamente, o aluno devera analisar
o conjunto de pontos criados, comparando as coordenadas dos pontos com os valores visi-
veis dos eixos do plano cartesiano na tela. Devendo perceber que para visualizar todos os
pontos poderé usar o comando "zoom" do software, ajustando os pontos na area visivel da
tela. O preenchimento da tabela do item c) possibilita ao professor verificar se houve um

entendimento sobre o conceito de quadrante do plano cartesiano.

4.4 Atividades: Conceito de funcao

As atividades que se seguem levam a aquisi¢do do conceito de funcdo respeitando a
hierarquia dos niveis de aquisi¢do de conceitos matematicos por um individuo, apresenta-
dos por Bergeron e Herscovics (1982) apud Tinoco [23], que sdo: compreensdo intuitiva,

matematizacao inicial, abstracdo e formalizacao, os quais descreveremos a seguir.

Compreensao intuitiva. A compreensdo intuitiva tem como caracteristica o estimulo ao
pensamento, com base na percep¢ao visual, as atividades deste nivel devem ter como
principal objetivo tornar os alunos capazes de estabelecer leis de formagdo simples e

visuais.

Matematizacao inicial. Tem como caracteristica a "confusdo" entre conceito € o proce-
dimento que leva a constru¢do de uma funcdo, as atividades deste nivel tem como
objetivo tornar os alunos capazes de:

- reconhecer varidveis dependentes e independentes;
- reconhecer o dominio da funcao através da andlise do contexto.
- interpretar e construir graficos no plano cartesiano;
Abstracao. Tem como caracteristicas a generalizacdo e a conquista do destaque do conceito

em relacdo ao procedimento. As atividades deste nivel t€m como objetivo tornar os

alunos capazes de:
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- escrever expressoes analiticas;
- escrever uma possivel lei de formagao de uma funcgio;
- fazer a distin¢do entre equagdes e leis de formacao de fungdes.
Formalizacao. Tendo como caracteristicas o uso da linguagem simbdlica e a justificacdo

l6gica das operacdes, as atividades deste nivel tem como objetivo tornar os alunos

capazes de:

interpretar a notagdo: f: A — B
y=f(z);

reconhecer dominio, contradominio e imagem;

classificar funcoes;

operar funcdes.

Todas as atividades apresentadas nesta se¢do sdo dirigidas aos alunos do 9° ano do
Ensino Fundamental e alunos do 1° ano do Ensino Médio e, devem ser apresentadas aos

alunos antes de o professor sistematizar os contetidos sobre Funcao e Grafico de uma Funcao.

As atividades 2 e 3 (Adaptadas de Tinoco [23]) sdo adequadas ao nivel de compreensao
intuitiva e para realizd-las o aluno deve ter conhecimento sobre operacdes com ndmeros

inteiros.

Atividade 2 Quais sdo os proximos dois niimeros na sequéncia
—-2,-3,-5—-9, ..,

seguindo o mesmo padrdo?

Atividade 3 Considerando a correspondéncia entre as varidveis v e vy, dadas na tabela

abaixo, faca o que se pede.

a) Existe uma regularidade na correspondéncia que nos permite completar a tabela sem

alterd-la. Encontre essa regularidade e complete a tabela.
b) Seguindo essa mesma regularidade, tomando x = 10, encontre o valor de 1.

c) E tomando x = 19 quem é o y correspondente?
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Durante a resolu¢do da atividade 3 o aluno € levado a estabelecer uma correspondéncia
entre o conjunto ao qual pertencem os valores de x, dominio, e o conjunto ao qual pertencem

os valores de y, imagem, além de ser despertada no discente a no¢@o de varidvel.

A atividade 4, a seguir, ¢ adequada ao nivel de matematizacao inicial.

Atividade 4 Numa barraca de feira, vendem-se copos de suco naturais ao preco de R$ 0,60
cada. Para ndo ter que fazer contas a toda hora, o proprietdrio da barraca resolveu montar

uma tabela.

a) Como vocé acha que o barraqueiro fez a tabela, para que, de fato, ela o ajudasse na

venda dos sucos?

b) Ao fazer a tabela, o barraqueiro estabeleceu uma correspondéncia. Como classifica-

mos essa correspondéncia?

c) Suponha que vocé estivesse na mesma situagdo do barraqueiro, construa uma tabela

que vocé pudesse usd-la na venda de até 10 copos de suco.

d) Qual a relacdo de dependéncia entre as quantidades e os precos que aparecem na

tabela?

e) A correspondéncia estabelecida pela tabela de valores é uma fungcdo? Justifique a

resposta. Caso afirmativo, identifique o conjunto dominio dessa fungcdo?
f) Usando o software GeoGebra, no modo planilha, construa a tabela do item c).

g) Ainda com o GeoGebra, plote, na janela de visualizacdo (plano cartesiano), um grd-

fico que represente a correspondéncia entre os valores vistos nos itens anteriores.

Observemos que o item a) da Atividade 4 propicia a construcdo de diversas formas de
tabela. Dai, cabe ao professor, através de questionamentos adicionais, levar os alunos a um
modelo de tabela que contenha as varidveis em questdo e realmente se encaixe no desejo do

barraqueiro.

O item b) da mesma atividade se refere a classificacdo da correspondéncia entre as
varidveis. Ao ser questionado sobre esse assunto, inédito até entdo, o aluno € induzido a se
perguntar sobre como classificar uma correspondéncia. Nesse momento, cabe ao professor
dar uma orientacao através de exemplos e apresentar critérios de classificacao de correspon-

déncias, seguidos da definicao, dominio, contradominio e imagem de uma funcao.
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O uso do GeoGebra vai facilitar tanto a construcdo como a visualizagdo do grafico

pedido no item g), tornando claro os beneficios do uso do software.

A Atividade 5, a seguir, tem como objetivo fazer com que o aluno reconheca o gréfico
de uma funcao e analise do comportamento de uma fungao a partir do grafico que a repre-
senta. Se trata de uma atividade que requer apenas lapis e papel para ser resolvida e explora

o conceito de crescimento de uma funcdo e o conceito de taxa de variacdo média.

Atividade 5 (Adaptada de Tinoco [23]). Maria sai de sua casa para ir a casa de sua amiga
Aline. Na ida, o trajeto é feito a pé e na volta, o trajeto é feito de carro. O grdfico, dado na
Figura 4.2 ,representa a distancia de Maria a sua casa em relagdo ao tempo de duracdo de

seu passeio.

km

T T T T
18100 19:00 20:00 21:00 22:00 23:00 hora

Figura 4.2: grafico relacionando tempo e distancia percorrida.

a) Justifique o fato do grdfico representar uma fungdo.
b) Identifique o dominio, o contradominio e a imagem da fungdo.

¢) Na primeira meia hora (tempo variando de 18h00 até 18h30 minutos) o que acontece

com a distdncia da casa de Maria, esta aumenta ou diminui?

d) Quanto o tempo varia de 18h30 minutos até 22h45minutos, o que podemos dizer sobre

a distdncia de Maria até sua casa?

e) Quando o tempo varia de 22h45minutos até 23h00, o que ocorre com a distdncia de

Maria até sua casa?

f) A partir da definicdo de funcdo crescente, decrescente e constante, como podemos

classificar cada trecho destacado no item anterior.

g) Com que velocidade Maria se afastou de sua casa nos primeiros 30 minutos exibidos

no grdfico?
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h) Com que velocidade Maria se aproximou de sua casa nos iltimos 15 minutos exibidos

no grdfico?

O item a) da Atividade 5 conduz a refletir sobre a definicio de uma funcido. Dando
sequéncia aos questionamentos, o item b) trata da identificacdo do dominio, do contradomi-

nio e da imagem da fun¢do perante um gréfico.

Os itens c¢), d), e) e ) trabalham com a visualizacdo e interpretacdo de uma fung¢do
crescente, decrescente e constante e os itens g) e h) exploram conhecimentos extra classe
do aluno, solicitando o calculo de velocidade média, trabalhando de forma indireta com o

conceito de taxa de variacdo média de uma fungdo.

As atividades 6 e 7 contemplam o terceiro nivel de aquisi¢ao de conceito, Abstragao.

Atividade 6 Considerando a situacdo-problema de venda de copos de sucos, vista na Ativi-

dade 4, responda:

a) Podemos escrever uma expressdo matemdtica (uma formula) que determine o valor a

ser pago por n copos de suco? Se a resposta for afirmativa, escreva a expressao.

b) Escrevendo a expressdo matemdtica obtida no item a) no campo <entrada> do
software GeoGebra, obtemos uma curva no plano cartesiano que representa o grd-

fico de uma funcdo. Identifique o dominio e contradominio dessa fungdo.

c) A funcdo, cujo grdfico foi obtido no item b), é um modelo matemdtico para a situa¢do-

problema em estudo? Justifique.

O item a) da Atividade 6 ird fazer com que o aluno escreva uma possivel lei de forma-
cdo da fun¢do que representa a situacdo-problema, enquanto que no item b) ele devera ser
induzido pelo professor a visualizar na curva construida um dominio diferente do encontrado
na Atividade 4, isto é, enquanto que no item e) da Atividade 4 o aluno encontrou o dominio
como sendo um subconjunto dos Numeros Naturais (N), a curva construida no item b) da
Atividade 6 mostra o dominio como sendo o Conjunto dos Nimeros Reais (R). No item c)
deverd fazer com que o aluno faga conjecturas sobre igualdade de fun¢des e, neste momento,
cabe ao professor explicar que fun¢des diferentes podem ter a mesma lei de formagao, o que

as diferenciam € o dominio dessas func¢des, que sdo subconjuntos dos nimeros reais.

Atividade 7 Um carro percorre uma estrada com velocidade constante de 90 km/h durante

20 minutos a partir das 10 horas, de um dia qualquer.
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a) Que distdncia ele consegue percorrer durante os 20 minutos?
b) Quais grandezas estdo relacionadas na situacdo apresentada no item a)?

c) Construa uma tabela que represente a correspondéncia entre os valores de tempo
(variando de 10 em 10 minutos a partir das 10 horas até as 12 horas), velocidade e

distdancia percorrida.

d) Classifique a correspondéncia obtida no item c) e justifique o fato dessa correspon-

déncia caracterizar uma funcdo.

e) Observe as quantidades associadas as grandezas da situacdo. Hd algum valor que

permanece sempre 0 mesmo?
f) Escreva uma expressdo matemdtica que represente a correspondéncia observada.

g) Construa o grdfico no GeoGebra a partir da expressdo matemdtica encontrada no

item f).

h) Podemos afirmar que o grdfico obtido no item g) representa a fungdo da atividade 7?

Justifique.

O item a) da Atividade 7 ird chamar a atenc@o do aluno para o modelo de célculo
que devera ser seguido para que seja encontrado o resultado. E mais, € nesse primeiro item
que o aluno deverd visualizar as grandezas e as varidveis envolvidas no problema, assim,
respondendo o item b). No item c) o aluno é conduzido a uma classificacdo das varidveis
como dependente e independente, além de "abrir as portas" para as respostas dos itens d), e),
f) e g). A exemplo do item b) da Atividade 6, o item h) da Atividade 7 conduz o discente
a um olhar critico sobre o grafico construido no GeoGebra. Mais uma vez serd observado
que apesar da lei de formacdo que levou a construcio do grafico coresponder a fun¢do em

questdo, o dominio mostrado no GeoGebra (R) é diferente do dominio da funcdo (R ).

As atividades 8 e 9 contemplam o nivel Formaliza¢do. Neste nivel o aluno ja deverd ser
capaz de trabalhar com as varias representagdes de uma fungdo e com operagdes de funcao.

A atividade 9 explora, especificamente, o caso de fun¢Oes compostas.

Atividade 8 Em uma selecdo escolar de estudantes para participarem dos treinamentos

para uma competicdo municipal, na modalidade corrida de 1200 metros®, dada a largada,

30 recorde mundial dos 200m rasos; 19 segundos e 30 centésimos, pertence ao jamaicano Usain Bolt. O
recorde mundial dos 800m rasos; 1 minuto e 42 segundos e 58 centésimos, pertence ao noruegués Vebjgrn
Rodal.
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o competidor ndo podia mudar de estilo durante o percurso, ou seja, ndo podia parar, cami-

nhar ou usar outro meio de locomogdo. Os candidatos foram organizados em grupos de 3

competidores cada, de onde apenas o vencedor avancava para a proxima etapa. Na bateria

dos competidores A, B e C, vencida inicialmente pelo competidor C, houve um recurso junto

aos juizes e estes, analisando os grdficos gerados no percurso, considerando o tempo e a

distancia percorrida por cada competidor, mudaram a decisdo e o vencedor da bateria foi o

competidor A.

1200m

Linha de chegada C B A

1100m |
1000m |
900m |
800m |
700m |
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100m |
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Figura 4.3: Grafico tempo x distincia dos competidores A, B e C

a) Qual a relacdo de dependéncia entre as quantidades que aparecem na tabela, isto é,

qual é a varidvel independente? E qual e a varidvel dependente?

b) A correspondéncia estabelecida pelo grdfico, para cada competidor, é uma fungdo.

Justifique essa afirmacdo.

c) Identifique o dominio e o contradominio dessa fungdo?

d) Construa uma tabela que relaciona o tempo e a distdncia percorrida e a velocidade

média, para cada um dos competidores, considerando intervalos de tempo de 1 mi-

nuto.

e) Qual avelocidade média do competidor A entre 0 e 5 minutos? E entre 5 e 10 minutos?
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f) Responda o item e) considerando os competidores B, entre os 0 e 4 minutos, entre os 4
e 6 minutos e entre 6 e 10 minutos, e C, entre os 0 e 5 minutos, entre os 5 e 6 minutos

e entre 6 e 7 minutos.

g) Com base nessas informagoes, justifique o porqué dos competidores B e C serem des-
classificados, isto é, estudando o grdfico analisado pelos juizes, e a tabela construida
no item d), responda porque os competidores B e C ndo foram declarados vencedores

mesmo tendo alcangado a linha de chegada antes que o competidor A?

h) Observando o grdfico, obtenha uma lei de formagdo para a funcdo que representa a

corrida de cada competidor.

Os itens a), b) e c) da Atividade 8 levardao o aluno a reconhecer o grafico de uma
funcao, classificar as varidveis como dependente ou independente e, identificar o dominio e o
contradominio das func¢des envolvidas. O item d) faz com que o aluno compare as diferentes
formas de representar uma fun¢do, no caso, representacdo grafica e tabela. Os itens e), f)
e g) devem, a partir da andlise grafica e da tabela, levar o aluno a fazer conjecturas sobre o

competidor estar correndo ou ndo e, assim, poder resolver o problema apresentado.

Ja no item h) os alunos devem obter a representacao algébrica das funcdes envolvidas
e, neste momento, dependendo das dificuldades apresentadas pelos alunos, o professor deve
propor novos questionamentos, fazendo com que os alunos percebam que deverdo usar varias

sentengas para representar cada uma das fungdes.

Atividade 9 Em um campeonato de futebol, cada time joga contra todos os outros duas

vezes.

a) Se nesse campeonato houver trés times, quantas vezes cada time vai jogar? Quantos

jogos haverd no campeonato?

b) Se nesse campeonato houver quatro times, quantas vezes cada time vai jogar? Quan-

tos jogos haverd no campeonato?

c) Vocé seria capaz de calcular o niimero de jogos de um campeonato assim com 23

times? E quantas vezes cada time vai jogar?

Levando em consideracdo a experiéncia dos alunos com as atividades anteriores, 0s

dois primeiros itens induzem a constru¢ao de uma tabela, cabe ao professor orientd-los de
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forma que essa tabela tenha trés colunas, a saber: quantidade de times, quantidade de jogos
por time e quantidade de jogos do campeonato. A partir da construcao dessa tabela o aluno
deverd perceber que a quantidade de jogos do campeonato depende da quantidade de jogos
por time que, por sua vez, depende da quantidade times, chegando a conclusdo que trata-se

de uma funcdo composta.

Os questionamentos do item ¢) mostram a importincia de se obter uma expressao que
represente a funcao para quaisquer valor desejado, ao fazer a generalizacdo, para responder

ao item c), o aluno ird trabalhar com o conceito de progressao aritmética.

Observacao 4.1 Quando um aluno se depara com um problema, segundo Tinoco [23], em
todas as faixas escolares, os dois primeiros niveis de aquisicdo de conceito sdo alcancados
com facilidade, mas hd uma grande dificuldade em atingir os niveis de abstracdo e de forma-
lizagdo, isto ocorre, devido ao fato que nestes niveis o aluno deve raciocinar independente
da situagdo concreta apresentada. Mostrando formas de generalizar e leis que governam

tais fenomenos. Alguns alunos alcancam o ultimo nivel somente no ensino médio.
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Capitulo 5
Funcao Afim

Uma Fun¢do Afim € uma funcgdo real de varidvel real, f : R — R, tal que o valor de f

em x é dado pela expressdo f(x) = ax + b, com a e b constantes reais.

Casos particulares de fungdes afim:
Fungio identidade: f(z) = x;
Translagdo: f(x) =z + b;

Funcdo linear: f(z) = ax;

Funcgdo constante: f(z) = b.

5.1 Taxa de variacao media

Seja y = f(x) uma fung@o real de varidvel real (f : R — R), a taxa de variacdo
média de f, em relagcdo a sua varidvel independente x, é a razdo entre a variacdo sofrida pela
fun¢do quando z varia. Por exemplo, tomando dois valores reais quaisquer e distintos, x; €
X9, definimos Ax = x5 — x7 como a variacdo (ou acréscimo) de x ao variar de x; 2 x5 €
podemos escrever o = x; + Ax. A variagdo da fungdo f de y; = f(z1) ayo = f(xg) é
definida por Ay = f(x2) — f(z1) = y2 — y1. Se x1 # w5, podemos calcular a razdo A_?;
Essa razdo é chamada de taxa de variacdo média (ou taxa de crescimento) da funcdo f em

relacdo a varidvel x, quando este varia de x; a xs.

Considerando a fung¢io afim, f(x) = azx + b e calculando a razdo A—y em que T € T
x
reais distintos e y = f(x), obtemos
Ay _ (awz +0b) = (azi +b) _ a(w2 —x1)

Az To — T1 Ty — T1 ’
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ou seja, a taxa de variagdo média de uma fungdo afim, f(z) = ax + b, € constante e igual ao

parametro a.

A partir do sinal da taxa de variacdo media da funcdo afim, o coeficiente a, a funcdo
afim pode ser classificada em crescente (a > 0) ou decrescente (a < 0). De fato, se a > 0,
tomando x; < x5 temos que axr; < axy e ar; + b < axs + b para todo b real, ou seja, f €
crescente (r1 < T3 = f(x1) < f(z2)). Se a < 0, tomando x; < x5 temos que ax; > axs €

axy + b > axy + b para todo b real, ou seja, f é decrescente (x; < z3 = f(x1) > f(22)).

5.1.1 Zero da funcao

O niimero real z para o qual uma funcdo f, definida por f(x) = ax + b, se anula é
chamado de zero da fun¢do. Em outras palavras, o zero de uma func¢do afim € o valor da

varidvel = que satisfaz a equacdo f(z) = 0ouax + b = 0.

b
Se a # 0, temos que x = —— € o zero da funcdo f. Se a = 0 a fun¢do f assume o
a

valor constante b para todo x real e, neste caso, ndo faz sentido falar de zero da funcgao.

5.2 Grafico da funcio afim

O gréfico de uma funcdo afim € o conjunto
G(f) ={(z,y) eR?*|y =ax +b, a,be R},
que € representado no plano cartesiano por uma reta ndo vertical.

Consideremos trés pontos Py = (1, azy + b), P = (22, axs + b), P3 = (x3,ax3 + b)
pertencentes ao grafico de uma funcdo afim. Vamos supor, sem perda de generalidade, que

1 < x3 < 73 e, calculando a distancia entre os pontos, temos que:

d(Pl, P2) = \/(332 — 1’1)2 + [(CLI‘Q + b) — (axl + b)]2,
d(P, P) = \/(I2—$1)2+a2($2—$1)27
d(Pl,PQ) = (.I'Q—Cl}l)V1+CL2.

Fazendo o mesmo processo para d( Py, P3) e d(P», P3) obtemos

d(Pl,Pg) = ($3—1‘1)V1+&2,
d(P27 P3) = ($3 - Jfg)m,
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dai temos que

AP, P;) = (z3—z)V1+a?
= (azg—x2+x2—x1)m,

(23 — 2)V1 + a2 + (vy — 1)V1 + a2,
= d(Py, P3) +d(Py, Ps).

Portanto os pontos sdo colineares!, isto significa que o grafico de qualquer funcdo afim é

uma reta nao-vertical.

Uma consequéncia imediata desse resultado é que a partir de dois pontos quaisquer
P = (z1,y1) e Py = (22,y2), 1 < X9, existe uma fun¢do afim cujo gréfico é a reta que

passa por esses pontos. Seja f a funcdo afime y; = f(r1) e yo = f(22), logo

y1 =axr; +b
Yo = axs + b.
. . L. ~ Y2 — U1 Y1To — Y22
Para zo # 1 o sistema possui uma unica solugdo, a = — e b = ————. A
To — X1 X1 — T2

— Tro — xXr
fun¢do afim, f(x) = 270, + Y1tz = Jat2
To — X1 Tr1 — T2

, € a Unica fun¢do afim cujo grafico contém os

pontos dados.

Consideremos, agora, dois pontos P, = (z1,y1) € P, = (22,y2), com x7 # g,
pertencentes a uma reta r. J4 vimos que dados dois pontos existe uma tnica func¢io afim,
cujo grafico contém esses dois pontos. Como o gréfico da funcdo afim € uma reta que contém
os pontos dados, esta reta € a reta r dada, mostrando assim que toda reta nao vertical é grafico

de uma fun¢do afim.

Observacdo 5.1 O pardmetro a da fungdo afim f(x) = ax + b, é chamado de coeficiente
angular da reta que representa o grdfico da funcdo e estd relacionado com o quanto a reta
estd afastada do eixo OX e b é chamado de coeficiente linear da reta e é a ordenada do

ponto onde a reta toca o eixo OY .

5.3 Proporcionalidade

Um conceito muito importante, relacionado com fungdes afim é o conceito de propor-

cionalidade.

Condigio de colinearidade de trés pontos dada pela distancia entre os pontos: "Trés pontos sio colineares

se a maior distancia entre eles € igual a soma das outras duas menores".
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Consideremos duas grandezas, x e y, tal que para cada valor de = existe um valor

correspondente para y e sdo validas as propriedades:

1. y é uma funcao crescente (ou decrescente) de z, ou seja, a medida que o valor de z

cresce o valor de y também cresce (ou decresce);

2. o crescimento relativo de y deve ser igual ao crescimento relativo de z, isto é, consi-
derando um nimero real ¢, temos que para cada valor cx existe um correspondente cy.

E neste caso podemos afirmar que x e y sdo duas grandezas proporcionais.

A seguir a defini¢do de proporcionalidade encontrada em Lima [15].

Definicao 5.1 Uma proporcionalidade é uma funcdo f : R — R tal que, para quaisquer
niimeros reais c e x, tem-se f(cx) = cf(x) (proporcionalidade direta) ou f(cx) = f(x)/c,

se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa).

Neste trabalho, estamos interessados na proporcionalidade direta, ja que esta € repre-

sentada por uma fungao linear.

Na defini¢do de proporcionalidade (direta), fazendo a = f(1), como f(cz) = cf(z)
e tomando z = 1, temos f(c1) = ¢ f(1) = ac, para todo ¢ € R. Fazendo ¢ = x, temos
f(x) = az, para todo z real. Portanto, o modelo que estuda os problemas de proporcio-
nalidade (direta) é a fun¢do linear e o parametro a, neste caso, € chamado de constante de

proporcionalidade.

Teorema 5.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Seja f : R — R uma fungdo crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) f(kx) =kf(z), Vo € R e todo k inteiro;
(2) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax,Vx € R;

(3) flxz+y) = f(x)+ fy) para quaisquer x.y .

A demonstracdo, deste teorema , apresentada a seguir, baseada na demonstracdo en-

contrada em Lima [15].
Demonstracdo. Provaremos que (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

Para mostrar que (1) = (2), provemos inicialmente para todo nimero racional ¢ =

b

3|3

n, m € 7Z e ndo nulos, a hipétese (1) acarreta que f(rz) = rf(z), qualquer que seja x € R.
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Com efeito, tem-se nf(rx) = f(nrx) = f(mz) = m f(z). Logo, f(rz) = %f(x),
ou seja, f(rz) =rf(zx).

Sejaa = f(1). Como f(0) = £(0.0) = 0f(0) = 0. Como 0 < 1, temos f(0) < f(1)
(f € crescente por hipdtese), logo a > 0 e além disso, f(r) = f(rl) = rf(l) = ra =
ar, Vr € Q.

Para mostrarmos que f(x) = ax para todo x real. Suponhamos, por absurdo, que

exista z € R, x necessariamente irracional, tal que f(x) # ax, ou seja, f(x) < ax ou
f(x)

a

f(z) > ax. Consideremos que f(z) < ax, neste caso,

<x

f (=)

Como z e a = f(1) sdo fixos, deve existir um niimero racional 7 tal que — < r < z,
a
entdo f(z) < ar < az, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isso é um absurdo, ja que f é

crescente, como r < x, deverfamos ter f(r) < f(x).
O caso, f(z) > ax é tratado de modo andlogo. Mostrando assim que (1) = (2).

As implicagdes (2) = (3) e (3) = (1), como menciona Lima [15], sdo obvias, mas

mesmo assim as demonstraremos abaixo.

Para mostrar que (2) = (3), tomemos z,z,y € R. Por (2), temos que fazendo z =
r+vy, f(2) =az,e f(x+y) = f(2) =az =alx +y) = ax +ay = f(z) + f(y). Logo
f@+y) = f(z)+ fy).

Para mostrar que (3) = (1), consideremos k € Z, e v = x1, * = X9, ..., = x}. Por

(3), podemos escrever

flhx) = f(x1 + 2o+ ...+ a) = fx1) + flaa+ ..+ ap) = ... = fla) + f(z2) +
ot flog) = flo)+ f(o) + ...+ f(x) = kf(x), Vo € R,

Logo, f(kx) = kf(x),Vk € Z,.
Para Z_ € anélogo.

Mostramos assim que (1) = (2) = (3) = (1). O

Observacao 5.2 O Teorema da Proporcionalidade considera a fun¢do f crescente, a cons-
tante de proporcionalidade a = f(1) > 0. O resultado é andlogo para o caso de f decres-

cente, ou seja a = f(1) < 0.

Observacao 5.3 O Teorema da Proporcionalidade nos permite identificar se uma funcdo é

linear, ou seja, f : R — R, tal que f(x) = ax, a partir das seguintes condicoes [15]:

a) A funcdo [ é mondtona crescente ou mondtona decrescente.
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b) f(nx)=n f(x)paratodox € Ren € 7.

O Teorema da Caracterizacdo da Funcdo Afim, enunciado a seguir nos fornece um
método seguro para verificar, a partir da taxa de variacao das varidveis dadas em uma corres-

pondéncia, se um determinado fendmeno pode ser modelado por uma funcao afim.

Teorema 5.2 Teorema da Caracterizacdo da Fungdo Afim

Seja f : R — R uma fungdo mondtona crescente ou mondtona decrescente. Se o

acréscimo f(x + h) — f(x) depender apenas de h, entdo f é uma fungdo afim.

A demonstracdo, deste teorema , apresentada a seguir, é baseada na demonstracao

encontrada em Lima [15].

Demonstracdo. Vamos supor, sem perda de generalidade, que f é crescente. Seja p(h) =

f(x 4+ h) — f(x), ¢ assim definida também € crescente.

De fato, tomemos hy € hy, hy < hy tal que f(hy) < f(hs). Por hipétese f é crescente
e f(z+hi) — f(z) < f(z+ he) — f(z), Vo € R.

Logo, ¢(h1) < ¢(hs), mostrando que ¢ € crescente.

E, além disso, ¢(0) = f(z) — f(x) = 0. Para qualquer h, k € R, temos

eh+k) = fle+h+k)— f(z)
= f(lx+h)+k)— flx+h)+ flz+h)— fz)
= (k) +o(h).

Logo, a fun¢do ¢ satisfaz as condi¢des do Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Portanto, p(nh) = ng(h), Vn € R.

Tomando a = ¢(1), temos ¢(h) = ah, Vh € R. Como ¢(h) = f(z+h) — f(x) temos
f(z +h) — f(x) = ah. Tomando x = 0, temos f(0 + h) — f(0) = f(h) — f(0) = ah.
Chamando f(0) = btemos f(h) = ah + b, para todo h real.

Fazendo uma mudanga de varidvel x = h, temos f(z) = ax + b, a e b reais, para todo

x real. L]

Observacio 5.4 Outra forma de expressar que o acréscimo f(x + h) — f(x) independe de

x € dizer que os acréscimos sofridos por f(x) sdo proporcionais aos acréscimos dados a .

Exemplo 1 Dada uma tabela de valores
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T 1 | Xg | X3 | T4 | Ty | Tg

YilYr | Y2 | Ys | Ya | Ys | Ye

Se S Yi for igual a uma constante, pelo Teorema da Caracterizagdo da Fungdo
j T
Afim, a correspondéncia entre x e y pode ser modelada por uma funcdo afim, ou seja,
y = ax + b, para a e b reais, em que a = YV
ZL’j — T

5.4 Atividades: Funcao Afim

As atividades propostas nessa secao, na sua maioria, sao situacdes problema que devem

ser modeladas por uma funcao afim.

Os discentes, quando apresentados as atividades, dispdem apenas conhecimentos pré-

vios 0s quais sdo necessdrios para o entendimento do contetddo referente a funcgdes afins.

A sistematizac¢do do contetiido estudado deve ser realizada quando o aluno ja tem a
compreensdao de que um modelo matematico, no caso a funcdo afim, pode representar, com

as devidas restri¢des (de dominio), varios tipos de situagdes problemas.

As situacdes problema em questdo permitem a elaboracdao de diversos tipos de
questionamentos, o que estimula a exploracdao em vérias dire¢cdes. Por esse motivo, foram
criadas etapas como sugestao de resolucdo, procurando, assim, ndo deixar que os alunos se
afastem muito dos objetivos das questdes e que as atividades levem a constru¢do do conhe-

cimento planejado.

Atividade 10 Em uma loja, o saldrio mensal da vendedora Mariana é de R$ 650,00 reais.
Além disso, ela recebe R$ 3,00 por unidade vendida. Quantas unidades Mariana deve vender

para receber um saldrio de R$ 1.400,00 reais?
Sugestdo de etapas para resolucdo da questdo:
a) Quanto Maria ird receber se ndo vender nada?
b) Quanto ela ird receber se vender apenas 20, 50 ou n unidades?

c¢) Como podemos classificar a correspondéncia entre as grandezas unidades vendidas

(n) e ganho mensal (s)?

c) Podemos afirmar que a varidvel n é uma varidvel independente e s é uma varidvel

dependente?.
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d)

e)

Wy

g)

h)

J)

Expresse o ganho mensal dessa vendedora em funcdo do niimero de unidades vendi-

das.
Quais os valores que a varidvel n pode assumir?

Quantas unidades Mariana deve vender para receber um saldrio de R$1.400,00 re-

ais?

Usando o GeoGebra, no modo planilha, crie uma tabela que relacione o niimero de

unidades vendidas e o ganho mensal de Mariana. Considere n = 0,5,10, 15, ..., 30.

Crie uma lista de pares ordenados, usando os recursos do Software de "criar lista de

pontos"e plote os pontos na janela de visualizacdo.

Observando o grdfico obtido, analise o saldrio de Mariana no més em que ela vendeu:
5 unidades; 25 unidades; 3 unidades; 45 unidades.

Se ligarmos os pontos, na janela de visualizacdo, por segmentos de reta, o grdfico

ainda representa a situagcdo-problema dada?

O trabalho realizado dessa forma, permite aos alunos explorar os contetdos (de forma

orientada através dos questionamentos) de tal maneira que a aprendizagem ocorra de forma

significativa. Como as atividades permitem aos alunos criarem os seus proprios métodos de

resolucado, essas atividades seguem a abordagem de investigacao matematica.

Atividade 11 Em uma corrida de tdxi o preco a pagar depende da distancia percorrida. A

tarifa é composta por duas partes: uma fixa, denominada bandeirada e uma parte varidvel

que depende do numero de quilometros rodados. Suponha que a bandeira esteja custando

R$5,00 e o quilometro rodado, R$1,10. Sabendo que uma corrida custou 9,40 reais, qual

foi a distancia percorrida pelo tdaxi?

b)

c)

d)

Sugestdo de passos para resolucdo da questdo.

Se o taxi rodou 1 km, qual é o preco da corrida?
E se rodou 2 km, 3 km, 4 km, 5 km e 10 km?
A correspondéncia entre preco e a distdncia é univoca? E biunivoca?

Chamando de y o preco e x a distancia percorrida, que valores a varidvel x pode

assumir? E a varidvel y?
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e) E possivel escrever uma expressdo matemdtica (uma lei) que determine o preco em

fungdo da distancia percorrida? Se sim, escreva a expressao.

f) Podemos escrever uma expressdo matemdtica que determine a distancia percorrida

em fungdo do preco?
g) Sabendo que uma corrida custou 9,40 reais, qual foi a distdncia percorrida pelo tdxi?

h) Se custou 25,00 reais, qual foi a distdancia percorrida pelo tdxi?

Atividade 12 Um reservatorio d’agua de 50 mil litros, totalmente cheio, precisa ser esvazi-
ado para a limpeza. Para esvaziar o reservatorio é usado uma uma bomba que retira dgua

a razdo de 100 litros por minuto.

a) Quanto de dgua terd o reservatorio apos 2h de funcionamento da bomba? E apos 3h?
b) Escreva uma expressdo matemdtica que:

bl) forneca o volume (v) de dgua no reservatério em fungdo do tempo (t) que a

bomba fica ligada.
b2) forneca o volume (vs) de dgua que sai no reservatorio em fungdo do tempo (t)
que a bomba fica ligada.

c) Quanto tempo serd necessdrio para que o reservatorio possa ser esvaziado?

d) Usando o GeoGebra e escrevendo as expressoes matemdticas obtidas no item b) no

campo de entrada, obtenha os grdficos das duas funcoes envolvidas.

e) Os grdficos obtidos representam as fungoes dadas no item b)? quem sdo os dominios

dessas funcoes?

f) Observando os grdficos obtidos, o que podemos dizer sobre o crescimento ou decres-

cimento das funcoes?

g) Observando os grdficos obtidos, podemos determinar em que instante o volume da

dgua no reservatorio é igual o volume de dgua que jd saiu do reservatorio?

Ao realizar essas atividades (10 - 12), o aluno ira trabalhar com correspondéncias entre
grandezas, o conceito de varidveis dependente e independente, observar a regularidade na
variagdo das grandezas envolvidas, fazer a generaliza¢do, obtendo um modelo matematico

que descreve algebricamente a situacdo-problema, no caso uma funcao afim.
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Especificamente, na atividade 10, os itens a), b) e ¢) auxiliam na percep¢ao de uma
possivel generalizacdo, posteriormente, encontrada no item d) e formalizada no item e). Ja
o item f), conduz o aluno a uma reflexdo sobre o dominio da fun¢do, o qual € estritamente
composto por nimeros naturais. Em seguida, no item (g), o discente € induzido a encontrar
a solucdo, propriamente dita, do problema. Os itens g) e h), dessa atividade, trata-se de
um estimulo ao uso do software, com o objetivo de mostrar a consequente facilidade de

construgdo e visualizacio do grafico da funcdo encontrada.

As atividades propostas, sugerem o uso do GeoGebra para plotar pontos no plano
cartesiano, mas podem ser realizadas sem o uso do computador, ndo desvirtuando os seus

objetivos.

A seguir serdo apresentadas atividades com o objetivo de chegar a forma do gréafico de
uma funcdo afim e a influéncia dos parametros a e b no comportamento da fun¢do. Os dois

primeiros exemplos devem ser realizados com a ajuda do professor.

Atividade 13 Estudar a construgdo do grdfico da funcdo real representada por y = 2x — 3,

usando uma construgdo realizada no GeoGebra.

a) Abrir o GeoGebra e carregar o arquivo "colinearidade.ggb", que jd deve estar dispo-
nivel para o aluno (Figura 5.1).
» Janela de Visualizagdo
y s 2)('3 " r Colinearidade

- O grafico

r~ Condicdo de Colinearidade

Figura 5.1: Ambiente criado no GeoGebra.

b) Abrir o modo planilha e observar os valores da tabela e as coordenadas dos pontos

que aparecem na janela de vizualizacdo.

c¢) Com os recursos do Software, a partir da janela algébrica, exibir o comprimento do

segmento BC, do segmento CE e do segmento BE (Figura 5.2).
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» Janela de Visualizacédo

y = 2%x-3

r O grafico

E

ACE =6.708

- Colinearidade

=2

dge =8.944

r Condicdo de Colinearidade

Figura 5.2: Comprimento dos segmentos BC, CE e BE.

d) Repetir o mesmo procedimento com os segmentos AB, BC e AC. O que hd de comum

nesses dois casos?

e) Ativar os itens Colinearidade e Condi¢do de colinearidade e grdfico, clicando no qua-

drado a esquerda dos nomes (Figura 5.3).

» Janela de Visualizagiao

y = 2%x-3

O grafico

~ Colinearidade

Os pontos pertencentes a uma mesma reta
sdo chamados de pontos colineares.

w Condicdo de Colinearidade

Os pontos A, B e C sdo colineares e
C esta entre A e B, se e somente se
d(A,C) = d(A,B) + d(B,C).

Figura 5.3: Condic¢do de colinearidade entre trés pontos.

f) O que podemos afirmar sobre os pontos A, B, C e E?

g) Generalizar o resultado para uma funcdo afim qualquer, ou seja, mostrar que, dado

trés pontos P, Q e R pertencente ao grdfico de uma fungdo, definida por f(x) = ax+b,

a e b constantes reais, os pontos sdo colineares.

h Carregar o arquivo "grafico_funcaoafim.ggb", que jda deve estar disponivel para o

aluno (Figura 5.4).
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+ Janela de Visualizagao

y = 2%-3
r Colinearidade

 TaxadeVariacdo $

- Grafico

Figura 5.4: Ambiente criado no GeoGebra.

» Janela de Visualizagdo

Coordenadas de pontos genéricos do grafico da fungdo
y=2%3 P = (x1,2% — 3) Q= (x,2% —3) R=(xs,2%; — 3)
w Colinearidade drg = V5o —x1)  dor = V5(xs—x2)
r TaxadeVariagio RE der = VB(x3 —x1)
o dpr = dpq + dar
b Q Os pontos P, Q e R sdo colineares.
P
C
B
A

Figura 5.5: O gréfico de uma funcao afim.

i Com os recursos do Software, ativar os itens Grdfico e Colinearidade (Figura 5.5).

J) Ativar o item Taxa de variagdo e generalizar o resultado para uma fungdo afim qual-
quer (Figura 5.6).

k) Justificar a afirmacgdo, "O grdfico de uma fungdo afim é uma reta”.

Observacao 5.5 As atividades dos Exemplos 12 e 13 devem ser realizadas, como jd menci-

omanos, com a ajuda do professor, principalmente para as generalizagoes solicitadas.

Atividade 14 Usando o GeoGebra e seguindo os procedimentos 1 e 2 abaixo, construir e

estudar os grdficos das funcées dadas em cada uma das questdo a seguir, usando o mesmo

sistema de eixos cartesianos.

1. No campo Entrada escreva a equagdo dada.
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» Janela de Visualizacdo

y = 2x-3
r Colinearidade
~ TaxadeVariagdo

r Grafico

Pontos de coordenadas genéricas do grafico da funcéo
cl/\63.435°

T = (%42 = 3) S = (x5, 2% — 3)

B Taxa de Variagdo (Coeficiente angular)

(2%5—3) — (2% — 3) 25— 2x4
X5 — Xq - x5 — X4 =

2

= 68.435°

Figura 5.6: A taxa de variagdo da fun¢do e o coeficiente angular da reta.

2. Com um clique com o botdo direito do mouse sobre o grdfico abra uma janela, com um
cliqgueem Exibir rdétulo, exiba o rotulo de grdfico com um clique em propriedades,
veja as possibilidades de mudar a cor, o estilo e tipo de rotulo do grdfico (escolha

nome e valor) entre outros.

Questaol. y=3;y=—4,y=6ey=0.

a) O que podemos afirmar sobre o comportamento dos trés grdficos.

b) E possivel determinar os zeros das funcoes acima, justifique.
Questao2. y=z,y=x+2;y=a0—-2;y=—x+ 2
a) Observando os grdficos gerados, é possivel determinar os zeros das fungoes

acima, caso afirmativo, determine-os, caso contrdrio, justifique.

b) O que aconteceu com o grdfico da funcdo y = x, quando adicionamos 2 a varid-

vel z, ou seja, y = v + 2?

¢) O que aconteceu com o grdfico da fungdo y = x, quando subtraimos da varidvel

x, ou seja, y = — 27

d) O que aconteceu com o grdfico da fungdo y= x+2, quando multiplicamos a va-

ridvel x por -1, ou seja, y=-x+2?
Questao 3. y=3x;y=3(x-1); y=3x-1

a) Observando os grdficos obtidos, é possivel determinar os zeros das funcdes acima,

caso afirmativo, determine-os.

b) Qual a diferenca entre os grdficos de y=x e y=3x?
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¢) O que aconteceu com o grdfico da fungcdo y= 3x, quando subtraimos 1 da varidvel

x, ou seja, y=3(x-1)? E quando subtraimos I de 3x, isto é, y = 3x-1?

Questao 4. y = -4x+100

a) O que ocorreu com o grdfico da fung¢do?

b) Caso o grdfico ndo aparece na tela, com um clique com o botdo direito do mouse
na janela de visualizacdo do software, ative a janela de visualizagcdo e escolha
a fungdo zoom, reduza reduza a janela de visualizag¢do do software até o grdfico

aparecer na tela.
c) Explique o que aconteceu?
d) Gere o grdfico de y=-2x+1.
e) O que os dois grdficos tem em comum?

f) Observando os grdficos, é possivel determinar os zeros das fungoes y=-2x+100

ey=-2x+1?

Atividade 15 Exibir o grdfico da funcdo afim, cujos coeficientes a e b, sdo dados.

a) Abrir o GeoGebra e o arquivo "grdfico2_funcdoafim.ggb", o qual jd deve estar dispo-

b)

d)

e)

nivel ao aluno. (Veja Figura 5.7)

Coeficientes

I~ Coeficiente a - Taxa de Variagéo

I~ Zero da fungéo
 Ponto de interse¢éo com o eixo Y
[ Gréfico da fungéo

I~ Coeficiente linear

110 9 8 -7 6 5 4 3 2 1 |01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18

B L o n e s o0 o

Figura 5.7: Ambiente criado no GeoGebra.

Observe os valores de a e b no canto superior esquerdo da tela.

Zeros da fungdo (como sdo calculados os zeros de uma fungdo?) Exiba-os, ativando o

item "Zeros da fungdo".
Como ¢ determinado o ponto de intersecdo do grdfico com o eixo OY ? Exiba-o.
Exiba o grdfico (Figura 5.8)
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Coeficient,

™ Coeficiente a (taxa de variacéo)
al a influencia do coeficiente a no

™ Zero da funcéo comportamento da funcéo Afim?

@ Ponto de intersecdo com o eixo Y

™ Gréafico da funcéo ™ Coeficiente linear

Qual a sua influéncia no grafico da funcéo?

-1 -10 9 8 -7 6 5 4 -3 2 -1 01 2 3/4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18

Figura 5.8: A influencia dos coeficientes a € b no comportamento do grafico de uma funcao

afim.

f) Com um clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto que intercepta o eixo OX
abra a janela, que determina as propriedades do objeto selecionado, exiba o rétulo do
ponto. Com um clique em propriedades veja as possibilidades de mudar a cor, o

estilo e tipo de rotulo do ponto entre outros.

g) Com a ferramenta move ativada, o cursor sobre o ponto a, fagca-o variar, para a

direita e para a esquerda
h) Fagca o mesmo com o b.
i) Ative os questionamentos relacionados aos coeficiente e responda-os, considerando

il) a>0,a<0ea=0;

i2) b>0,b<0eb=0.
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Capitulo 6
Funcao Quadratica

Uma Func¢do Quadréatica € uma fung¢do real de varidvel real, definida por

f:R—-R,

f(x) = ax® + bz + ¢, onde a, b e c sdo constantes reais € a # 0.

6.1 Forma Canonica

De um modo geral, a equacao que representa uma funcio quadrética € escrita na forma

f(x) = ax?® + bz + c. Utilizando o método de completar o quadrado obtemos a seguinte

equagdo
b\?  dac—b?
2 _ _ 2
ax+br+c=a (:L‘—l—%) +4—(12]—a(m—m) + k,
A A g b 4ac — b*
chamada de forma candnica do trindmio az” +bx +c, em que m = 5 e k= -
a a

A partir da forma candnica da equacgio que representa a funcio quadrética, f(z) =
a(z —m)? + k, podemos extrair muitas informagdes sobre o comportamento da fungéo, por

exemplo:

1. O sinal do termo a(x — m)? depende apenas do sinal de a.

(@) Sea < 0,entdo a(x —m)? < 0e f(m) = k € o maior valor assumido por f.

k
(b) Se a > 0, entdo a(x —m)? > 0 e f(m) = k € o menor valor assumido por f.

b
Portanto, x = ~ 5 (m = —2—) leva a fungdo f, representada pela equacdo f(x) =
a a
9 ) 4ac — b?
axr® + bx + ¢, ao seu maior ou menor valor (valor extremo) k = 0
a
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2. Os zeros da funcdo sdo facilmente determinados pela resolu¢do da equacgdo

a(z —m)? +k = 0. Como a # 0 podemos escrever

—k
J— 2 f— —_
(x —m) "
—k
r = £\ — +m (6.1
a
.y 4ac — b . , i
Substituido £ = P em= — 20" na equagao (6.1) obtemos a férmula, conhecida
a a
como a formula de Bhaskara,
—b £ Vb2 — 4ac —bE VA 9
r = ou r=——" emque A =b"—4ac.
2a 2a
Analisando o sinal de A = b* — 4ac, temos que:
(a) Se A > 0 a equaciio possui duas raizes reais distintas 2" e ", em que
/ —b+\/A " —b—\/A
r =—— r =—-.
2a 2a
~ . , o . . . / " _b
(b) Se A = 0aequacio possui duas raizes reais iguais, ouraizdupla, zr =+ = ey
a

(c) Se A = 0 a equacdo ndo possui raizes reais.
/ "o L . “ . ~ ~
. Se A >0ex ex sdoduas raizes reais e distintas da equacdo, entdo

—b+\/Z+—b—\/Z_—_b

/ "

T +xr = e
2a 2a a
ron —b+\/A —b— \/A b2—A C
rx = + = = —.
2a 2a 4a? a

. Dados dois valores reais distintos, x; # x5, podemos, facilmente, determinar em que
condi¢oes f(z1) = f(x2).
Para isso, basta escrever f(x1) e f(z2) na forma canbnica e comparando a igualdade,

temos:
flz) = flx2)
a(r; —m)P?+k = a(zy—m)*+k,
(k1 —m) = L(xg—m).
Como ; # x5 temos que (x; — m) = —(zy — m), ou seja, o ;@ =m.

Como m = 20 isto quer dizer que a fungdo quadrética assume valores iguais para
a

valores distintos do seu dominio z; e x5 se, € somente se, x1 € xo sdo equidistantes de
—b

Ty = —.
2a

54



6.2 Grafico da Funcao Quadratica

O grafico de uma fungdo quadratica f : R — R, dada por f(z) = az? + bx + c,

a,bec € R, a#0,éo conjunto
G(f) =A{(z,y) €R2|y=a$2+bx+c}.

A curva plana que representa o conjunto G no plano cartesiano € uma parabola, com reta

diretriz paralela ao eixo OX.

Definicao 6.1 Sejam uma reta d, um ponto F' no plano ndo pertencente a reta d. A pardbola
de foco F' e diretriz d é o conjunto de todos os pontos do plano equidistantes de ' e da reta
d.

O ponto da pardbola mais préximo da diretriz é chamado de vértice da pardbola e a
reta que determinada pelo vértice e pelo foco da pardbolas é chamada de eixo da pardbola
(Figura 6.1).

Figura 6.1: Parabola de foco F e reta diretriz d.

Consideremos a pardbola de foco F' = (¢, yo) e diretriz d paralela ao eixo 0.X, de
equacdo y = —y4. Um ponto P = (z,y) pertencente a pardbola deve satisfazer a equacao
d(P, F) = d(P,d).

Observemos que a diretriz € paralela ao eixo das abscissas, logo a projecdo ortogonal

do ponto P areta d é o ponto () = (z,yy) , portanto d(P,d) = d(P, Q), ou seja,

d(P, F) = d(P,Q)

VT —20)2+ Y —1%)? = V(Y —ya)?
(z—20)*+ (W —w)” = (v—ya)
_ —1 72 Lo " —37% - yg + yﬁ
YT g —w) (ya — Yo) 2(Ya — yo)



1 2,2 2

Fazendoa = ———, b = Lec: w,temosquey:al’erbx—i-c
2(Ya — Yo) (ya —yo) 2(ya — Yo)

¢ a equacgdo da pardbola de foco F' e diretriz d.

Logo, toda pardbola com diretriz paralela ao eixo OX € grafico de uma funcio qua-

dratica.

Consideremos, agora, o ponto P = (z,az?) pertencente ao grafico da fungdo qua-
dratica f(x) = az? a # 0 e vamos mostrar que o grafico de f € uma pardbola, com foco

pertencente ao eixo das ordenadas e diretriz paralela ao eixo OX.

Como a fungio f(z) = ax? assume um valor extremo em = = 0, o ponto (0, 0) deve
ser o vértice da pardbola, e para ser grafico de uma fun¢ao a diretriz deve ser paralela ao eixo
OX. Portanto, queremos determinar ¥, tal que £ = (0,1,) seja o foco e y = —y, seja a

diretriz de uma pardbola.

Para todo ponto P = (z,y) pertencente a uma parabola de foco F' e diretriz d, a
equagdo d(P, F') = d(P,d) deve ser satisfeita. considerando P, um ponto do grifico de f,

ou seja, y = ax?, temos,

d(P,F)=+/(x —0)2 + (az? —yo)? = +/(ax?+ )% = d(P,d)

(z—0)° + (a2® —90)* = (az® +10)*,

obtemos,

1
Portanto, o grafico de f(r) = ax?® é uma pardbola de foco F' = (0, 4—) e diretriz
a
1
4a’

A fung¢io quadratica g : R — R dada por g(x) = a(x —m)?, com m € R, é obtida

y:

de f(z) = az? a partir de uma translagio horizontal (z,y) — (x + m,y), assim o grafico
de g é a parabola de equacio y = ax?, transladada m unidades no eixo OX, que leva o eixo
de simetria x = 0 para a reta x = m. Ou seja, o grifico de g € uma pardbola cujo foco F'
tem suas coordenadas transladadas m unidades no eixo 0.X e a diretriz permanece a mesma.
Portanto, o gréfico de g(r) = a(x — m)? € uma pardbola de foco F' = (m, %) e diretriz de
equacao y = —%.

A fungdo quadrdtica h : R — R dada por h(z) = a(x — m)? + k com m, k € R,
por sua vez, é obtida da fung¢do g(x) = a(x — m)? através de uma uma translagdo vertical
(z,y) — (x,y+k). Logo o seu grafico serd idéntico ao grifico de g(x) = a(x—m)? a menos
da translacdo vertical de k£ unidades. Ou seja, € uma pardbola cujo foco F' tem coordenadas

1
(m, — + k) e a diretriz tem equagdo y = — + k.
4a 4a
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Mostramos, assim, que o grafico de uma fun¢do quadrética, representada pela equagao
f(z) = a(x — m)* + k é uma parébola de foco F' = (m, P k) e a diretriz tem equagéo
a
1

= — + k.
y 4@7L

Escrevendo a equacio que representa a fun¢do quadrética na forma padrdo f(x) =
ax? + bx + ¢, temos uma expressio para o foco e a diretriz da pardbola que representa o seu

grafico em fungdo dos coeficientes a, b e c:

b 4dac—b*+1 dac — b* + 1
o ] ) . o : o —b
O vértice da pardbola € o ponto mais préximo da diretriz, cuja abcissa é x, = %0
a
(mesma abscissa do foco) e cuja ordenada € y, = :L_ O vértice da pardbola (grafico da
a

fun¢do quadratica) determinam o ponto onde a fung¢do assume seus maior ou menor valor,

como ja mencionamos na se¢do anterior.

J4 mostramos, também na se¢@o anterior, que se f(zr1) = f(z3), entdo 1 e x5 sdo

simétricos em relagdo a r = 2" isto significa que a reta vertical x = 0 € o eixo da
a a

parébola.

6.2.1 Parabolas congruentes

A parabola, grafico da fungdo quadrdtica f(z) = ax® + bx + ¢, transforma-se na
pardbola que € grafico da fungdo f(x) = az?, mediante uma transla¢io horizontal seguida
de uma translacdo vertical, neste caso, dizemos que as as duas pardbolas sdo congruentes’.
E, ainda, através de uma reflexdo em torno do eixo OX (Uma rotacdo 180 graus, (z,y) —

2

(x,—y)) o grafico de f(x) = —ax? é levado no grédfico de f(x) = az?, ou seja, dado uma

pardbola de equacdo y = ax? + bx + c esta pode ser transformada na pardbola y = a’z?,

a' = *a, através de translacdes verticais e horizontais e uma reflexdo em torno do eixo 0.X.

Sejam y = a12% + b1z + ¢ e y = apx?® + box + ¢y, equagdes de duas pardbolas. Se
a; = & a, ambas as parabolas podem ser transformadas na pardbola de equacdo y = a2,
através de translacdes verticais e horizontais e uma reflexao em torno do eixo 0.X, ou seja,
as pardbolas sdo congruentes.

Se a; # = as, analisando o comportamento das fungdes f(x) = ax? e g(z) = /22,

em que a = +a; e a’ = Fay, e considerando a < a’ < 0, temos ax? < a'x? paratodo z € R.

'Duas figuras sdo congruentes se deslocando uma delas (através de rotacdes e translacdes) podemos fazer

coincidir com a outra.
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Analogamente, se a > a’ > 0, entdo ax? > a’z?, concluimos que as pardbolas y = az? e

y = a'x? ndo sdo congruentes.

Portanto, a congruéncia entre duas parabolas de equacdes y; = a,22 + bz + ¢ e
Y1 = asx?+byx+cs, depende apenas dos coeficientes a; € as, bastando verificar se a; = +a,.
Os coeficientes by e by € ¢ e ¢y determinam apenas a posi¢do das curvas em relacio aos
eixos coordenados, b; e b, determinam a posicdo dos vértices, de cada uma das pardbolas,
em relacdo ao eixo 0Y, por exemplo, se b; > 0 e a; > 0 o vértice estd a esquerda do eixo

0Y". Os coeficientes c; e ¢, sdo as ordenadas do pontos onde as pardbolas cortam o eixo OY'.

Conclusdo: O coeficiente a, de uma pardbola de equacio y = ax? + bx + ¢, mede
a maior ou menor abertura da pardbola e o sinal determina se a concavidade € para cima
(a > 0) ou para baixo (a < 0). O coeficiente b determina a posicao do vértice em relacio ao

eixo 0Y e o coeficiente ¢ determina a ordenada do ponto onde a pardbola corta o eixo 0Y'.

6.3 Atividades: Funcao Quadratica

Como nas fung¢des afins, as atividades propostas, na sua maioria, sdo situagcdes pro-
blema que, nessa secdo, devem ser modeladas por uma fun¢do quadrética seguindo as orien-

tacdes dadas nas questoes.

Atividade 16 Maria construiu uma casa (regido A) e fez uma plantacdo de milho (regido
B) em seu sitio no distrito de Sdo José da Mata, porém, verificou que podia ampliar tanto
a residéncia como sua planta¢do em uma mesma medida tanto no comprimento quanto na

largura, como mostra a figura 6.2.

Tomado como base a figura 6.2, responda:
a) Qual a expressdao que melhor representa a drea A, da regido A apds a ampliacdo em
Sfungdo da medida x?

b) Qual a expressao que melhor representa a drea Ay da regido B apos a ampliacdo em

Sfungdo da medida x?
" .

¢) Qual o menor valor que a medida "x" pode assumir em A, e em Ay?

d) Qual a medida da drea da casa e a medida da drea da plantacdo correspondentes ao

valor de "x"encontrado no item c?
e) De acordo com a figura 6.2, qual é a maior medida possivel da drea A,?
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Figura 6.2: Localizagdo das areas A e B.

f) De acordo com a figura 6.2, qual é a maior medida possivel da drea Ay?

g) Tomando como base as respostas dos itens anteriores encontre o intervalo ao qual o

valor de "x" deve pertencer.
h) Encontre o intervalo ao qual o valor de A, deve pertencer.

i) Encontre o intervalo ao qual o valor de Ay, deve pertencer.

A Atividade 16, além de trabalhar o desenvolvimento do contetido Fun¢ao Quadratica,
faz com que o aluno resgate alguns conhecimentos da geometria, como exemplo, célculo
da 4rea de um quadrado e cédlculo da drea de um retangulo, e da dlgebra, como exemplo,

produtos notaveis.

Os itens a) e b) tem como objetivo desenvolver no aluno uma ideia sobre lei de for-
macao, uma ideia da existéncia de uma fun¢do como um modelo matematico que descreve
algebricamente a situagdo-problema, além de tornar clara a relacdo de dependéncia entre as

varidveis em questao.

O professor deve alertar os alunos para o fato do crescimento das duas regidoes depen-
derem de um mesmo valor x. Observamos que tal fato vai interferir diretamente na resposta
do item c), a qual esperamos que seja encontrada considerando-se o maior z limitado pelo

espaco entre as regides, ou ainda, o x igual a metade da distancia entre as regioes.

Do item c) ao item i) € voltada a atencdo do discente para a existéncia e para a im-

portancia de intervalos e conjuntos aos quais pertencem as varidveis envolvidas na situacao-
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problema, isto €, nesses itens € introduzida a ideia de dominio e contradominio na Fung¢ado
Quadrética. Tendo em vista que essa ideia ja foi trabalhada anteriormente, espera-se que
os alunos j4 saibam identificar que os intervalos encontrados se referem ao dominio e ao

contradominio das fun¢des A, e A,.

As Atividades , e tem como objetivo levar o aluno a perceber que o grifico de uma
funcdo quadratica é uma parédbola, localizar no grifico os zeros de uma fun¢do quadrética,
os pontos extremos da fungdo e, também , entender a influéncia dos coeficientes a, b e ¢ no

comportamento do grafico da fungdo quadrética f(z) = az® + bz + c.

Atividade 17 Usando o arquivo "parabola.ggb" (Figura 6.3) e o software GeoGebra, siga
as etapas descritas a seguir e faca as devidas observagoes.

» Janela de Visualizagio

Figura 6.3: Ambiente criado no GeoGebra.

Na janela de visualizagdo estdo localizados trés pontos: C, D e E, onde o ponto C
serd chamado de foco. Temos que, por construgdo, a distdncia entre os pontos C' e E ¢é igual
a distancia entre os pontos D e E. A reta mostrada na janela de visualizagcdo, a qual o ponto

D pertence, serd chamada diretriz.
A seguir, teremos uma sugestdo de etapas para resolucdo da questdo:
a) Mova o ponto D ao longo da diretriz.

b) Que figura foi formada a partir do deslocamento do ponto E em consequéncia do

deslocamento do ponto D?

¢) Quais caracteristicas dos elementos apresentados na janela de visualizacdo o levaram

a resposta do item anterior?
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» Janela de Visualizagéo

.....

Figura 6.4: Gerando uma parabola dado o foco e a diretriz.

d) O que acontece se variarmos a posi¢do do ponto C'?

» Janela de Visualizagao

.
Vs
’
./I
%o
A\
\
\
‘.
\ |
(s e mas s semas s ekl
=

Figura 6.5: Gerando uma pardbola dado o foco e a diretriz.

e) Apds o deslocamento do ponto C o que acontece se variarmos a posicdo do ponto D?

f) Compare a figura formada no item e) (Figura 6.5) com a figura formada no item a)

(Figura 6.4) e liste as semelhancas e as diferencas encontradas.

g) Habilite o sistema de eixos e gere o grdfico da funcdo f(x) = ax? na mesma janela
de visualizacdo do arquivo "parabola.ggb", digitando a equacdo y = ax® no campo

de entrada do software, para a = 0.1.
h) Ajuste a pardbola ao grdfico da funcgdo.
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hy) Varie a posicdo do foco C' da pardbola, posicionando-o sobre o eixo OY, faca
o mesmo com o ponto D, desloque a reta diretriz de tal forma que o ponto E

(vértice da pardbola) coincida com o origem do sistema.

ho) Habilite o rastro do ponto E e gere uma pardbola. A parabola gerada coincidiu

com a grdfica da fungdo?.

hs) Se a parabola, gerada no item anterior, ndo coincidiu com o grdfico da fungdo,
faca tentativas deslocando o foco e a diretriz da pardbola, a partir da configura-

¢do dada em hy), até obter sucesso.

h. O grdfico da fun¢do quadrdtica f(z) = %xQ é uma pardbola. Justifique, essa afirma-

cdo, usando argumentos matemdticos.

i. E possivel ajustar uma pardbola ao grdfico de qualquer funcdo quadrdtica?

Atividade 18 Usando o software GeoGebra e o arquivo "grdficoFcQuadratical.ggb" (Fi-

gura 6.6), estude o comportamento do grdfico da fun¢do quadrdtica.

Janela de Visualizagao G4

— (1)
———— rf(3)

—— rf(-2)

& I~ coordenadas
r Zeros da funcdo

. r Reta de simetria 2
- Vértice

. . - Grafico da funcdo
I Intersecdo com o eixo Y

flz) = 12— 10 -2

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 6.6: Ambiente criado no GeoGebra.

Sugestdo de etapas para resolucdo da questdo:

a) Escolha os valores 1, —1 e —2 para cada um dos pardmetros a, b e ¢, respectivamente,

e observe a lei de formacdo escrita proximo ao grdfico.

b) Calcule o(s) zero(s) da funcdo e ative o icone "Zeros da funcdo" na janela de visuali-

zacado (Figura 6.7).
¢) Os valores calculados e os valores marcados no grdfico foram iguais?

62



d)

e)

)

8)

h)

J)

k)

D

m)

n)

Caso negativo, reveja seus cdlculos; caso positivo, vd para o item e).

Calcule os valores das coordenadas do vértice e ative o icone "Vérticena janela de

visualizagcdo (Figura 6.7).

Janela de Visualizagao EE

R w (1)
e 7 (3)

— @ f(-2) F3 2

& ~ coordenadas
w Zeros da funcdo

d r Reta de simetria 5
w Vértice

N . r Grafico da fungédo
* Intersecdo com o eixo Y

fla) =10 -1z -2

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-2® .F1

Figura 6.7: Pontos pertencentes ao grafico de uma fun¢do quadrética.

Verifique na janela algébrica se os valores das coordenadas do vértice sdo iguais aos

calculados.
Caso negativo, reveja seus cdlculos; caso positivo, vd para o item h).

Calcule o valor de f(0) e ative o icone "Interseccdo com o eixo OY "na janela de

visualizagdo.
O valor calculado e o valor marcado no grdfico foram iguais?
Caso negativo, reveja seus cdlculos; caso positivo, vd para o item k).

Calcule os valores de f(1), f(3) e f(—2) e ative os respectivos icones na janela de

visualizagdo.

Verifique na janela algébrica se os valores das coordenadas dos pontos F'1, 2 e F'3

sdo iguais aos calculados.
Caso negativo, reveja seus cdlculos; caso positivo, vd para o item n).

Ative o icone "Grdfico da fun¢do" na janela de visualiza¢do e observe a pardbola
formada (Figura 6.8).
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o) ative o icone "Coordenadas" na janela de visualizacdo referente as coordenadas do

vértice.

p) ative o icone "Reta de simetria” na janela de visualizacdo e observe que é exatamente

a reta x = xy a qual passa pelo ponto M = (zy,0) (Figura 6.8).

Janela de Visualizagao e

® f(1)

——— = f(3)

e T 7 f-2)

w coordenadas

= Zeros da funcédo

pac: 7 Reta de simetria
w Vertice

~ . ® Grafico da funcdo
w Intersegdo com o eixo Y

flz)= 1z —1r -2

Figura 6.8: O grifico de uma func¢do quadrética.

q) Observe que os pontos F'3, (—1,0) e (0, —2) sdo simétricos aos pontos F2, (2,0) e
F'1 respectivamente, com relacdo a "Reta de simetria”, porque podemos fazer essa

afirmagdo?

Atividade 19 Usando o arquivo "grdficoFcQuadratical.ggb" e o software GeoGebra, es-

tude a influencia dos coeficientes a, b e c no comportamento do grdfico da funcdo quadrdtica
(Figura 6.9).

Habilite o grdfico da fungdo (Figura 6.9) e siga as sugestdo de etapas para resolucdo

da questdo:

a) Mova apenas o pardmetro a e responda:

a1) O que acontece com o grdfico quando a =2, a = 1/2 e a = —2?
as) O que acontece com o grdfico quando a < 0, a > 0ea =0?

as) Qual a importancia do parametro a para o grdfico?
b) Mova apenas o pardmetro b e responda:
b1) O que acontece com o grdfico quandob =4,b=1,5eb= —2?
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Janela de Visualizagdo EB8E&

- r coordenadas
w Zeros da fungdo

= r Reta de simetria
w Vértice

. ) w Grafico da funcéo
@ Intersecdo com o eixo Y

flz) =1a® —12-2

Figura 6.9: O gréifico de uma funcdo quadrética.
by) O que acontece com o grdfico quandob < 0,b>0eb=0?
b3) Qual a importdncia do pardmetro b para o grdfico?

¢) Mova apenas o pardmetro c e responda:

c1) O que acontece com o grdfico quando ¢ = 3, c =1,5ec = —3?
c1) O que acontece com o grdfico quando ¢ < 0,c>0ec=07?

¢1) Qual a importdncia do pardmetro c para o grdfico?
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Capitulo 7
Relato de Experiéncia

Como foi dito na introdu¢do, um dos principais objetivos deste trabalho foi elaborar
atividades que auxiliem o professor no processo de ensino e aprendizagem de matemaética,
especificamente do contetido de fungdes, contemplando funcdo afim e funcdo quadrética.
Algumas dessas atividades, paralelamente a sua elaboragdo, foram aplicadas em uma turma

do 1° ano do ensino médio, da turma de Educacgdo de Jovens e Adultos' do turno da noite.

A principio, foram elaboradas algumas atividades em estado bruto, isto €, atividades
que no passar do tempo foram sendo lapidadas, partindo do principio da flexibilidade que
um professor deve ter na conducgdo de suas aulas e na adequacdo destas ao publico alvo, até

chegar a forma como foram apresentadas no Capitulo 4.

Em seguida, foi feito um planejamento minucioso das aulas, considerando o tempo
estimado para a aplica¢do de cada uma das atividades, metodologia de ensino e o material
didético a ser utilizado. Com relacdo a esse ultimo item, houve uma preocupacao inicial em
preparar a sala de computagdo da escola uma vez que existia a necessidade do uso de com-
putadores. Foi necessério a instalagdo de um datashow na sala de computagdo e as maquinas
foram adequadas as necessidades das aulas com a instalagdo do software GeoGebra versao

para Linux, sistema operacional dos computadores da escola.

Vale ressaltar que durante o desenvolvimento do trabalho em sala de aula, houve a
necessidade de adequagdes do plano de ensino em relagdo ao tempo de aplicagdo das ati-
vidades. Em algumas ocasides a turma desenvolveu bem as atividades, os alunos estavam
atentos as diretrizes e conseguiram atingir o objetivo da atividade, porém nem sempre iSso

aconteceu, algumas vezes fatores externos tais como eventos extraescolares, falta de alunos

'A EJA é uma modalidade de ensino voltada a jovens e adultos que niio completaram os anos da educagio
basica em idade apropriada. Estdo envolvidas as etapas dos ensinos fundamental e médio da rede escolar

publica brasileira como também adotada por algumas redes particulares de ensino.
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etc, interferiram nas aulas prejudicando o desenvolvimento das mesmas.

No transcorrer das aulas foram sendo implementados alguns mecanismos os quais fa-
cilitaram tanto o ensino através do professor, como o aprendizado por parte dos alunos.
Como exemplo podemos citar a criacdo de um site?, local onde foram colocados materiais
utilizados nas aulas, entre eles: apostilas contendo a teoria sobre funcdes, apostilas sobre o
GeoGebra, links de sites relacionados aos conteddos e, as listas com as atividades. O utiliza-
¢do da internet como meio de comunicacao facilitou o acesso aos contetidos trabalhados em
sala de aula, por parte dos alunos, em qualquer local e a qualquer momento.

Ainda como ponto positivo dessa experiéncia, podemos citar o apoio de uma estagia-

ria® auxiliando na manutencio do site, ajudando no planejamento e na aplicacdo das ativi-
dades, com o papel de monitora nas aulas. Dessa forma, foi possivel assistir com maior
eficiéncia os alunos fora e durante as aulas, considerando o atendimento individual recebido

por eles.

Ficou visivel o bom desenvolvimento dos alunos com relag@o aos conteidos. A fami-
liaridade com algumas das situagdes problema apresentadas nas atividades, como também
a rapidez na visualizag@o dos resultados a partir do software GeoGebra, funcionaram como
agentes motivadores da aprendizagem, proporcionando aos alunos a compreensao e apreen-

sdo dos conteudos abordados.

Também enfrentamos algumas dificuldades como a concepg¢do e redagdo das ativida-
des, o que exigiu um tempo muito maior do que tinhamos previsto inicialmente, o uso do
software por alguns alunos considerando que nem todos sabiam ao menos utilizar um compu-
tador, e a interven¢do didatica propriamente dita, uma vez que tratava-se de uma metodologia
ndo usual. Para sanar o problema da falta de conhecimento do GeoGebra, promovemos uma

oficina, onde os alunos se familiarizaram com os principais comandos do software.

Apesar desses empecilhos, encontramos grandes vantagens nas aulas desenvolvidas
usando as atividades propostas neste trabalho, dentre as quais podemos citar o despertar de
um maior interesse € um melhor entendimento, absor¢do e fixagdo dos conteudos por parte
dos alunos. Sendo assim, podemos dizer que nosso objetivo principal, de tornar mais aces-
sivel aos alunos a compreensdo e a fixacdo de conceitos mateméticos dentro dos contetdos

Funcdo Afim e Fun¢ao Quadratica, foi alcangado.

Zhttp://sites.google.com/site/aulamatematicaxxi
3Maria José Lopes Vale, aluna concluinte do curso de Licenciatura em Matematica da UFCG.
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Capitulo 8
Consideracoes Finais

A Matematica tem adquirido um esteredtipo de "vila" dentre as disciplinas ministradas
no ensino bésico. Cabe ao professor desmistificar esse preconceito pregado e defendido por
muitos. Foi com essa inten¢do que estamos propondo uma forma de trabalhar os conteidos
em sala de aula, inserindo o computador como um poderoso material diddtico, contemplando

os conteudos Funcao Afim e Funcido Quadrética para alunos do 1° ano do ensino médio.

Durante a elaboragao deste trabalho aprofundamos o nosso conhecimento sobre o en-
sino e a aprendizagem através da Resolu¢cdo de Problemas, metodologia fortemente reco-
mendada pelos PCNs, como também, vivenciamos o uso do computador em sala de aula.
Percebemos o quanto o uso desse recurso facilitou o desenvolvimento dos conteddos mate-
maticos com os alunos do EJA, despertando sentidos e sentimentos até entao inéditos e, em

outros, agucando habilidades ja existentes.

Enfrentamos dificuldades no planejamento metodoldgico, na elaboragdo das atividades
e no desenvolver das aulas, porém encontramos grandes e importantes vantagens na utiliza-

cdo da metodologia de ensino desenvolvida nesse trabalho.

Podemos afirmar que os nossos objetivos geral e especificos foram alcancados, escla-
recendo que novas metas podem ser tracadas e, com algumas adaptacgdes, esse trabalho pode

ser aplicado a alunos do 1° ano de ensino médio regular.

Como continuacdo deste trabalho sugerimos a elaboragao de atividades que contem-
plem outros tépicos do conteido de Fungdes ndo abordados, como exemplo, estudo dos
sinais e resolu¢do de inequacdes. Também podem ser exploradas outras fungdes, tais como

Funcao Loraritmica e Fun¢do Exponencial.
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Apéndice A

Roteiros para geracao de arquivos ggb

Neste Apéndice apresentamos roteiros para a geragcao dos arquivos do GeoGebra cita-

dos nas Atividades 13, 15, 17, 18 e 19.

colinearidade.ggb

10.

. Abra o GeoGebra e escolha a disposicdo Tabela e Graficos.

Digite na célula Al: —3

. Digite na célulaBl: =2 % A1 — 3

Digite na célula A2: = A1+ 1

. Marque a célula A2 e arraste copiando para A3 e A4

Marque a célula B1 e arraste copiando sua féormula nas células B2, B3 e B4.

. Marque o retangulo de células A1:B4, escolha a op¢cdo <Criar Lista de pontos> e clique

no botao Criar.

. Usando a ferramenta <Segmento definido por dois pontos>, crie os segmentos AB,

BC, e AC.

. Clique sobre um dos segmentos na de visualizacdo com o botdo esquerdo do mouse e

escolha a opcdo propriedades, ative rétulos, escolhendo a op¢dao nome e valor. Faca o

mesmo para os demais segmentos.

Digite no campo de Entrada f(x) = 2 % x — 3. Em propriedades do objeto, escolha a

cor vermelha e mude a espessura da linha.
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1.

12.

13.

14.

15.

16.

Usando a ferramenta <Inserir Texto> insira os textos ( um de cada vez): "y = 2x-3",
"Os pontos pertencentes a uma mesma reta sdo chamados de pontos colineares” e "Os
pontos A, B e C sado colineares e C esté entre A e B, se e somente se d(A,C) = d(A,B)
+d(B,C)".

Com a ferramenta <mover> localize os textos na janela de visualiza¢do de forma con-

veniente.

Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objetos>, clique na janela de visu-
alizacdo e crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Colinearidade" e
selecione o texto (objeto a ser escondido) "Os pontos pertencentes a uma mesma reta

sao chamados de pontos colineares", clique em aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Condi¢do de colinearidade" e
selecione o texto (objeto a ser escondido) "Os pontos A, B e C sdo colineares e C estd
entre A e B, se e somente se d(A,C) =d(A,B) + d(B,C)", clique em aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "O grafico" e selecione a equa-

cdo (o objeto) y = 2x + 3, clique em aplicar.

Posicione as caixas convenientemente na janela de visualizacdo e salve o arquivo co-

linearidade.ggb.

Construindo o arquivo grafico_funcaoafim.ggb

. Abra o GeoGebra e escolha a disposi¢ao Tabela e Graficos.

Digite na célula Al: —3

. Digite na célulaBl: =2 A1 — 3
. Digite na célula A2: = A1+ 1

. Marque a célula A2 e arraste copiando para A3 e A4

Marque a célula B1 e arraste copiando sua férmula nas células B2, B3 e B4.

. Marque o retangulo de células A1:B4, escolha a op¢cdo <Criar Lista de pontos> e clique

no botao Criar.

. Usando a ferramenta <Segmento definido por dois pontos>, crie os segmentos AB,

BC, e AC.
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0.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

Clique sobre um dos segmentos na de visualizagdo com o botdo esquerdo do mouse e
escolha a opg¢ao propriedades, ative rotulos, escolhendo a op¢do nome e valor. Faga o

mesmo para os demais segmentos.

Digite no campo <Entrada> f(z) = 2 * « — 3. Em propriedades do objeto, escolha a

cor vermelha e mude a espessura da linha.

Usando a ferramenta <Inserir Texto> insira os textos (um de cada vez):

1. "y =2x-3",
4. "O grafico de uma funcao afim € uma reta".
3.

Coordenadas de pontos genéricos do grafico da fungdo
P=(x1.2x—3) Q=(x,2x3—3) R= (x3.2x3—3)
dpg = V5(xa—%;) dar = V5(x3 —xp)
dpr = \/g(x3 - X1)
dpr = dpg + dgr
Os pontos P, Q e R sdo colineares.

4,
Pontos de coordenadas genéricas do grafico da funcédo
T = (x4,2% —3) § = (x5,2%5 — 3)
Taxa de Variagdo (Coeficiente angular)
(2)(5 — 3) — (2)(4 - 3) - 2)(5 — 2)(4 -
X5 — X4 X5 — X4

2

(Os textos 3. e 4. podem ser formados pela composi¢éo de varios textos, isso facilita a sua

exibicao (localizagdo) na janela de visualiza¢ao).

Com a ferramenta <mover> localize os textos na janela de visualiza¢do de forma con-

veniente.

Com a ferramenta <ponto em objeto> crie 3 pontos pertencente os grafico da fungao

f .Pinte-os de vermelho e nomeie-os de P, () e R.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "colinearidade" e selecione (ob-

jetos a serem escondidos): os pontos P, (), R e o texto 3, clique em aplicar.

Com a ferramenta <ponto em objeto> crie 2 pontos pertencente os grafico da funcdo

f. Pinte-os de vermelho e nomeie-os de 7" e S.

Com a ferramenta <Reta Paralela> crie uma reta passando pelo ponto A e paralela ao
eixo OX, crie também, uma reta (/) passando pelo ponto E e paralela ao eixo OY'.

Marque o ponto (W) de intersecao dessas duas retas.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Com a ferramenta <Poligono> crie o triangulo EAW .

Com a ferramenta <Angulo> determine o 4ngulo (EA\W).

Repita os 4 dltimos procedimentos, considerando os pontos C' e E e os pontos R e S,
Esconda as retas criadas para auxiliar a criacdo dos tridngulos.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Taxa de variacdo" e selecione
(objetos a serem escondidos): os pontos 1, S; Os tridngulos gerados nos procedimen-

tos anteriores, os angulos e o texto 4, clique em aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Grafico" e selecione (objetos a

serem escondidos) o texto 2, finalize no botao Aplicar.

Organize convenientemente os textos e as caixas de esconder objetos na janela de

visualizacdo e salve o arquivo grafico_funcaoafim.ggb.

grafico2_funcaoafim.ggb

. Abra o GeoGebra e escolha a disposicdo Algebra e Grificos.

Escolha a ferramenta <Controle Deslizante>, clique na janela de visualiza¢do para
especificar a posi¢do do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do
controle deslizante; escolha nome a, min: -10, max: 10 e Incremento: 0.1; finalize no

botdo Aplicar.

Escolha a ferramenta <Controle Deslizante>, clique na janela de visualizacdo para
especificar a posi¢dao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do
controle deslizante; escolha nome b, min: -10, max: 10 e Incremento: 0.1; finalize no

botdo Aplicar.

Digite no campo de Entrada f(z) = a *  + b. Em propriedades do objeto, escolha a

cor vermelha e mude a espessura da linha.

Marque os pontos de intersecdo do grafico de f com o eixo O X, denominado-o de P,

e com o eixo OY, denominando-o de ().

Usando a ferramenta <Inserir Texto> insira os textos (um de cada vez):
1. "Qual a influéncia do coeficiente a no grafico da fun¢ao?"

2. "Qual a influéncia do coeficiente b no grafico da funcao?".
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7. Com a ferramenta <mover> localize os textos na janela de visualiza¢do de forma con-

veniente.

8. Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objetos>, clique na janela de vi-
sualizacdo e crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Gréfico da fun-
¢do" e selecione (objeto a ser escondido) a equacdo f(x) = a*x + b, finalize no botdo

Aplicar.

9. Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objetos>, clique na janela de visu-
alizag@o e crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Zero da funcao" e

selecione (objeto a ser escondido) o ponto P, finalize no botdo Aplicar.

10. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Ponto de interse¢cdo com o

eixo OY " e selecione (objeto a ser escondido) o ponto (), finalize no botdo Aplicar.

11. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Coeficiente a - Taxa de varia-

¢ao0" e selecione o texto 1, finalize no botao Aplicar.

12. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Coeficiente linear" e selecione

o texto 2., finalize no botdao Aplicar.

13. Posicione as caixas e os textos convenientemente na janela de visualizacdo e salve o

arquivo grdfico2_fungdoafim.ggb.

parabola.ggb

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicdo Algebra e Gréficos.
2. Com a ferramenta <Reta Paralela> crie uma reta paralela d ao eixo O X,

3. Com a ferramenta <Novo Ponto> crie um ponto D sobre a reta d e outro ponto C' ndo

pertencente a reta d,
4. Com a ferramenta <Mediatriz> crie a mediatriz dos pontos C' e D,

5. Com a ferramenta <Reta perpendicular> crie uma reta perpendicular a reta d passando

pelo ponto D,

6. Com a ferramenta <Intersecao de dois Objetos> marque o ponto de intersecdo £ da

mediatriz e a reta perpendicular,

7. Com a ferramenta <Segmento definido por dois pontos> ligue, os pontos C' e E e os

pontos D e E e escolha o estilo tracejado.
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8. Esconda a reta diretriz e a reta perpendicular e os eixos coordenados.
9. Clique com o botdo esquerdo no ponto E' e escolha a opcao <Habilitar Rastro>.

10. Salve o arquivo parabola.ggb.

graficoFcQuadratical.ggb

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicdo Algebra e Grificos.

2. Escolha a ferramenta <Controle Deslizante>, clique na janela de visualizagdo para
especificar a posi¢ao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacdo do
controle deslizante; escolha nome a, min: -10, max: 10 e Incremento: 0.1; finalize no

botdo Aplicar.

3. Escolha a ferramenta <Controle Deslizante>, clique na janela de visualiza¢do para
especificar a posi¢ao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do
controle deslizante; escolha nome b, min: -10, max: 10 e Incremento: 0.1; finalize no

botdo Aplicar.

4. Escolha a ferramenta <Controle Deslizante>, clique na janela de visualizacdo para
especificar a posi¢ao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do
controle deslizante; escolha nome ¢, min: -5, max: 5 e Incremento: 0.1; finalize no

botdo Aplicar.

5. Digite no campo de Entrada f(x) = a * 2% + b * x + ¢. Em propriedades do objeto,

escolha a cor vermelha e mude a espessura da linha.

6. Com a ferramenta <Intersecao de dois Objetos> marque os pontos de intersecdo do
grafico de f com o eixo O X, renomeando-os como Ps e Py e com o eixo )Y, renomeando-
o como A.

—_b b? — 4ac

2a"  4a

8. Digite no campo de Entrada F'1 = (1, f(1), (F2 = (=2, f(—2)) e F'3 = (3, f(3)),

7. Digite no campo de Entrada V' = ( ) criando o vértice da parébola,

9. Com a ferramenta <Reta Paralela> crie uma reta passando pelo ponto V' e paralela ao
eixo O X e outra paralela ao eixo OY’, marque os pontos de intersecao dessas retas com
os eixos coordenados, renomeando-os como C' e M. usando a ferramenta <Segmento
definido por dois pontos> ligue, os pontos C' e V' e os pontos M e V' e escolha o estilo

tracejado. Esconda as retas paralelas.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Com a ferramenta <Reta Perpendicular> crie uma reta (eixo de simetria) passando
pelo ponto V' e perpendicular ao eixo OX, escolha o estilo pontilhado e a pinte de

vermelho.

Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objetos>, clique na janela de visu-
alizagdo e crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Zeros da fun¢@o" e

selecione (objeto a ser escondido) os pontos P5 e Py, finalize no botdo Aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Vértice" e selecione (objeto

a ser escondido) o ponto V/, finalize no botao Aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Ponto de interse¢cdo com o

eixo OY" e selecione (objeto a ser escondido) o ponto A, finalize no botao Aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Coordenadas do vértice" e se-

lecione os pontos C' e M e os segmentos tracejados, finalize no botdo Aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Reta de simetria" e selecione o

eixo de simetria, finalize no botdo Aplicar.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "F1" e selecione o ponto 1,

finalize no botdo Aplicar. Repita o procedimento para os pontos F'2 e F'3.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a "Grafico da funcdo" e selecione

a equagdo f(r) = a * > + b * x + c, finalize no botdo Aplicar.
Usando a ferramenta <Inserir Texto> insira a equagdo f(zr) = ax?® + bz + c.

Posicione as caixas e os textos convenientemente na janela de visualizacdo e salve o

arquivo grdficoFcQuadratical.ggb.
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