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RESUMO

De acordo com o nosso senso comum, ao que parece o espaço-tempo possui quatro di-

mensões. Contudo, existem razões, do ponto de vista da física teórica, para se acreditar

na existência de dimensões extras. Mas se estas dimensões existem, as teorias devem ser

capazes de explicar como elas estão escondidas das nossas observações. Neste trabalho,

consideramos alguns modelos teórico de dimensões superiores, tentando estabelecer a

principal diferença entre os mecanismos utilizados em cada um deles para esconder as

dimensões extras. Iniciamos com a teoria de Kaluza-Klein que postula a existência de

dimensões extras compactas cujo comprimento é da ordem da escala de Planck. Em

seguida, nós estudamos um modelo de branas, conhecido como modelo ADD, no qual

as dimensões extras ainda são compactas mas cuja escala é muito maior que a escala de

comprimento de Planck. Finalmente, no cenário de dimensões extras deformadas (warped

extra dimensions), consideramos o modelo de uma única dimensão extra compacta (RSI)

e o modelo RSII, no qual a dimensão extra tem uma escala in�nita



ABSTRACT

The space-time seems to have four dimensions according to our common sense. However

there are reasons, from the viewpoint of theoretical physics, to believe in the existence of

extra dimensions. But if there are extra dimensions, theories must be able to explain how

they are hidden from our observation. In this work, we consider some models of higher

dimensional theories, trying to establish the main di�erence concerning the mechanism

used by them in order to hide the extra dimensions. We start with Kaluza-Klein theories

which postulate the existence of compact extra dimensions, whose length is of the order

of the Planck scale. Then, we study a brane world model, known as ADD model, in which

extra dimensions are still compact, but whose scale can be much greater than the Planck

length. Finally, in the scenario of warped extra dimensions, we consider the model of only

one compact warped dimensions (RSI) and the RSII model, in which the extra dimension

has an in�nite scale.
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Capítulo 1

Introdução

Em 1916 Albert Einstein apresentou ao mundo sua teoria da Relatividade Geral, na

qual a gravidade deixava de ser vista como uma força e passava a ser considerada como

pura propriedade geométrica do espaço-tempo. Entretanto, Einstein queria mais que isso.

Segundo ele, não apenas a gravidade, mas também a teoria eletromagnética de Maxwell

poderia ser escrita como propriedade da geometria do espaço-tempo . O eletromagnetismo

seria visto, então, não mais como uma força, mas como deformação do espaço-tempo. A

idéia de Einstein era desenvolver uma teoria de uni�cação das interações gravitacional e

eletromagnética, a qual daria conta de explicar todos os fenômenos da natureza. Contudo

sua tentativa de uni�car estas grandezas não teve tanto êxito como ele sonhava.

É neste cenário de tentativas de uni�car as interações fundamentais da natureza que

surgem as teorias de dimensões extras. A primeira delas foi desenvolvida pelos físicos e

matemáticos Theodor Kaluza e Oskar Klein, e �cou conhecida como teoria de Kaluza-

Klein. Em sua teoria, Kaluza apresenta um modo de uni�car a gravidade com o eletro-

magnetismo postulando a existência de uma quinta dimensão do espaço-tempo. Poste-

riormente, Klein fornece uma justi�cativa para explicar a razão pela qual esta dimensão

extra é invisível.

Desde então, mais duas interações fundamentais foram descobertas, as interações fraca

e forte. As interações fracas são responsáveis por certos tipos de decaimento radioativo,

enquanto que as interações fortes mantêm os prótons e neutrons presos no interior dos
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átomos, e juntamente com estas interações, surgiram novas teorias na tentativa de uni�cá-

las, e a grande maioria destas teorias exigem a existência de dimensões extras.

Em nosso trabalho, vamos fazer uma revisão sobre as teorias de dimensões extras,

apresentando alguns modelos dentro deste cenário, que se distinguem essencialmente pelo

mecanismo por meio do qual as dimensões extras �cam mantidas escondidas da obser-

vação.

De início vamos tratar do modelo de Kaluza-Klein, que introduz a idéia inicial das

dimensões extras. Neste modelo, o universo possui cinco dimensões, onde quatro destas

dimensões são do tipo espaço e uma é o tempo [20], e a dimensão extra está enrolada,

formando um círculo de raio l. Esta última hipótese referente à topologia da dimensão

extra é fundamental para explicar a razão dessa dimensão estar escondida das observações

experimentais. No modelo de Kaluza-Klein, admite-se usualmente que o raio l é da ordem

do comprimento de Planck, 10−35m. Como veremos, sendo l desta magnitude, a dimensão

extra se torna indetectável dentro da escala de energia disponível atualmente.

Em seguida vamos tratar de modelos nos quais o Universo observável é considerado

como uma hipersurperfície que estaria imersa em um Universo com dimensão superior,

denominado espaço ambiente. São as conhecidas teorias de imersão, nas quais a hipersu-

perfície, também chamada de brana (em uma alusão a uma membrana), contém a matéria

e os campos quadrimensionais usuais em um estado de con�namento.

Há diferentes mecanismos de localização. No contexto da teoria de campo, por ex-

emplo, o aprisionamento dos férmions, pode ser explicado por meio da interação com um

campo escalar, como veremos no capítulo 3.

Os férmions e os campos localizados na brana não se propagam ao longo da dimensão

extra, para energias baixas. Assim, nestes modelos o con�namento explicaria a ausência

de traços de dimensões extras nos dados empíricos.

Ainda, neste modelo, o único campo que pode se propagar na dimensão extra é o

campo gravitacional. Assim, para evitar con�ito com os dados experimentais, é necessário

impor a hipótese de que a dimensão extra é compacta. No entanto, ao contrário do que
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ocorre no modelo de Kaluza-Klein, o raio da dimensão extra pode ser bem maior do que o

comprimento de Planck, chegando até a ordem do micron, sem con�ito com a experiência.

A razão é que só agora os testes envolvendo a força gravitacional estão sendo realizados

na escala microscópica [32].

Esses modelos de imersão, dentre os quais se destaca o modelo ADD [17], surgiram no

�nal da década de 1990, tendo como principal inspiração a tentativa de resolver o problema

da hierarquia entre a escala de Planck 1018GeV a eletrofraca 103GeV. No entanto, para que

isso seja alcançado de maneira consistente fenomenologicamente é necessário a existência

de pelo menos duas dimensões extras [27].

Nos dois últimos capítulos discutimos os modelos de dimensões extras propostos em

1999 por Lisa Randall e por Raman Sundrum [14, 15]. Esses, também, são modelos de

imersão. Eles se distinguem do modelo ADD quanto às características das dimensões ex-

tras. Eles mostram que a existência de uma única dimensão extra é fenomenologicamente

viável, desde que o espaço ambiente possua uma constante cosmológica negativa ajustada

ao valor da tensão da brana.

Existem dois modelos neste cenário; o primeiro chamamos de RSI e o segundo de

RSII. Basicamente, a diferença entre estes modelos está no fato de que no modelo RSI

a dimensão extra tem comprimento �nito, isto é, ela é compacta devido à existência de

duas branas com tensões iguais e com sinais contrários localizadas em pontos �xos do

espaço ambiente, enquanto que no modelo RSII a segunda brana é removida, de forma

que a dimensão extra passa a ter um comprimento in�nito. Um ponto importante desses

modelos é que a métrica que descreve o espaço tempo é modi�cada por um fator de

deformação do espaço, conhecido na literatura como "warping factor", que surge devido

aos efeitos da constante cosmológica e da tensão da brana [20]. Este fator é uma função

da coordenada extra e decai da brana de tensão positiva até a brana de tensão negativa

ao longo desta dimensão [23]. Segundo estes modelos, o espaço ambiente não perturbado

é um espaço anti-de Sitter de 5 dimensões (AdS5) e a métrica induzida na brana é a

métrica de Minkowski. Nestes dois modelos, mesmo as dimensões possuindo dimensões
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de comprimentos grandes, chegando até mesmo a in�nito, como é o caso do modelo RSII,

elas são imperceptíveis a baixas energias. Isto se deve ao fato da métrica que descreve o

espaço-tempo ser modi�cada pelo fator de deformação.

Por �m, no modelo RSII discutimos o campo gravitacional criado por uma distribuição

de matéria isolada que se encontra con�nada na brana. No limite de campo fraco, veri-

�camos que a métrica na brana é a solução de Schwarzschild na primeira aproximação.

Calcularemos, também, as correções dessa solução devido a existência das dimensões ex-

tras.
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Capítulo 2

Teoria de Kaluza-Klein

"Em abril de 1919, Einstein recebeu uma carta de um matemático desconhecido, Theodor

Kaluza, da Universidade de Konigsberg, na Alemanha. Num artigo curto, de apenas

algumas páginas, este matemático estava propondo uma solução para um dos maiores

problemas do século. Em poucas linhas, Kaluza estava unindo a teoria da gravidade de

Einstein com a teoria da luz de Maxwell, introduzindo a quinta dimensão, isto é, quatro

dimensões de espaço e uma dimensão de tempo."

(Michio Kaku em "Hiperespaço)"

Em um artigo publicado em 1921, Kaluza [24] propõe a uni�cação entre a teoria do

eletromagnetismo de Maxwell e a relatividade geral de Einstein, levando em consideração

um espaço-tempo de cinco dimensões. Kaluza supôs que a dimensão extra seria uma

dimensão espacial z, de forma que o conjunto completo das coordenadas em um espaço-

tempo (4+1)-dimensional seria (xµ,z), µ = 0, 1, 2, 3.

As equações de Einstein em cinco dimensões sem o tensor energia-momento 5-dimensional

são [24]:

GAB = 0 (2.0.1)

ou de maneira equivalente:

RAB = 0 (2.0.2)
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onde GAB ≡ RAB − RgAB/2 é o tensor de Einstein 5-dimensional, RAB e R = gABR
AB

são o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente, em cinco dimensões, e

gAB(A,B = 0, 1, 2, 3, 4) é a métrica 5-D. A ausência de matéria nestas equações vêm da

suposição adotada por Kaluza de que o universo em dimensões mais altas está vazio. Neste

mundo, onde uma das dimensões é o tempo e as outras quatro são dimensões espaciais, a

métrica gAB quando vista do espaço-tempo físico contém as seguintes partes:

gµν(µ, ν = 0, ..., 3), a métrica do espaço-tempo ordinário 4-dimensional;

gµz = gzν , um 4-campo vetorial;

gzz, um campo escalar.

Assim, no geral, nós identi�camos a parte quadrimensional de gAB como sendo gµν ,

a parte gµz com Aµ (o potencial eletromagnético) e a parte gzz com ϕ (o campo escalar).

Uma maneira de parametrizar gAB é a seguinte:

gAB =

(

gµν − κ2ϕ2AµAν −κϕ2Aµ

−κϕ2Aν ϕ2

)

(2.0.3)

A assinatura da métrica 4-dimensional é tomada como sendo ( + - - -) e utilizamos as

unidades c = ~ = 1.

2.1 A Condição Cilíndrica

Kaluza ainda impôs a condição cilíndrica à sua teoria, ou seja, exigiu que a derivada de

todas as componetes da métrica gAB com respeito à quinta dimensão seja nula [11]

∂gAB

∂z
= 0 (2.1.4)

Essa exigência vem do fato que a dimensão extra não é observada. Não vemos uma

quinta dimensão na Natureza, assim os fenômenos físicos ocorreriam em uma variedade

4-dimensional inserida em um universo de 5 dimensões.

O tensor de Ricci e os símbolos de Christo�el em cinco dimensões são de�nidos em

termos da métrica gAB exatamente como em quatro dimensões [1]:
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RAB = ∂CΓ
C
AB − ∂BΓ

C
AC + ΓC

CDΓ
D
AB − ΓC

BDΓ
D
AC (2.1.5a)

ΓC
AB =

1

2
gCD(∂AgDB + ∂BgDA − ∂DgAB) (2.1.5b)

Podemos utilizar a condição cilíndrica (2.1.4) em (2.1.5a). Com a métrica dada por

(2.0.3), o tensor de Ricci em 5 dimensões se reduz às seguintes equações de campo:

Gµν =
κ2ϕ2

2
TEM
µν − 1

ϕ
[∇µ(∂νϕ)− gµν�ϕ] , (2.1.6)

∇µFµν = −3
∂µϕ

ϕ
(2.1.7)

�ϕ =
κ2ϕ3

4
FµνF

µν (2.1.8)

onde Gµν ≡ Rµν −Rgµν/2 é o tensor de Einstein em 4 dimensões, TEM
µν ≡ gµνFαβF

αβ/4−

F α
µ Fνα é o tensor energia-momento eletromagnético, e Fαβ ≡ ∂αAβ−∂βAα, corresponde ao

tensor eletromagnético de Maxwell. Se o campo escalar for constante no espaço-tempo,

então, as duas primeiras equações acima são justamente as equações de Einstein e as

equações de Maxwell:

Gµν = 8πGϕ2TEM
µν , (2.1.9)

∇µFµν = 0 (2.1.10)

Contudo a condição, ϕ = cte só é consistente com a equação (2.1.8) quando F µνFµν =

0.

Podemos também obter os mesmos resultados através da linguagem variacional. As

equações de Einstein no vácuo podem ser obtidas através da ação de Einstein - Hilbert;

SEH = − 1

16πG

∫

d4x
√−gR, (2.1.11)

onde g = det(gµν) e R é o escalar de curvatura. As equações de Maxwell sem fontes

surgem da ação
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SEM = −1

4

∫

d4x
√−gFµνF

µν , (2.1.12)

onde Fµν é o tensor do campo eletromagnético. Juntando (2.1.11) e (2.1.12) obtemos as

equações de Einstein - Maxwell para a gravidade acoplada ao campo eletromagnético.

Contudo, Kaluza considerou somente a gravidade em cinco dimensões descrita pela ação

SEM = − 1

16πG(5)

∫

d4xdz
√

−ĝR̂ (2.1.13)

e G(5) é a constante gravitacional em cinco dimensões.

Novamente usando a métrica (2.0.3) e as de�nições (2.1.5a), e impondo a condição

cilíndrica obtemos:

S = −
∫

d4x
√−gϕ

(

R

16πG
+

1

4
ϕ2FµνF

µν +
2

3κ2
∂µϕ∂µϕ

ϕ2

)

(2.1.14)

Esta ação descreve a gravidade quadrimensional juntamente com o eletromagnetismo e

o campo escalar sem massa de Klein-Gordon [23]. Originalmente, na tentativa de se livrar

deste campo escalar, Kaluza simplesmente o removeu �xando ϕ = 1. Então, (2.1.14) é

precisamente a ação de Einstein-Maxwell para a gravidade e o eletromagnetismo.

Com a suposição (2.1.4), Kaluza obteve êxito, derivando as equações de campo do

eletromagnetismo e da gravidade em 4 dimensões por meio de uma única teoria de cinco

dimensões. Desta forma, demonstrando que a TRG, quando interpretada como uma

teoria de cinco dimensões no vácuo, (GAB = 0), contém a Relatividade Geral em quatro

dimensões na presença de um campo eletromagnético,
(

Gµν = TEM
µν

)

, juntamente com as

leis de Maxwell do eletromagnetismo.

2.2 Mecanismo de Compactação de Klein

Em 1926 o matemático Oscar Klein introduziu alguns aperfeiçoamentos na teoria de

Kaluza. Antes de tudo, é bom enfatizar que a compactação é distinta da condição cilín-

drica, sendo ela apenas um mecanismo que explica a Natureza aparentemente quadrimen-
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sional do universo. Klein supôs que a 5a coordenada deveria ter a topologia de um círculo

e a escala de comprimento muito pequena.

Vamos agora, discutir os efeitos dessas hipóteses.

Topologia de um Círculo (S1)

Considere um campo escalar ϕ(xµ, z) de�nido no espaço de 5 dimensões. Se a quinta

dimensão tem a topologia de um círculo, então, devemos ter:

ϕ(xµ, z) = ϕ(xµ, z + 2πl) (2.2.15)

onde l representa o raio da quinta dimensão

Na verdade, podemos concluir que qualquer campo será periódico com respeito à

quinta coordenada. Desta forma todos os campos podem ser expandidos em séries de

Fourier:

gµν(x
µ, z) =

∑

n

g(n)µν (x
µ)einz/l (2.2.16a)

ϕ(xµ, z) =
∑

n

ϕ(n)(xµ)einz/l (2.2.16b)

Aµ(x
µ, z) =

∑

n

A(n)
µ (xµ)einz/l (2.2.16c)

onde o índice (n) refere-se ao n-ésimo modo de Fourier. Os campos são independentes da

coordenada extra apenas no modo zero (n = 0).

Vamos discutir os efeitos da quinta dimensão sobre o campo escalar. Por simplicidade

vamos admitir que o cilindro é homogêneo e que a métrica é plana. Em cinco dimensões,

a equação de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa é:

�(5)ϕ = 0 (2.2.17)

onde�(5) = �− ∂2

∂z2
é o operador D�Lambertiano em 5 dimensões. A equação (2.2.17) pode

ser resolvida pelo método de separação de variáveis. Seguindo este método escrevemos.
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Figura 2.1: Dimensão extra no Modelo de Kaluza-Klein. As quatro dimensões espaci-
ais formam um "cilindro"onde as três dimensões usuais (x1, x2, x3) são in�nitas e a 4a

dimensão (z) é um circulo de raio l

ϕ(xµ, z) = χ (xµ)φ (z) (2.2.18)

então, substituindo (2.2.18) em (2.2.17) obtemos

1

χ (xµ)
�χ (xµ) +

1

φ (z)

∂2φ (z)

∂z2
= 0 (2.2.19)

O primeiro termo desta equação é uma função só de xµ e o segundo termo é uma

função só de z, a única maneira que esta equação pode ser satisfeita para todos os valores

de xµ e z é que cada termo seja igual a uma constante e que a soma destas constantes

seja igual a zero, assim temos:

1

χ (xµ)
�χ (xµ) = C (2.2.20)

1

φ (z)

∂2φ (z)

∂z2
= −C (2.2.21)

De (2.2.20) temos ainda

�χ (xµ) = Cχ (xµ) (2.2.22)

Esta equação nada mais é que a equação de Klein-Gordon num espaço-tempo de

4 dimensões onde a constante C representa a massa do campo. Resolvendo (2.2.21)
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encontramos

φ (z) = A sin
(√

Cz
)

+B cos
(√

Cz
)

(2.2.23)

Desta forma utilizando as devidas condições de contorno dadas por (2.2.15), ou seja,

ϕ(0) = ϕ(2πl) (2.2.24)

Veri�camos que os valores permitidos para a constante C são:

C =
n2

l2
(2.2.25)

Portanto, C é não-negativa, então podemos escrever C = m2. Isto reforça a interpre-

tação de que esta constante faz o papel de massa para o campo 4-D. De fato, para cada

valor permitido de m, temos:

�χ(n) (xµ) = m2
nχ

(n) (xµ) (2.2.26)

onde

m2
n =

n2

l2
(2.2.27)

Sendo assim, do ponto de vista quadrimensional, χ(xµ, z) pode ser decomposto em

um modo zero (n = 0) sem massa, (ϕ(0)), e num conjunto de modos que chamaremos

genericamente de modos de Kaluza-Klein (KK). Cada modo KK carrega uma energia da

ordem de n/l, (a ordem da massa de repouso), e, portanto, não podem ser excitados em

processos envolvendo energias inferiores àquele patamar. De um ponto de vista quadri-

mensional cada modo KK pode ser interpretado como um tipo diferente de partícula com

massa mn = |n|/l.

Escala Pequena

Se l for su�cientemente pequeno, a energia necessária para estimular os modos com n ̸= 0

seria tão grande que estaria fora do alcance experimental e assim, somente o modo zero

(n = 0), que independe da coordenada (z), seria observado, como é exigido na teoria de

11



Figura 2.2: Torre de Kaluza-Klein

Kaluza. A dimensão extra aparecerá quando a energia disponível nos aceleradores for da

ordem de:

E ∼ 1

l
(2.2.28)

Então, para tentar explicar o fato de que até agora nenhuma dimensão extra foi ob-

servada, comumente a escala de compactação é adotada como sendo da ordem do com-

primento de Planck, ou seja,

lp ≡ (~G/c3)1/2 ≈ 1.6× 10−35m (2.2.29)

Desta forma a massa dos estados excitados seriam da ordem da massa de Planck, ou

seja, Mp ≈ 1019GeV . Tal escala de comprimento assegura que as dimensões extras estão

além do alcance da observação, considerando o nível de energia da ordem de 1Tev atingida

nos aceleradores mais potentes atualmente [34].
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Capítulo 3

Dimensões Extras de Grande Escala:

Modelo ADD

Entre os modelos de dimensões extras, o modelo ADD [17] também é conhecido como

modelo de dimensões extras de grande escala. Em contraste com o modelo proposto

por Kaluza, que possui dimensões extras compactas com comprimentos da ordem do

comprimento de Planck, no modelo ADD as dimensões extras, que ainda são compactas,

podem atingir a escala de comprimento submilimétrica, sem con�itos com a experiência

[32].

Historicamente podemos dizer que o modelo ADD surge como uma tentativa de re-

solver o chamado problema da Hierarquia. Posto resumidamente, este problema consiste

em explicar a enorme discrepância de magnitude entre a escala eletro-fraca e a escala de

Planck. O modelo se baseia na hipótese de que a matéria e os campos estão con�nados

numa hipersuperfície (quadrimensional) e apenas a gravidade pode se propagar ao longo

da dimensão extra.

Quando Klein introduziu a idéia de compactação da dimensão extra no modelo teórico

de Kaluza, ele imaginou a compactação como um mecanismo que explicasse a natureza

aparentemente quadrimensional do universo. De fato, uma dimensão extra enrolada em

um pequenino círculo com um tamanho próximo ao comprimento de Planck será indetec-

tável. No modelo ADD as dimensões extras estão escondidas por meio de um mecanismo

de con�namento da matéria e dos campos na hipersuperfície. O con�namento é uma
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idéia já bem conhecida na literatura e nas seções iniciais deste capítulo vamos ilustrar

esse mecanismo estudando o modelo de localização de férmions numa parede de domínio

proposto por Rubakov e Shaposhnikov [19], no qual o modo zero dos férmions está preso

a parede e não pode se propagar ao longo da dimensão extra.

Em seguida, discutiremos as características da gravitação nesse modelo.

3.1 Localização da Matéria

Nosso universo de (3+1) dimensões pode ser imaginado como uma hipersuperfície im-

ersa em um espaço de dimensões extras, na qual toda a matéria ordinária se encontra

presa. A esta hipersuperfície 3D imersa em um universo de dimensões superiores de-

nominamos 3-brana, onde o número 3 se refere ao número de dimensões espaciais da

hipersuperfície Desta forma, uma brana é uma subvariedade em um espaço ambiente

maior.

3.1.1 Con�namento da Matéria

Para ilustrar o mecanismo de con�namento, vamos construir uma teoria de localização de

férmions em um modelo que admite a existência de uma dimensão extra z [18]. Consid-

eremos um campo escalar ϕ = ϕ(xµ, z), cuja ação é dado por:

S =

∫

d4xdz

[

1

2
(∂Aϕ)

2 − V (ϕ)

]

(3.1.1)

onde A = 0, 1, 2, 3, 4 e V (ϕ) é o potencial escalar.

A �m de obtermos uma solução do tipo parede de domínios, vamos considerar o

seguinte potencial

V (ϕ) =
λ2

8
(ϕ2 − ν2)2 (3.1.2)

O comportamento deste potencial é descrito pela �gura (3.1)

Para este potencial temos dois valores de menor energia ϕ = −ν e ϕ = ν. Notamos

ainda que para, ϕ = 0, existe um máximo instável.
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Figura 3.1: Grá�co do potencial escalar em função do campo

Para obter a equação dinâmica do campo, devemos utilizar as equações de Euler-

Lagrange.

∂L
∂ϕ

− ∂A

[

∂L
∂(∂Aϕ)

]

= 0 (3.1.3)

Aplicando a Lagrangiana acima, obtemos:

�(5)ϕ+
dV

dϕ
= 0 (3.1.4)

onde �(5) = ∂2A = ηAB∂A∂B. Assim

∂20ϕ− ∂2µϕ+
λ2

2
ϕ(ϕ2 − ν2) = 0

Queremos, agora, obter uma solução conhecida como parede de domínio. Para isto,

vamos considerar uma solução estacionária e que depende apenas de z. Neste caso, a

equação de campo se reduz a:

−d
2ϕ0(z)

dz2
+
λ2

2
ϕ0(ϕ

2
0 − ν2) = 0 (3.1.5)

Podemos reescrever a equação acima da seguinte forma:

1

2

d

dz

[

(

dϕ0

dz

)2

− λ2

4
(ϕ2

0 − ν2)2

]

= 0 (3.1.6)
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A solução que procuramos tem a seguinte forma [18]

ϕ0(z) = v tanh

(

λνz

2

)

(3.1.7)

Figura 3.2: Solução do tipo parede de domínio.

Observe que: ϕ0 (z → −∞) = −ν e ϕ0 (z → +∞) = +ν. Por isto, essa solução é

conhecida como parede de domínio, porque ela separa os dois estados de menor energia

do campo ϕ. Em outras palavras, esta con�guração de campo conecta os estados funda-

mentais ϕ = ν em z = +∞ e ϕ = −ν em z = −∞. Ela também costuma ser chamada de

kink.

3.1.2 Densidade de Energia na Brana

Vamos agora discutir algumas propriedades da parede de domínio. Consideremos inicial-

mente a densidade de energia correspondente ao kink. Seja H0 a densidade de Hamilto-

niana associada ao campo ϕ. Esta grandeza, como sabemos, tem unidades de densidade

de energia. Como estamos considerando um espaço com cinco dimensões (4 + 1), H0 terá

unidades de energia por 4-volume (4 dimensões espaciais). Assim, integrando H0 com

respeito à dimensão extra, obtemos a densidade de energia (energia por 3-volume) do

campo:

σ =

∫ ∞

−∞

H0dz (3.1.8)
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Como sabemos, a Hamiltoniana H0 é dada por H0 = Πϕ̇ − L, onde Π = ∂L
∂ϕ̇

é o

momento canonicamente conjugado a ϕ̇.

Segue, então, que para o campo escalar, temos:

H0 =
1

2
(∂Aϕ)

2 +
λ2

8
(ϕ2 − ν2)2 (3.1.9)

Notamos que ϕ = −ν e ϕ = +ν são soluções da equação de movimento (3.1.4) com

energia zero, pois para esta solução H0 = 0.

Considerando a solução ϕ0 do tipo parede de domínio, dada em (3.1.7), encontramos

H0 =
1

4

λ2v4

cosh4(λνz
2
)

(3.1.10)

Temos portanto a seguinte distribuição de energia, ilustrada na �gura (3.3)

Figura 3.3: Densidade de energia da brana localizada em z = 0

Com isso concluímos que a energia está concentrada em torno de z = 0. Quanto maior

λ, maior a concentração. Assim, podemos dizer que λ introduz uma escala que pode ser

interpretada como o inverso da espessura da parede de domínio.

Conhecendo H0, podemos agora calcular a densidade de energia da parede de domínio.

De (3.1.8), temos:

σ =

∫ ∞

−∞

1

4

λ2v4

cosh4(λvz
2
)
dz =

2λv3

3
(3.1.11)
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No limite λ→ ∞, em que a espessura da parede vai a zero, se σ for mantido constante,

a parede de domínio dará origem a uma estrutura conhecida como 3−brana.

3.1.3 Localização de Férmions

Vamos agora introduzir férmions neste modelo. Sabemos que férmions são descritos

por espinores (ψ), e que a equação do movimentos dos férmions é a equação de Dirac.

iγµ∂µψ −mψ = (iγµ∂µ −m)ψ = 0 (3.1.12)

onde γµ são as matrizes de Dirac, que obedecem à seguinte algebra [9]:

γµγν + γνγµ = 2gµν1 (3.1.13)

onde γ é unitário e anti-hermitiano, ou seja, (γi)† = (γi)−1 e (γi)† = −γi.

Assim, temos a equação de Dirac em um espaço-tempo de quatro dimensões. A partir

da equação (3.1.12) podemos escrever a seguinte ação

S =

∫

d4x(iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ), (3.1.14)

de onde vem a lagrangiana:

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ (3.1.15)

Agora vamos escrever a equação de Dirac para um espaço-tempo de cinco dimensões.

Neste caso as matrizes de Dirac são [19]:

Γµ = γµ (3.1.16)

Γz = −iγ5

explicitamente, γ5 =
(

0 12×2

12×2 0

)

4×4

As matrizes ΓA satisfazem à mesma algebra das matrizes γµ, ou seja,
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ΓAΓB + ΓBΓA = 2gAB1 (3.1.17)

Admitindo que a lagrangiana do campo de Dirac em 5-D tem a mesma forma (3.1.15),

ou seja,

L = iΨ̄ΓA∂AΨ−mΨ̄Ψ (3.1.18)

a ação será então dada por

S1/2 =

∫

d4xdz(iΨ̄ΓA∂Aψ −mΨ̄ψ) (3.1.19)

o que implica a seguinte equação para o campo de Dirac em 5-D:

(iΓA∂A −m)Ψ = 0 (3.1.20)

Vamos, agora, estudar o comportamento dos férmions, descritos pelo campo de Dirac,

numa parede de domínio.s Para isto, vamos admitir que o férmion interage com o campo

escalar por meio de uma interação do tipo Yukawa.

Neste caso, a ação da interação toma a seguinte forma:

Sint = −h
∫

d4xdzϕΨ̄Ψ (3.1.21)

onde h é uma constante de acoplamento.

Assim, a ação total será a ação do campo de Dirac mais a ação da interação, ou seja

S = S1/2 + Sint, com o campo ϕ descrito pela solução ϕ0, da parede de domínio.

S =

∫

d4xdz(iΨ̄ΓA∂AΨ−mΨ̄Ψ− hϕ0Ψ̄Ψ ) (3.1.22)

Para o caso em que consideramos um férmion sem massa, ou seja, m = 0, temos:

S =

∫

d4xdz(iΨ̄ΓA∂Aψ − hϕ0Ψ̄Ψ) (3.1.23)

A partir desta ação, obtemos a seguinte equação do movimento:
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iΓA∂AΨ− hϕ0Ψ = 0, (3.1.24)

que pode ser reescrita da seguinte forma:

iΓz∂zΨ+ iΓµ∂µΨ− hϕ0Ψ = 0 (3.1.25)

Vamos tentar resolver a equação acima pelo método da separação de variáveis. Então,

propomos Ψ(5) (x, z) = ψ (x) f (z), onde ψ (x) é o espinor de Dirac em 4-D. Obtemos então

iΓzψ (x) ∂zf (z) + iΓµf (z) ∂µψ (x)− hϕ0ψ (x) f (z) = 0 (3.1.26)

Podemos dividir a expressão acima pela função f (z). Logo

iΓzψ (x)
∂zf (z)

f (z)
+ iΓµ∂µψ (x)− hϕ0ψ (x) = 0 (3.1.27)

Se impusermos a seguinte restrição ao espinor:

γ5ψ = −ψ, (3.1.28)

obteremos de (3.1.27) a seguinte equação:

[

1

f (z)
∂zf (z) + hϕ0

]

ψ (x)− iγµ∂µψ (x) = 0 (3.1.29)

Portanto, para satisfazer a equação acima devemos ter

iγµ∂µψ (x) = mψ (x) (3.1.30)

onde a constante m é interpretada como a massa do spinor em 4-D [8, 10]. Assim (3.1.29)

torna-se:

df (z)

dz
= (m− hϕ0) f (z) (3.1.31)

Para o caso de uma partícula sem massa m = 0, ou seja, para o modo zero, temos

df (z)

dz
= −hϕ0f (z) (3.1.32)
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A equação (3.1.32) pode ser facilmente resolvida. Admitindo que f (z) tende a zero

no in�nito, como condição de contorno, encontramos:

f (z) = exp

(

−h
∫ z

0

ϕ0(z)dz

)

(3.1.33)

Já o espinor ψ (x) satisfaz à equação de Dirac quadrimensional. No entanto devemos

lembrar que (3.1.28) impõe uma condição para o espinor ψ (x). Esta restrição pode ser

interpretada da seguinte forma. Sabemos que o espinor pode ser escrito em função de

duas componentes [9, 10]:

ψ0 =

(

ψL

ψR

)

(3.1.34)

onde ψL =

(

ψ1

ψ2

)

e ψR =

(

ψ3

ψ4

)

são os espinores de Weyl. Em termos desses es-

pinores, a equação (3.1.28) é equivalente a condição ψL = −ψR , ou seja, os espinores de

Weyl não são independentes entre si. Para o modo zero (m = 0), esta condição (3.1.28),

portanto, não implica nenhuma restrição física, já que as partículas de massa nula apre-

sentam quiralidade bem de�nida.

A solução para o modo zero pode ser escrita, então, como:

ψ0 = exp

(

−
∫ z

0

hϕ0(z)dz

)

ψL (x) (3.1.35)

A partir desta equação podemos concluir que o modo zero fermiônico (férmions 4-D)

está localizado próximo de z = 0, isto é, na parede de domínio e que para |z| muito

grande, o modo zero cai exponencialmente ao longo da dimensão extra.

A partir de equação (3.1.31) podemos determinar os valores possíveis para m, o que

constitui uma espécie de massa dos modos KK. De acordo com Rubakov [19] o espectro

de massa tem a seguinte característica apresentada na �gura (3.4).

A característica fundamental deste espectro é que existe um salto entre o modo zero

e os demais modos proporcionais a m5 = hν. Assim, se ν for muito grande, então os

modos com massa estariam inacessíveis do ponto de vista experimental. Desta maneira,

o modelo torna-se compatível com os dados empíricos.
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Figura 3.4: Espectro de massa do fermions presos na brana. O hiato entre o modo zero (m
= 0) e os modos contínuos é proporcional a hν. A parte contínua tem início em m5 = hν.

3.2 Potencial Gravitacional em Dimensões Extras

No modelo ADD, a matéria e os campos estão localizados na brana. Na seção anterior

examinamos um mecanismo de con�namento para os férmions. Os outros campos também

estão con�nados por diferentes mecanismos. No modelo ADD, o único campo que não

está "aprisionado"é o campo gravitacional. Nesta seção pretendemos discutir os efeitos da

dimensão extra sobre o campo gravitacional. Vamos começar nossa discussão estudando os

efeitos das dimensões extras no potencial gravitacional Newtoniano. No contexto clássico,

o campo gravitacional g⃗ satisfaz à equação:

∇ · g⃗ = −4πGρ (3.2.36)

onde ρ é a densidade de massa da matéria.

Vamos usar essa equação para determinar o campo gravitacional de um corpo de massa

m com simetria esférica. Considere um corpo de massa m, uma 2-esfera S2(r) de raio r

centrada em torno de corpo massivo e uma 3-bola B3 (r) cujo contorno é a 2-esfera [7].

Integramos ambos os lados de (3.2.36) sobre a 3-bola

∫

B3

(∇ · g⃗) dV = −4πG

∫

B3

ρdV (3.2.37)

Utilizando o teorema da divergência do lado esquerdo de (3.2.37) e levando em consid-
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eração que a integral da densidade de matéria sobre todo o volume da 3-bola nos fornece

a massa total do corpo, nós temos

∫

S2

g⃗ · dA⃗ = −4πGm (3.2.38)

Para um corpo com simetria esférica, g⃗ (r) é radial e depende apenas de r.

Assim, sobre a superfície de S2 (r) , temos

g

∫

S2

dA = −4πGm (3.2.39)

onde a área da esfera é 4πr2, assim

g (r) = −Gm
r2

(3.2.40)

ou

g⃗ (r) = −Gm
r2

êr (3.2.41)

onde ê = r⃗/|r⃗| é o vetor unitário na direção do raio da esfera.

Este é, portanto, um resultado já conhecido para o campo gravitacional de um corpo

de massa m em um espaço-tempo de 4 dimensões. Vamos agora, calcular o campo grav-

itacional deste mesmo corpo em um espaço com n dimensões espaciais. Então, novamente

consideremos o corpo do massa m e uma esfera Sn−1 (r) de raio r centrada no corpo de

massa m, esta esfera é o contorno da Bola Bn (r). Novamente integramos ambos os lados

da equação (3.2.36) sobre a Bola Bn (r):

∫

Bn

(∇ · g⃗) dV = −4πG(n)

∫

Bn

ρdV (3.2.42)

contudo

∫

Bn

(∇ · g⃗) dV = Fluxo de g⃗ através de Sn−1 (r) ≡ Φm (3.2.43)

De (3.2.42), temos
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Φm = −4πG(n)m (3.2.44)

Por outro lado, calculando o lado esquerdo de (3.2.42), por meio do teorema da di-

vergência, obtemos:

Φm = g (r)V ol
(

Sn−1
)

(3.2.45)

Mas o volume de uma esfera em um espaço de dimensões extras é determinado por [7]

(ver apêndice A)

V ol
(

Sn−1 (r)
)

= rn−1 2πn/2

Γ (n/2)
(3.2.46)

Portanto utilizando (3.2.45)e (3.2.46) em (3.2.44), temos

g⃗ (r) = −2Γ (n/2)

πn/2−1

G(n)m

rn−1
êr (3.2.47)

Para o caso usual em que temos 3 dimensões espaciais (n = 3), recobramos a lei de

Newton do inverso do quadrado da distância. Em dimensões superiores o campo gravita-

cional cai mais rápido a distâncias grandes. Na proximidade do corpo massivo, contudo

o campo cresce mais rapidamente.

O campo gravitacional é conservativo; assim

∇⃗ × g⃗ (r) = 0 (3.2.48)

Isto nos permite concluir que g⃗ pode ser representado como o gradiente de uma função

escalar. Assim, podemos escrever

g⃗ (r) = −∇⃗ϕ (3.2.49)

onde ϕ é chamado de potencial gravitacional.

No caso de um campo radial, o potencial ϕ poderá ter no máximo uma dependência

em r, desta forma a equação (3.2.49) se reduz a
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∇⃗ϕ =
dϕ

dr
êr̃ = −g⃗ (r) (3.2.50)

Se utilizamos (3.2.47), teremos

dϕ

dr
= −2Γ (n/2)

πn/2−1

Gm

rn−1
(3.2.51)

Logo,

ϕ (r) =
2Γ (n/2)

πn/2−1 (2− 2n)

Gm

rn−2
(3.2.52)

Este, portanto, é o potencial gravitacional para longas distâncias gerado por uma

massa num espaço com n dimensões espaciais. Devemos ressaltar que as dimensões con-

sideradas aqui são não-compactas.

3.2.1 Potencial Gravitacional em um Espaço com uma Dimensão
Extra Compacta.

Vamos determinar de forma explícita o potencial gerado por uma massa que se encontra

em um universo multidimensional no qual a dimensão extra é compacta.

Figura 3.5: Na primeira �gura, temos a massa localizada em um determinando ponto
do nosso universo. Já na �gura seguinte, o cilindro é representado por um espaço
"aberto"com as identi�cações topológicas ( o observador sente a in�uência de várias ima-
gens topológicas). Na última �gura, temos uma situação onde o observador está muito
distante da massa e observa uma distribuição praticamente contínua destas massas

Um certo observador, que está localizado num certo ponto O, observa a massa locali-

zada em um ponto do universo. Como a dimensão extra do universo é compacta e possui
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a topologia de um círculo, as linhas de força que se originam na massa m darão voltas

em torno do espaço ( devido a forma cilíndrica que este possui) até atingir o observador

localizado no ponto O.

Podemos pensar nesta situação de uma maneira mais simples. Vamos considerar que

podemos cortar o cilindro e então desenrolá-lo. Temos agora um plano e no centro deste

plano está colocada a nossa massa. Ainda nesta situação o observador em O será atingido

pelas diversas linhas de força que tem origem na massa. Do seu ponto de vista, ele não

estará sofrendo a ação de apenas uma única massa, mas sim de várias outras massas

(m1 , m2 ,...) espalhadas ao longo de uma linha que passa pelo centro da massa. A estas

supostas massas observadas por O daremos o nome de imagens topológicas . A distância

mínima entre as massas será de 2πl , que é justamente o tamanho do comprimento da

dimensão extra. Se o observador se encontra a uma distância R muito maior que l, as

massas estarão aparentemente distribuídas uniforme e continuamente ao longo da dimen-

são extra. Poderemos portanto, utilizar a lei de Gauss para calcular o campo gerado por

esta linha de massa [28].

Figura 3.6: Superfície Gaussiana em torno da linha de imagens topológicas

A situação que estamos discutindo pode ser representada como está descrito na Figura

(3.6), onde as massas estão situadas no eixo que representa a dimensão extra. O cilindro

de altura L corresponde a nossa `superfície' Gaussiana. Como estamos num espaço com

quatro dimensões espaciais, a base do cilindro é uma esfera, em vez de ser um círculo [28].
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Consideremos novamente a lei de Gauss como apresentada em (3.2.38) onde a integral

de área é realizada sobre a superfície gaussiana

∫

g⃗ · dA⃗ = −4πG5Mint

onde Mint é a quantidade de massa topológica contida na linha contínua dentro da su-

per�cie gaussiana cilíndrica. Bem, as massas topológicas estão dispostas ao longo de uma

linha que passa por cada uma delas e a distância de separação de uma imagem topológica

para outra é de 2πl, assim, o número de cargas contidas numa linha de comprimento L

(comprimento da superfície gaussiana cilíndrica) será igual a L
2πl

. Com isso temos que

Mint será

Mint =
L

2πl
m (3.2.53)

onde l é o raio da dimensão extra.

Considerando a simetria da distribuição de matéria, podemos concluir que g⃗ terá

simetria cilindrica. Assim, g⃗ é perpendicular a dimensão extra e dependerá apenas da

coordenada radial R da superfície Gaussiana. Segue, então, que

g(R)

∫

dA = −4πG5

(

L

2πl
m

)

(3.2.54)

como a base deste cilindro é uma esfera, assim a área do "cilindro"será (4πR2)L, onde

R é o raio do cilindro Gaussiano. Portanto

g (R)
(

4πR2
)

L = −4πG5

(

L

2πl
m

)

(3.2.55)

g⃗ (R) = − G5m

2πR2l
êR (3.2.56)

O potencial gravitacional será então

ϕ (R) = −
(

G5m

2πl

)

1

R
(3.2.57)
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Se identi�carmos

G4 =
G5

2πl
(3.2.58)

obtemos

ϕ (R) = −4π
G4m

R
(3.2.59)

Portanto, para grandes distâncias comparadas com o raio da dimensão extra, recupe-

ramos a expressão válida no espaço de (3 + 1)-dimensões.

3.3 Escala Fundamental do Comprimento da Dimensão

Extra

3.3.1 Comprimento de Planck

A gravitação é descrita pela Teoria da Relatividade Geral. Contudo, quando trata-

mos de campos fracos e baixas velocidades a Teoria da Relatividade Geral recai na Teo-

ria Newtoniana da gravitação. Portanto, sob determinadas circunstâncias a gravitação

Newtoniana é su�ciente para entendermos aspectos físicos. Aqui, vamos utilizá-la para

calcular o comprimento de Planck em várias dimensões e investigar como as constantes

gravitacionais se comportam quando existem dimensões espaciais compactas [7].

Em nosso universo 4-dimensional as leis da gravitação de Newton nos garantem que

a força de atração entre dois corpos com massa varia com o inverso do quadrado da

distância de separação entre estes corpos, ou seja

|F⃗ (4)| = G
m1m2

r2
(3.3.60)

Contudo, como foi demonstrado nas seções anteriores, esta lei não é válida num espaço

com mais dimensões.

A constante gravitacional em quatro dimensões G possui o seguinte valor numérico:

G = 6, 67.10−11N.m
2

kg2
(3.3.61)
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As unidades de medidas envolvidas são.

[G] = [força]
L2

M2
=
ML

T 2
.
L2

M2
=

L2

MT 2
(3.3.62)

Além disso vamos recordar que

[c] =
L

T
, [ℏ] =

ML2

T
(3.3.63)

Como podemos veri�car, a análise das dimensões dessas grandezas físicas �ca de�nida

em termos de três unidades básicas: comprimento, massa e tempo. No estudo da grav-

itação, por conveniência, utilizamos o sistema de unidades naturais. Neste sistema as

unidades básicas de comprimento, massa e tempo são de�nidas de maneira que as três

constantes fundamentais c, ℏ e G tomem valores númericos iguais a um. Estas novas

unidades são chamadas de comprimento de Planck lp , massa de Planck mp e tempo de

Planck tp. Pela construção, nestas novas unidades, temos:

G = 1.
l3p

mp t2p
(3.3.64)

c = 1.
lp
tp

(3.3.65)

ℏ = 1.
mp l

2
p

tp
(3.3.66)

Podemos então, obter lp , mp e tp em termos de c, ℏ e G

lp =

√

Gℏ

c3
= 1, 61.10−33cm (3.3.67)

tp =
lp
c
=

√

Gℏ

c5
= 5, 4.10−44s (3.3.68)

mp =

√

ℏc

G
= 2.17.10−5gm (3.3.69)

Como essas quantidades envolvem as constantes G, que representa a gravitação, c

(Relatividade Especial) e ℏ (quântica), é comum admitir-se que estes valores representam

a escala na qual os efeitos da gravidade quântica podem ser importantes.
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3.3.2 Comprimento de Planck em Dimensões Extras

O comprimento de Planck como está de�nido em (3.3.67) é uma grandeza quadrimen-

sional. Podemos calcular o comprimento de Planck em qualquer dimensão utilizando as

constantes c, ℏ e G(η) . Aqui η representa o número de dimensões do espaço-tempo.

Para determinar o comprimento de Planck em várias dimensões devemos determinar as

unidades de G(η). Consideremos o potencial gravitacional ϕ de uma distribuição de massa

em (3 + 1)-dimensões:

∇2ϕ = 4πGρm (3.3.70)

onde ρm é a densidade volumétrica de massa, ou seja, a massa por unidade de 3-volume.

Em um espaço com η dimensões, a equação acima toma a forma

∇2ϕ(η) = 4πG(η)ρm (3.3.71)

e agora, ρm a massa por unidade de (η − 1)-volume.

Comparando (3.3.70) com (3.3.71) e admitindo que ϕ e ϕ(η) tem as mesmas unidades,

então, as unidades de G(η) são dadas por:

[

G(η)
] M

Lη−1
= [G]

M

L3
(3.3.72)

[

G(η)
]

= Lη−4 [G] (3.3.73)

Para o caso especial em que temos um espaço-tempo de 5 dimensões

[

G(5)
]

= L [G] (3.3.74)

ou seja, no caso de 5 dimensões extras a constante gravitacional
[

G(5)
]

possui um fator

de comprimento a mais que [G] . Podemos assim, calcular o comprimento de Planck em

cinco dimensões utilizando (3.3.67) , ou seja,

lp =

√

Gℏ

c3
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Escrevendo as unidades de G em termos das unidades de c e ℏ, encontramos:

[G] =
[c]3 L2

[ℏ]
(3.3.75)

Da relação (4.1.56) , segue que

[

G(5)
]

=
[c]3 L3

[ℏ]
(3.3.76)

Logo,

(

l(5)p

)3
=
G5

ℏ

c3

(

l(5)p

)3
=
Gℏ

c3
G(5)

G
(

l(5)p

)3
= l2p

G(5)

G
(3.3.77)

De uma maneira mais geral, para um universo com η dimensões do espaço-tempo,

temos a relação:

(

l(η)p

)η−2
=
G(η)

ℏ

c3
= l2p

G(η)

G
(3.3.78)

3.3.3 Constantes Gravitacionais e a Compactação

A idéia das dimensões extras compactas já foi apresentada em seções anteriores onde

havíamos apresentado a compactação como um mecanismo que mantém as dimensões

extras escondidas. Neste cenário, os valores das constantes da Natureza, como o com-

primento de Planck, para um espaço-tempo de quatro dimensões, seriam na verdade um

valor efetivo, enquanto que o comprimento de Planck fundamental seria estabelecido no

espaço ambiente
(

l
(η)
p

)

.

Consideremos a situação mais simples, na qual temos apenas uma única dimensão

extra com a topologia de um pequeno círculo de raio l.

Em (3.2.58)determinamos a relação entre G5 e a constante gravitacional efetiva G4

(em quatro dimensões). Neste universo de dimensões compactadas onde o comprimento
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da dimensão compactada é igual a 2πl, temos a seguinte relação

G4 =
G(5)

2πl
G(5)

G4
= 2πl = lc (3.3.79)

onde lc é o comprimento da dimensão extra. Portanto as constantes gravitacionais em

diferentes dimensões diferem por um fator da ordem do comprimento da dimensão ex-

tra compacta. Este resultado pode ainda ser generalizado para o caso em que temos η

dimensões extras

G(η)

G4
= (lc)

η−4 (3.3.80)

Por simplicidade, estamos admitindo que as dimensões extras tem o mesmo compri-

mento lc.

3.3.4 Dimensões Extras de Grande Escala e o Problema da Hie-
rarquia

A partir das relações (3.3.78) e (3.3.80) , podemos escrever lc (comprimento da dimensão

extra) em função do comprimento de Planck em 4 dimensções (lp) e em η−dimensões
(

l
(η)
p

)

lc = l(η)p

(

l
(η)
p

lp

)
2

η−4

(3.3.81)

O problema da Hierarquia poderia ser resolvido se admitíssemos que o comprimento

de Planck no espaço de η dimensões fosse da mesma ordem da escala eletro-fraca, ou seja

l
(η)
p ≈ 10−18cm. Impondo esta condição em (3.3.81) e sabendo que lp = 10−33cm, obtemos

uma relação entre o tamanho da dimensão extra lc e o número de dimensões extras do

espaço:

lc = 10−18
(

1015
)2/η−4

(3.3.82)

Desta relação veri�camos que para o caso de uma única dimensão extra, lc ∼ 1012cm,

que é vinte vezes maior que a distância entre a Terra e a Lua. Claramente este resultado é
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inconsistente com as observações, uma vez que uma dimensão extra com um comprimento

tão grande seria facilmente percebida na Natureza. Assim, a idéia de um universo com

uma única dimensão extra deve ser descartada neste modelo [27]. Para o caso que η = 6

(duas dimensões extras) a dimensão extra teria um comprimento de

lc ∼ 0, 01mm (3.3.83)

Esta é a distância até onde as leis Newtonianas da gravitação foram testadas [32].

Portanto, um modelo com duas dimensões extras é aceitável. Assim, desvios das leis do

inverso do quadrado da gravitação, nesta escala, seriam um forte indício da existência de

dimensões extras.

Observe que quanto maior o número de dimensões extras menor é o comprimento da

dimensão extra. Mas, mesmo no caso em que η = 10 (6 dimensões extras), como proposto

pelas teorias das supercordas [27], o tamanho seria lc ≈ 10−13cm, portanto, ainda maior

que o comprimento de Planck.
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Capítulo 4

Cenário de Branas: Modelo RSI

4.1 Cenário de Branas : Modelos Randall-Sundrum

No capítulo anterior apresentamos o modelo ADD que tem como principal motivação a

possibilidade de resolver o problema da Hierarquia. Vimos que naquele modelo o Universo

deveria possuir no mínimo 2 dimensões extras compactas e, em contraste com o modelo

Kaluza-Klein, a escala destas dimensões seria muito maior do que a escala de Planck.

Devemos enfatizar que no modelo ADD, as dimensões extras formam um espaço plano

(sem curvatura). Outro aspecto importante é que, para evitar con�itos com os dados

experimentais, o modelo precisa de pelo menos duas dimensões extras.

Os modelos de Randall-Sundrum (RS), assim como o modelo ADD, são modelos de

brana. Mas, eles se distinguem do ADD, por mostrar que um modelo de cinco dimensões

não é incompatível com os dados experimentais. Isto é possível, como iremos veri�car

neste capítulo, admitindo-se que o espaço ambiente possui uma constante cosmológica

negativa ajustada à tensão da brana.

Há dois modelos: RSI e RSII. O modelo RSI propõem a existência de duas branas

em vez de uma brana. Neste modelo cada brana é caracterizada por uma densidade

de matéria por unidade de 3-volume. Chamamos essa densidade de tensão da brana.

Neste modelo a dimensão extra está compactada devido à existência dessas duas branas.

No modelo RSII uma das branas é retirada, de maneira que a dimensão extra terá um

comprimento in�nito, ou seja, a dimensão extra não é compacta.
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4.1.1 Modelo RSI

Este é um modelo no qual a dimensão extra está compactada devido à introdução

de duas branas no espaço ambiente. Admite-se também que a dimensão extra possui a

topologia do espaço S1/Z2. Esse espaço pode ser descrito da seguinte forma. Seja θ ∈

[−π, π] a coordenada angular que rotula os pontos de um círculo S1. O espaço S1/Z2 é

obtido identi�cando-se os pontos θ e −θ. Com relação a esta operação há dois pontos

"�xos", θ = 0 e θ = π. As branas são acomodadas nestes pontos. Cada brana possui

uma densidade de energia também chamada de tensão da brana (σ). A brana com tensão

positiva (+σ) é colocada em z = 0; a outra com tensão negativa (−σ) está localizada

em z = zc. Dessa forma, zc mede o comprimento da dimensão extra, onde z ≡ θl, e l

corresponde ao raio da dimensão extra.

A métrica deste modelo possui a seguinte forma [14]

ds2 = a2(z)ηµνdx
µdxν − dz2 (4.1.1)

onde ηµν é a métrica de Minkowski 4-D e a(z) é o fator de deformação ("warp factor")

dado por

a(z) = e−κ|z| (4.1.2)

onde κ será determinado pelas soluções das equações de Einstein. O comportamento da

função a(z) em S1/Z2 está ilustrado na �gura (4.1)

As equações de Einstein no espaço ambiente são

RAB − 1

2
gABR = TAB (4.1.3)

onde TAB é o tensor energia momento, o qual possui uma contribuição da constante

cosmológica do espaço ambiente (Λ) e da tensão das branas, de maneira que

TAB = ΛgAB + 8πG(5)τAB (4.1.4)
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Figura 4.1: comportamento do fator de warp

onde G(5) é constante gravitacional em cinco dimensões e τAB , que descreve o conteúdo

energético da brana, é dado por

τAB =

{

Tµν = σg
(5)
µν δ(z)− σg

(5)
µν δ(z − zc)

TAz = 0
(4.1.5)

A condição TAz = 0 signi�ca que não há �uxo de energia entre a brana e o espaço

ambiente.

Iremos resolver as equações de Einstein utilizando a métrica dada em (4.1.1):

gAB =













a2(z) 0 0 0 0
0 −a2(z) 0 0 0
0 0 −a2(z) 0 0
0 0 0 −a2(z) 0
0 0 0 0 −1













(4.1.6)

As componentes não-nulas dos símbolos de Christo�el são:

Γ0
0z = Γ0

z0 =
a′

a

Γz
00 = aa′ (4.1.7)

Γz
ii = −aa′

Γi
iz = Γi

zi =
a′

a

onde o símbolo ′ signi�ca derivadas com respeito a z.

Para o tensor de Ricci temos
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R00 = 3(a′)2 + aa′′

Rii = −3(a′)2 − aa′′ (4.1.8)

Rzz = −4

(

a′′

a

)

O escalar de curvatura será, portanto, dado por:

R = 12

(

a′

a

)2

+ 8

(

a′′

a

)

(4.1.9)

Desta maneira, as componentes do tensor de Einstein são:

Gµν = g(5)µν

[

−3

(

a′

a

)2

− 3

(

a′′

a

)

]

(4.1.10a)

Gµz = 0 (4.1.10b)

Gzz = g(5)zz

[

−6

(

a′

a

)2
]

(4.1.10c)

Temos portanto as componentes do tensor de Einstein. Vamos agora escrever as

equações.

Assim, utilizando as componentes obtidas juntamente com o tensor energia momento

dado por (4.1.4), temos

Gµν = 8πG(5)

[

σg(5)µν δ(z)− σg(5)µν δ(z − zc)
]

+ Λg(5)µν (4.1.11a)

Gµz = 0 (4.1.11b)

Gzz = 8πG(5)Λg
(5)
zz (4.1.11c)

Portanto, (4.1.11b) é automaticamente satisfeita e (4.1.11a) e (4.1.11c) impõem as

equações abaixo:

[

−3

(

a′

a

)2

− 3

(

a′′

a

)

]

= (4.1.12a)

8πG(5) [σδ(z)− σδ(z − zc)] + Λ
[

−6

(

a′

a

)2
]

= Λ (4.1.12b)
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No intervalo 0 < z < zc, onde a função a (z) é regular, as equações acima serão

satisfeitas se

κ2 = −1

6
Λ (4.1.13)

Segue portanto, que a constante cosmológica deve ser negativa.

Vamos agora estudar a equação (4.1.12a) nos pontos z = 0 e z = zc. Integrando z no

intevalo −ε < z < ε , com ε pequeno, podemos determinar o efeito da brana de tensão

positiva sobre a solução. Observando que a equação (4.1.12a) pode ser reescrita como

−3
d

dz
(a′a) = 8πG(5)a

2 [σδ(z)− σδ(z − zc)] + Λa2 (4.1.14)

obtemos, após a integração em torno de z = 0, a seguinte relação

−3a′a|ε−ε = 8πG(5)σ (4.1.15)

No espaço S1/Z2, os campos devem ser simétricos com relação às branas, uma vez que

θ e −θ correspondem ao mesmo ponto. Assim, a′ é descontínua em z = 0 (e também em

z = zc).

Em torno de z = 0, temos:

a′ (ε) = −κe−κε (4.1.16)

a′ (−ε) = κe−κε (4.1.17)

Logo, da equação (4.1.15), no limite ε→ 0, temos a relação:

6κ = 8πG(5)σ (4.1.18)

De maneira análoga, integrando a equação (4.1.12a) em torno de zc, obtemos

−3a′a|zc+ε
zc−ε = −8πG(5)

(

e−2zc
)

σ (4.1.19)

Levando em conta a simetria de re�exão em torno da brana em zc, temos:
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a′ (zc + ε) = κe−κ(zc−ε) (4.1.20)

a′ (zc − ε) = −κe−κ(zc−ε) (4.1.21)

logo, a equação (4.1.19) reproduz exatamente a condição (4.1.15).

Portanto a métrica (4.1.1) é solução do problema se

κ2 = −1

6
Λ

e se a tensão da brana está ajustada ao valor da constante cosmológica do espaço ambiente

de acordo com a expressão

σ2 = − 3

32π2G2
(5)

Λ (4.1.22)

4.1.2 Linearização da Gravidade na Brana

Um dos critérios importantes para veri�car a validade das soluções é examinar se no

regime de campo fraco as soluções obtidas reproduzem o comportamento já conhecido.

Nesta seção iremos discutir a linearização da equação de Einstein no cenário das branas,

procurando identi�car as correções causadas pela dimensão extra. Nosso ponto de partida

é a métrica

ds2 = gABdx
AdxB (4.1.23)

onde

gµν = a2(z)ηµν + hµν(x, z) (4.1.24)

gzz = −1 (4.1.25)

ou seja,
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ds2 =
[

a2(z)ηµν + hµν(x, z)
]

dxµdxν − dz2 (4.1.26)

O tensor hµν é o termo da perturbação que satisfaz à condição |hµν | ≪ 1, de forma que

podemos ignorar quantidades deste tipo com ordem maior que um. Além disso, vamos

adotar um sistema de coordenadas no qual as componentes hµz = 0 [14].

A métrica inversa de gµν em primeira aproximação será

gµν = a−2(z)ηµν − a−4hµν(x, z) (4.1.27)

onde levantamos os índices com a métrica de Minkowski.

Usando estes resultados, as equações de Einstein podem ser agora linearizadas. O que

desejamos com esta linearização é obter as equações do campo para a perturbação hµν .

Iniciamos calculando os símbolos de Christo�el.

Γσ
µν =

1

2
a−2(z)ησρ (hρµ,ν + hρν,µ − hµν,ρ) (4.1.28a)

Γz
µν =

1

2

[

2aa′ηµν + h′µν
]

(4.1.28b)

Γσ
ν5 = Γσ

5ν =
1

2

[

2

(

a′

a

)

δσν + a−2hσν − 2

(

a′

a3

)

hσν

]

(4.1.28c)

A partir das equações acima, podemos calcular as componentes do tensor de Ricci:

Rσν =
1

2
a−2(z)

[

hµν,σ,µ + hρσ,ρ,µ − ηµρhσν,ρ,µ − hµµ,σ,ν
]

+
1

2
h′′σν (4.1.29)

+2

(

a′

a

)2

hσν +

[

1

2

(

a′

a

)

h′µµ −
(

a′

a

)2

hµµ

]

ησν +
(

3a′2 + aa′′
)

ησν

Rσz = −1

2
a−2 (h′νν ,σ −h′ρσ ,ρ ) +

(

a′

a3

)

(hνν ,σ −hνσ,ν ) (4.1.30)

Rzz = −1

2
a−2h′′σσ +

a′

a3
h′σσ +

[

a′′

a3
− a′2

a4

]

hσσ − 4

(

a′′

a

)

(4.1.31)

Se introduzirmos matéria na brana (a causa da perturbação da métrica), as equações

de Einstein serão

GAB = 8πG(5)T
mat
AB + 8πG(5)τ

brana
AB + ΛgAB (4.1.32)
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onde Tmat
AB e τ branaAB são o tensores energia-momento da matéria e da brana respectivamente

e Λ é a constante cosmológica no espaço ambiente. As equações de Einstein podem ainda

ser escritas da seguinte forma

RAB = 8πG(5)

(

Tmat
AB − 1

3
Tmat
CD gCDgAB

)

(4.1.33)

+ 8πG(5)

(

τ branaAB − 1

3
τ branaCD gCDgAB

)

− 2

3
ΛgAB

Desenvolvendo o lado direito das equações (4.1.33), obtemos

Rσν = 8πG(5)δ (z)

(

T (mat)
σν − 1

3
T α (mat)
α ησν

)

(4.1.34)

−8πG(5)
σ

3
(δ (z)− δ (z − zc))

[

a2(z)ησν + hσν
]

− 2

3
Λ
[

a2(z)ησν + hσν
]

Rσz = 0 (4.1.35)

Rzz =
8πG(5)

3
δ (z) a−2T σ

σ +
8πG(5)

3
[4σ (δ (z)− δ (z − zc))] (4.1.36)

Usando as equações de Einstein para a métrica não perturbada (4.1.12a) obtemos

1

2
a−2(z)

[

hµν,σ,µ + hρσ,ρ,µ − ηµρhσν,ρ,µ − hµµ,σ,ν
]

+
1

2
h′′σν +

[

1

2

(

a′

a

)

h′µµ −
(

a′

a

)2

hµµ

]

ησν

(4.1.37)

+2κ[δ (z)− δ (z − zc)]hσν − 2κ2hσν = 8πG(5)δ (z)

(

T (mat)
σν − 1

3
T α (mat)
α ησν

)

−1

2
a−2

(

h′νν,µ − h′ρµ,ρ
)

+

(

a′

a3

)

(hνν,µ − hνµ,ν) = 0 (4.1.38)

−1

2
a−2h′′µµ +

a′

a3
h′µµ +

[

a′′

a3
−
(

a′2

a4

)]

hµµ =
8πG5a

2

3
δ (z)T (mat) (4.1.39)

É possível mostrar [14] que no vácuo, podemos escolher um gauge (sistema de coorde-

nadas) no qual hµν é transverso e possui traço nulo, ou seja, satisfaz às condições:

∂µh
µ
ν = hµµ = 0 (4.1.40)
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Observe que impondo o gauge (4.1.40) as equações (4.1.38) e (4.1.39) são satisfeitas na

região externa automaticamente. Assim, nossa atenção se volta para a equação (4.1.37),

que na região externa à fonte, assume a seguinte forma

h′′σν − 2[2κ2 − 2κδ(z) + 2κδ (z − zc)]hσν − a−2∂µ∂µhσν = 0 (4.1.41)

Para determinar a solução da equação (4.1.41), procederemos da seguinte forma. Va-

mos estudar a equação no intervalo 0 < z < zc. Neste intervalo, os termos proporcionais

a delta se anulam e a equação se reduz a :

h′′σν − 4κ2hσν − a−2∂µ∂µhσν = 0 (4.1.42)

Uma vez encontradas as soluções de (4.1.42), os efeitos das deltas de Dirac sobre as

soluções serão determinados, integrando-se (4.1.41), em torno de z = 0 e z = zc

Considere primeiro a brana localizada em z = 0. Integrando a equação (4.1.41) no

intervalo −ε < z < ε para ε pequeno, encontramos

lim
ε→0

∫ ε

−ε

[

h′′σν − 2[2κ2 − 2κδ(z) + 2κδ (z − zc)]hσν − a−2∂µ∂µhσν
]

dz = 0 (4.1.43)

O segundo e quinto termos da integração se anulam para ε → 0 se admitimos que a

métrica é contínua sobra a brana. Assim, utilizando as propriedades da delta de Dirac,

temos:

lim
ε→0

[[h′σν(ε)− h′σν(−ε)] + 4κhσν (0)] = 0 (4.1.44)

No espaço S1/Z2 os campos devem ser simétricos em relação a brana. Segue então,

que h′σν(0
+) = −h′σν(0−), logo [17, 21, 22]

(h′σν + 4κhσν)|z=0 = 0 (4.1.45)

Usando o mesmo raciocínio para a brana em z = zc, encontramos

(h′σν + 4κhσν)|z=zc
= 0 (4.1.46)
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As equações (4.1.45) e (4.1.46) podem ser entendidas como condições de contorno que

devem ser impostas às soluções da equação (4.1.42), a �m de que sejam também soluções

da equação (4.1.41).

Como veremos mais adiante, esta condição de contorno implicará a quantização do

espectro de massa dos grávitons visto pelos observadores quadrimensionais.

4.1.3 Espectro de Massa dos Grávitons

Estamos interessados em discutir a solução da equação (4.1.42). Vamos tentar resolver

aquelas equações empregando o método de separação de variáveis. Assim, propomos que

a solução tem a forma

hσν(x, z) = Ψ(z)Φσν(x) (4.1.47)

Substituindo (4.1.47) em (4.1.42), obtemos

Φσν(x)∂
2
zΨ(z)−Ψ(z)a−2

�Φσν(x)− 4κ2 [Ψ(z)Φσν(x)] = 0 (4.1.48)

multiplicando a última equação por 1
Ψ(z)Φσν(x)

e rearranjando os termos, convenientemente

podemos veri�car que (4.1.48) possui solução se existir alguma constante C tal que

Ψ′′(z)− 4κ2Ψ(z) + CΨ(z) = 0 (4.1.49)

�Φσν(x) = −CΦσν(x) (4.1.50)

Mais adiante, veri�caremos que a constante C (constante de separação) existe e na

verdade pode assumir diferentes valores. Um resultado importante é que os valores pos-

síveis são todos não-negativos. Assim, podemos escrever C = m2 e neste caso a equação

(4.1.50) pode ser reescrita como:

�Φσν(x) +m2Φσν(x) = 0 (4.1.51)
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Esta equação é uma equação de Klein - Gordon para um campo Φσν(x) de massa m.

O campo Φσν(x) depende apenas das coordenadas da brana. Assim, pode ser interpretado

como o campo de um "gráviton"(perturbação linear da métrica) de massa m, pelos obser-

vadores con�nados na brana. Para cada m permitido, corresponderá um campo Φ
(m)
σν (x),

que é conhecido como modo KK.

A outra equação obtida é a seguinte:

Ψ′′
(m)(z)− 4κ2Ψ(m)(z) +

m2

a2
Ψ(m)(z) = 0 (4.1.52)

Vamos agora nos concentrar na solução de (4.1.52). Uma solução particularmente

importante é o caso de m = 0. Para este valor, a equação diferencial acima se reduz à

seguinte equação

Ψ′′
0(z)− 4κ2Ψ0(z) = 0 (4.1.53)

Esta é uma equação bem conhecida [4] e a solução que satisfaz às condições de contorno

(4.1.45) e (4.1.46) é:

Ψ0(z) = C0e
−k|z| (4.1.54)

onde C0 é uma constante.

Esta solução é conhecida como o modo zero (m = 0). Como veremos, ela é de fun-

damental importância para a recuperação do comportamento quadrimensional do campo

gravitacional na brana, para longas distâncias.

Por meio de uma mudança de coordenadas, onde fazemos x = m
κ
eκz, obtemos de

(4.1.52):

d2Ψ(x)

dx2
+

1

x

dΨ(x)

dx
+

(

1− 4

x2

)

Ψ(x) = 0 (4.1.55)

Esta equação apresenta a forma de uma equação diferencial de Bessel com índice n = 2.

A solução mais geral para este tipo de equação tem a seguinte forma [4, 13]:
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Ψ(m)(z) = AJ2

(m

κ
eκz
)

+BN2

(m

κ
eκz
)

(4.1.56)

onde J2(z) e N2(z) são as funções de Bessel de ordem 2 de primeira e segunda espécies

respectivamente. Para determinar as constantes A e B, devemos impor as condições de

contorno (4.1.45) e (4.1.46) em z = 0 e z = zc.

De acordo com a condição de contorno imposta em z = 0, temos portanto

AJ ′
2

(m

κ

)

+BN ′
2

(m

κ

)

+
2κ

m
AJ2

(m

κ

)

+
2κ

m
BN2

(m

κ

)

= 0 (4.1.57)

Podemos utilizar a seguinte relação de recorrência [13] para as funções de Bessel

J ′
n(n) = Jn−1(z)−

n

x
Jn(z) (4.1.58)

A mesma relação de recorrência é válida para Nn(z).

Logo, usando (4.1.58) em (4.1.57), obtemos

AJ1

(m

κ

)

+BN1

(m

κ

)

= 0 (4.1.59)

assim

A

B
=

−N1

(

m
κ

)

J1(
m
κ
)

(4.1.60)

Sendo assim, temos

Ψ(z) = Cm

[

J1(
m

κ
)N2

(m

κ
eκz
)

−N1(
m

κ
)J2

(m

κ
eκz
)]

(4.1.61)

onde Cm é uma constante de normalização.

Agora vamos impor a condição de contorno em z = zc, obtemos

N1(
m

κ
)J1

(m

κ
eκzc
)

+ J1(
m

κ
)N1

(m

κ
eκzc
)

= 0 (4.1.62)

ou seja
J1
(

m
κ
eκzc
)

N1

(

m
κ
eκzc
) =

J1(
m
κ
)

N1(
m
κ
)

(4.1.63)
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Os valores permitidos para m são as raízes da equação (4.1.63). Portanto, o espectro

de massa dos grávitons será determinado pelo conjunto de soluções da equação (4.1.63).

Vimos que m = 0 é uma solução. Queremos agora determinar o próximo valor permitido,

m1. Se admitirmos que m1 é pequeno comparado com κ, então, podemos expandir as

funções de Bessel do lado direito da equação.

Para pequenos valores de seus argumentos, as funções tem a seguinte expansão:

Jn(x) =
xn

2nn!
− xn+2

2n+2 (n+ 1)!
+ · · · (4.1.64)

Nn(x) = −(n− 1)!

π

(

2

x

)n

+ · · · (4.1.65)

Assim, para n = 1, o caso de interesse, em primeira aproximação, encontramos:

J1(
m

κ
) =

m

2κ
(4.1.66)

N1(
m

κ
) = − 1

π

2κ

m
(4.1.67)

Agora consideremos a razão J1(
m
κ
)

N1(
m
κ
)
, quando m≪ κ, o lado direito da eq. (4.1.63) será

dado por:

J1(
m
κ
)

N1(
m
κ
)
∼ −π

(m

2κ

)2

(4.1.68)

Logo, em primeira ordem de m
κ
, podemos escrever:

J1
(

m
κ
eκzc
)

N1

(

m
κ
eκzc
) ≃ 0 (4.1.69)

Segue, então, que para satisfazer (4.1.63) devemos ter

J1

(m1

κ
eκzc
)

≃ 0 (4.1.70)

Portanto, m1 corresponde a primeira raiz da função J1
(

m
κ
eκzc
)

.

O comportamento da função de Bessel J1 (x) é ilustrado pelo grá�co da �gura (4.2)
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Figura 4.2: Funções de Bessel

Uma análise grá�ca para a função J1 (x) nos mostra que J1
(

m
κ
eκzc
)

possui in�nitas

raizes. A primeira destas raizes está em m
κ
eκzc = 0, ou seja, que corresponde a um gráviton

sem massa. Para a raiz seguinte, temos m1

κ
eκzc ≃ 3, 8. Esta segunda raiz representa o

primeiro modo com massa do gráviton, existindo assim um salto no espectro da massa

dos grávitons de modo análogo ao que ocorrer com o espectro do gráviton na teoria de

Kaluza-Klein. O próximo nível, neste espectro, seria representado pela raiz seguinte, ou

seja, a terceira raiz da função de Bessel e assim por diante. Logo para J1
(

m
κ
eκzc
)

≃ 0,

devemos ter que

m

κ
eκzc ≃ cte (4.1.71)

onde, para as primeiras raizes, essa constante é da ordem de 1. Assim, para os primeiros

valores de m teriamos

m ≃ κe−κzc (4.1.72)

Notamos que a massa dos grávitons depende do tamanho da dimensão extra. Assim,

se escolhemos zc su�cientemente pequeno, podemos garantir que a massa do 1o modo

KK é muito grande (m ∼ k). Neste caso a energia necessária para excitar o primeiro

modo massivo seria muito alta e fora do alcance dos nossos instrumentos. Por causa

disto, os grávitons com massa ainda não teriam sido detectados. Estes grávitons massivos

não podem ser vistos por um observador quadrimensional que habita a brana. Para este
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observador apenas os grávitons sem massa podem ser observados na escala de energia dos

aceleradores de partículas atuais.
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Capítulo 5

Modelo RSII

Os modelos do tipo Randall-Sundrum (RS) tratam de branas, (que podem ser entendi-

das como paredes de domínios no contexto da teoria de campos) nas quais toda a matéria

ordinária encontra-se con�nada por meio de algum mecanismo de aprisionamento, como

por exemplo, por meio da interação do tipo Yukawa com um campo escalar, como descrito

no capítulo 3.

Neste cenário, nosso universo quadrimensional pode ser imaginado como uma brana

imersa num espaço maior que possui 5 dimensões. No primeiro modelo deste cenário

(o RSI) a dimensão extra é compacta devido à existência de uma outra brana. Assim,

temos uma brana com tensão positiva e outra com tensão negativa, que são postas em

pontos �xos do espaço ambiente a uma certa distância �nita uma da outra. Desta forma

a dimensão extra possui um comprimento �nito.

Vamos agora tratar do segundo modelo do cenário RS, o qual denominamos por RS2.

Neste modelo, a brana de tensão negativa é retirada de cena. Fazemos com que sua posição

zc esteja a uma distância in�nita da brana de tensão positiva e desta maneira a dimensão

extra deixa de ser compacta e passa assim a ser uma dimensão extra de comprimento

in�nito.
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5.1 Modos KK Contínuos

No capítulo anterior, vimos que os modos KK eram caracterizados pela constante m,

que poderia ser interpretada como a massa do gráviton. Vimos também que os valores

permitidos de m formavam um conjunto discreto e dependiam de zc. De fato, para o 1o

modo KK a massa era dada por m ∼ κe−κzc . Assim, no limite zc → ∞, não há saltos

entre as massas dos modos KK. De fato, removendo-se a segunda brana, a condição de

contorno (4.1.46) deixa de ser aplicada e como consequência m pode assumir qualquer

valor real não negativo. Em outras palavras, o espectro de massa torna-se contínuo.

À primeira vista, poderiamos pensar que essa característica seria fenomenologicamente

desastrosa para o modelo, uma vez que os modosKK leves (grávitons com massa pequena)

seriam acessíveis mesmo a baixas energias e poderiam colocar a teoria em con�ito com os

testes experimentais. No entanto, como veremos, devido à existência de um modo zero

normalizável, o campo gravitacional apresenta um comportamento quadrimensional para

longas distâncias.

Vamos iniciar nossa discussão considerando a normalização das funções de onda que

descrevem os modos KK. Como vimos, no capítulo anterior, os modos KK satisfazem à

equação:

Ψ′′
(m)(z)− 4κ2Ψ(m)(z) +

m2

a2
Ψ(m)(z) = 0 (5.1.1)

Esta equação pode ser entendida como uma equação de autovalores de um operador de

Sturm-Liouville. De acordo com a teoria de Sturm-Liouville, as autofunções associadas a

autovalores discretos são normalizáveis e as autofununções correspondentes a autovalores

contínuo podem ser normalizadas no sentido distribucional, ou seja, segundo a delta de

Dirac.

Vamos, agora, estudar com mais detalhes o espectro de massa dos grávitons analisando

a equação 5.1.1. A primeira observação importante é a de que os autovalores devem ser

não-negativos. Isso segue da condição de que as autofunções devem ser �nitas no limite

z → ∞. A razão física que fundamenta esta condição é a hipótese de que não há informação
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Figura 5.1: dimensão extra no modelo RSII

vindo do in�nito em direção à brana [31].

Outra característica fundamental é a existência do modo zero normalizável. De fato,

para m = 0, encontramos a seguinte solução

Ψ0(z) = C0e
−kz (5.1.2)

Esta solução é normalizável mesmo para zc → ∞, como podemos veri�car. De fato
∫ ∞

0

dzC2
0

(

e−kz
)2

=
C2

0

2k
(5.1.3)

Assim, escolhendo C2
0 =

√
2κ, encontramos o modo zero como norma unitária:

Ψ0(z) =
√
2κe−kz (5.1.4)

Os demais autovalores formam um espectro contínuo e como já dissemos as autofunções

correspondentes podem ser normalizadas no sentido distribucional.

No Apêndice C, encontramos as constantes de normalização das autofunções. As

autofunções normalizadas são dadas por

Ψm(z) =

√

m

κ

[

J1(
m
κ
)N2

(

m
κ
eκz
)

−N1(
m
κ
)J2
(

m
κ
eκz
)]

√

J1
(

κ
m

)2
+N1

(

κ
m

)2
(5.1.5)

5.2 Função de Green

A equação (4.1.42) governa o comportamento do campo gravitacional linearizado hµν

no vácuo. Pretendemos, agora, determinar, o campo produzido por um corpo con�nado
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na brana.

Com esta �nalidade, temos, então, que estudar as equações de campo com fonte.

Seguiremos aqui o método baseado na função de Green.

Podemos entender a função de Green como um tipo de função usada para resolver

equações diferenciais não-homogêneas sujeitas a condições de contorno e cujo termo de

fonte é uma função delta de Dirac. Fisicamente, uma função delta de Dirac pode repre-

sentar um evento especí�co que acontece em um ponto do espaço (x⃗′) em um determinado

instante de tempo (t′) . A função de Green representa a função potencial que nos diz qual

a in�uência daquele evento em um ponto x⃗ do espaço e num instante de tempo t.

Vamos, agora, estudar a solução da equação não-homogênea, ou seja, da equação:

[

∂2z − 2
(

2κ2 − 2κδ(z)
)

− a−2
�

(4)
]

hµν = 2Σµν (5.2.6)

o termo Σµν faz o papel de fonte para hµν mas não deve ser confundia com o tensor energia-

momento da matéria. A razão é que a equação de campo original para hµν é a equação

(4.1.37). No lado direito desta equação podemos identi�car o tensor energia-momento

da matéria (Tmat
AB ). Mas, devemos lembrar que esta equação foi obtida no sistema de

coordenadas gaussiano adaptado a brana, uma vez que �xamos a condição hAz = 0 e à

brana é localizada em z = 0. No entanto, a equação (5.2.6) é válida no gauge RS, onde as

condições adicionais ∂µhµν = hµµ = 0, são impostas. Aplicando estas condições na equação

(5.2.6), veri�camos que a fonte no gauge RS, deve satisfazer às condições

∂µΣ
µ
ν = 0 (5.2.7a)

Σµ
µ = 0 (5.2.7b)

Na próxima seção trataremos de relacionar Σµν com Tmat
µν .

Segundo o formalismo da função de Green, a solução da equação (5.2.6) é dada por:

hµν =

∫

dz′d4x′G(x, z; x′, z′)Σµν (5.2.8)

onde G (x, z, x′, z′), a chamada função de Green, deve satisfazer à equação:
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[

∂2z − 2[2κ2 − 2κδ(z)]− a−2
�

(4)
]

G(x, z; x′, z′) = δ4(x− x′)δ(z − z′) (5.2.9)

De acordo com a teoria de Sturm-Liouville, a função de Green pode ser construída a

partir das soluções da equação homogênea.

Como vimos, a equação homogênea pode ser resolvida pelo método da separação de

variáveis, cuja aplicação nos dá:

�Φσν(x) +m2Φσν(x) = 0 (5.2.10)

Ψ′′(z)− 2[2κ2 − 2κδ (z)]Ψ(z) +
m2

a2
Ψ(z) = 0 (5.2.11)

Essas equações podem ser estudadas, como já comentamos anteriormente, no contexto

da teoria de Sturm-Liouville. Um resultado extremamente importante dessa teoria é o

de que o conjunto completo das autofunções forma uma base completa para o espaço de

funções normalizáveis e que satisfazem às mesmas condições de contorno das autofunções

[5].

Um conjunto completo de autofunções do operador D �Alambertiano que aparace na

equação (5.2.10), é dado pelas ondas planas 1
(2π)4

exp (ikµx
µ) com kµk

µ = m2. O fator

1/ (2π)4 é um fator de normalização.

Em relação a equação (5.2.11), vimos que as autofunções associadas, já normalizadas

são dadas por:

u0 (z) =
√
2κe−kz (5.2.12)

um (z) =

√

m

κ

[

J1(
m
κ
)N2

(

m
κ
eκz
)

−N1(
m
κ
)J2
(

m
κ
eκz
)]

√

J1
(

κ
m

)2
+N1

(

κ
m

)2
(5.2.13)

Da teoria de Sturm-Liouville segue, então, que as funções 1
(2π)4

exp (ikµx
µ) um (z) con-

stituem uma base para as funções em cinco dimensões. Logo, a função de Green pode ser

decomposta nesta base, ou seja, podemos escrever
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G (x, z; x′, z′) =

∫

d4k

(2π)4
b(0k)u0(z)e

ikx +

∫ ∫

dmbmkum(z)e
ikx (5.2.14)

para algum conjunto de coe�cientes b(0κ) e bmκ, que podem depender de x′ e z′, e que

devem ser determinados pela equação (5.2.9).

Substituíndo (5.2.14) em (5.2.9), encontramos após usarmos as equação (5.2.10) e

(5.2.11), a seguinte equação:

∫

b(0k)
k2

a2
u0(z)

eikx

(2π)4
d4k

+

∫ ∫
[

k2 −m2

a2

]

b(mk)um(z)
eikx

(2π)4
dmd4k = δ4(x− x′)δ(z − z′) (5.2.15)

Para obter os coe�cientes da expansão vamos multiplicar a equação acima por um̃(z)e−ik̃x

e integramos em x e z:

∫

d4k

(2π)4
k2b(0k)

[
∫

dzu0(z)um̃(z)a
−2

∫

d4xeix(k−k̃)
]

+

∫ ∫

[

k2 −m2
]

b(mk)

[
∫

dzum(z)um̃(z)a
−2

∫

d4xeix(k−k̃)

]

dmd4k (5.2.16)

=

∫

dzum̃(z)δ(z − z′)

∫

d4xe−ik̃xδ4(x− x′)

Usando as condições de ortogonalidade:

δ(k − k̃) =
1

(2π)4

∫

d4xeix(k−k̃) (5.2.17)

δ(m− m̃) =

∫

dmum(z)um̃(z)a
−2 , m > 0 (5.2.18)

δ(m̃0) =

∫

dm̃u0(z)um̃(z)a
−2 (5.2.19)

obtemos:

∫

d4kb(0k)k
2δ(m̃0)δ(k − k̃) +

∫

[

k2 −m2
]

b(mk)δ(k − k̃)δ(m− m̃)dmd4k = um̃(z
′)e−ik̃x′

(5.2.20)

b(0k̃)k̃
2δ(m̃0) +

[

k̃2 − m̃2
]

b(m̃k̃) = um̃(z
′)e−ik̃x (5.2.21)

54



Portanto:

b(0κ) =
u0(z

′)e−ikx

k2
, m̃ = 0 (5.2.22)

b(mκ) =
um(z

′)e−ikx

[k2 −m2]
, m̃ > 0 (5.2.23)

Assim, a função de Green é dada por:

G(x, z; x′, z′) =

∫

d4k

(2π)4
u0(z

′)u0(z)e
ik(x−x′)

k2
(5.2.24)

+

∫

d4k

(2π)4
eik(x−x′)

∫

dm
um(z)um(z

′)

[k2 −m2]

Lembrando que o modo zero é descrito pela função de onda:

u0(z) =
√
κe−2κz (5.2.25)

Podemos escrever a função de Green completa da seguinte forma:

G(x, z; x′, z′) =

∫

d4k

(2π)4
eik(x−x′)

[

κe−2κ(z+z′)

k2
+

∫

dm
um(z)um(z

′)

[k2 −m2]

]

(5.2.26)

Com a função de Green, poderemos calcular o campo gravitacional, ou melhor, hµν

para qualquer distribuição de energia

Contudo estamos interessados unicamente no caso estacionário para o qual a função

de Green é determinada por [20]

G(x⃗, z; x⃗′, z′) =

∫ +∞

−∞

dt′G(x, z; x′, z′) (5.2.27)

ou seja,

G(x⃗, z; x⃗′, z′) =

∫ +∞

−∞

dt′
[
∫

d4k

(2π)4
eik(x−x′)

[

κe−2κ(z+z′)

k2
+

∫

dm
um(z)um(z

′)

[k2 −m2]

]]

Vamos inicialmente realizar a integração em dt′. Observe que:

∫

d4k

(2π)4

∫ +∞

−∞

dt′
eik(x−x′)

k2 −m2
=

∫

d4k

(2π)4

∫ +∞

−∞

dt′
eik

o(t−t′)−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

(5.2.28)

55



onde ωk =
√

k⃗2 +m2. Se de�nimos t′ = τ + t, temos:

∫

d4k

(2π)4

∫ +∞

−∞

eik
oτ−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

dτ =

∫

d4k

(2π)4
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

[
∫ +∞

−∞

eik
oτdτ

]

(5.2.29)

Por meio da de�nição da função delta de Dirac

∫ +∞

−∞

eik
oτdτ = 2πδ

(

k0
)

(5.2.30)

a relação (5.2.29) �ca da seguinte forma, quando integramos com respeito à coordenada

k0 :

∫

d4k

(2π)4
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

∫ +∞

−∞

eik
oτdτ =

∫

d3k

(2π)3

∫ +∞

−∞

dk0

2π

e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

2πδ
(

k0
)

= −
∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

m2 + k⃗2
(5.2.31)

onde utilizamos o fato de ωk =
√

k⃗2 +m2.

No apêndice D, calculamos a integral (5.2.31) explicitamente. Encontramos o seguinte

resultado
∫

dt′
d3k

(2π)3
eik⃗(x−x′)

[

m2 + k⃗2
] =

1

4π

e−mR

R
(5.2.32)

onde R = |x⃗− x⃗′|. Segue, então que:

∫ ∫

dt′d4k
d3k

(2π)3
eik(x−x′)

[k2 −m2]
=

1

4π

e−mR

R
(5.2.33)

Alguns comentários sobre (5.2.33) são pertinentes. Vemos que no caso de modo zero,

em quem = 0, recuperamos o potencial Newtoniano que cai com o inverso da distância. Já

para os modos KK com massa, as interações são mediadas por um gráviton como massa

e caem exponencialmente com a distância. A partir desse resultado podemos escrever a

função de Green independente do tempo:

G(x, z; x′, z′) =

(

− 1

4π

1

R

)

κe−2κ(z+z′) +

∫ ∞

0

dmum(z)um(z
′)

(

− 1

4π

e−mR

R

)

(5.2.34)
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Consideremos, agora, uma partícula com massa localizada na brana em z = 0 [15]. O

potencial estático gerado pela partícula num ponto sobre a brana (z′ = 0) será, de acordo

com (5.2.34), dado por:

G(x, z; x′, z′) = − κ

4πR
− 1

4πR

∫ ∞

0

dm [um(0)]
2 e−mR (5.2.35)

onde um (0) são os autos-estados dos grávitons (ver seção anterior) avaliados na brana,

ou seja:

um (0) =

√

m

κ

[

N1(
m
κ
)J2
(

m
κ

)

− J1(
m
κ
)N2

(

m
κ

)]

√

J1(
m
κ
)2 +N1(

m
κ
)2

(5.2.36)

Vamos agora calcular o potencial num ponto sobre a brana distante da fonte. Considere

R ≫ κ−1. Em (5.2.35), devido a exponencial decrescente, sabemos que a integral é

signi�cativa apenas para m < m∗ onde m∗ é da ordem de 1/R. Assim, temos.

κR ≫ 1

mR < m∗R ∼ 1

Essa condição implica que na integral (5.2.35) podemos admitir que m
κ
≪ 1.

Sendo assim, podemos expandir as funções de Bessel para pequenos argumentos (4.1.64),

(4.1.65):

J1(
m

κ
) =

m

2κ
, J2(

m

κ
) =

(m

2κ

)2

(5.2.37)

N1(
m

κ
) = − 1

π

2κ

m
, N2(

m

κ
) = − 1

π

(

2κ

m

)2

(5.2.38)

Desta forma, na aproximação de primeira ordem em m/κ obtemos.

[um (0)]2 =
m

κ
(5.2.39)

Logo, a função de Green será dada pela expressão
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G(x, z; x′, z′) = − κ

4πR
− 1

4πκR

∫ ∞

0

me−mRdm (5.2.40)

Integrando por partes, obtemos �nalmente a função de Green:

G(x, z; x′, z′) = − κ

4πR

[

1 +
1

κ2R2

]

(5.2.41)

Já foi apresentado acima o signi�cado físico da função de Green, e vimos que ela

representa a função potencial. Sendo assim, de (5.2.41), concluímos que a função de Green,

devido ao modo zero, recupera o caráter quadrimensional mais um termo de correção do

potencial gravitacional para longas distâncias. A contribuição dos modos KK com massa

se manifesta como uma correção da função de Green e carrega, portanto, os efeitos da

dimensão extra.

5.3 A Fonte e o Gauge

Nesta seção pretendemos estabelecer a relação entre Σµν , a fonte do campo hµν no gauge

RS, com Tµν , tensor energia-momento da matéria dada nas coordenadas gaussianas.

Considere a equação de campo para hµν , nas coordenadas gaussianas (x̄µ, z̄). Nas

coordenadas gaussianas adaptadas à brana, a localização da brana é descrita pela equação

z̄ = 0, mesmo com a perturbação, pois admitimos que hAz = 0. Nestas coordenadas, os

campos são simétricos com relação a z̄, uma vez que z̄ mede a distância transversal de

um ponto com respeito à brana.

A equação (4.1.37) nos fornece, após integrá-la em torno de z̄ no intervalo −ε < z̄ < ε e

tomarmos o limite ε→ 0, uma relação entre a descontinuidade da da primeira derivada da

métrica (associada à curvatura extrínsica da brana) e o conteúdo energético distribuído

na brana. Essa relação é conhecida como condição de junção de Israel e nosso caso,

levando-se em conta a simetria de re�exão nos dá:

1

2

[

h̄′µν
(

0+
)

− h̄′µν
(

0−
)]

+ 2κh̄µν = 8πG5

(

Tµν −
1

3
Tηµν

)

(5.3.42)
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(2κ+ ∂z) h̄µν = 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

(5.3.43)

Esta equação nos dá então a dependência do campo h̄µν com o tensor energia-momento

con�nado na brana, nas coordenadas Gaussianas.

5.3.1 Transformação de Coordenadas

Procuramos, agora, uma equação análoga à (5.3.43), que nos forneça a relação entre

hµν , a métrica perturbada no gauge RS, e a fonte.

Para isto vamos considerar a relação entre h̄µν e hµν .

Sob uma transformação de coordenadas in�nitesimal:

x̄A = xA + ξA (x) (5.3.44)

Podemos mostrar (ver apêndice E) que os "campos"h̄AB e hAB estão relacionados da

seguinte forma:

h̄MN = hMN − γAN ξA,M − γAM ξA,N − ξA (x) γMN,A (5.3.45)

onde γAB corresponde a métrica de fundo, que no nosso caso é

γµν = a2ηµν , γµz = 0, γzz = −1 (5.3.46)

e ξA (x) é uma função de todas as coordenadas tal que ξA (x) ≪ 1.

Em ambos os sistemas de coordenadas, temos

h̄zz = hzz = 0 (5.3.47a)

Segue então, de (5.3.45), a relação:

h̄zz = hzz −
(

γAz ξ
A
,z + γAz ξ

A
,z

)

− ξA (x) γzz,A (5.3.48)

Para os termos entre parêntesis as únicas componetes não nulas da métrica de fundo

são aquela em que A ≡ z. Enquanto que o último termo, qualquer que seja o valor de A,
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irá se anular. Assim, utilizando (5.3.47a) concluímos que

ξ5,z = 0 (5.3.49)

De onde concluímos que a função ξ5 não possui dependência da coordenada extra.

Logo

ξ5 ≡ ξ5(xµ) (5.3.50)

Agora consideremos as componentes da perturbação (M = µ e N = z) dadas por

(5.3.47a)

h̄µz = hµz −
(

γAµ ξ
A
,z + γAz ξ

A
,µ

)

− ξA (x) γµz,A (5.3.51)

Considerando que nos dois gauges temos

h̄µz = hµz = 0 (5.3.52)

obtemos:

γµν ξ
ν
,z + γzz ξ

5
,µ = 0

γµν ξ
ν
,z = ξ5,µ (5.3.53)

multiplicando (5.3.53) pela métrica de fundo inversa γµα, obtemos

ξα,z = γµαξ5,µ (5.3.54)

como γµα = e−2κ|z|ηµα, então,

ξα,z = e2κ|z|ηµαξz,µ (5.3.55)

Obtemos assim uma equação diferencial para as funções ξα. Por integração direta

de(5.3.55), com respeito a variável z, encontramos:
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ξα(x, z) =
1

2κ
e2κ|z|ηµαξ5,µ + F α (xα) (5.3.56)

onde F α(x) é uma função oriunda da integração, a qual não possui depêndencia com a

coordenada extra.

Uma vez obtida as condições necessárias para ξα(x) e ξ5(xµ) a �m de satisfazer às

condições (5.3.47a) e (5.3.52) nas coordenadas Gaussianas e no gauge RS, resta-nos agora

obter a relação entre h̄µν e hµν . Mais uma vez, fazendo uso das expressão (5.3.45) com

M = µ e N = ν, encontramos

h̄µν = hµν −
(

γAν ξ
A
,µ + γAµ ξ

A
,ν

)

− ξA (x) γµν,A (5.3.57)

Para os termos entre parêntesis os únicos termos não nulos são aqueles em que A = α

onde (α = 0, 1, 2, 3). Com isso, temos

h̄µν = hµν −
(

γαν ξ
α
,µ + γαµ ξ

α
,ν

)

− ξα (x) γµν,α − ξz (x) γµν,z (5.3.58)

e como γµν,α = 0 pois a métrica de fundo não possui dependência com as coordenadas

4-dimensionais, a equação acima se reduz a:

h̄µν = hµν −
(

γαν ξ
α
,µ + γαµ ξ

α
,ν

)

− ξz (x) γµν,z (5.3.59)

Substituindo γµν = e−2κ|z|ηµν e usando (5.3.56), (5.3.59) nos dá:

hµν = h̄µν +
1

κ
∂µ∂νξ

z − 2κe−2κ|z|ηµνξ
z + 2e−2κ|z|∂(µην)αF

α (5.3.60)

Substituindo (5.3.60) em (5.3.43), encontramos

(2κ+ ∂z)

(

hµν − 1

κ
∂µ∂νξ

5 − 2e−2κz∂(µην)αF
α + 2κe−2κzηµνξ

5

)

= 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

(2κ+ ∂z)hµν + 2∂µ∂νξ
5 = 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

(5.3.61)
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Portanto,

(2κ+ ∂z)hµν = 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

+ 2∂µ∂νξ
5 (5.3.62)

Sendo assim, podemos interpretar os termos do lado direito da igualdade acima como

termos de fonte do campo gravitacional hµν no novo gauge. De�nimos portanto,

Σµν = 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

+ 2∂µ∂νξ
5 (5.3.63)

e assim, temos, a equação procurada.

(2κ+ ∂z)hµν = Σµν (5.3.64)

No gauge RS, temos a condição hµµ = 0, como vimos, isto implica que Σµ
µ = 0. Para

garantirmos essa condição, devemos ter

Σµ
µ = 8πG5

(

ηµνTµν −
1

3
ηµνηµνT

)

+ 2ηµν∂µ∂νξ
5 = 0 (5.3.65)

8πG5

(

−1

3
T

)

+ 2∂µ∂µξ
5 = 0 (5.3.66)

Escrevendo �
(4) = ∂µ∂µ, temos a equação:

�ξ5 =
4πG5

3
T (5.3.67)

Portanto, para que o traço de hµν seja nulo, como é exigido no gauge RS, a função ξ5

deve obedecer a equação (5.3.67). Da de�nição (5.3.44), ξ5 nos dá a transformação entre

as coordenadas z e z̄. Explicitamente;

z̄ = z + ξ5 (x) (5.3.68)

Nas coordenadas Gaussianas, a posição da brana é dada pela equação z̄ = 0. Logo,

no gauge RS, a posição da brana será dada pela equação z = −ξ5 (x). Portanto, neste

gauge, a brana é descrita como uma hipersuperfície curva, quando há matéria con�nada

na brana.
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5.4 O Campo Gravitacional

Pela transformação de coordenadas realizada anteriormente para o sistema de coorde-

nadas Gaussianas Normais, temos que

h̄µν = hµν + 2κe−2κ|z|ηµνξ
5 − 1

κ
∂µ∂νξ

5 − 2e−2κz∂(µην)F
α (5.4.69)

Podemos separar hµν em duas partes, uma contribuição referente a um corpo massivo

e a outra devido ao desvio da brana. Então

h̄µν = h(mat)
µν + 2κe−2κ|z|ηµνξ

5 + h(ξ)µν − 1

κ
∂µ∂νξ

5 − 2e−2κz∂(µην)F
α (5.4.70)

como hµν é uma solução de (5.2.6), esta solução pode ser obtida por meio do método da

função de Green, logo

hµν = 2

∫

d4x′dz′G (x, z; x′, z′) Σµν(x
′)δ(z′) (5.4.71)

de forma que temos

h(mat)
µν = 16πG5

∫

d4x′dz′G (x, z; x′, z′)

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

(5.4.72)

h(ξ)µν = 4

∫

d4x′dz′G (x, z; x′, z′) ∂µ∂νξ
5 (5.4.73)

onde �zemos uso do fato de que

Σµν = 8πG5

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

+ 2∂µ∂νξ
5 (5.4.74)

Podemos portanto escolher F α (xα) de maneira apropriada de modo que os 3 últimos

termos em (5.4.70) se anulem [23] em z = 0. Portanto, em z = 0 a perturbação adquire

a seguinte expressão

h̄µν = 16πG5

∫

d4x
′

G
(

x, 0; x
′

, 0
)

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

+ 2κηµνξ
5 (5.4.75)
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5.4.1 A métrica estática com simetria esférica na brana

Se consideramos agora a existência de uma massa pontual M que permanece em repouso

na brana, esta massa "deformará" o espaço-tempo, isto é, provocará uma perturbação na

métrica do espaço tempo. Vamos portanto calcular essa perturbação. O tensor energia

momento de um corpo com massa localizado na brana é dado por [23]

Tµν =Mδ(3) (x⃗) δ0µδ
0
ν (5.4.76)

A equação que descreve o desvio da brana devido a presença do corpo com massa é

dado por (5.3.67), ou seja

�ξ5 =
4πG5

3
T

onde T é o traço do tensor energia momento. Utilizando (5.4.76) e calculando o seu traço,

encontramos

T =Mδ(3) (x⃗) (5.4.77)

Assim, temos:

�ξ5 =
4πG5

3
Mδ(3) (x⃗) (5.4.78)

Como o Campo produzido é estático, o operador d �Lambertiano � se reduz ao Lapla-

ciano em 3 dimensões, ou seja,

∇2ξ5 = −4πG5

3
Mδ(3) (x⃗) (5.4.79)

Sabemos que

∇2 1

|x⃗| = −4πδ(x⃗) (5.4.80)

Portanto
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ξ5 =
G5M

3r
(5.4.81)

onde de�nimos r = |x⃗| [23]

Como vimos, a perturbação da métrica é dividida em duas partes, uma referente à

matéria na brana e a outra devido ao desvio da brana. A parte da perturbação que diz

respeito à matéria é dada por (5.4.72). Utilizando a função de Green estacionária (5.2.41),

temos:

h(mat)
µν = 16πG5

∫

d3x
′

G
(

x, 0; x
′

, 0
)

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

(5.4.82)

Para o tensor energia-momento dado em (5.4.76), temos

(

Tµν −
1

3
ηµνT

)

=

(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)

Mδ(3) (x⃗) (5.4.83)

Portanto, (5.4.82) �ca escrito como

h(mat)
µν = −16πG5

∫

d3x
′ κ

4π|x⃗− x⃗′|

(

1 +
1

2κ2|x⃗− x⃗′|2
)(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)

Mδ(3) (x⃗′)

(5.4.84)

h(mat)
µν = −4κG5M

(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)
∫

d3x
′

(

1

|x⃗− x⃗′| +
1

2κ2|x⃗− x⃗′|3
)

δ(3) (x⃗′) (5.4.85)

h(mat)
µν = −4κG5M

(

1

|x⃗| +
1

2κ2|x⃗|3
)(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)

(5.4.86)

fazendo r = |x⃗|, obtemos:

h(mat)
µν = −4κG5M

r

(

1 +
1

2κ2r2

)(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)

(5.4.87)

De (5.4.75), sabemos que

h̄µν = h(mat)
µν + 2κηµνξ

5 (5.4.88)

Assim, usando (5.4.81) e (5.4.87):
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h̄µν = −4κG5M

r

(

1 +
1

2κ2r2

)(

δ0µδ
0
ν −

1

3
ηµν

)

+
2κG5M

3r
ηµν (5.4.89)

h̄µν = −4κG5M

r

(

1 +
1

2κ2r2

)

δ0µδ
0
ν −

2κG5M

r
ηµν

(

1 +
1

3κ2r2

)

(5.4.90)

h̄µν = −2κG5M

r

[(

1 +
1

3κ2r2

)

ηµν −
(

2 +
1

κ2r2

)

δ0µδ
0
ν

]

(5.4.91)

Esta é portanto a perturbação da métrica da brana [16] causada pelo corpo puntiforme

de massa M . Se considerarmos G4 = κG5 temos, �nalmente.

h̄00 = −2G4M

r

[(

1 +
2

3κ2r2

)]

(5.4.92)

e

h̄ij = −2G4M

r

[(

1 +
1

3κ2r2

)

δij

]

(5.4.93)

Assim, o elemento de linha no gauge de área será:

ds2 =

(

1− 2G4M

r
− 4G4M

3κ2r2

)

dt2 − dr2
(

1− 2G4M
r

− 3G4M
3κ2r2

) − r2dΩ2 (5.4.94)

Recuperamos assim, o resultado da Relatividade Geral no limite de campo fraco.

Observe que na expressão (5.4.94), o termo adicional é o termo de correção para o potencial

devido a dimensão extra.
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Capítulo 6

Comentários e Conclusões

Nesse trabalhamo realizamos um estudo sobre as dimensões extras no universo e ap-

resentamos alguns modelos dessa teoria. A idéia da existência de dimensões extras vem

sendo postulada desde a década de 20. Na tentativa de uni�car a gravidade com o eletro-

magnetismo, Theodor Kaluza e Oskar Klein [11] desenvolveram uma teoria, na qual a

existência de uma dimensão extra é de fundamental importância. Novos modelos de di-

mensões extras surgiram mais recentemente. O modelo conhecido por ADD foi proposto

por Nima Arkani�Hamed, Savas Dimopoulos e Georgi Dvali [17], no qual o problema da

hierarquia �ca resolvido quando se supõe a existência de dimensões extras. Um outro

modelo que estudamos neste trabalho são os modelos do cenário Randall-Sundrum (RS)

desenvolvidos por Lisa Randall e por Raman Sundrum. Nos modelos ADD, RSI e RSII, o

universo é visto como uma hipersuperfície imersa em um espaço ambiente maior, na qual

todos os campos exceto a gravidade estão con�nados.

No universo multidimensional, postulado na teoria de Kaluza-Klein, a métrica do

espaço-tempo em cinco dimensões é parametrizada de uma forma especí�ca, na qual se

identi�ca a métrica do espaço-tempo usual, um campo escalar e um campo vetorial. Além

disto, as derivadas da métrica com respeito à dimensão extra são consideradas nulas e

este seria um dos motivos pelo qual não observamos esta dimensão extra. A razão física

dessa condição é a hipótese de que a dimensão extra possui a topologia de um círculo com

um raio muito pequeno, da ordem do comprimento de Planck, e desta forma o universo
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teria uma forma cilíndrica. Assim, a dimensão extra no modelo Kaluza-Klein é uma

dimensão compacta. Para um observador 4-dimensional os campos são constituídos de

um modo zero juntamente com modo com massa, de�nidos como modo KK. Cada modo

KK carrega uma energia inversamente proporcional ao raio do círculo. Portanto, como o

raio da circunferência da dimensão extra é da ordem do comprimento de Planck, os modos

KK não podem ser excitados em processos de baixas energias, exceto o modo zero, que

não depende da dimensão extra.

Nas teorias de imersão, o con�namento dos campos desempenha um papel fundamen-

tal. Na literatura, existem diversos modelos de aprisionamento do campo. Utilizamos o

modelo de localização de férmions proposto por Rubakov e por Shaposhnikov [19] como

ilustração. Neste cenário, toda a matéria encontra-se presa numa hipersuperfície (3+1)-

dimensional denominada de 3-brana inserida em um universo de dimensões extras. No

contexto da teoria de campo, esta hipersuperfície nada mais é do que uma parede de

domínio, no limite de espessura nula. Neste modelo, se admitiu a existência de apenas

uma dimensão extra. Os férmions com massa nula, estão presos à parede por meio de uma

interação do tipo Yukawa com o campo escalar. Existe um salto entre o modo zero e os

modos contínuos que representam os férmions 5-dimensionais que se propagam ao longo

da dimensão extra. Portanto, esse mecanismo que aprisiona a matéria numa brana é um

aspecto importante da teoria ao explicar por que as dimensões extras não são observadas.

Tanto a matéria como os outros campos do modelo padrão (com exceção da gravidade)

estão presos a brana, ou seja, linhas de campo elétrico e magnético por exemplo, não

podem se propagar ao longo da dimensão extra. Apenas os grávitons podem se propagar

livremente em dimensões superiores. Podemos utilizar a analogia das bolas de bilhar

movendo-se na superfície de uma mesa de jogos apresentada por Nima Arkani�Hamed,

Savas Dimopoulos e Geogi Dvali. Nesta analogia, as partículas do modelo padrão, como

elétrons e prótons, são bolas as bolas de bilhar, enquanto que a mesa de jogos seria a

brana. Neste exemplo, temos um universo bidimensional. Quando duas bolas se chocam,

elas produzem ondas sonoras que se propagam em 3 dimensões. Estas ondas sonoras são
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análogas a grávitons, que podem viajar no espaço de dimensões extras. Se a energia do

choque for su�cientemente grande, as ondas sonoras que são produzidas, levarão embora

alguma energia da superfície.

Como o único campo que se propaga na direção da dimensão extra é o campo grav-

itacional, estudamos os efeitos que as dimensões extras causam sobre este campo. No

entanto, em dimensões superiores não-compactas, o campo gravitacional cai mais rapida-

mente com a distância do que prevê a lei do inverso do quadrado, válida no espaço com três

dimensões espaciais. Porém no modelo ADD a exemplo de Kaluza-Klein, as dimensões

são compactas embora podendo ter comprimento grande quando comparado aquele outro

modelo. Determinamos, então, o potencial gravitacional gerado por um corpo de massa

m em um universo deste tipo que possui uma única dimensão extra. Como a dimensão

extra possui a topologia circular, o universo apresentará uma forma cilíndrica e neste caso

as linhas de campo que se propagam ao longo deste universo, darão voltas em torno dele.

Se existe um observador na proximidades de m, as linhas de campo provenientes dessa

massa chegarão até o observador depois de percorrerem o cilindro e então o observador

sentirá a in�uência do campo gravitacional gerado por várias massas que estarão dispostas

ao longo da mesma linha que passa pelo centro de m. A estas diversas massas demos o

nome de imagens topológicas e estas massas estão separadas por uma distância igual ao

comprimento da dimensão extra. Consideramos ainda a situação em que o observador

encontra-se a uma distância muito grande quando comparado com o raio da dimensão

extra e para esta situação o observador vê um �o de massa, ou seja, uma distribuição

uniforme de massa ao longo da dimensão extra e concluímos que para grandes distâncias,

quando comparadas com o raio da dimensão extra, recuperamos o potencial gravitacional

gerado por m em um espaço com 3 dimensões espaciais não compactas.

O principal objetivo do modelo ADD está na tentativa de resolver o problema da

hierarquia. Assim, este problema seria resolvido se a escala de Planck em um espaço

multidimensional , fosse da mesma ordem que a escala eletro-fraca. Neste caso, teríamos

uma relação entre o comprimento das dimensões extras lc e o número de dimensões extras
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(η − 4) dada por lc = 10−18(1015)2/η−4 . Portanto, para evitar con�ito com os dados

experimentais, o modelo precisa de no mínimo duas dimensões extras; neste caso lc seria

da ordem do milímetro.

Outros modelos de Dimensões extras que estudamos foram os modelos desenvolvidos

por Lisa Randall e Raman Sundrum. Assim como no ADD, os modelos de Randall-

Sundrum (RS), como são conhecidos, são modelos de brana, ou modelos de imersão. Estes

modelos diferem do ADD quando se trata do números de dimensões extras do universo e

pela maneira como elas estão escondidas, no que diz respeito ao campo gravitacional. No

modelo ADD, o campo gravitacional reproduz o comportamento quadrimensional porque

as dimensões extras são compactas. Nos modelos RS, isso acontece devido o fato da

métrica ser modi�cada por um fator de deformação denominado de "warping factor".

Assim, não temos um espaço-plano (sem curvatura) como ocorre no modelo ADD, e por

causa disso no modelo (RSI) basta uma dimensão extra para tentar solucionar o problema

da hierarquia.

No modelo RSI, o universo é constituído por duas branas e dessa maneira a dimensão

extra possui um comprimento �nito, temos assim uma dimensão compacta. Ainda no

modelo RSI, discutimos o espectro de massa dos grávitons. Notamos que existe um

modo zero (grávitons sem massa) e que os modos massivos dependem do tamanho da

dimensão extra, formando um espectro de massa discreto. Para uma dimensão extra de

comprimento su�cientemente pequeno, a massa do primeiro modo massivo dos grávitons é

muito grande sendo necessário, portanto, uma energia muito alta para excitar este modo.

Se admitirmos que, esta energia está fora do alcance experimental atual, isto explicaria

porque os grávitons massivos não foram encontrados ainda. A detecção futura deste

grávitons do modo KK seria um forte indício da existência de uma dimensão extra no

universo.

Já no modelo RSII, uma das branas é removida. Com isso o comprimento da dimensão

extra torna-se in�nito. Neste caso, a massa dos grávitons pode assumir qualquer valor

real não-negativo. Com isso concluímos que no modelo RSII os espectro de massa torna-
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se contínuo. No entanto, ainda existe um modo zero m = 0 normalizável. E é graças a

este modo zero que o campo gravitacional apresenta um comportamento quadrimensional,

para longas distâncias, apesar da existência da dimensão extra com escala in�nita.

Estudamos ainda, neste modelo, o campo gravitacional gerado por uma distribuição de

materia localizada na brana. Consideramos uma fonte esférica e estacionária. A métrica

difere da métrica de Schwarzschild por um termo de correção conseqüência da dimensão

extra suposta pelo modelo.

Uma perspectiva deste trabalho consiste em calcular a emissão de ondas gravitacionais

e a energia irradiada no modelo RSII, por uma fonte de campo gravitacional, mais especi-

�camente um sistema binário de duas estrelas, por exemplo.
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Apêndice A

Volumes em Dimensões Extras

Já que estamos dissertanto sobre teorias de dimensões extras, vamos apresentar uma breve

análise sobre Esferas e seus volumes nestas teorias. Vamos inicialmente estabelecer as

de�nições de Esferas e Bolas [7].

Considere o espaço de 3 dimensões, com coordenadas x1, x2, x3. Neste espaço a 3−Bola

(B3) será a região de�nida por:

B3 (R) : x21 + x22 + x23 ≤ R2 (A.1)

esta região está envolvida por 2− Esfera

S2 (R) : x21 + x22 + x23 = R2 (A.2)

onde o índices superiores emB e S denotam a dimensionalidade do espaço em questão[cite7].

Vejamos um exemplo em espaço de dimensões inferiores. Em um espaço de 2 dimen-

sões, B2 é um disco em 2 dimensões envolvido por um círculo de raio unitário S1. Logo,

podemos generalizar estas de�nições de Bolas e Esferas para um espaço com n dimen-

sões abitrárias, onde as Bolas e Esferas formam um sub-espaço de R
n. Assim, uma

Bola será de�nida por:

Bn (R) : x21 + x22 + ...+ x2n ≤ R2 (A.3)
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esta região está envolvida por uma Esfera Sn−1 (R)

Sn−1 (R) : x21 + x22 + ...+ x2n = R2 (A.4)

Esta discussão pode causar confusão quando for preciso utilizar as de�nições de com-

primento, área e volume de modo que independente do número de dimensões do espaço

sempre iremos nos referir a volumes. Assim, se o espaço possui uma única dimensão,

tomamos o volume como sendo o comprimento. Se o espaço possui duas dimensões o vol-

ume será a área, e neste contexto os espaços de dimensões superiores possuirão somente

volume [7].

De posse desta de�nição, então os volumes das esferas em uma e em duas dimensões

serão:

V ol
(

S1 (R)
)

= 2πR (A.5)

V ol
(

S2 (R)
)

= 4πR2 (A.6)

Percebemos que o volume da esfera tem unidades de comprimento elevado a potência

da dimensão espacial. Então, o volume de uma esfera de raio R está relacionado com o

volume de uma esfera de raio unitário por:

V ol
(

Sn−1 (R)
)

= Rn−1V ol
(

Sn−1
)

. (A.7)

Perceba que usando (A.7) recuperamos as expressões (A.5) e (A.6).

Precisamos agora de�nir o volume da Esfera de raio unitário Sn−1. No espaço R
n,

a coordenada radial é de�nida por

r2 = x21 + x22 + ...+ x2n (A.8)

Consideremos a seguinte integral

In =

∫

Rn

dx1dx2...dxne
−r2 (A.9)
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Para resolver esta integral, vamos seguir dois caminhos diferente. Primeiro, calculando

o produto de n integrais gaussianas, obtemos

In =
n
∏

i=1

∫ +∞

−∞

dxie
−x2

i =
(√

π
)n

= π
n
2 (A.10)

Por outro lado, podemos fatiar o espaço R
n em cascas esfericas concêntricas. Desta

maneira, a região r = cte corresponde a esfera Sn−1 (r) . O volume entre cascas esféricas

localizadas em r e r + dr é igual a:

V ol(Sn−1 (r))dr (A.11)

e por isso a integral In assume a seguinte forma:

In =

∫ ∞

0

drV ol(Sn−1 (r))e−r2 (A.12)

Utilizando (A.7) temos

In = V ol(Sn−1)

∫ ∞

0

drrn−1e−r2 (A.13)

Aqui, podemos fazer uma mudança de coordenadas da seguinte forma t = r2. Segue,

então, que

In = V ol(Sn−1)

∫ ∞

0

dte−tr
n
2
−1 (A.14)

Lembrando da de�nição da função gama [13],

Γ (n) =

∫ ∞

0

dte−tr
n
2
−1 (A.15)

Podemos, reescrever (A.14) como:

In =
1

2
V ol(Sn−1)Γ

(n

2

)

(A.16)

Então, comparando (A.10) com (A.16) �nalmente encontramos

V ol(Sn−1) =
2πn/2

Γ
(

n
2

) (A.17)
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Podemos então veri�car:

V ol
(

S1
)

= V ol
(

S2−1
)

=
2π

Γ (1)
= 2π

V ol
(

S2
)

= V ol
(

S3−1
)

=
2π3/2

Γ (3/2)
= 4π (A.18)

V ol
(

S3
)

= V ol
(

S4−1
)

=
2π2

Γ (2)
= 2π2

Então usando (A.17)

V ol
(

Sn−1 (R)
)

=
2πn/2

Γ
(

n
2

)Rn−1 (A.19)

A expressão (A.19) estabelece o volume em um espaço com n dimensões extras arbi-

trárias.
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Apêndice B

Integral de Contorno no Plano

Complexo

Vamos, agora, demostrar a solução da seguinte integral apresentada no capítulo 4:

∫ ∞

−∞

k

m2 + k⃗2
e ikRdk =

1

2

[
∫ ∞

−∞

e ikR

k + im
dk +

∫ ∞

−∞

e ikR

k − im
dk

]

(B.1)

Para resolução deste tipo de integral faremos uso do teorema dos resíduos que é bem

conhecido na Teoria das variáveis complexas [5].

B.1 Teorema do Resíduo

Considere uma função f ≡ f (z) que é bem de�nida numa determinada região do plano

complexo, exceto em um número �nitos de singularidades isoladas z1, z2, ..., zn. Então,

seja C um caminho fechado que envolve os pontos singulares, de maneira que sobre C e

no seu interior a função f é analítica exceto nos pontos z1, z2, ..., zn, Então

∫

C

f (z) dz = 2πi
k
∑

j=1

(res. f) (zj) (B.2)

onde (res. f) (zj) é a resíduo da função f em zj e a integral é calculada no sentido anti-

horário ao longo de [4]
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B.2 Integrais no Plano Complexo

Podemos, agora, fazer uso do teorema do resíduo para calcular a integral (B.1). Os

pontos singulares ou pólos da função são ±im. Para calcular esta integral, vamos integrar

ao longo de um caminho fechado C (um semicírculo de raio L) e tomar o limite L→ ∞.

Se a integral da parte "curva"for a zero quando L vai ao in�nito, a integral em C deve

convergir para a integral ao longo do eixo real, reproduzindo, portanto, a integral (B.1)

Consideremos a primeira integral do lado direito da relação (B.1), que tem como pólo

o ponto −im. Vamos veri�car qual o caminho C mais adequado, o semi-círculo inferior

�gura (B.1) ou superior �gura (B.2). Considere, primeiro o semi-círculo inferior. Ao longo

deste caminho a variável de integração pode ser escrita como k = α − iβ2. Neste caso, a

integral seria dada por

lim
L→∞

∫

C

e iαReβ
2R

k + im
dk (B.3)

Figura B.1: Semicírculo inferior de raio L

No limite L→ ∞, esta integral diverge, portanto, podemos veri�car que esse contorno

não é conveniente para nossos propósitos.

Vamos tomar o contorno por cima. Agora, k = α + iβ2, conforme a �gura (B.2)

A integral será, então;

lim
L→∞

∫

C

e iαRe−β2R

k + im
dk (B.4)

Vemos, que neste contorno a integral converge quando L → ∞. Mais do que isso, a

integral ao longo do arco vai a zero neste limite, ou seja;
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Figura B.2: Semicírculo superior CL de raio L.

lim
L→∞

∫

arco

e iαReβ
2R

k + im
dk = 0 (B.5)

Sendo assim,

∫ ∞

−∞

e ikR

k + im
dk = lim

L→∞

∫

C

e ikR

k + im
dk (B.6)

Agora, usando o teorema do resísuo, sabemos que a integral (B.6) é nula porque o

pólo está fora do contorno. Portanto

∫

C

e ikR

k + im
dk = 0 (B.7)

Podemos, agora, aplicar o mesmo raciocínio para a segunda integral da equação (B.1)

∫ ∞

−∞

e ikR

k + im
dk = 2πie−mR (B.8)

e assim, a nossa integarl assume a seguinte forma

∫ ∞

−∞

k

m2 + k⃗2
e ikRdk = − 1

4π

e−mR

R
(B.9)
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Apêndice C

Constantes de Normalização das

Autofunções

No capítulo 5 discutimos o espectro de massa dos grávitons, de forma que precisamos

encontrar as constates de normalização das autofunções.

Vamos iniciar nossa discussão considerando a normalização das funções de onda que de-

screvem os modos KK. Como vimos, no capítulo (4), os modos KK satisfazem à equação.

Ψ′′
m (z)− 4κ2Ψm (z) +

m2

a2
Ψm (z) = 0 (C.1)

De maneira análoga, para um outro valor Ψm̃ (z), teríamos

Ψ′′
m̃(z)− 4κ2Ψm̃ (z) +

m̃2

a2
Ψm̃ (z) = 0 (C.2)

Vamos multiplicar (C.1) por Ψ(m̃x) e (C.2) por Ψ(mx) e subtrair as expressões en-

contradas

Ψm̃ (z)Ψ′′
m (z)−Ψm (z)Ψ′′

m̃ (z) =
m̃2 −m2

a2
Ψm (z)Ψm̃ (z) (C.3)

podemos ainda reescrever o termo da lado esquerdo da equação acima como uma derivada,

assim obtemos

d

dz
[Ψm̃ (z)Ψ′

m (z)−Ψm (z)Ψ′
m̃ (z)] =

m̃2 −m2

a2
Ψm (z)Ψm̃ (z) (C.4)
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integrando no intervalo [0, z], encontramos
∫ z

0

d

dz
[Ψm̃ (z)Ψ′

m (z)−Ψm (z)Ψ′
m̃ (z)] dz =

(

m̃2 −m2
)

∫ z

0

1

a2
Ψm (z)Ψm̃ (z) dz (C.5)

logo
[Ψm̃ (z)Ψ′

m (z)−Ψm (z)Ψ′
m̃ (z)]z0

(m̃2 −m2)
=

∫ z

0

1

a2
Ψm (z)Ψm̃ (z) dz (C.6)

Substituindo os limites de integração na expressão da direita em (C.6), temos que o

termo para z = 0 se anula uma vez que impomos as condições de contorno neste ponto.

Contudo, para o limite superior da integração, z → ∞, devemos fazer uma analise

assintótica da função de onda.

As funções de onda dos modos KK que são soluções da equação (C.1) são na realidade

uma combinação linear das funções de Bessel de primeira e segunda espécies. De fato,

vimos no capítulo (4) que:

Ψm(z) = Cm

[

J1(
m

κ
)N2

(m

κ
eκz
)

−N1(
m

κ
)J2

(m

κ
eκz
)]

(C.7)

onde Cm é uma constante de normalização. Podemos ainda escrever a função acima em

termos de uma nova variável de�nida por x = eκz

κ
. Neste caso temos

Ψm(z) = Cm

[

J1(
m

κ
)N2 (mx)−N1(

m

κ
)J2 (mx)

]

(C.8)

Observe que quando z → ∞ ⇒ x→ ∞.

A derivada de Ψ(z) �ca

Ψ′
m (z) = (κx)

dΨm (mx)

dx
(C.9)

Com isso a derivada de (C.8) será

Ψ′
m(z) = Cmkx

[

J1(
m

κ
)
dN2 (mx)

dx
−N1(

m

κ
)
dJ2 (mx)

dx

]

(C.10)

No limite x→ ∞, as funções de Bessel podem ser escritas em suas formas assintóticas.

O comportamento assintótico das funções de Bessel de primeiro e segundo tipo é dado

por [13]
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J2(mx) =

√

2

πmx
cos

(

mx− 5

4
π

)

(C.11a)

N2(mx) =

√

2

πmx
sin

(

mx− 5

4
π

)

(C.11b)

Os argumentos das funções seno e cosseno irão se reduzir a mx uma vez que estamos

tratando do limite assintótico de x e neste caso mx≫ 5
4
π, portanto teremos

J2(mx) =

√

2

πmx
cos (mx) (C.12a)

N2(mx) =

√

2

πmx
sin (mx) (C.12b)

Portanto derivando as expressões assintóticas para J2(mx) e N2(mx), temos

dJ2(mx)

dx
= −1

2

√

2

πmx3
cos (mx)−m

√

2

πmx
sin (mx) (C.13a)

dN2(mx)

dx
= −1

2

√

2

πmx3
sin (mx) +m

√

2

πmx
cos (mx) (C.13b)

Como estamos tratando do comportamento assintótico, o primeiro termo destas derivadas

é pequeno quando comparando ao segundo termo e podemos desprezá-lo, uma vez que

x→ ∞, x−3/2 ≪ x−1/2. Assim:

dJ2(mx)

dx
= −m

√

2

πmx
sin (mx) (C.14a)

dN2(mx)

dx
= m

√

2

πmx
cos (mx) (C.14b)

Desta forma, a expressão em (C.9) será

Ψ′
m(z) = Cmκmx

√

2

πmx

[

J1(
m

κ
) cos (mx) +N1(

m

κ
) sin (mx)

]

(C.15)

Podemos agora obter as constantes de normalização Cm da função de onda dos modos

KK. Para tanto, devemos escolher o Cm de tal forma que o lado esquerdo de (C.6) seja

81



igual a função Delta de Dirac δ (m− m̃). Tendo esse objetivo em mente, devemos pro-

ceder da seguinte maneira. De inicio consideremos o produto entre Ψm̃Ψ
′
m e entre ΨmΨ

′
m̃

separadamente:

Ψm̃Ψ
′
m = CmCm̃

2κ

π

√

m

m̃

{[

J1(
m̃

κ
) sin (m̃x)−N1(

m̃

κ
) cos (m̃x)

]

(C.16)
[

J1(
m

κ
) cos (mx) +N1(

m

κ
) sin (mx)

]}

ΨmΨ
′
m̃ = CmCm̃

2κ

π

√

m̃

m

{[

J1(
m

κ
) sin (mx)−N1(

m

κ
) cos (mx)

]

(C.17)
[

J1(
m̃

κ
) cos (m̃x) +N1(

m̃

κ
) sin (m̃x)

]}

De�nindo ∆m = m̃ −m, obtemos subtraindo (C.17) de (C.16) e usando as relações

trigonométricas para sin (A± B) e cos (A± B), a seguinte expressão:

[Ψm̃ (z)Ψ′
m (z)−Ψm (z)Ψ′

m̃ (z)] = CmCm̃
2mκ

π

√

1

mm̃
{[

N1(
m̃

κ
)N1(

m

κ
) + J1(

m̃

κ
)J1(

m

κ
)

]

sin [∆mx]

+

[

N1(
m̃

κ
)J1(

m

κ
)− J1(

m̃

κ
)N1(

m

κ
)

]

cos [∆mx]

}

+CmCm̃
2κ∆m

π

√

1

mm̃
{[

N1(
∆m

κ
)N1(

m

κ
) cos(mx) sin(m̃x) (C.18)

− J1(
∆m

κ
)J1(

m

κ
) cos(m̃x) sin(mx)

]

+

[

J1(
∆m

κ
)N1(

m

κ
) cos(m̃x) cos(mx)

−N1(
∆m

κ
)J1(

m

κ
) sin(m̃x) sin(mx)

]}

No lado esquerdo da equação (C.6) , o denominador pode ser escrito como

m̃2 −m2 = (m̃−m) (m̃+m) = ∆m (m̃+m) (C.19)

Assim, temos
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Ψm̃ (z)Ψ′
m (z)−Ψm (z)Ψ′

m̃ (z)

(m̃2 −m2)
=
CmCm̃

2mκ
π

√

1
mm̃

∆m (m̃+m)
{[

N1(
m̃

κ
)N1(

m

κ
) + J1(

m̃

κ
)J1(

m

κ
)

]

sin [∆mx]

+

[

N1(
m̃

κ
)J1(

m

κ
)− J1(

m̃

κ
)N1(

m

κ
)

]

cos [∆mx]

}

CmCm̃
2κ∆m

π

√

1
mm̃

∆m (m̃+m)
(C.20)

{[

N1(
∆m

κ
)N1(

m

κ
) cos(mx) sin(m̃x)

− J1(
∆m

κ
)J1(

m

κ
) cos(m̃x) sin(mx)

]

+

[

J1(
∆m

κ
)N1(

m

κ
) cos(m̃x) cos(mx)

−N1(
∆m

κ
)J1(

m

κ
) sin(m̃x) sin(mx)

]}

Queremos mostrar que a expressão acima é proporcional a delta de Dirac δ (m̃−m)

no limite que z → ∞ (x→ ∞) .

Isso pode ser veri�cado, integrando (C.20) com respeito a m̃, no intervalo a ≤ m̃ ≤ b

. Vamos considerar cada termo separadamente.

Considere inicialmente os quatro últimos termos de (C.20). Eles tem a seguinte forma

∫ b

a

F (m̃) sin (m̃x) dm̃ ou
∫ b

a

F (m̃) cos (m̃x) dm̃ (C.21)

onde F (m̃) é uma função bem comportada de m̃ no intervalo (a, b). Assim, de acordo

com o lema de Riemann-Lebesgue[cite 35] essas expressões se anulam no limite x→ ∞.

O primeiro termo em (C.20) tem a forma

∫ b

a

dm̃CmCm̃
2mκ

π

√

1

mm̃

[

N1(
m̃
κ
)N1(

m
κ
) + J1(

m̃
κ
)J1(

m
κ
)
]

m+ m̃

sin [∆mx]

∆m
(C.22)

sabemos que sin[∆mx]
∆m

é uma sequência delta convergente, para x→ ∞ , mais precisamente

o limite é igual a πδ (m̃−m). Assim, admitindo que a função que a multiplica é bem

comportada, no intervalo (a, b) , temos:
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lim
x→∞

∫ b

a

dm̃CmCm̃
2mκ

π

√

1

mm̃

[

N1(
m̃
κ
)N1(

m
κ
) + J1(

m̃
κ
)J1(

m
κ
)
]

m+ m̃

sin [∆mx]

∆m

= C2
m

κ

m

[

J2
1 (
m

κ
) +N2

1 (
m

κ
)
]

= 1 (C.23)

Se m pertence ao intervalo [a, b] e zero no caso contrário.

Para termos um resultado igual a unidade em (C.23), devemos então escolher

Cm =

√

m

κ

1
√

J1
(

κ
m

)2
+N1

(

κ
m

)2
(C.24)

O segundo termo

∫ b

a

dm̃CmCm̃
2mκ

π

√

1

mm̃

[

N1(
m̃
κ
)J1(

m
κ
)− J1(

m̃
κ
)N1(

m
κ
)
]

m+ m̃

cos [∆mx]

∆m
(C.25)

Se m /∈ [a, b] , a integral acima é do tipo anterior (C.18) , portanto, vai a zero no

limite x→ ∞. O problema acontece quando integramos m̃ em torno de m, por causa do

denominador que vai a zero (∆m→ 0). No entanto, note que o numerador também tende

a zero. Assim, (C.25) também é do tipo (C.21), logo tende a zero. Assim, Finalmente

∫ z

0

1

a2
Ψm (z)Ψm̃ (z) dz = δ (m̃−m) (C.26)

Com a escolha (C.24), ou seja, para

Ψm(z) =

√

m

κ

[

J1(
m
κ
)N2

(

m
κ
eκz
)

−N1(
m
κ
)J2
(

m
κ
eκz
)]

√

J1
(

κ
m

)2
+N1

(

κ
m

)2
(C.27)
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Apêndice D

Integrais

Desejamos a integral a seguir que aparece no capítulo (5).

∫

d4k

(2π)4
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

(k0)2 − ω2
k

∫ +∞

−∞

eik
oτdτ = −

∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

m2 + k⃗2
(D.1)

Na integral D.1 temos um produto interno entre os vetores k⃗ e (x⃗− x⃗′) de forma que

este produto pode ser escrito como

k⃗ (x⃗− x⃗′) = kR cos θ (D.2)

onde R = |x⃗− x⃗′|

−
∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ik⃗(x⃗−x⃗′)

m2 + k⃗2
= −

∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ikR cos θ

m2 + k⃗2
(D.3)

em coordenadas esfericas temos que d3k = k2senθdkdθdϕ

−
∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ikR cos θ

m2 + k⃗2
= − 1

(2π)3

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0

e−ikR cos θ

m2 + k⃗2
k2senθdkdθdϕ (D.4)

= − 1

(2π)2
1

(iR)

∫ ∞

0

(

e ikR − e−ikR
) k

m2 + k⃗2
dk (D.5)

= − 1

(2π)2
1

(iR)

∫ ∞

0

e ikR
k

m2 + k⃗2
dk −

∫ ∞

0

e−ikR k

m2 + k⃗2
dk

(D.6)

Podemos fazer uma mudança de variável na última integral em (D.6) então,
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k → −k

dk → −dk

logo temos

−
∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
e−ikR cos θ

m2 + k⃗2
= − 1

(2π)2
1

(iR)

∫ ∞

0

e ikR
k

m2 + k⃗2
dk −

∫ −∞

0

e ikR
k

m2 + k⃗2
dk

(D.7)

= − 1

(2π)2
1

(iR)

∫ ∞

−∞

k

m2 + k⃗2
e ikRdk

O integrando ainda pode ser escrito da seguinte forma

k

m2 + k⃗2
=

1

2

[

1

k + im
+

1

k − im

]

(D.8)

E a integral em (D.7) será escrita da seguinte maneira

∫ ∞

−∞

k

m2 + k⃗2
e ikRdk =

1

2

[
∫ ∞

−∞

e ikR

k + im
dk +

∫ ∞

−∞

e ikR

k − im
dk

]

(D.9)

Estas integrais podem ser resolvidas por meio de integrais de contorno no plano com-

plexo, temos portanto

∫ ∞

−∞

e ikR

k + im
dk = 0 (D.10)

∫ ∞

−∞

e ikR

k − im
dk = 2πie−mR (D.11)

então

− 1

(2π)2
1

(iR)

∫ ∞

−∞

k

m2 + k⃗2
e ikRdk = − 1

(2π)2
1

(iR)

1

2
2πie−mR = − 1

4π

e−mR

R
(D.12)

logo

∫

dt′
d4k

(2π)4
eik(x−x′)

[k2 −m2]
(D.13)
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Apêndice E

Transformação de Coordenadas

Consideremos uma transformação de coordenadas in�nitesimal:

x̄A = xA + ξA (x) (E.1)

Nas coordenadas Gaussianas a métrica ḡAB deve manter a mesma forma que gAB , ou

seja, a métrica no gauge RS. Utilizando a de�nição de tensor covariante [29] como sendo

o ente matemático que muda de um sistema de coordenadas para outro com a matriz

jacobiana. Assim, o tensor métrico obedece a seguinte transformação de coordenadas [2]

ḡMN =
∂xA

∂x̄M
∂xB

∂x̄N
gAB (E.2)

de modo que

gAB = γAB + hAB (E.3)

Vejamos, utilizando (E.1)

∂xA

∂x̄M
=

∂

∂x̄M
(

xA − ξA (x)
)

∂xA

∂x̄M
=
∂xA

∂x̄M
− ∂ξA (x)

∂x̄M

∂xA

∂x̄M
= δAM − ∂ξA (x)

∂x̄M
(E.4)

e ainda substituindo (E.3) em (E.2) temos

ḡMN =

(

δAM − ∂ξA (x)

∂x̄M

)(

δBN − ∂ξB (x)

∂x̄N

)

(γAB + hAB ) (E.5)
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mas como de uma forma geral a métrica de fundo pode ser uma função de todas as

coordenadas, ou seja,

γAB ≡ γAB

(

xC
)

(E.6)

no nova sistema de coordenadas

γAB

(

xC
)

= γAB

(

x̄C − ξC (x)
)

(E.7)

expandindo até primeira ordem de ξ, temos

γAB

(

xC
)

= γAB (x̄C)− ξC (x)
∂γAB

∂xC
(E.8)

Logo, o tensor métrico no novo sistema de coordenadas será

ḡMN =

(

δAM − ∂ξA (x)

∂x̄M

)(

δBN − ∂ξB (x)

∂x̄N

)(

γAB (x̄C)− ξC (x)
∂γAB

∂xC
+ hAB

)

(E.9)

desprezando os termos de segunda ordem

ḡMN = γ̄MN + hAB − γAN ξA,M − γBM ξB,N − ξC (x) γMN,C (E.10)

onde ξA,M = ∂ξA

∂xM

Esta expressão deve manter a mesma forma que (E.3), ou seja,

ḡMN = γ̄MN + h̄MN (E.11)

Então comparando (E.10) com (E.11), temos que:

h̄MN = hMN − γAN ξA,M − γAM ξA,N − ξA (x) γMN,A (E.12)
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