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RESUMO

De acordo com 0 nosso senso comum, ao que parece o espaco-tempo possui quatro di-
mensoes. Contudo, existem razoes, do ponto de vista da fisica teérica, para se acreditar
na existéncia de dimensoes extras. Mas se estas dimensoes existem, as teorias devem ser
capazes de explicar como elas estao escondidas das nossas observacoes. Neste trabalho,
consideramos alguns modelos tedrico de dimensoes superiores, tentando estabelecer a
principal diferenca entre os mecanismos utilizados em cada um deles para esconder as
dimensoes extras. Iniciamos com a teoria de Kaluza-Klein que postula a existéncia de
dimensoes extras compactas cujo comprimento é da ordem da escala de Planck. Em
seguida, no6s estudamos um modelo de branas, conhecido como modelo ADD, no qual
as dimensoes extras ainda sao compactas mas cuja escala ¢ muito maior que a escala de
comprimento de Planck. Finalmente, no cenario de dimensoes extras deformadas (warped
extra dimensions), consideramos o modelo de uma tnica dimensao extra compacta (RSI)

e o modelo RSII, no qual a dimensao extra tem uma escala infinita



ABSTRACT

The space-time seems to have four dimensions according to our common sense. However
there are reasons, from the viewpoint of theoretical physics, to believe in the existence of
extra dimensions. But if there are extra dimensions, theories must be able to explain how
they are hidden from our observation. In this work, we consider some models of higher
dimensional theories, trying to establish the main difference concerning the mechanism
used by them in order to hide the extra dimensions. We start with Kaluza-Klein theories
which postulate the existence of compact extra dimensions, whose length is of the order
of the Planck scale. Then, we study a brane world model, known as ADD model, in which
extra dimensions are still compact, but whose scale can be much greater than the Planck
length. Finally, in the scenario of warped extra dimensions, we consider the model of only
one compact warped dimensions (RSI) and the RSIT model, in which the extra dimension

has an infinite scale.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1916 Albert Einstein apresentou ao mundo sua teoria da Relatividade Geral, na
qual a gravidade deixava de ser vista como uma forca e passava a ser considerada como
pura propriedade geométrica do espago-tempo. Entretanto, Einstein queria mais que isso.
Segundo ele, nao apenas a gravidade, mas também a teoria eletromagnética de Maxwell
poderia ser escrita como propriedade da geometria do espaco-tempo . O eletromagnetismo
seria visto, entao, nao mais como uma forca, mas como deformacao do espaco-tempo. A
idéia de Einstein era desenvolver uma teoria de unificacao das interacoes gravitacional e
eletromagnética, a qual daria conta de explicar todos os feno6menos da natureza. Contudo
sua tentativa de unificar estas grandezas nao teve tanto éxito como ele sonhava.

E neste cenario de tentativas de unificar as interacoes fundamentais da natureza que
surgem as teorias de dimensoes extras. A primeira delas foi desenvolvida pelos fisicos e
matematicos Theodor Kaluza e Oskar Klein, e ficou conhecida como teoria de Kaluza-
Klein. Em sua teoria, Kaluza apresenta um modo de unificar a gravidade com o eletro-
magnetismo postulando a existéncia de uma quinta dimensao do espago-tempo. Poste-
riormente, Klein fornece uma justificativa para explicar a razao pela qual esta dimensao
extra é invisivel.

Desde entao, mais duas interacoes fundamentais foram descobertas, as interacoes fraca

e forte. As interacoes fracas sao responsaveis por certos tipos de decaimento radioativo,

enquanto que as interacoes fortes mantém os protons e neutrons presos no interior dos



atomos, e juntamente com estas interagoes, surgiram novas teorias na tentativa de unifica-
las, e a grande maioria destas teorias exigem a existéncia de dimensoes extras.

Em nosso trabalho, vamos fazer uma revisao sobre as teorias de dimensoes extras,
apresentando alguns modelos dentro deste cenario, que se distinguem essencialmente pelo
mecanismo por meio do qual as dimensoes extras ficam mantidas escondidas da obser-
vagao.

De inicio vamos tratar do modelo de Kaluza-Klein, que introduz a idéia inicial das
dimensoes extras. Neste modelo, o universo possui cinco dimensoes, onde quatro destas
dimensodes sao do tipo espago e uma é o tempo [20], e a dimensao extra esta enrolada,
formando um circulo de raio [. Esta tltima hipotese referente a topologia da dimensao
extra é fundamental para explicar a razao dessa dimensao estar escondida das observacoes
experimentais. No modelo de Kaluza-Klein, admite-se usualmente que o raio [ é da ordem
do comprimento de Planck, 1073m. Como veremos, sendo ! desta magnitude, a dimensao
extra se torna indetectavel dentro da escala de energia disponivel atualmente.

Em seguida vamos tratar de modelos nos quais o Universo observavel é considerado
como uma hipersurperficie que estaria imersa em um Universo com dimensao superior,
denominado espaco ambiente. Sao as conhecidas teorias de imersao, nas quais a hipersu-
perficie, também chamada de brana (em uma alusdao a uma membrana), contém a matéria
e os campos quadrimensionais usuais em um estado de confinamento.

H& diferentes mecanismos de localizacao. No contexto da teoria de campo, por ex-
emplo, o aprisionamento dos férmions, pode ser explicado por meio da interacao com um
campo escalar, como veremos no capitulo 3.

Os férmions e os campos localizados na brana nao se propagam ao longo da dimensao
extra, para energias baixas. Assim, nestes modelos o confinamento explicaria a auséncia
de tracos de dimensoes extras nos dados empiricos.

Ainda, neste modelo, o tnico campo que pode se propagar na dimensao extra é o
campo gravitacional. Assim, para evitar conflito com os dados experimentais, é necessario

impor a hipétese de que a dimensao extra é compacta. No entanto, ao contrario do que



ocorre no modelo de Kaluza-Klein, o raio da dimensao extra pode ser bem maior do que o
comprimento de Planck, chegando até a ordem do micron, sem conflito com a experiéncia.
A razao é que s agora os testes envolvendo a forga gravitacional estao sendo realizados
na escala microscopica [32].

Esses modelos de imersao, dentre os quais se destaca o modelo ADD [17], surgiram no
final da década de 1990, tendo como principal inspiracao a tentativa de resolver o problema
da hierarquia entre a escala de Planck 10'¥GeV a eletrofraca 103GeV. No entanto, para que
isso seja alcangado de maneira consistente fenomenologicamente é necessério a existéncia
de pelo menos duas dimensoes extras [27].

Nos dois ultimos capitulos discutimos os modelos de dimensoes extras propostos em
1999 por Lisa Randall e por Raman Sundrum [14, 15]. Esses, também, sdo modelos de
imersao. Eles se distinguem do modelo ADD quanto as caracteristicas das dimensoes ex-
tras. Eles mostram que a existéncia de uma tinica dimensao extra é fenomenologicamente
viavel, desde que o espaco ambiente possua uma constante cosmologica negativa ajustada
ao valor da tensao da brana.

Existem dois modelos neste cenario; o primeiro chamamos de RSI e o segundo de
RSII. Basicamente, a diferenca entre estes modelos estd no fato de que no modelo RSI
a dimensao extra tem comprimento finito, isto é, ela é compacta devido a existéncia de
duas branas com tensoes iguais e com sinais contrarios localizadas em pontos fixos do
espaco ambiente, enquanto que no modelo RSII a segunda brana é removida, de forma
que a dimensao extra passa a ter um comprimento infinito. Um ponto importante desses
modelos é que a métrica que descreve o espaco tempo é modificada por um fator de
deformacao do espaco, conhecido na literatura como "warping factor", que surge devido
aos efeitos da constante cosmologica e da tensao da brana [20]. Este fator é uma funcao
da coordenada extra e decai da brana de tensao positiva até a brana de tensao negativa
ao longo desta dimensao [23|. Segundo estes modelos, o espaco ambiente nao perturbado
¢ um espago anti-de Sitter de 5 dimensdes (AdS5) e a métrica induzida na brana é a

métrica de Minkowski. Nestes dois modelos, mesmo as dimensoes possuindo dimensoes



de comprimentos grandes, chegando até mesmo a infinito, como é o caso do modelo RSII,
elas sao imperceptiveis a baixas energias. Isto se deve ao fato da métrica que descreve o
espaco-tempo ser modificada pelo fator de deformacao.

Por fim, no modelo RSII discutimos o campo gravitacional criado por uma distribuicao
de matéria isolada que se encontra confinada na brana. No limite de campo fraco, veri-
ficamos que a métrica na brana é a solugao de Schwarzschild na primeira aproximacgao.
Calcularemos, também, as correcoes dessa solucao devido a existéncia das dimensoes ex-

tras.



Capitulo 2

Teoria de Kaluza-Klein

"Em abril de 1919, Einstein recebeu uma carta de um matemdtico desconhecido, Theodor
Kaluza, da Universidade de Konigsberg, na Alemanha. Num artigo curto, de apenas
algumas paginas, este matemdtico estava propondo uma solu¢ao para um dos maiores
problemas do século. Em poucas linhas, Kaluza estava unindo a teoria da gravidade de
Einstein com a teoria da luz de Mazwell, introduzindo a quinta dimensao, isto €, quatro
dimensoes de espago e uma dimensao de tempo."”

(Michio Kaku em "Hiperespago)"

Em um artigo publicado em 1921, Kaluza [24] propoe a unificagao entre a teoria do
eletromagnetismo de Maxwell e a relatividade geral de Einstein, levando em consideracao
um espaco-tempo de cinco dimensoes. Kaluza supds que a dimensao extra seria uma
dimensao espacial z, de forma que o conjunto completo das coordenadas em um espaco-
tempo (4+1)-dimensional seria (z#,2), u =0, 1,2, 3.

As equagoes de Einstein em cinco dimensdes sem o tensor energia-momento 5-dimensional

sao [24]:

Gag =0 (2.0.1)

ou de maneira equivalente:

Rap =0 (2.0.2)



onde Gap = Rap — Rgap/2 € o tensor de Einstein 5-dimensional, R p e R = gapRAP
sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente, em cinco dimensoes, e
gap(A, B =0,1,2,3,4) é a métrica 5-D. A auséncia de matéria nestas equacoes vém da
suposicao adotada por Kaluza de que o universo em dimensoes mais altas esta vazio. Neste
mundo, onde uma das dimensoes é o tempo e as outras quatro sao dimensoes espaciais, a

métrica gap quando vista do espaco-tempo fisico contém as seguintes partes:

G, v =0,...,3), a métrica do espaco-tempo ordinario 4-dimensional;
Iuz = Gav, um 4-campo vetorial;
Gaz,s um campo escalar.

Assim, no geral, nés identificamos a parte quadrimensional de gap como sendo g, ,
a parte g,, com A, (o potencial eletromagnético) e a parte g,, com ¢ (o campo escalar).

Uma maneira de parametrizar g4p é a seguinte:

2 12 2
_ Guv — K ¢ A,uAV _’%Qﬁ A,u
A assinatura da métrica 4-dimensional é tomada como sendo ( + - - -) e utilizamos as

unidades ¢ = h = 1.

2.1 A Condicao Cilindrica

Kaluza ainda impds a condicao cilindrica & sua teoria, ou seja, exigiu que a derivada de

todas as componetes da métrica gap com respeito a quinta dimensao seja nula [11]

8QAB
0z

—0 (2.1.4)

Essa exigéncia vem do fato que a dimensao extra nao é observada. Nao vemos uma
quinta dimensao na Natureza, assim os fenomenos fisicos ocorreriam em uma variedade
4-dimensional inserida em um universo de 5 dimensoes.

O tensor de Ricci e os simbolos de Christoffel em cinco dimensoes sao definidos em

termos da métrica g4p exatamente como em quatro dimensoes [1]:



Rap = 001G — 05150 + TSI, — 16,5, (2.1.5a)

1
Dip = §gCD(8A9DB + 05gpa — Opgan) (2.1.5b)

Podemos utilizar a condicdo cilindrica (2.1.4) em (2.1.5a). Com a métrica dada por

(2.0.3), o tensor de Ricci em 5 dimensdes se reduz as seguintes equagoes de campo:

2 42 1
Gy = “5TEN = 2 (¥,(0,6) = 9,50], 210
VIE,, = —38%1;? (2.1.7)
O¢ = “Zbg F, ™ (2.1.8)

onde Gy = Ry — Rgu/2 € o tensor de Einstein em 4 dimensoes, TEM = g, Fop FP /4 —
FF,q € o tensor energia-momento eletromagnético, e Fis = JoAg—0pAa, corresponde ao
tensor eletromagnético de Maxwell. Se o campo escalar for constante no espaco-tempo,
entao, as duas primeiras equacoes acima sao justamente as equacoes de Einstein e as

equacoes de Maxwell:

G, = 8TGH*TEM (2.1.9)

pv o

VA, =0 (2.1.10)

Contudo a condicao, ¢ = cte s6 é consistente com a equacao (2.1.8) quando F*F), =

Podemos também obter os mesmos resultados através da linguagem variacional. As

equacoes de Einstein no vacuo podem ser obtidas através da acao de Einstein - Hilbert;

1
167G

SEH = —

/d4x\/—_gR, (2.1.11)

onde g = det(g,,) e R ¢ o escalar de curvatura. As equacoes de Maxwell sem fontes

surgem da agao



Spy = ——/d%\/ W (2.1.12)

onde F),, é o tensor do campo eletromagnético. Juntando (2.1.11) e (2.1.12) obtemos as
equacoes de Einstein - Maxwell para a gravidade acoplada ao campo eletromagnético.

Contudo, Kaluza considerou somente a gravidade em cinco dimensoes descrita pela agao

— 4 /

e G(5) ¢ a constante gravitacional em cinco dimensoes.
Novamente usando a métrica (2.0.3) e as defini¢oes (2.1.5a), e impondo a condigao

cilindrica obtemos:

2 oM¢o
S = /d4x\/_gb(16 e ¢2FWFW +35 ‘22“¢> (2.1.14)

Esta acao descreve a gravidade quadrimensional juntamente com o eletromagnetismo e
o campo escalar sem massa de Klein-Gordon [23]. Originalmente, na tentativa de se livrar
deste campo escalar, Kaluza simplesmente o removeu fixando ¢ = 1. Entao, (2.1.14) é
precisamente a acao de Einstein-Maxwell para a gravidade e o eletromagnetismo.

Com a suposi¢ao (2.1.4), Kaluza obteve éxito, derivando as equacoes de campo do
eletromagnetismo e da gravidade em 4 dimensoes por meio de uma tnica teoria de cinco
dimensoes. Desta forma, demonstrando que a TRG, quando interpretada como uma
teoria de cinco dimensées no vacuo, (Gap = 0), contém a Relatividade Geral em quatro
dimensoes na presenga de um campo eletromagnético, (GW = TﬁM), juntamente com as

leis de Maxwell do eletromagnetismo.

2.2 Mecanismo de Compactacao de Klein

Em 1926 o matemético Oscar Klein introduziu alguns aperfeicoamentos na teoria de
Kaluza. Antes de tudo, é bom enfatizar que a compactacao é distinta da condicao cilin-

drica, sendo ela apenas um mecanismo que explica a Natureza aparentemente quadrimen-



sional do universo. Klein supos que a 5 coordenada deveria ter a topologia de um circulo
e a escala de comprimento muito pequena.

Vamos agora, discutir os efeitos dessas hipoteses.
Topologia de um Circulo (S')

Considere um campo escalar ¢(z*, z) definido no espago de 5 dimensoes. Se a quinta

dimensao tem a topologia de um circulo, entao, devemos ter:

o(at, z) = p(zt, z + 27l) (2.2.15)

onde [ representa o raio da quinta dimensao
Na verdade, podemos concluir que qualquer campo serd periddico com respeito a
quinta coordenada. Desta forma todos os campos podem ser expandidos em séries de

Fourier:

G, z) = ngﬁ) (z+)em=/! (2.2.16a)
plar,z) =Y ¢ (at)em/! (2.2.16h)
A, (" 2) = Z Afl") (zH)em=! (2.2.16¢)

n
onde o indice (n) refere-se ao n-ésimo modo de Fourier. Os campos sao independentes da
coordenada extra apenas no modo zero (n = 0).
Vamos discutir os efeitos da quinta dimensao sobre o campo escalar. Por simplicidade
vamos admitir que o cilindro é homogéneo e que a métrica é plana. Em cinco dimensoes,

a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa é:

O)¢ =0 (2.2.17)

2

onde L5y = D—% é o operador D “Lambertiano em 5 dimensoes. A equacao (2.2.17) pode

ser resolvida pelo método de separacao de variaveis. Seguindo este método escrevemos.



Figura 2.1: Dimensao extra no Modelo de Kaluza-Klein. As quatro dimensoes espaci-
ais formam um "cilindro"onde as trés dimensoes usuais (z!, 2% 2?) sdo infinitas e a 4°
dimensao (z) é um circulo de raio [

Ba*,2) = x ()¢ (2) (2:2.18)

entdo, substituindo (2.2.18) em (2.2.17) obtemos

1 " 1 0% (2)
e X o

O primeiro termo desta equagao é uma funcao s6 de z* e o segundo termo é uma

=0 (2.2.19)

funcao so de z, a inica maneira que esta equagao pode ser satisfeita para todos os valores
de =¥ e z é que cada termo seja igual a uma constante e que a soma destas constantes

seja igual a zero, assim temos:

1 By —
o Ox (z) =C (2.2.20)
L Po()
e~ ¢ (2.2.21)
De (2.2.20) temos ainda
Oy (*) = Cx («*) (2.2.22)

Esta equacao nada mais é que a equacao de Klein-Gordon num espaco-tempo de

4 dimensoes onde a constante C' representa a massa do campo. Resolvendo (2.2.21)

10



encontramos

¢ (z) = Asin <\/6z> + B cos (@z) (2.2.23)

Desta forma utilizando as devidas condigoes de contorno dadas por (2.2.15), ou seja,

¢(0) = ¢(2nl) (2.2.24)

Verificamos que os valores permitidos para a constante C' sao:

C = 7;—2 (2.2.25)

Portanto, C' é nao-negativa, entao podemos escrever C' = m?. Isto reforca a interpre-

tacao de que esta constante faz o papel de massa para o campo 4-D. De fato, para cada

valor permitido de m, temos:

Ox™ () = m2x™ (z#) (2.2.26)
onde
2
m2 = 7—2 (2.2.27)

Sendo assim, do ponto de vista quadrimensional, y(z*,z) pode ser decomposto em
um modo zero (n = 0) sem massa, (¢(?)), e num conjunto de modos que chamaremos
genericamente de modos de Kaluza-Klein (KK). Cada modo KK carrega uma energia da
ordem de n/l, (a ordem da massa de repouso), e, portanto, ndo podem ser excitados em
processos envolvendo energias inferiores aquele patamar. De um ponto de vista quadri-
mensional cada modo KK pode ser interpretado como um tipo diferente de particula com

massa m, = |n|/l.
Escala Pequena

Se [ for suficientemente pequeno, a energia necessaria para estimular os modos com n # 0
seria tao grande que estaria fora do alcance experimental e assim, somente o modo zero

(n = 0), que independe da coordenada (z), seria observado, como é exigido na teoria de

11
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=14

=7

Figura 2.2: Torre de Kaluza-Klein

Kaluza. A dimensao extra aparecera quando a energia disponivel nos aceleradores for da

ordem de:

B~ (2.2.28)

Entao, para tentar explicar o fato de que até agora nenhuma dimensao extra foi ob-
servada, comumente a escala de compactacao é adotada como sendo da ordem do com-

primento de Planck, ou seja,

I, = (hG/*)Y? = 1.6 x 107%m (2.2.29)

Desta forma a massa dos estados excitados seriam da ordem da massa de Planck, ou
seja, M, ~ 10"GeV. Tal escala de comprimento assegura que as dimensdes extras estao
além do alcance da observagao, considerando o nivel de energia da ordem de 1Tev atingida

nos aceleradores mais potentes atualmente [34].
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Capitulo 3

Dimensoes Extras de Grande Escala:
Modelo ADD

Entre os modelos de dimensoes extras, o modelo ADD [17] também é conhecido como
modelo de dimensoes extras de grande escala. Em contraste com o modelo proposto
por Kaluza, que possui dimensoes extras compactas com comprimentos da ordem do
comprimento de Planck, no modelo ADD as dimensoes extras, que ainda sao compactas,
podem atingir a escala de comprimento submilimétrica, sem conflitos com a experiéncia
[32].

Historicamente podemos dizer que o modelo ADD surge como uma tentativa de re-
solver o chamado problema da Hierarquia. Posto resumidamente, este problema consiste
em explicar a enorme discrepancia de magnitude entre a escala eletro-fraca e a escala de
Planck. O modelo se baseia na hipotese de que a matéria e os campos estao confinados
numa hipersuperficie (quadrimensional) e apenas a gravidade pode se propagar ao longo
da dimensao extra.

Quando Klein introduziu a idéia de compactacao da dimensao extra no modelo teérico
de Kaluza, ele imaginou a compactacao como um mecanismo que explicasse a natureza
aparentemente quadrimensional do universo. De fato, uma dimensao extra enrolada em
um pequenino circulo com um tamanho préximo ao comprimento de Planck serad indetec-
tavel. No modelo ADD as dimensoes extras estao escondidas por meio de um mecanismo

de confinamento da matéria e dos campos na hipersuperficie. O confinamento é uma

13



idéia ja bem conhecida na literatura e nas secoes iniciais deste capitulo vamos ilustrar
esse mecanismo estudando o modelo de localizacao de férmions numa parede de dominio
proposto por Rubakov e Shaposhnikov [19], no qual o modo zero dos férmions esta preso
a parede e nao pode se propagar ao longo da dimensao extra.

Em seguida, discutiremos as caracteristicas da gravitagao nesse modelo.

3.1 Localizacao da Matéria

Nosso universo de (3+1) dimensoes pode ser imaginado como uma hipersuperficie im-
ersa em um espago de dimensoes extras, na qual toda a matéria ordinaria se encontra
presa. A esta hipersuperficie 3D imersa em um universo de dimensoes superiores de-
nominamos 3-brana, onde o ntimero 3 se refere ao nimero de dimensoes espaciais da
hipersuperficie Desta forma, uma brana é uma subvariedade em um espaco ambiente

maior.

3.1.1 Confinamento da Matéria

Para ilustrar o mecanismo de confinamento, vamos construir uma teoria de localizacao de
férmions em um modelo que admite a existéncia de uma dimensao extra z [18]. Consid-

eremos um campo escalar ¢ = ¢(z*, z), cuja agao é dado por:

5= / d'zdz E(amb)? - V((b)} (3.1.1)

onde A =0,1,2,3,4 e V(¢) é o potencial escalar.

A fim de obtermos uma solucao do tipo parede de dominios, vamos considerar o

seguinte potencial

)\2

2 (¢ — v?)? (3.1.2)

V(9)

O comportamento deste potencial é descrito pela figura (3.1)
Para este potencial temos dois valores de menor energia ¢ = —v e ¢ = v. Notamos

ainda que para, ¢ = 0, existe um maximo instavel.
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Figura 3.1: Grafico do potencial escalar em func¢ao do campo

Para obter a equacao dinamica do campo, devemos utilizar as equacoes de Euler-

Lagrange.
oL oL
o | = = 3.1.3
90 [a@m)] (3:1:9)
Aplicando a Lagrangiana acima, obtemos:
av
U)o + d_gb =0 (3.1.4)

onde Oz = 04 = n*P9,40p. Assim

)\2
Oho — 020+ S 06" —v*) = 0

Queremos, agora, obter uma solucao conhecida como parede de dominio. Para isto,
vamos considerar uma solucao estacionaria e que depende apenas de z. Neste caso, a

equacao de campo se reduz a:

_d2¢0(2)
dz?

>\2 2 2
+ 7(%50(% —v7) =0 (3.1.5)

Podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:

%i [(%)2 - %2(@2) - ,,2)2] —0 (3.1.6)
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A solugao que procuramos tem a seguinte forma [18]

¢o(z) = vtanh (%) (3.1.7)

Figura 3.2: Solucao do tipo parede de dominio.

Observe que: ¢g(z = —00) = —v e ¢ (2 = +00) = +v. Por isto, essa solugao é
conhecida como parede de dominio, porque ela separa os dois estados de menor energia
do campo ¢. Em outras palavras, esta configuragao de campo conecta os estados funda-
mentais ¢ = v em z = 400 e ¢ = —v em z = —o0. Ela também costuma ser chamada de

kink.

3.1.2 Densidade de Energia na Brana

Vamos agora discutir algumas propriedades da parede de dominio. Consideremos inicial-
mente a densidade de energia correspondente ao kink. Seja Hy a densidade de Hamilto-
niana associada ao campo ¢. Esta grandeza, como sabemos, tem unidades de densidade
de energia. Como estamos considerando um espaco com cinco dimensées (4 + 1), Hy tera
unidades de energia por 4-volume (4 dimensoes espaciais). Assim, integrando H, com
respeito a dimensdo extra, obtemos a densidade de energia (energia por 3-volume) do

campo:

0:/ Hoydz (3.1.8)
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Como sabemos, a Hamiltoniana H, é dada por Hy = Hdﬁ — L, onde Il = g—g é o

momento canonicamente conjugado a ¢.

Segue, entao, que para o campo escalar, temos:

1 A2
Hy = 5(@@)2 + §(¢2 —v?)? (3.1.9)
Notamos que ¢ = —v e ¢ = +v sdo solugoes da equagao de movimento (3.1.4) com

energia zero, pois para esta solucao Hy = 0.
Considerando a solu¢ao ¢ do tipo parede de dominio, dada em (3.1.7), encontramos
1 A%t

H=-—— 3.1.10
0 4cosh4(%) ( )

Temos portanto a seguinte distribui¢do de energia, ilustrada na figura (3.3)

Figura 3.3: Densidade de energia da brana localizada em z =0

Com isso concluimos que a energia esta concentrada em torno de z = 0. Quanto maior
A, maior a concentracao. Assim, podemos dizer que \ introduz uma escala que pode ser
interpretada como o inverso da espessura da parede de dominio.

Conhecendo Hj, podemos agora calcular a densidade de energia da parede de dominio.

De (3.1.8), temos:

/°° 1 A%t i 203 (31.11)
o= T az = 1.
o 4cosh*(22) 3
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No limite A — 00, em que a espessura da parede vai a zero, se ¢ for mantido constante,

a parede de dominio dara origem a uma estrutura conhecida como 3—brana.

3.1.3 Localizacao de Férmions

Vamos agora introduzir férmions neste modelo. Sabemos que férmions sao descritos

por espinores (), e que a equacao do movimentos dos férmions é a equagao de Dirac.

iv"o, ) —mayp = (iv"0, —m)p =0 (3.1.12)

onde " sao as matrizes de Dirac, que obedecem a seguinte algebra [9]:

YA APt = 2] (3.1.13)
onde ~ é unitario e anti-hermitiano, ou seja, (7%)T = (v/)"! e (v)7 = —4".

Assim, temos a equacao de Dirac em um espaco-tempo de quatro dimensdes. A partir

da equagao (3.1.12) podemos escrever a seguinte agao

S = / d*z (ipy" 0 ,ab — map), (3.1.14)

de onde vem a lagrangiana:

L = ipy* b — mapip (3.1.15)

Agora vamos escrever a equacao de Dirac para um espago-tempo de cinco dimensoes.

Neste caso as matrizes de Dirac sao [19]:

TH = o (3.1.16)

I* = —iy’

.. 0 1
explicitamente, 7° = 2x2
12)(2 O 4x4

As matrizes I'4 satisfazem a mesma algebra das matrizes v, ou seja,
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4T84+ 7814 = 29451 (3.1.17)

Admitindo que a lagrangiana do campo de Dirac em 5-D tem a mesma forma (3.1.15),

ou seja,

L =i0TA0,¥ — mI¥ (3.1.18)

a acao sera entao dada por

Sip = / d*xdz (19T 20400 — mUe) (3.1.19)

o que implica a seguinte equacao para o campo de Dirac em 5-D:

(iT40,4 — m)¥ =0 (3.1.20)

Vamos, agora, estudar o comportamento dos férmions, descritos pelo campo de Dirac,
numa parede de dominio.s Para isto, vamos admitir que o férmion interage com o campo
escalar por meio de uma interacao do tipo Yukawa.

Neste caso, a acao da interacao toma a seguinte forma:

Sint = —h/d‘*a:dng@\lf (3.1.21)

onde h é uma constante de acoplamento.
Assim, a acao total serd a acao do campo de Dirac mais a acao da interacao, ou seja

S = S1/2 + Sint, com 0 campo ¢ descrito pela solu¢ao ¢, da parede de dominio.

S = / d*zdz(iVTA0,U — mUV — hoo UV ) (3.1.22)

Para o caso em que consideramos um férmion sem massa, ou seja, m = 0, temos:

S = / d*xdz(iVT 4040 — hoo ) (3.1.23)
A partir desta agao, obtemos a seguinte equagao do movimento:
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iT4040 — hoo¥ = 0, (3.1.24)

que pode ser reescrita da seguinte forma:

D200 + T8, — h¢y¥ = 0 (3.1.25)

Vamos tentar resolver a equacao acima pelo método da separagao de variaveis. Entao,

propomos W) (x,2) = ¢ (x) f (2), onde ¢ () é o espinor de Dirac em 4-D. Obtemos entao

i (2) 0o f (2) + i f (2) Outp () — hootp (x) f (2) = 0 (3-1.26)

Podemos dividir a expressao acima pela fungao f (z). Logo

f(z)

Se impusermos a seguinte restricao ao espinor:

T () + iT#9, (z) — hoot) (z) = 0 (3.1.27)

Vo = —p, (3.1.28)

obteremos de (3.1.27) a seguinte equagao:

ﬁ@f (2) + hoo | ¥ (2) = i"B,0 () = 0 (3.1.20)

Portanto, para satisfazer a equagao acima devemos ter

"o, () = my (z) (3.1.30)

onde a constante m é interpretada como a massa do spinor em 4-D [8, 10]. Assim (3.1.29)

torna-se:

df (2)
dz

— (m — héo) f (2) (3.1.31)
Para o caso de uma particula sem massa m = 0, ou seja, para o modo zero, temos

dfd_S) — —hoof (2) (3.1.32)
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A equacao (3.1.32) pode ser facilmente resolvida. Admitindo que f (2) tende a zero

no infinito, como condicao de contorno, encontramos:

f(z) =exp <—h/ qbo(z)dz) (3.1.33)

0
Ja o espinor v (z) satisfaz & equagao de Dirac quadrimensional. No entanto devemos
lembrar que (3.1.28) impoe uma condigao para o espinor ¢ (x). Esta restricao pode ser

interpretada da seguinte forma. Sabemos que o espinor pode ser escrito em funcao de

duas componentes |9, 10]:

o= Uk (3.1.34)
VR
onde 9y, = ( Zl ) e Yr = ( Z?’ ) sao os espinores de Weyl. Em termos desses es-
2 4
pinores, a equagao (3.1.28) é equivalente a condigdo 1, = —r , ou seja, os espinores de

Weyl nao sao independentes entre si. Para o modo zero (m = 0), esta condi¢ao (3.1.28),
portanto, nao implica nenhuma restricao fisica, ja que as particulas de massa nula apre-
sentam quiralidade bem definida.

A solucao para o modo zero pode ser escrita, entao, como:

Yo = exp (— /OZ hgbo(z)dz) Y () (3.1.35)

A partir desta equacdo podemos concluir que o modo zero fermionico (férmions 4-D)
esta localizado proximo de z = 0, isto é, na parede de dominio e que para |z| muito
grande, o modo zero cai exponencialmente ao longo da dimensao extra.

A partir de equacao (3.1.31) podemos determinar os valores possiveis para m, o que
constitui uma espécie de massa dos modos K K. De acordo com Rubakov [19] o espectro
de massa tem a seguinte caracteristica apresentada na figura (3.4).

A caracteristica fundamental deste espectro é que existe um salto entre o modo zero
e os demais modos proporcionais a ms = hv. Assim, se v for muito grande, entao os
modos com massa estariam inacessiveis do ponto de vista experimental. Desta maneira,

o modelo torna-se compativel com os dados empiricos.
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b T'fermion

ms = hv

const - hy
m =20

Figura 3.4: Espectro de massa do fermions presos na brana. O hiato entre o modo zero (m
= 0) e os modos continuos é proporcional a hv. A parte continua tem inicio em m; = hv.

3.2 Potencial Gravitacional em Dimensoes Extras

No modelo ADD, a matéria e os campos estao localizados na brana. Na secao anterior
examinamos um mecanismo de confinamento para os férmions. Os outros campos também
estao confinados por diferentes mecanismos. No modelo ADD, o tnico campo que nao
esta "aprisionado"é o campo gravitacional. Nesta secao pretendemos discutir os efeitos da
dimensao extra sobre o campo gravitacional. Vamos comecar nossa discussao estudando os
efeitos das dimensoes extras no potencial gravitacional Newtoniano. No contexto classico,

o campo gravitacional g satisfaz a equagao:

V. §=—4rGp (3.2.36)

onde p é a densidade de massa da matéria.

Vamos usar essa equacao para determinar o campo gravitacional de um corpo de massa
m com simetria esférica. Considere um corpo de massa m, uma 2-esfera S*(r) de raio r
centrada em torno de corpo massivo e uma 3-bola B* (r) cujo contorno é a 2-esfera [7].

Integramos ambos os lados de (3.2.36) sobre a 3-bola

(V-§)dV = —4xG [ pdV (3.2.37)
J, J

B3

Utilizando o teorema da divergéncia do lado esquerdo de (3.2.37) e levando em consid-
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eracao que a integral da densidade de matéria sobre todo o volume da 3-bola nos fornece

a massa total do corpo, nés temos

/ G-dA = —4xGm (3.2.38)
S2

Para um corpo com simetria esférica, ¢ (r) é radial e depende apenas de 7.

Assim, sobre a superficie de S? (r) , temos

g/ dA = —47Gm (3.2.39)
S2

onde a area da esfera é 47r?, assim

Gm
ou
. Gm .

onde é = 7/|r] é o vetor unitario na dire¢ao do raio da esfera.

Este é, portanto, um resultado ja conhecido para o campo gravitacional de um corpo
de massa m em um espaco-tempo de 4 dimensoes. Vamos agora, calcular o campo grav-
itacional deste mesmo corpo em um espago com n dimensoes espaciais. Entao, novamente
consideremos o corpo do massa m e uma esfera S~ ! (r) de raio r centrada no corpo de
massa m, esta esfera é o contorno da Bola B" (r). Novamente integramos ambos os lados

da equacao (3.2.36) sobre a Bola B™ (r):

/ (V-g§)dV = —4xG™ / pdV (3.2.42)
n Bn
contudo

/ (V- §)dV = Fluvode §atravésde S" ' (r) = ®,, (3.2.43)

De (3.2.42), temos
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®,, = —4rG™m (3.2.44)

Por outro lado, calculando o lado esquerdo de (3.2.42), por meio do teorema da di-

vergéncia, obtemos:

®,, =g (r)Vol (5" (3.2.45)

Mas o volume de uma esfera em um espaco de dimensoes extras é determinado por |7]

(ver apéndice A)

Vol (51 (r)) = r™! s (3.2.46)
0 r))=r (/2 2.
Portanto utilizando (3.2.45)e (3.2.46) em (3.2.44), temos
2" (n/2) G™m
(r)=— - (3.2.47)

Para o caso usual em que temos 3 dimensoes espaciais (n = 3), recobramos a lei de
Newton do inverso do quadrado da distancia. Em dimensoes superiores o campo gravita-
cional cai mais rapido a distancias grandes. Na proximidade do corpo massivo, contudo
0 campo cresce mais rapidamente.

O campo gravitacional é conservativo; assim

Vxgr)=0 (3.2.48)

Isto nos permite concluir que g pode ser representado como o gradiente de uma fungao

escalar. Assim, podemos escrever

g(r)=-Vo¢ (3.2.49)

onde ¢ é chamado de potencial gravitacional.
No caso de um campo radial, o potencial ¢ podera ter no maximo uma dependéncia

em 7, desta forma a equagao (3.2.49) se reduz a
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Vo = —é: = —g(r) (3.2.50)

Se utilizamos (3.2.47), teremos

dgp _ 2I'(n/2) Gm

dr - an/2—=1 pn—1

(3.2.51)

Logo,

2I'(n/2)  Gm

/2= (2 — 2n) rn—2

¢ (r) = (3.2.52)

Este, portanto, ¢ o potencial gravitacional para longas distancias gerado por uma
massa num espaco com n dimensoes espaciais. Devemos ressaltar que as dimensoes con-

sideradas aqui sao nao-compactas.

3.2.1 Potencial Gravitacional em um Espaco com uma Dimensao
Extra Compacta.
Vamos determinar de forma explicita o potencial gerado por uma massa que se encontra
em um universo multidimensional no qual a dimensao extra é compacta.

Z

mi “
m *,
o r r-\
\ NS TN
- m e > )
néo; m "" ' L |, h—to
A L
,. (B

Figura 3.5: Na primeira figura, temos a massa localizada em um determinando ponto
do nosso universo. Ja& na figura seguinte, o cilindro é representado por um espaco
"aberto"com as identificagoes topologicas ( o observador sente a influéncia de varias ima-
gens topologicas). Na tltima figura, temos uma situagdo onde o observador estd muito
distante da massa e observa uma distribuicao praticamente continua destas massas

Um certo observador, que esté localizado num certo ponto O, observa a massa locali-

zada em um ponto do universo. Como a dimensao extra do universo é compacta e possui
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a topologia de um circulo, as linhas de forca que se originam na massa m darao voltas
em torno do espaco ( devido a forma cilindrica que este possui) até atingir o observador
localizado no ponto O.

Podemos pensar nesta situacao de uma maneira mais simples. Vamos considerar que
podemos cortar o cilindro e entao desenrolé-lo. Temos agora um plano e no centro deste
plano esta colocada a nossa massa. Ainda nesta situacao o observador em O sera atingido
pelas diversas linhas de forca que tem origem na massa. Do seu ponto de vista, ele nao
estard sofrendo a acao de apenas uma unica massa, mas sim de varias outras massas
(my  mso ...) espalhadas ao longo de uma linha que passa pelo centro da massa. A estas
supostas massas observadas por O daremos o nome de imagens topologicas . A distancia
minima entre as massas serd de 2wl, que é justamente o tamanho do comprimento da
dimensao extra. Se o observador se encontra a uma distancia R muito maior que [, as
massas estarao aparentemente distribuidas uniforme e continuamente ao longo da dimen-
sao extra. Poderemos portanto, utilizar a lei de Gauss para calcular o campo gerado por

esta linha de massa [28].

1 T

Figura 3.6: Superficie Gaussiana em torno da linha de imagens topologicas

A situacgao que estamos discutindo pode ser representada como esté descrito na Figura
(3.6), onde as massas estao situadas no eixo que representa a dimensao extra. O cilindro
de altura L corresponde a nossa ‘superficie’ Gaussiana. Como estamos num espaco com

quatro dimensoes espaciais, a base do cilindro é uma esfera, em vez de ser um circulo [28|.
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Consideremos novamente a lei de Gauss como apresentada em (3.2.38) onde a integral

de area é realizada sobre a superficie gaussiana

/g dg = —47TG5MZ‘mg

onde M;,; é a quantidade de massa topoldgica contida na linha continua dentro da su-
perficie gaussiana cilindrica. Bem, as massas topoldgicas estao dispostas ao longo de uma
linha que passa por cada uma delas e a distancia de separacao de uma imagem topologica
para outra é de 27/, assim, o nimero de cargas contidas numa linha de comprimento L
. L . . 1, . L. L .
(comprimento da superficie gaussiana cilindrica) sera igual a 54. Com isso temos que

Mint sera

onde [ é o raio da dimensao extra.
Considerando a simetria da distribuicdo de matéria, podemos concluir que § tera
simetria cilindrica. Assim, ¢ é perpendicular a dimensao extra e dependera apenas da

coordenada radial R da superficie Gaussiana. Segue, entao, que

o(R) / A = —4rGs (%m) (3.2.54)

como a base deste cilindro é uma esfera, assim a 4rea do "cilindro"sera (47 R?) L, onde

R ¢é o raio do cilindro Gaussiano. Portanto

g(R) (47R?) L = —4nG; <2ilm) (3.2.55)
™
- o Gsm
J(R) = ~ 52k (3.2.56)

(3.2.57)



Se identificarmos

Gs
——E 2.
Gy 5] (3.2.58)
obtemos
G
¢ (R) = —4m ;%m (3.2.59)

Portanto, para grandes distancias comparadas com o raio da dimensao extra, recupe-

ramos a expressao valida no espago de (3 + 1)-dimensdes.

3.3 Escala Fundamental do Comprimento da Dimensao
Extra

3.3.1 Comprimento de Planck

A gravitacao é descrita pela Teoria da Relatividade Geral. Contudo, quando trata-
mos de campos fracos e baixas velocidades a Teoria da Relatividade Geral recai na Teo-
ria Newtoniana da gravitagao. Portanto, sob determinadas circunstancias a gravitacao
Newtoniana é suficiente para entendermos aspectos fisicos. Aqui, vamos utiliza-la para
calcular o comprimento de Planck em vérias dimensoes e investigar como as constantes
gravitacionais se comportam quando existem dimensoes espaciais compactas [7].

Em nosso universo 4-dimensional as leis da gravitagao de Newton nos garantem que
a forca de atracao entre dois corpos com massa varia com o inverso do quadrado da

distancia de separagao entre estes corpos, ou seja

mims

|F(4)| =G g

(3.3.60)

Contudo, como foi demonstrado nas secoes anteriores, esta lei nao é valida num espaco
com mais dimensoes.

A constante gravitacional em quatro dimensoes G possui o seguinte valor numeérico:

2

=6,67.10""
G =6, e

(3.3.61)
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As unidades de medidas envolvidas sao.

L? ML L? L?

Além disso vamos recordar que

a=% . m=2E

(3.3.63)

Como podemos verificar, a analise das dimensoes dessas grandezas fisicas fica definida
em termos de trés unidades béasicas: comprimento, massa e tempo. No estudo da grav-
itacao, por conveniéncia, utilizamos o sistema de unidades naturais. Neste sistema as
unidades béasicas de comprimento, massa e tempo sao definidas de maneira que as trés
constantes fundamentais ¢, h e G tomem valores niimericos iguais a um. FEstas novas
unidades sao chamadas de comprimento de Planck [, , massa de Planck m, e tempo de

Planck t,. Pela construgao, nestas novas unidades, temos:

l3
G=1. ”tQ (3.3.64)
my P
l
c=1-"2 (3.3.65)
tp
m, 12
h=1—2F (3.3.66)
tP

Podemos entao, obter I, , m, e t, em termosdec, h e G

[Gh
l, = = = 1,61.10%em (3.3.67)
! [Gh _
t, = E” =\/ 5 =5410 s (3.3.68)

2 21710 % gm (3.3.69)

%3
I
N

Como essas quantidades envolvem as constantes G, que representa a gravitacao, c
(Relatividade Especial) e f (quantica), é comum admitir-se que estes valores representam

a escala na qual os efeitos da gravidade quantica podem ser importantes.
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3.3.2 Comprimento de Planck em Dimensoes Extras

O comprimento de Planck como esta definido em (3.3.67) é uma grandeza quadrimen-
sional. Podemos calcular o comprimento de Planck em qualquer dimensao utilizando as
constantes ¢, h e G . Aqui 7 representa o nimero de dimensdes do espaco-tempo.
Para determinar o comprimento de Planck em varias dimensoes devemos determinar as
unidades de G . Consideremos o potencial gravitacional ¢ de uma distribuicao de massa
em (3 + 1)-dimensoes:

V26 = 4nGp,, (3.3.70)

onde p,, é a densidade volumétrica de massa, ou seja, a massa por unidade de 3-volume.

Em um espago com n dimensoes, a equagao acima toma a forma

V2o = 4x G p,, (3.3.71)

e agora, p,, a massa por unidade de (n — 1)-volume.
Comparando (3.3.70) com (3.3.71) e admitindo que ¢ e ¢ tem as mesmas unidades,

entdo, as unidades de G sio dadas por:

M M
(¢ o= =Gl (3.3.72)
[GM] = L7 [G] (3.3.73)
Para o caso especial em que temos um espago-tempo de 5 dimensoes
[G®)] = L[q] (3.3.74)

ou seja, no caso de 5 dimensoes extras a constante gravitacional [G(E’)} possui um fator
de comprimento a mais que [G]. Podemos assim, calcular o comprimento de Planck em

cinco dimensoes utilizando (3.3.67), ou seja,
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Escrevendo as unidades de G em termos das unidades de ¢ e h, encontramos:

372
c|” L
[G] = | ][ﬁ] (3.3.75)
Da relagao (4.1.56) , segue que
3713
c|” L
[GP)] = | ][ﬁ] (3.3.76)
Logo,
3 G°h
(7)==
3 GhGO)
G ==&
3 G®)
(" =z e (3.3.77)

De uma maneira mais geral, para um universo com 7 dimensoes do espaco-tempo,

temos a relagao:

G

-2
=St - &

p

(3.3.78)

3.3.3 Constantes Gravitacionais e a Compactacao

A idéia das dimensoes extras compactas ja foi apresentada em secoes anteriores onde
haviamos apresentado a compactacao como um mecanismo que mantém as dimensoes
extras escondidas. Neste cenario, os valores das constantes da Natureza, como o com-
primento de Planck, para um espaco-tempo de quatro dimensoes, seriam na verdade um
valor efetivo, enquanto que o comprimento de Planck fundamental seria estabelecido no
espaco ambiente (l](,"))

Consideremos a situagao mais simples, na qual temos apenas uma tnica dimensao
extra com a topologia de um pequeno circulo de raio (.
Em (3.2.58)determinamos a relagio entre G® e a constante gravitacional efetiva G*

(em quatro dimensoes). Neste universo de dimensdes compactadas onde o comprimento
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da dimensao compactada é igual a 27/, temos a seguinte relacao

GO
4 [ —
G = 27l
G ®)

onde [. é o comprimento da dimensao extra. Portanto as constantes gravitacionais em
diferentes dimensoes diferem por um fator da ordem do comprimento da dimensao ex-
tra compacta. Este resultado pode ainda ser generalizado para o caso em que temos 7
dimensoes extras

()
2—4 = (I.)"* (3.3.80)

Por simplicidade, estamos admitindo que as dimensoes extras tem o mesmo compri-

mento [..

3.3.4 Dimensoes Extras de Grande Escala e o Problema da Hie-
rarquia
A partir das relagoes (3.3.78) e (3.3.80), podemos escrever [. (comprimento da dimensao

extra) em fungdo do comprimento de Planck em 4 dimensg¢oes (I,) e em n—dimensdes

)

o (B
— N £
e =i | T (3.3.81)

O problema da Hierarquia poderia ser resolvido se admitissemos que o comprimento
de Planck no espaco de n dimensdes fosse da mesma ordem da escala eletro-fraca, ou seja
l](,") ~ 107 ®¢m. Impondo esta condigao em (3.3.81) e sabendo que [, = 10733¢m, obtemos
uma relacao entre o tamanho da dimensao extra /. e o nimero de dimensoes extras do
espago:

I = 10718 (101%)*" (3.3.82)

Desta relacio verificamos que para o caso de uma tnica dimensao extra, [, ~ 102em,

que é vinte vezes maior que a distancia entre a Terra e a Lua. Claramente este resultado é
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inconsistente com as observagoes, uma vez que uma dimensao extra com um comprimento
tao grande seria facilmente percebida na Natureza. Assim, a idéia de um universo com
uma tunica dimensdo extra deve ser descartada neste modelo [27|. Para o caso que n = 6

(duas dimensoes extras) a dimensao extra teria um comprimento de

le ~ 0,01mm (3.3.83)

Esta ¢ a distancia até onde as leis Newtonianas da gravitagdo foram testadas [32].
Portanto, um modelo com duas dimensoes extras é aceitavel. Assim, desvios das leis do
inverso do quadrado da gravitacao, nesta escala, seriam um forte indicio da existéncia de
dimensoes extras.

Observe que quanto maior o nimero de dimensoes extras menor é o comprimento da
dimenséao extra. Mas, mesmo no caso em que 1 = 10 (6 dimensdes extras), como proposto
pelas teorias das supercordas [27], o tamanho seria [. ~ 10~ '3¢m, portanto, ainda maior

que o comprimento de Planck.
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Capitulo 4

Cenario de Branas: Modelo RSI

4.1 Cenario de Branas : Modelos Randall-Sundrum

No capitulo anterior apresentamos o modelo ADD que tem como principal motivacao a
possibilidade de resolver o problema da Hierarquia. Vimos que naquele modelo o Universo
deveria possuir no minimo 2 dimensoes extras compactas e, em contraste com o modelo
Kaluza-Klein, a escala destas dimensoes seria muito maior do que a escala de Planck.

Devemos enfatizar que no modelo ADD, as dimensoes extras formam um espaco plano
(sem curvatura). Outro aspecto importante é que, para evitar conflitos com os dados
experimentais, o modelo precisa de pelo menos duas dimensoes extras.

Os modelos de Randall-Sundrum (RS), assim como o modelo ADD, sdo modelos de
brana. Mas, eles se distinguem do ADD, por mostrar que um modelo de cinco dimensoes
nao é incompativel com os dados experimentais. Isto é possivel, como iremos verificar
neste capitulo, admitindo-se que o espago ambiente possui uma constante cosmologica
negativa ajustada a tensao da brana.

H& dois modelos: RSI e RSII. O modelo RSI propoem a existéncia de duas branas
em vez de uma brana. Neste modelo cada brana é caracterizada por uma densidade
de matéria por unidade de 3-volume. Chamamos essa densidade de tensao da brana.
Neste modelo a dimensao extra estd compactada devido a existéncia dessas duas branas.
No modelo RSIT uma das branas é retirada, de maneira que a dimensao extra terd um

comprimento infinito, ou seja, a dimensao extra nao é compacta.
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4.1.1 Modelo RSI

Este ¢ um modelo no qual a dimensao extra estd compactada devido a introducao
de duas branas no espaco ambiente. Admite-se também que a dimensao extra possui a
topologia do espago S'/Z,. Esse espaco pode ser descrito da seguinte forma. Seja 6 €
[, 7] a coordenada angular que rotula os pontos de um circulo S*. O espago S'/Z, ¢
obtido identificando-se os pontos # e —f. Com relacao a esta operacao ha dois pontos
"fixos", # = 0 e 6 = 7. As branas sao acomodadas nestes pontos. Cada brana possui
uma densidade de energia também chamada de tensao da brana (¢). A brana com tensao
positiva (+0) é colocada em z = 0; a outra com tensdo negativa (—o) esta localizada
em z = z.. Dessa forma, z. mede o comprimento da dimensao extra, onde z = 6l, e [
corresponde ao raio da dimensao extra.

A métrica deste modelo possui a seguinte forma [14]

ds® = a*(2)n,datda” — dz? (4.1.1)

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski 4-D e a(z) é o fator de deformagao ("warp factor")

dado por

a(z) = e "l (4.1.2)
onde k serd determinado pelas solugoes das equacoes de Einstein. O comportamento da

fungio a(z) em S'/Z, estd ilustrado na figura (4.1)

As equagoes de Einstein no espaco ambiente sao

1
Rap — égABR =Tan (4.1.3)

onde T4 é o tensor energia momento, o qual possui uma contribuicao da constante

cosmologica do espago ambiente (A) e da tensao das branas, de maneira que

Tap = Agap + 87TG(5)TAB (4.1.4)
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Figura 4.1: comportamento do fator de warp

onde G'(5) é constante gravitacional em cinco dimensoes e 745 , que descreve o conteido
energético da brana, é dado por

= odD5(2) — o s(s —
Tap Z{T””_Ug“”5<z> 7Guw 02 = 2) (4.1.5)

Ty, =0
A condicao Ty, = 0 significa que nao ha fluxo de energia entre a brana e o espaco

ambiente.

Iremos resolver as equacoes de Einstein utilizando a métrica dada em (4.1.1):

a’(z) 0 0 0 0
0 —a?(2) 0 0 0
gap = 0 0 —a?(z) 0 0 (4.1.6)
0 0 0 —a*(z) 0
0 0 0 0 —1
As componentes nao-nulas dos simbolos de Christoffel sao:
0 0 a
Iy, =1%=—
0z 20 a
I'sy = ad’ (4.1.7)

z /
IV, = —aa

/
. . a
M =1 — =
1z z1 a
onde o simbolo ’ significa derivadas com respeito a z.

Para o tensor de Ricci temos
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Roo = 3(d')* + aa”

Ry = —3(d)* — ad” (4.1.8)

"
e )
a

O escalar de curvatura serd, portanto, dado por:

nen(4) 4s (%) a1s

Desta maneira, as componentes do tensor de Einstein sao:

7\ 2 "
G = g% [—3 <%) ~3 (%)] (4.1.10a)

Gz =0 (4.1.10b)

a\?
G.. =g [—6 (Z) ] (4.1.10c)

Temos portanto as componentes do tensor de Einstein. Vamos agora escrever as
equagoes.
Assim, utilizando as componentes obtidas juntamente com o tensor energia momento

dado por (4.1.4), temos

G = 871G s) [Jgg’,)é(z) - Ugfﬁ’,)é(z —z)] + Agffl’,) (4.1.11a)
G,.=0 (4.1.11b)
G.. = 871G Mgl (4.1.11c)

Portanto, (4.1.11b) é automaticamente satisfeita e (4.1.11a) e (4.1.11¢) impoem as

equacoes abaixo:

) e

= A (4.1.12b)




No intervalo 0 < z < z., onde a fungao a(z) é regular, as equagOes acima serao

satisfeitas se

1

Segue portanto, que a constante cosmolodgica deve ser negativa.
Vamos agora estudar a equagao (4.1.12a) nos pontos z =0 e z = z.. Integrando z no
intevalo —¢ < z < £, com € pequeno, podemos determinar o efeito da brana de tensao

positiva sobre a solu¢ao. Observando que a equagao (4.1.12a) pode ser reescrita como

—3% (d'a) = 871G 5)a” [00(2) — 0(z — 2.)] + Aa® (4.1.14)

obtemos, apds a integracao em torno de z = 0, a seguinte relacao

—?)CL/CLliE = 87TG(5)O’ (4.1.15)

No espaco S'/Z,, os campos devem ser simétricos com relagdo as branas, uma vez que
6 e —0 correspondem ao mesmo ponto. Assim, a’ é descontinua em z = 0 (e também em
Z=z).

Em torno de z = 0, temos:

a (g) = —ke " (4.1.16)

a (—e) = ke "™ (4.1.17)
Logo, da equagao (4.1.15), no limite € — 0, temos a relagao:
6k = 87TG(5)O' (4.1.18)

De maneira analoga, integrando a equagao (4.1.12a) em torno de z., obtemos

—3d'al’* = —8rGs) (e77) o (4.1.19)

Ze—€

Levando em conta a simetria de reflexao em torno da brana em z., temos:
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a (2 + &) = e e (4.1.20)

a (2, —¢) = —we "z (4.1.21)

logo, a equacao (4.1.19) reproduz exatamente a condicao (4.1.15).

Portanto a métrica (4.1.1) é solu¢ao do problema se

1
K= ——A
6

e se a tensao da brana esta ajustada ao valor da constante cosmoldgica do espago ambiente
de acordo com a expressao
3

(5)

4.1.2 Linearizacao da Gravidade na Brana

Um dos critérios importantes para verificar a validade das solugoes é examinar se no
regime de campo fraco as solugoes obtidas reproduzem o comportamento ja conhecido.
Nesta secao iremos discutir a linearizacao da equacao de Einstein no cenario das branas,
procurando identificar as correcoes causadas pela dimensao extra. Nosso ponto de partida

é a métrica

ds® = gapda’da® (4.1.23)
onde
G = (2N + Py (z, 2) (4.1.24)
9zz = -1 (4125)
ou seja,

39



ds? = [a*(2)hy + by (2, 2)] da'da” — d2? (4.1.26)

O tensor hy,, é o termo da perturbagao que satisfaz a condicao |h,,| < 1, de forma que
podemos ignorar quantidades deste tipo com ordem maior que um. Além disso, vamos
adotar um sistema de coordenadas no qual as componentes h,, = 0 [14].

A métrica inversa de g,,, em primeira aproximacao sera
g =a ()" — a Y (z, 2) (4.1.27)

onde levantamos os indices com a métrica de Minkowski.
Usando estes resultados, as equacoes de Einstein podem ser agora linearizadas. O que
desejamos com esta linearizacao é obter as equacgoes do campo para a perturbagao h,,.

Iniciamos calculando os simbolos de Christoffel.

1 - g,
Tpw = 50 (% (howw + gy = Py ) (4.1.28a)
o1
L = 5 [200 0 + 1] (4.1.28b)
g ag 1 a, a — g a/ g
FVS = F5V = 5 |:2 (5) 611 + a QhV -2 (5) hl/:| (4128C)

A partir das equacgoes acima, podemos calcular as componentes do tensor de Ricci:

1 1

Roy = 56572(2) [hfj,a,u T hG = 1 v pp — hﬁ,a,u} + §hgv (4.1.29)

a\? 1 /d a\’ o

/ / "
+2 (Z) hey + 5 (E) hi - (E) hﬁ Nov + (3CL + aa )7701/

1 —2 v Ip a’, v v

Rcrz = _501 (h’y o _ha' 7p) + 5 (h’wU _hoW) (4130)
1 !/ " 12 "

R.. = —Ea—%g" + %h{;’ + {% - 2—4} hg —4 (%) (4.1.31)

Se introduzirmos matéria na brana (a causa da perturbagao da métrica), as equagoes

de Einstein serao

G = 87TG(5)T2n§t + 87TG(5)7'%§”Q + Agag (4.1.32)
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onde T8 e 754" s30 o tensores energia-momento da matéria e da brana respectivamente

e A é a constante cosmologica no espago ambiente. As equacoes de Einstein podem ainda

ser escritas da seguinte forma

1
RAB = 87TG(5) (Tjgngt — g ngathDgAB) (4133)
brana 1 brana ,CD 2
+ 871Gy | TAg " — 37cD 9 "9gaB | — gAgAB

Desenvolvendo o lado direito das equagoes (4.1.33), obtemos

Ry, = 871G 56 (2) (Tg;mt) - %Tg <mat>ng,,) (4.1.34)
2
—87TG(5)% (6(2) = 6 (2 — 2)) [*(2)Now + how]| — §A [a®(2)Now + how]
R,, =0 (4.1.35)
e, e,
R.. = ”3 O 5 (2)a 217 + 7O 45 (5 (2) — 6 (2 — 2.))] (4.1.36)

Usando as equagoes de Einstein para a métrica nao perturbada (4.1.12a) obtemos

1 /d » a\? i
é(z> T = (z) V| e

(4.1.37)

1 1
ia_z(z) [hﬂ + hg,p,,u - U“phov,pyu - hZ,U,l/:I + ~h, +

V0,14 9 tov

+26[0 (2) = 0 (2 = 2)lhow — 26%he,, = 871G ()0 (2) (T(mat) — 3T (mat)%u)

1 — v CL/ v v
—50 2 (hy, —h?t,) + (E) (hy, —hy,) =0 (4.1.38)

1 / " 12 8 G 2
—ga h %h;f + {% — (‘;—4)} ht = %5 (z) Tt (4.1.39)

E possivel mostrar [14] que no vacuo, podemos escolher um gauge (sistema de coorde-

nadas) no qual h,, é transverso e possui traco nulo, ou seja, satisfaz as condigoes:

Quhl =t =0 (4.1.40)
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Observe que impondo o gauge (4.1.40) as equagoes (4.1.38) e (4.1.39) sao satisfeitas na
regido externa automaticamente. Assim, nossa atencao se volta para a equagio (4.1.37),

que na regiao externa a fonte, assume a seguinte forma
B!, — 2267 — 2k0(2) + 2k6 (2 — 2)|hoy — a 20"0,hg, = 0 (4.1.41)

Para determinar a solugdo da equacao (4.1.41), procederemos da seguinte forma. Va-
mos estudar a equagao no intervalo 0 < z < z.. Neste intervalo, os termos proporcionais

a delta se anulam e a equacao se reduz a :
hgy - 4l{2hUV - a_za#auhau =0 (4142)

Uma vez encontradas as solugoes de (4.1.42), os efeitos das deltas de Dirac sobre as
solugbes serao determinados, integrando-se (4.1.41), em torno de z =0¢e z = 2,
Considere primeiro a brana localizada em z = 0. Integrando a equagao (4.1.41) no

intervalo —¢ < z < € para € pequeno, encontramos

)

lim [hY, — 2[26% — 2K6(2) + 260 (2 — 2¢)|hoy — a 20" Oyho,| dz = 0 (4.1.43)

O segundo e quinto termos da integracao se anulam para ¢ — 0 se admitimos que a
métrica é continua sobra a brana. Assim, utilizando as propriedades da delta de Dirac,

temos:

lim [[h;, (£) = 1y, (—€)] + 4rhoy (0)] = 0 (4.1.44)

No espaco S'/Z, os campos devem ser simétricos em relagdo a brana. Segue entdo,

que hy, (07) = —hy, (07), logo [17, 21, 22|

(h:)'y + 4’%hm/)|zzo =0 (4145)

Usando o mesmo raciocinio para a brana em z = 2., encontramos

(h,, +4khgy)|,—, =0 (4.1.46)
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As equagoes (4.1.45) e (4.1.46) podem ser entendidas como condigoes de contorno que
devem ser impostas as solugoes da equagao (4.1.42), a fim de que sejam também solugoes
da equagao (4.1.41).

Como veremos mais adiante, esta condicao de contorno implicard a quantizacao do

espectro de massa dos gravitons visto pelos observadores quadrimensionais.

4.1.3 Espectro de Massa dos Gravitons

Estamos interessados em discutir a solu¢ao da equagao (4.1.42). Vamos tentar resolver
aquelas equagoes empregando o método de separacao de variaveis. Assim, propomos que

a solugao tem a forma

hov(x,2) = W (2)P,, () (4.1.47)

Substituindo (4.1.47) em (4.1.42), obtemos

Dy, (2)02W (2) — V(2)a ?0Od,, (z) — 4K* [¥(2) Py, (z)] = 0 (4.1.48)

multiplicando a tltima equagao por m e rearranjando os termos, convenientemente
ov

podemos verificar que (4.1.48) possui solu¢ao se existir alguma constante C' tal que

U (2) — 4K%W(2) + CV(2) = 0 (4.1.49)

O®,,(r) = —Cd,,(2) (4.1.50)

Mais adiante, verificaremos que a constante C' (constante de separagao) existe e na
verdade pode assumir diferentes valores. Um resultado importante é que os valores pos-
. . ~ ~ . A . d C - 2 ~
siveis sao todos nao-negativos. Assim, podemos escrever C' = m* e neste caso a equacao

(4.1.50) pode ser reescrita como:

O0®,, (1) + m*®,,(x) =0 (4.1.51)
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Esta equagao é uma equagao de Klein - Gordon para um campo ®,,(z) de massa m.
O campo ®,,(x) depende apenas das coordenadas da brana. Assim, pode ser interpretado
como o campo de um "graviton" (perturbagao linear da métrica) de massa m, pelos obser-
vadores confinados na brana. Para cada m permitido, correspondera um campo CID%) (x),
que é conhecido como modo KK.

A outra equacao obtida é a seguinte:

2
W, (2) = 482 ) (2) + =5 Uy (2) = 0 (4.1.52)

Vamos agora nos concentrar na solugao de (4.1.52). Uma solugao particularmente
importante é o caso de m = 0. Para este valor, a equacao diferencial acima se reduz a

seguinte equacao

Uy (2) — 4x7Wg(2) = 0 (4.1.53)

Esta é uma equagao bem conhecida [4] e a solugao que satisfaz as condigoes de contorno

(4.1.45) e (4.1.46) ¢:

Wy (z) = Che k! (4.1.54)

onde Cj é uma constante.
Esta solugao ¢ conhecida como o modo zero (m = 0). Como veremos, ela ¢ de fun-
damental importancia para a recuperacao do comportamento quadrimensional do campo

gravitacional na brana, para longas distancias.

Por meio de uma mudanga de coordenadas, onde fazemos z = **e"*, obtemos de
(4.1.52):
d>U(x) 1d¥(z) 4
— 1——= | ¥(x) = 4.1.
s + P + p (x) =0 (4.1.55)

Esta equacao apresenta a forma de uma equacao diferencial de Bessel com indice n = 2.

A solugao mais geral para este tipo de equagao tem a seguinte forma [4, 13|:
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U (2) = Ay (%e) + BN, (%) (4.1.56)

onde Jy(z) e Na(z) sdo as fungoes de Bessel de ordem 2 de primeira e segunda espécies
respectivamente. Para determinar as constantes A e B, devemos impor as condi¢oes de

contorno (4.1.45) e (4.1.46) em z =0e z = z..

De acordo com a condicao de contorno imposta em z = 0, temos portanto

AT, (%) + BN} (T) + %Ab (T) + %BNQ (@> —0 (4.1.57)

K K K

Podemos utilizar a seguinte relagao de recorréncia [13] para as fung¢oes de Bessel

T (n) = Jui(2) — an(z) (4.1.58)

A mesma relagao de recorréncia é valida para N,(z).

Logo, usando (4.1.58) em (4.1.57), obtemos

AT, (%) + BN, (%) ~0 (4.1.59)
assim
A —Np (=
5= —Jll(é;) (4.1.60)
Sendo assim, temos
U(2) = Cp [Jl(%)NQ (%) - Nl(%)JQ (%e)] (4.1.61)

onde C,, é uma constante de normalizacao.

Agora vamos impor a condicao de contorno em z = z., obtemos

Ny (%e’%) + Jl(%)]\fl (Temc> —0 (4.1.62)

K K

ou seja

Jr (Zerz) Ji(

(4.1.63)

Nl (%6“26) N1<

=137 13

)
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Os valores permitidos para m sao as raizes da equacao (4.1.63). Portanto, o espectro
de massa dos gravitons sera determinado pelo conjunto de solugoes da equagio (4.1.63).
Vimos que m = 0 é uma solugao. Queremos agora determinar o proximo valor permitido,
my. Se admitirmos que m; é pequeno comparado com k, entao, podemos expandir as
funcoes de Bessel do lado direito da equagao.

Para pequenos valores de seus argumentos, as fungoes tem a seguinte expansao:

n n—+2

xz

Tnl®) = Gl T I D)

SR (4.1.64)

Ny(z) = — =Dt (2> 4o (4.1.65)

™ T

Assim, para n = 1, o caso de interesse, em primeira aproximacao, encontramos:

m m
J1<E> = 21—1%2 (4.1.66)
m K
Nl(? l— (4.1.67)
Agora consideremos a razao ]‘\],11((%%)) , quando m < K, o lado direito da eq. (4.1.63) sera
dado por:
%%)) ~ 7 (%)2 (4.1.68)

Logo, em primeira ordem de **, podemos escrever:

()

—a—=~0 4.1.69
Vi (o) e

Segue, entdo, que para satisfazer (4.1.63) devemos ter

i (%e“%> ~0 (4.1.70)

Portanto, m; corresponde a primeira raiz da funcao J; (%e’%) .

O comportamento da funcao de Bessel J; (x) é ilustrado pelo grafico da figura (4.2)
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Figura 4.2: Funcoes de Bessel

Uma andlise grafica para a fun¢io J; (x) nos mostra que J (%e’%) possui infinitas
raizes. A primeira destas raizes estd em e = 0, ou seja, que corresponde a um gréaviton
sem massa. Para a raiz seguinte, temos “te"* ~ 3,8. Esta segunda raiz representa o
primeiro modo com massa do graviton, existindo assim um salto no espectro da massa
dos gravitons de modo analogo ao que ocorrer com o espectro do graviton na teoria de
Kaluza-Klein. O proximo nivel, neste espectro, seria representado pela raiz seguinte, ou
seja, a terceira raiz da funcao de Bessel e assim por diante. Logo para J; (%e’%) ~ 0,

devemos ter que

T erze o cte (4.1.71)
K

onde, para as primeiras raizes, essa constante é da ordem de 1. Assim, para os primeiros

valores de m teriamos

m o~ ke " (4.1.72)

Notamos que a massa dos gravitons depende do tamanho da dimensao extra. Assim,
se escolhemos z. suficientemente pequeno, podemos garantir que a massa do 1° modo
KK é muito grande (m ~ k). Neste caso a energia necessaria para excitar o primeiro
modo massivo seria muito alta e fora do alcance dos nossos instrumentos. Por causa
disto, os gravitons com massa ainda nao teriam sido detectados. Estes gravitons massivos

nao podem ser vistos por um observador quadrimensional que habita a brana. Para este
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observador apenas os gravitons sem massa podem ser observados na escala de energia dos

aceleradores de particulas atuais.
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Capitulo 5

Modelo RSII

Os modelos do tipo Randall-Sundrum (RS) tratam de branas, (que podem ser entendi-
das como paredes de dominios no contexto da teoria de campos) nas quais toda a matéria
ordinaria encontra-se confinada por meio de algum mecanismo de aprisionamento, como
por exemplo, por meio da interagao do tipo Yukawa com um campo escalar, como descrito
no capitulo 3.

Neste cenario, nosso universo quadrimensional pode ser imaginado como uma brana
imersa num espaco maior que possui 5 dimensoes. No primeiro modelo deste cenério
(o RSI) a dimensao extra é compacta devido a existéncia de uma outra brana. Assim,
temos uma brana com tensao positiva e outra com tensao negativa, que sao postas em
pontos fixos do espaco ambiente a uma certa distancia finita uma da outra. Desta forma
a dimensao extra possui um comprimento finito.

Vamos agora tratar do segundo modelo do cenario RS, o qual denominamos por RS2.
Neste modelo, a brana de tensao negativa é retirada de cena. Fazemos com que sua posi¢ao
2. esteja a uma distancia infinita da brana de tensao positiva e desta maneira a dimensao
extra deixa de ser compacta e passa assim a ser uma dimensao extra de comprimento

infinito.
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5.1 Modos KK Continuos

No capitulo anterior, vimos que os modos K K eram caracterizados pela constante m,
que poderia ser interpretada como a massa do graviton. Vimos também que os valores
permitidos de m formavam um conjunto discreto e dependiam de z.. De fato, para o 1°
modo KK a massa era dada por m ~ ke "*. Assim, no limite z. — oo, nao ha saltos
entre as massas dos modos K K. De fato, removendo-se a segunda brana, a condicao de
contorno (4.1.46) deixa de ser aplicada e como consequéncia m pode assumir qualquer
valor real nao negativo. Em outras palavras, o espectro de massa torna-se continuo.

A primeira vista, poderiamos pensar que essa caracteristica seria fenomenologicamente
desastrosa para o modelo, uma vez que os modos K K leves (gravitons com massa pequena)
seriam acessiveis mesmo a baixas energias e poderiam colocar a teoria em conflito com os
testes experimentais. No entanto, como veremos, devido a existéncia de um modo zero
normalizavel, o campo gravitacional apresenta um comportamento quadrimensional para
longas distancias.

Vamos iniciar nossa discussao considerando a normalizagao das fun¢oes de onda que
descrevem os modos K K. Como vimos, no capitulo anterior, os modos K K satisfazem a
equacao:

2

m
Wi (2) = 467y (2) + —5 Uom(2) =0 (5.1.1)

Esta equacao pode ser entendida como uma equacao de autovalores de um operador de
Sturm-Liouville. De acordo com a teoria de Sturm-Liouville, as autofuncgoes associadas a
autovalores discretos sao normalizaveis e as autofunungoes correspondentes a autovalores
continuo podem ser normalizadas no sentido distribucional, ou seja, segundo a delta de
Dirac.

Vamos, agora, estudar com mais detalhes o espectro de massa dos gravitons analisando
a equacao 5.1.1. A primeira observagao importante é a de que os autovalores devem ser
nao-negativos. Isso segue da condicao de que as autofunc¢oes devem ser finitas no limite

2z — 00. A razao fisica que fundamenta esta condicao é a hipotese de que nao héa informacao
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dimensdo
exira

Brana

Figura 5.1: dimensao extra no modelo RSII

vindo do infinito em dire¢ao a brana [31].
Outra caracteristica fundamental ¢ a existéncia do modo zero normalizavel. De fato,

para m = 0, encontramos a seguinte solugao
Wo(z) = Coe™** (5.1.2)

Esta solugao é normalizavel mesmo para z. — 0o, como podemos verificar. De fato

> 2 —kz\2 . C_g
/0 dzC§ (e77%)" = T (5.1.3)

Assim, escolhendo C? = v/2k, encontramos o modo zero como norma unitaria:
Uy(z) = V2re " (5.1.4)

Os demais autovalores formam um espectro continuo e como ja dissemos as autofuncoes
correspondentes podem ser normalizadas no sentido distribucional.
No Apéndice C, encontramos as constantes de normalizacao das autofuncoes. As

autofuncoes normalizadas sao dadas por

b = LA (30) 03 () 5.15)

5.2 Funcao de Green

A equacdo (4.1.42) governa o comportamento do campo gravitacional linearizado h,,

no vacuo. Pretendemos, agora, determinar, o campo produzido por um corpo confinado
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na brana.

Com esta finalidade, temos, entao, que estudar as equacoes de campo com fonte.
Seguiremos aqui o método baseado na funcao de Green.

Podemos entender a funcao de Green como um tipo de funcao usada para resolver
equacoes diferenciais nao-homogéneas sujeitas a condicoes de contorno e cujo termo de
fonte é uma funcao delta de Dirac. Fisicamente, uma funcao delta de Dirac pode repre-
sentar um evento especifico que acontece em um ponto do espago (') em um determinado
instante de tempo (t') . A fungio de Green representa a fungao potencial que nos diz qual
a influéncia daquele evento em um ponto ¥ do espaco e num instante de tempo t.

Vamos, agora, estudar a solucao da equagao nao-homogénea, ou seja, da equacao:
(02 — 2 (2k% — 2k6(2)) — a?OW] by, =25, (5.2.6)

o termo X, faz o papel de fonte para h,,, mas nao deve ser confundia com o tensor energia-
momento da matéria. A razao é que a equacao de campo original para h,, é a equagao
(4.1.37). No lado direito desta equacao podemos identificar o tensor energia-momento
da matéria (T7%"). Mas, devemos lembrar que esta equagdo foi obtida no sistema de
coordenadas gaussiano adaptado a brana, uma vez que fixamos a condicao hs, = 0 e a
brana é localizada em z = 0. No entanto, a equagao (5.2.6) é valida no gauge RS, onde as
condigoes adicionais d,hf = ht; = 0, sdo impostas. Aplicando estas condigdes na equagao

(5.2.6), verificamos que a fonte no gauge RS, deve satisfazer as condigoes

0,25 =0 (5.2.7a)

SH =0 (5.2.7b)

Na proxima secao trataremos de relacionar X, com Tgf,“t.

Segundo o formalismo da func¢do de Green, a solucdo da equagao (5.2.6) é dada por:
hyw = /dz/d4x’G(:v, zia!', 28, (5.2.8)

onde G (x, z,2',7'), a chamada fungao de Green, deve satisfazer a equagao:
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(02 — 2267 — 2k6(2)] — a*0OW] G(x, 232/, 2) = 6*(x — 2')6(2 — 2) (5.2.9)

De acordo com a teoria de Sturm-Liouville, a funcao de Green pode ser construida a
partir das solugoes da equacao homogénea.
Como vimos, a equacao homogénea pode ser resolvida pelo método da separacao de

variaveis, cuja aplicacao nos déa:
Od,,(x) + m?*®,, () = (5.2.10)

m2

U (2) — 21257 — 2K6 (2)]¥(2) + ?\I/(z) =0 (5.2.11)

Essas equacoes podem ser estudadas, como ja comentamos anteriormente, no contexto
da teoria de Sturm-Liouville. Um resultado extremamente importante dessa teoria é o
de que o conjunto completo das autofuncoes forma uma base completa para o espaco de
funcoes normalizaveis e que satisfazem as mesmas condicoes de contorno das autofunc¢oes
[5].

Um conjunto completo de autofuncoes do operador D “Alambertiano que aparace na

equagao (5.2.10), é dado pelas ondas planas

(27104 exp (ik,a*) com k,k* = m? O fator
1/ (2m)* & um fator de normalizacdio.
Em relagdo a equacdo (5.2.11), vimos que as autofun¢oes associadas, ja normalizadas

sao dadas por:

im (z) = V2ke ™ (5.2.12)
[m [H N (e) = Ni(3)a (e™)]
Um (2) = (5.2.13)
: wl () + M ()’

m
Da teoria de Sturm-Liouville segue, entao, que as fungoes ﬁ; exp (tk,x") up, (2) con-
stituem uma base para as fun¢oes em cinco dimensoes. Logo, a funcao de Green pode ser

decomposta nesta base, ou seja, podemos escrever
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d*k : A
G(z,z;2', 7)) = /Wb(%)uo(z)e”m+//dmbmkum(z)e’m (5.2.14)

para algum conjunto de coeficientes by € bpy, que podem depender de ' e 2/, e que
devem ser determinados pela equacao (5.2.9).
Substituindo (5.2.14) em (5.2.9), encontramos apos usarmos as equacgao (5.2.10) e

(5.2.11), a seguinte equagao:

k,2 eikx
bior) — d*k
/ (00) 3 uo(2) 2n)

N / / [’“2 ;Qmj by i () (;:_)4 dmd'k = 6"z — 2/)5(z — ) (5.2.15)

Para obter os coeficientes da expansdo vamos multiplicar a equacao acima por u; (2)e~*®

e integramos em x e z:

/(621:41626(%) [/ dzuo(z)um(z)a_z/d%eiz(k_%)}
+ / / [£* = m®] b { / dztu (2)un(2)a™ / d4xe”(’“"~“’] dmd*k (5.2.16)
= /dzum(z)é(z -2 /d4xeil~€m(54(x — )

Usando as condicoes de ortogonalidade:

S(h— T = (271r)4 / i) (5.2.17)
d(m —m) = /almum(z)um(,z)a2 ,m >0 (5.2.18)
Smoy = /dﬁzuo(z)um(z)cf2 (5.2.19)

obtemos:

/d4kb(0k)k25(m0)5(k — k) + / (k% — m?] by (k — k)6 (m — m)dmd*k = um(z')e_ii“/
(5.2.20)
boiy k8o + [’52 - mQ] by = tin(2)e ™% (5.2.21)
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Portanto:

N ,—tkx
biow) = —uo(zk?: ,  m=0 (5.2.22)
um(zl)e—ika: ~

Assim, a funcao de Green é dada por:

d*k uo(2)ug(z)e*@==")
Gz, z;2',7) = / 5.2.24
( )= | Gy = (5.2:24)
Ak e / U (2) U (27)
ik(z—1') m m
+ € dm—————=
/ (2m)* [k2 —m?2]|
Lembrando que o modo zero é descrito pela funcao de onda:
u’(2) = /re (5.2.25)
Podemos escrever a fungao de Green completa da seguinte forma:
PR oy [ 2 o (2)tm(2)

Com a funcao de Green, poderemos calcular o campo gravitacional, ou melhor, h,,
para qualquer distribuicao de energia
Contudo estamos interessados unicamente no caso estacionéario para o qual a funcao

de Green é determinada por |20]

+oo
G(Z, 2,7, 2) = / dt'G(x, z; 2!, 2") (5.2.27)

—00

ou seja,

+oo Ak oo [RE2EEHED U (2) U (2)
= 2 ! ik(z—x') m m
G(Z,z;7,2") /oo dt [/ (2#)46 [—kQ +/dm—[k:2—m2] H

Vamos inicialmente realizar a integracao em dt’. Observe que:

Ak oo pik(z—a’) dAk oo ke (t—t)—ik(F—&')
27m)" S KE—m (2m)" J—oo (R)” — i
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onde wy = V k2 + m2. Se definimos ' = 7 + t, temos:

i [0 pikeT—ik(E-) ik e tR@E=7) too
/ 4/ 602—26“ :/ . 60 — U ek Tdf} (5.2.29)
2m)" S (K0)" — Wi (2m)" (k°)" —wi L)oo

Por meio da definicao da funcao delta de Dirac

+o00
/ e 7dr = 216 (K°) (5.2.30)

—00

a relacdo (5.2.29) fica da seguinte forma, quando integramos com respeito a coordenada

kO -

dik e —ik(Z—Z) +oo Td
t/@mﬂmf—wgﬁ T_/

+o0 0 71km ')
S A e e (80)
2m)° Jooo 27 (K0)* -}

400 dSk efzk(a: ')

(5.2.31)
P m2 4 k2

onde utilizamos o fato de wy, = V/k2 + m2.

No apéndice D, calculamos a integral (5.2.31) explicitamente. Encontramos o seguinte

resultado

A3k ik(z—z') 1 e—™mR
/dt’ = _==F (5.2.32)
(2m) [mZ + kﬂ Ar R

onde R = |Z — Z'|. Segue, entao que:

d3k, ik(z—a') 1 ¢e—mR
//dt 'k ¢ o EG n (5.2.33)

Alguns comentérios sobre (5.2.33) sao pertinentes. Vemos que no caso de modo zero,

em que m = 0, recuperamos o potencial Newtoniano que cai com o inverso da distancia. Ja
para os modos K K com massa, as interagoes sao mediadas por um graviton como massa
e caem exponencialmente com a distancia. A partir desse resultado podemos escrever a

funcao de Green independente do tempo:

ot 11 —2k(z+2") OO / 1 e
G(z,z;2',2) = R )" + i Am, (2)um (2') R (5.2.34)
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Consideremos, agora, uma particula com massa localizada na brana em z = 0 [15]. O
potencial estatico gerado pela particula num ponto sobre a brana (2’ = 0) seré, de acordo
com (5.2.34), dado por:

K 1 *

Gz, 22, 2) = "R IR, dm [y, (0)]* e 7" (5.2.35)

onde u,, (0) sao os autos-estados dos gravitons (ver se¢ao anterior) avaliados na brana,

ou seja:

_ [m [N () — AN ()]
U (0) = \/: NN CE TG (5.2.36)

Vamos agora calcular o potencial num ponto sobre a brana distante da fonte. Considere
R > k7' Em (5.2.35), devido a exponencial decrescente, sabemos que a integral é

significativa apenas para m < m* onde m* é da ordem de 1/R. Assim, temos.

kR >1

mR<m*R~1

Essa condigao implica que na integral (5.2.35) podemos admitir que ™ < 1.
Sendo assim, podemos expandir as fung¢oes de Bessel para pequenos argumentos (4.1.64),

(4.1.65):

Jl(%) = % JQ(%) = (%)2 (5.2.37)
M= 22 =L () (5.2.38)

Desta forma, na aproximagao de primeira ordem em m/k obtemos.

[ (0)]" =

m
K

(5.2.39)

Logo, a funcao de Green sera dada pela expressao
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1 o0
G(z,z;2' 7)) = —ﬁ - 47T/€R/0 me ~"™dm (5.2.40)

Integrando por partes, obtemos finalmente a funcao de Green:

1
Gz, z;2',2) = —ﬁ [1 + 52R2] (5.2.41)

Ja foi apresentado acima o significado fisico da funcao de Green, e vimos que ela
representa a fun¢ao potencial. Sendo assim, de (5.2.41), concluimos que a fungao de Green,
devido ao modo zero, recupera o carater quadrimensional mais um termo de correcao do
potencial gravitacional para longas distancias. A contribuicao dos modos KK com massa
se manifesta como uma correcao da funcao de Green e carrega, portanto, os efeitos da

dimensao extra.

5.3 A Fonte e o Gauge

Nesta se¢ao pretendemos estabelecer a relagao entre XJ,,,,, a fonte do campo h,,,, no gauge
RS, com T, tensor energia-momento da matéria dada nas coordenadas gaussianas.
Considere a equacao de campo para h,,, nas coordenadas gaussianas (z*,z). Nas

coordenadas gaussianas adaptadas a brana, a localizagao da brana é descrita pela equagao

Y

= (0, mesmo com a perturbacgao, pois admitimos que hs, = 0. Nestas coordenadas, os
campos sao simétricos com relacao a z, uma vez que z mede a distancia transversal de
um ponto com respeito a brana.

A equagao (4.1.37) nos fornece, apos integra-la em torno de Z no intervalo —e < z < c e
tomarmos o limite ¢ — 0, uma relagao entre a descontinuidade da da primeira derivada da
métrica (associada a curvatura extrinsica da brana) e o contetido energético distribuido
na brana. FEssa relacao é conhecida como condicao de juncao de Israel e nosso caso,

levando-se em conta a simetria de reflexdo nos da:

B (07) B (07)] + 2%, = 87 (TW _ %TW) (5.3.42)
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. 1
@K%@Jhmm:8ﬂG5<T@p—§mwT) (5.3.43)

Esta equagao nos da entao a dependéncia do campo h,, com o tensor energia-momento

confinado na brana, nas coordenadas Gaussianas.

5.3.1 Transformacao de Coordenadas

Procuramos, agora, uma equagao analoga a (5.3.43), que nos forneca a relagao entre
hyw, a métrica perturbada no gauge RS, e a fonte.
Para isto vamos considerar a relacao entre h,, e h,.

Sob uma transformacao de coordenadas infinitesimal:

74 = + ¢4 (2) (5.3.44)

Podemos mostrar (ver apéndice E) que os "campos"hap e hap estao relacionados da

seguinte forma:

han = hay —Yan Ex — Yam Ex — € (@) Yuna (5.3.45)
onde v4p corresponde a métrica de fundo, que no nosso caso é
— 2 _ _
Vv = @ Navy Yz = 0, 72z = —1 (5.3.46)

e &4 () é uma funcao de todas as coordenadas tal que £ (z) < 1.

Em ambos os sistemas de coordenadas, temos

o =h., =0 (5.3.47a)

Segue entao, de (5.3.45), a relagao:

hzz - hzz - (fVAz gé + YAz 5;2) - gA (LL’) Vzz,A (5348)

Para os termos entre paréntesis as tnicas componetes nao nulas da métrica de fundo

sao aquela em que A = z. Enquanto que o tltimo termo, qualquer que seja o valor de A,
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irad se anular. Assim, utilizando (5.3.47a) concluimos que
£,.=0 (5.3.49)

De onde concluimos que a funcdo £° nao possui dependéncia da coordenada extra.

Logo

£ =& (at) (5.3.50)

Agora consideremos as componentes da perturbagao (M = p e N = z) dadas por

(5.3.47a)

Bz = Ry — (/YAH 5,12 + Y4z f,ﬁ) - gA (z) Yz, A (5.3.51)

Considerando que nos dois gauges temos
h,uz = huz =0 (5352)

obtemos:

my S,Vz + Y2z gi =0

Vv &% = €, (5.3.53)

multiplicando (5.3.53) pela métrica de fundo inversa v**, obtemos

£5 =€, (5.3.54)

como Y = e~ 22k entio,

€2 = 62”|z‘77“°‘§’2# (5.3.55)

Obtemos assim uma equacao diferencial para as fungoes £*. Por integracao direta

de(5.3.55), com respeito a variavel z, encontramos:

60



1
£z, 2) = §e2“|z‘n”a§i + F* () (5.3.56)

onde F*(z) é uma funcao oriunda da integragao, a qual nao possui depéndencia com a
coordenada extra.

Uma vez obtida as condigoes necessarias para £%(x) e £°(x#*) a fim de satisfazer as
condigbes (5.3.47a) e (5.3.52) nas coordenadas Gaussianas e no gauge RS, resta-nos agora
obter a relagdo entre h,, e h,,. Mais uma vez, fazendo uso das expressio (5.3.45) com

M = p e N = v, encontramos

h,uu - huu - (’YAV fﬁ + ’YA;L 5;3) - gA (fL’) /yuu,A (5357)

Para os termos entre paréntesis os inicos termos nao nulos sao aqueles em que A = «

onde (a=0,1,2,3). Com isso, temos

huwr =l — (Yo €5+ Yo €5) = € (2) Yuva — & () Vuvz (5.3.58)

e como Y, = 0 pois a métrica de fundo nao possui dependéncia com as coordenadas

4-dimensionais, a equac¢ao acima se reduz a:

B;w = h,uzx - (’Yau fi + Yau 53) - fz (l’) Yuv,z (5359)

Substituindo v, = e~**ly,, e usando (5.3.56), (5.3.59) nos da:

_ 1
hw = Py + —0,0,6 — 2k 2y, €2 4 2727219, )0 F© (5.3.60)
KR

Substituindo (5.3.60) em (5.3.43), encontramos

1
(25 + 0.,) (huu — Eﬁlﬁyf‘r’ — 26_2“@(“771,)&]7“ + 2/{6_2“377W§5)

1
= 87TG5 (T/“, - §17}U/T>

1
(26 + 0.) hy +20,0,6° = 87G5 (TW - §WT) (5.3.61)
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Portanto,

1
(26 +0.) hy =87Gs5 | T — =T ) +20,0,€° 5.3.62
iz % 3 iz iz

Sendo assim, podemos interpretar os termos do lado direito da igualdade acima como

termos de fonte do campo gravitacional h,, no novo gauge. Definimos portanto,

1
S, = 87 (TW - §n,wT) + 20,0, (5.3.63)

e assim, temos, a equacao procurada.

(26 + 0.) hy = Sy (5.3.64)

No gauge RS, temos a condigao hf; = 0, como vimos, isto implica que X4 = 0. Para

garantirmos essa condi¢ao, devemos ter

1
SH = 87Gs (n“”TW — gn‘“’nWT) + 20" 9,0,6° =0 (5.3.65)
1
877G (—gT) + 2019, =0 (5.3.66)

Escrevendo OW = 913, temos a equagdo:

47TG5
3

0¢° = T (5.3.67)

Portanto, para que o trago de hy,, seja nulo, como ¢ exigido no gauge RS, a fungao &°
deve obedecer a equagao (5.3.67). Da defini¢ao (5.3.44), £° nos d4 a transformagao entre

as coordenadas z e z. Explicitamente;
Z=z+& () (5.3.68)

Nas coordenadas Gaussianas, a posicao da brana é dada pela equacao z = 0. Logo,
no gauge RS, a posi¢ao da brana serd dada pela equacio z = —¢° (). Portanto, neste
gauge, a brana é descrita como uma hipersuperficie curva, quando ha matéria confinada

na brana.
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5.4 O Campo Gravitacional

Pela transformacao de coordenadas realizada anteriormente para o sistema de coorde-

nadas Gaussianas Normais, temos que

_ 1
huy = hu + 21{6_2”‘2:'77#1,55 — Eﬁud,fg’ — 26_2”“8(“7]”)}76“ (5.4.69)

Podemos separar h,, em duas partes, uma contribui¢ao referente a um corpo massivo

e a outra devido ao desvio da brana. Entao

1
huw = B0 + 2ke~ 2l €5 + n() — E@Layé — 2e7 29 ,n, F* (5.4.70)

como hy,, ¢ uma solugao de (5.2.6), esta solugao pode ser obtida por meio do método da

funcao de Green, logo

hy = 2/d4x’dz’G (22", 2") B, (2")0(2) (5.4.71)
de forma que temos
1
hﬂmt) = 167rG5/d4$/dz’G (z,2;2',2") (T/w — gnwa> (5.4.72)
hfy) = 4/d4x'dz/G (z,2;2,2") 0,0, (5.4.73)

onde fizemos uso do fato de que
1
E,uu = 87TG5 (ij - g?’]uyT) + 26u0V§5 (5474)

Podemos portanto escolher F'® (z*) de maneira apropriada de modo que os 3 ultimos
termos em (5.4.70) se anulem [23] em z = 0. Portanto, em z = 0 a perturbagao adquire

a seguinte expressao

] , , 1
T = 167Gs / a'a'G (,0;2',0) (TW — §mWT) + 26 € (5.4.75)
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5.4.1 A métrica estatica com simetria esférica na brana

Se consideramos agora a existéncia de uma massa pontual M que permanece em repouso
na brana, esta massa "deformard" o espago-tempo, isto é, provocara uma perturbacao na
métrica do espaco tempo. Vamos portanto calcular essa perturbagao. O tensor energia

momento de um corpo com massa localizado na brana é dado por [23]

Ty = M5 () 6367 (5.4.76)
A equacao que descreve o desvio da brana devido a presenca do corpo com massa é

dado por (5.3.67), ou seja

47TG5
3

T

(e =

onde 7' é o trago do tensor energia momento. Utilizando (5.4.76) e calculando o seu trago,

encontramos

T = M&® (2) (5.4.77)
Assim, temos:
4
O = ”?)Gf’ M§® () (5.4.78)

Como o Campo produzido é estatico, o operador d “Lambertiano [] se reduz ao Lapla-

ciano em 3 dimensoes, ou seja,

Vs = -2 M5 (7) (5.4.79)

Sabemos que

VQ% = —4n§(Z) (5.4.80)

Portanto
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£ = (5.4.81)

onde definimos r = |Z| [23]

Como vimos, a perturbacao da métrica é dividida em duas partes, uma referente a
matéria na brana e a outra devido ao desvio da brana. A parte da perturbacao que diz
respeito & matéria ¢ dada por (5.4.72). Utilizando a fungao de Green estacionaria (5.2.41),

temos:

/ ’ ].
hl(lrgat) = 167TG5/d3x G (:C, 0,33' ,0) (ij — 5”#”11) (5482)

Para o tensor energia-momento dado em (5.4.76), temos

1 1 4
(TW - gnWT) = <5252 — g’M) M@ (z) (5.4.83)

Portanto, (5.4.82) fica escrito como

/ 1 1
pmat) — 167G / Por—L (14— ) (%0 = 2y ) MO (7
v s |\ e ) O T 3 )

(5.4.84)
Bima) = 4G (8050 — Ln, / O 1 0¥ (&) (5.4.85)
m peve g |7 — " 2r2T— 23

pma — _gegenr (Lo L (s050 — L, (5.4.86)

H 7| 2K2|Z)3 wve g

fazendo r = |Z|, obtemos:
4I~CG5M 1 1
mat) __ 0 <0
et = 2T <1 n 2/{27“2) (5#@ _ gﬁw) (5.4.87)
De (5.4.75), sabemos que

By = hl(J;wt) + 26m,,E° (5.4.88)

Assim, usando (5.4.81) e (5.4.87):
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_ 4kGs M 1 1 2kGs M
B = — 0 <1+ > <5252—§n,ﬂ,> + (5.4.89)

r QK272 3r
- 4%?(;5j»{ 1 2f€(;5]»f 1
h, =— 14+ ——]6%° — 1+ —— 5.4.90
K r ( + 2/{2r2> wv T Ml ( + 3/<c2r2) ( )
7 2kGs M 1 1\ e
P = = r Kl " 3527“2) v = <2 - 527’2> s 49

Esta é portanto a perturbagao da métrica da brana [16] causada pelo corpo puntiforme

de massa M. Se considerarmos G4 = kG5 temos, finalmente.

_ 2G4 M 2
hoo = — 14+ —— .4.92
00 r [( +3/€2T2):| (5.4.92)
e
- 2G4 M 1
hiy === [(1 + W) 5} (5.4.93)

Assim, o elemento de linha no gauge de area seré:

— r?d0? (5.4.94)

2(}4]V[ 4(;4]V{ dT2
2 2
ds” = (1 T 322 ) dt” — (1- 2GM 3G4M)

r 3Kk272

Recuperamos assim, o resultado da Relatividade Geral no limite de campo fraco.
Observe que na expressao (5.4.94), o termo adicional é o termo de corre¢ao para o potencial

devido a dimensao extra.
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Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Nesse trabalhamo realizamos um estudo sobre as dimensoes extras no universo e ap-
resentamos alguns modelos dessa teoria. A idéia da existéncia de dimensoes extras vem
sendo postulada desde a década de 20. Na tentativa de unificar a gravidade com o eletro-
magnetismo, Theodor Kaluza e Oskar Klein [11| desenvolveram uma teoria, na qual a
existéncia de uma dimensao extra é de fundamental importancia. Novos modelos de di-
mensoes extras surgiram mais recentemente. O modelo conhecido por ADD foi proposto
por Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Georgi Dvali [17], no qual o problema da
hierarquia fica resolvido quando se supoe a existéncia de dimensoes extras. Um outro
modelo que estudamos neste trabalho sdo os modelos do cenario Randall-Sundrum (RS)
desenvolvidos por Lisa Randall e por Raman Sundrum. Nos modelos ADD, RSI e RSII, o
universo é visto como uma hipersuperficie imersa em um espago ambiente maior, na qual
todos os campos exceto a gravidade estao confinados.

No universo multidimensional, postulado na teoria de Kaluza-Klein, a meétrica do
espaco-tempo em cinco dimensoes é parametrizada de uma forma especifica, na qual se
identifica a métrica do espago-tempo usual, um campo escalar e um campo vetorial. Além
disto, as derivadas da métrica com respeito a dimensao extra sao consideradas nulas e
este seria um dos motivos pelo qual nao observamos esta dimensao extra. A razao fisica
dessa condigao ¢ a hipotese de que a dimensao extra possui a topologia de um circulo com

um raio muito pequeno, da ordem do comprimento de Planck, e desta forma o universo
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teria uma forma cilindrica. Assim, a dimensao extra no modelo Kaluza-Klein é uma
dimensao compacta. Para um observador 4-dimensional os campos sao constituidos de
um modo zero juntamente com modo com massa, definidos como modo KK. Cada modo
KK carrega uma energia inversamente proporcional ao raio do circulo. Portanto, como o
raio da circunferéncia da dimensao extra é da ordem do comprimento de Planck, os modos
KK nao podem ser excitados em processos de baixas energias, exceto o modo zero, que
nao depende da dimensao extra.

Nas teorias de imersao, o confinamento dos campos desempenha um papel fundamen-
tal. Na literatura, existem diversos modelos de aprisionamento do campo. Utilizamos o
modelo de localizac¢ao de férmions proposto por Rubakov e por Shaposhnikov [19] como
ilustragao. Neste cenario, toda a matéria encontra-se presa numa hipersuperficie (3+1)-
dimensional denominada de 3-brana inserida em um universo de dimensoes extras. No
contexto da teoria de campo, esta hipersuperficie nada mais é do que uma parede de
dominio, no limite de espessura nula. Neste modelo, se admitiu a existéncia de apenas
uma dimensao extra. Os férmions com massa nula, estao presos a parede por meio de uma
interacao do tipo Yukawa com o campo escalar. Existe um salto entre o modo zero e os
modos continuos que representam os férmions 5-dimensionais que se propagam ao longo
da dimensao extra. Portanto, esse mecanismo que aprisiona a matéria numa brana é um
aspecto importante da teoria ao explicar por que as dimensoes extras nao sao observadas.

Tanto a matéria como os outros campos do modelo padrao (com excecao da gravidade)
estao presos a brana, ou seja, linhas de campo elétrico e magnético por exemplo, nao
podem se propagar ao longo da dimensao extra. Apenas os gravitons podem se propagar
livremente em dimensoes superiores. Podemos utilizar a analogia das bolas de bilhar
movendo-se na superficie de uma mesa de jogos apresentada por Nima Arkani-Hamed,
Savas Dimopoulos e Geogi Dvali. Nesta analogia, as particulas do modelo padrao, como
elétrons e protons, sao bolas as bolas de bilhar, enquanto que a mesa de jogos seria a
brana. Neste exemplo, temos um universo bidimensional. Quando duas bolas se chocam,

elas produzem ondas sonoras que se propagam em 3 dimensoes. Estas ondas sonoras sao

68



andlogas a gravitons, que podem viajar no espago de dimensoes extras. Se a energia do
choque for suficientemente grande, as ondas sonoras que sao produzidas, levarao embora
alguma energia da superficie.

Como o tnico campo que se propaga na direcao da dimensao extra é o campo grav-
itacional, estudamos os efeitos que as dimensoes extras causam sobre este campo. No
entanto, em dimensoes superiores nao-compactas, o campo gravitacional cai mais rapida-
mente com a distancia do que prevé a lei do inverso do quadrado, valida no espaco com trés
dimensoes espaciais. Porém no modelo ADD a exemplo de Kaluza-Klein, as dimensoes
sao compactas embora podendo ter comprimento grande quando comparado aquele outro
modelo. Determinamos, entao, o potencial gravitacional gerado por um corpo de massa
m em um universo deste tipo que possui uma unica dimensao extra. Como a dimensao
extra possui a topologia circular, o universo apresentard uma forma cilindrica e neste caso
as linhas de campo que se propagam ao longo deste universo, darao voltas em torno dele.
Se existe um observador na proximidades de m, as linhas de campo provenientes dessa
massa chegarao até o observador depois de percorrerem o cilindro e entao o observador
sentird a influéncia do campo gravitacional gerado por varias massas que estarao dispostas
ao longo da mesma linha que passa pelo centro de m. A estas diversas massas demos o
nome de imagens topologicas e estas massas estao separadas por uma distancia igual ao
comprimento da dimensao extra. Consideramos ainda a situacao em que o observador
encontra-se a uma distancia muito grande quando comparado com o raio da dimensao
extra e para esta situacao o observador vé um fio de massa, ou seja, uma distribuicao
uniforme de massa ao longo da dimensao extra e concluimos que para grandes distancias,
quando comparadas com o raio da dimensao extra, recuperamos o potencial gravitacional
gerado por m em um espaco com 3 dimensoes espaciais nao compactas.

O principal objetivo do modelo ADD estd na tentativa de resolver o problema da
hierarquia. Assim, este problema seria resolvido se a escala de Planck em um espaco
multidimensional , fosse da mesma ordem que a escala eletro-fraca. Neste caso, teriamos

uma relacao entre o comprimento das dimensoes extras [. e o niimero de dimensoes extras
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(n — 4) dada por I, = 107'8(10'®)?/7=% | Portanto, para evitar conflito com os dados
experimentais, o modelo precisa de no minimo duas dimensoes extras; neste caso [. seria
da ordem do milimetro.

Outros modelos de Dimensoes extras que estudamos foram os modelos desenvolvidos
por Lisa Randall e Raman Sundrum. Assim como no ADD, os modelos de Randall-
Sundrum (RS), como sao conhecidos, sdo modelos de brana, ou modelos de imersao. Estes
modelos diferem do ADD quando se trata do nimeros de dimensoes extras do universo e
pela maneira como elas estao escondidas, no que diz respeito ao campo gravitacional. No
modelo ADD, o campo gravitacional reproduz o comportamento quadrimensional porque
as dimensoes extras sao compactas. Nos modelos RS, isso acontece devido o fato da
métrica ser modificada por um fator de deformacao denominado de "warping factor".
Assim, ndo temos um espago-plano (sem curvatura) como ocorre no modelo ADD, e por
causa disso no modelo (RSI) basta uma dimensao extra para tentar solucionar o problema
da hierarquia.

No modelo RSI, o universo ¢ constituido por duas branas e dessa maneira a dimensao
extra possui um comprimento finito, temos assim uma dimensao compacta. Ainda no
modelo RSI, discutimos o espectro de massa dos gravitons. Notamos que existe um
modo zero (gravitons sem massa) e que os modos massivos dependem do tamanho da
dimensao extra, formando um espectro de massa discreto. Para uma dimensao extra de
comprimento suficientemente pequeno, a massa do primeiro modo massivo dos gravitons é
muito grande sendo necessario, portanto, uma energia muito alta para excitar este modo.
Se admitirmos que, esta energia esta fora do alcance experimental atual, isto explicaria
porque os gravitons massivos nao foram encontrados ainda. A deteccao futura deste
gravitons do modo KK seria um forte indicio da existéncia de uma dimensao extra no
universo.

Ja no modelo RSII, uma das branas é removida. Com isso o comprimento da dimensao
extra torna-se infinito. Neste caso, a massa dos gravitons pode assumir qualquer valor

real nao-negativo. Com isso concluimos que no modelo RSII os espectro de massa torna-
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se continuo. No entanto, ainda existe um modo zero m = 0 normalizavel. E é gracas a
este modo zero que o campo gravitacional apresenta um comportamento quadrimensional,
para longas distancias, apesar da existéncia da dimensao extra com escala infinita.

Estudamos ainda, neste modelo, o campo gravitacional gerado por uma distribuicao de
materia localizada na brana. Consideramos uma fonte esférica e estacionaria. A métrica
difere da métrica de Schwarzschild por um termo de corre¢ao conseqiiéncia da dimensao
extra suposta pelo modelo.

Uma perspectiva deste trabalho consiste em calcular a emissao de ondas gravitacionais
e a energia irradiada no modelo RSII, por uma fonte de campo gravitacional, mais especi-

ficamente um sistema binario de duas estrelas, por exemplo.
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Apéndice A

Volumes em Dimensoes Extras

Ja que estamos dissertanto sobre teorias de dimensoes extras, vamos apresentar uma breve
analise sobre Esferas e seus volumes nestas teorias. Vamos inicialmente estabelecer as
definigoes de Esferas e Bolas [7].

Considere o espaco de 3 dimensoes, com coordenadas x1, 2, x3. Neste espaco a 3— Bola

(B?) sera a regiao definida por:
B*(R) : z} + a5 + 235 < R? (A.1)

esta regiao esta envolvida por 2 — Esfera

S*(R) : 27 + a5 + 23 = R? (A.2)

onde o indices superiores em B e S denotam a dimensionalidade do espago em questao[citeT].
Vejamos um exemplo em espaco de dimensoes inferiores. Em um espaco de 2 dimen-
soes, B? é um disco em 2 dimensdes envolvido por um circulo de raio unitario S*. Logo,
podemos generalizar estas definicoes de Bolas e Esferas para um espago com n dimen-
soes abitrarias, onde as Bolas e Esferas formam um sub-espaco de R™. Assim, uma

Bola sera definida por:

B"(R) :xf+ a5+ ...+ 22 < R? (A.3)
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esta regiao esté envolvida por uma Esfera S"! (R)
S UNR): 2l + a5+ .. +22 =R (A.4)

Esta discussao pode causar confusao quando for preciso utilizar as definicoes de com-
primento, area e volume de modo que independente do nimero de dimensoes do espago
sempre iremos nos referir a volumes. Assim, se o espaco possui uma tnica dimensao,
tomamos o volume como sendo o comprimento. Se o espaco possui duas dimensoes o vol-
ume sera a area, e neste contexto os espacos de dimensoes superiores possuirao somente
volume [7].

De posse desta defini¢ao, entao os volumes das esferas em uma e em duas dimensoes

Serao:

Vol (S'(R)) =27R (A.5)

Vol (S?(R)) = 47 R? (A.6)

Percebemos que o volume da esfera tem unidades de comprimento elevado a poténcia
da dimensao espacial. Entao, o volume de uma esfera de raio R estd relacionado com o

volume de uma esfera de raio unitéario por:
Vol (8" " (R)) = R 'Vol (S"). (A7)

Perceba que usando (A.7) recuperamos as expressoes (A.5) e (A.6).
Precisamos agora definir o volume da Esfera de raio unitario S"~!. No espaco R",

a coordenada radial é definida por

=zt ai ..+ (A.8)

Consideremos a seguinte integral

In:/ dxld:UQ...dxne_r2 (A.9)
Rn
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Para resolver esta integral, vamos seguir dois caminhos diferente. Primeiro, calculando

o produto de n integrais gaussianas, obtemos

N3

n +00
I, = H/ dzze" = (Vm)' == (A.10)
i=1 v 00

Por outro lado, podemos fatiar o espaco R™ em cascas esfericas concéntricas. Desta
maneira, a regido r = cte corresponde a esfera S"~! (r). O volume entre cascas esféricas

localizadas em 7 e r 4 dr é igual a:

Vol(S™ (r))dr (A.11)

e por isso a integral [,, assume a seguinte forma:

2

I, = /OO drVol(S™™ (r))e™" (A.12)

Utilizando (A.7) temos

I, = Vol(S”_l)/ drr" e (A.13)
0

Aqui, podemos fazer uma mudanca de coordenadas da seguinte forma ¢t = r2. Segue,

entao, que

I, = Vol(S”_l)/ dte trz ! (A.14)
0

Lembrando da defini¢ao da fun¢ao gama [13],

F(n):/ dte trs 1 (A.15)
0

Podemos, reescrever (A.14) como:

I, = %Vol(S”l)F (g) (A.16)

Entao, comparando (A.10) com (A.16) finalmente encontramos

(A.17)



Podemos entao verificar:

Vol (SY) = Vol (5>1) = % — o
Vol (S2) = Vol (5%71) = Zu (A.18)
O = Vo = T (3/2) = am .

Vol (S%) = Vol (S*1) = 2 o

I'(2)
Entao usando (A.17)
n/2
Vol (" (R)) = 2% g (A.19)

r(s)

A expressao (A.19) estabelece o volume em um espago com n dimensoes extras arbi-

trarias.
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Apéndice B

Integral de Contorno no Plano
Complexo

Vamos, agora, demostrar a solucao da seguinte integral apresentada no capitulo 4:

00 k R 1 00 eikR e} eikR
—e""dk = = —dk + —dk (B.1)
oo m2 + k2 2 ) o k+im oo k—1m

Para resolucao deste tipo de integral faremos uso do teorema dos residuos que é bem

conhecido na Teoria das variaveis complexas [5].

B.1 Teorema do Residuo

Considere uma funcao f = f (z) que é bem definida numa determinada regiao do plano
complexo, exceto em um nimero finitos de singularidades isoladas z1, 2o, ..., 2,,. Entao,
seja C' um caminho fechado que envolve os pontos singulares, de maneira que sobre C' e

no seu interior a funcao f é analitica exceto nos pontos z1, 23, ..., 2,, Entao

/C f(2)dz=2mi'y (res. £) (z) (B.2)

j=

onde (res. f)(z;) é a residuo da fun¢ao f em z; e a integral é calculada no sentido anti-

horéario ao longo de [4]
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B.2 Integrais no Plano Complexo

Podemos, agora, fazer uso do teorema do residuo para calcular a integral (B.1). Os
pontos singulares ou poélos da funcao sao +im. Para calcular esta integral, vamos integrar
ao longo de um caminho fechado C' (um semicirculo de raio L) e tomar o limite L — oo.
Se a integral da parte "curva'for a zero quando L vai ao infinito, a integral em C deve
convergir para a integral ao longo do eixo real, reproduzindo, portanto, a integral (B.1)

Consideremos a primeira integral do lado direito da relagao (B.1), que tem como pdlo
o ponto —¢m. Vamos verificar qual o caminho C' mais adequado, o semi-circulo inferior
figura (B.1) ou superior figura (B.2). Considere, primeiro o semi-circulo inferior. Ao longo
deste caminho a variavel de integracao pode ser escrita como k = o — i3%. Neste caso, a
integral seria dada por

piaR, B2R

li ——dk B.
[t c k+im (B-3)

Figura B.1: Semicirculo inferior de raio L

No limite L — oo, esta integral diverge, portanto, podemos verificar que esse contorno
nao é conveniente para nossos propositos.
Vamos tomar o contorno por cima. Agora, k = a + 3%, conforme a figura (B.2)
A integral serd, entao;
; _ A2
esze B8R

li —dk B.4

Vemos, que neste contorno a integral converge quando L — oco. Mais do que isso, a

integral ao longo do arco vai a zero neste limite, ou seja;
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Figura B.2: Semicirculo superior C de raio L.

ez’aRe,BQR
li ———F—dk =0 B.5
PRy My ()
Sendo assim,
0o ikR o kR
/ —dk = lim —dk (B.6)
oo K+ im L—oo Jo k4 1im

Agora, usando o teorema do resisuo, sabemos que a integral (B.6) é nula porque o

polo esta fora do contorno. Portanto

o kR
dk = B.
/C k+wm 0 (B7)

Podemos, agora, aplicar o mesmo raciocinio para a segunda integral da equagao (B.1)

[eS) eikR
/ " —dk = 2mie” ™ (B.8)

e assim, a nossa integarl assume a seguinte forma

>k | e~mR
/ L (B.9)
—00 m2 -+ k2 4 R
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Apéndice C

Constantes de Normalizacao das
Autofuncoes

No capitulo 5 discutimos o espectro de massa dos gravitons, de forma que precisamos
encontrar as constates de normalizacao das autofungoes.
Vamos iniciar nossa discussao considerando a normalizacao das func¢oes de onda que de-

screvem os modos K K. Como vimos, no capitulo (4), os modos KK satisfazem a equagao.

m2

U (2) — 4K, (2) + —Un (2) =0 (C.1)

De maneira analoga, para um outro valor W, (2), teriamos

,,:):LZ

W (2) = 420 (2) + - W (2) = 0 (C.2)

Vamos multiplicar (C.1) por ¥ (mz) e (C.2) por ¥(mz) e subtrair as expressoes en-

contradas

m2 — m?

Ui (2) Wy, (2) = Wi (2) U, (2) = U (2) W (2) (C.3)

podemos ainda reescrever o termo da lado esquerdo da equacao acima como uma derivada,

assim obtemos
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integrando no intervalo [0, z|, encontramos

/0 W (2) W (2) — W (2) W ()] = (22 ) /O ()W () ds ()

logo

(U (2) U1, (2) — W (2) W (2)]g 1 o s
(M2 — m2) —/0 5 Um (2) Y (2)d (C.6)

Substituindo os limites de integra¢ao na expressao da direita em (C.6), temos que o
termo para z = 0 se anula uma vez que impomos as condicoes de contorno neste ponto.
Contudo, para o limite superior da integracao, z — oo, devemos fazer uma analise
assintotica da funcao de onda.

As func¢oes de onda dos modos KK que sao solugoes da equagao (C.1) sao na realidade
uma combinacao linear das funcoes de Bessel de primeira e segunda espécies. De fato,

vimos no capitulo (4) que:

U, (2) = Oy [Jl(%)NQ (ﬂem) - Nl(%)J2 (Temﬂ (C.7)

Y K

onde C), é uma constante de normalizacao. Podemos ainda escrever a funcao acima em

., . Kz
termos de uma nova variavel definida por x = <~. Neste caso temos

U, (2) = Cp Jl(%)NQ (mz) — Nl(%)Jg (mx)] (C.8)

Observe que quando z — o0 = & — 00.

A derivada de ¥(z) fica

dv,, (mx)

v’ = .
0 (2) = () (©9)
Com isso a derivada de (C.8) sera
, B m. dNy (mz) m. dJy (mx)
U (2) = Crkx | Ji( m) T 1( m) o (C.10)

No limite z — 00, as fungoes de Bessel podem ser escritas em suas formas assintoticas.
O comportamento assintotico das funcoes de Bessel de primeiro e segundo tipo é dado

por [13]
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Jo(mx) W2 cos (mx - Zﬂ') (C.11a)

2 5
No(mz) p— sin (mx - Zﬂ') (C.11b)

Os argumentos das funcdes seno e cosseno irao se reduzir a mx uma vez que estamos

tratando do limite assintotico de z e neste caso max >> 2, portanto teremos

——cos (max) (C.12a)
Ny(max) ﬂ:m sin (mx) (C.12b)
Portanto derivando as expressoes assintoticas para Jo(maz) e Nao(maz), temos
djzézw) % mjx?’ cos (mx) —m 7T:’Ll‘ sin (mx) (C.13a)
dNQd(:x> —% mjxg sin (mx) +m lex cos (mx) (C.13b)

Como estamos tratando do comportamento assintético, o primeiro termo destas derivadas

é pequeno quando comparando ao segundo termo e podemos desprezé-lo, uma vez que

x — 00, 172 < 72 Assim:

dJ2 (ma) _ \/ sm (max) (C.14a)
dN /
AN (mz) — cos (mx) (C.14b)

Desta forma, a expressao em (C.9) sera

U (2) = Cprma

= [ cos (ma) + Ni(™) sin (ma) (C.15)

Podemos agora obter as constantes de normalizacao C,, da funcao de onda dos modos

KK. Para tanto, devemos escolher o C,, de tal forma que o lado esquerdo de (C.6) seja
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igual a fungao Delta de Dirac § (m —m). Tendo esse objetivo em mente, devemos pro-
ceder da seguinte maneira. De inicio consideremos o produto entre V5 W! e entre W,, U’

separadamente:

2
Ua W = OOy [ { |:J1(
m m

= |3

) sin (max) — Ny (
) sin (m:c)] }

) sin (mz) — Nl(%) cos (mx)] (C.17)
Jsin mm;)} }

Definindo Am = m — m, obtemos subtraindo (C.17) de (C.16) e usando as relagoes

[Jl(%) cos (mx) + Ny(

U, = Cmcmzf\/g{ [Jl(

{Jl(%) cos () + Ny

73 5|3

5|3

trigonométricas para sin (A £ B) e cos (A + B), a seguinte expressao:

W (2) W, (2) — Ty, (2) U ()] = o 2 [ L

™ mm

()| sin A

A = N cos [ama

2kAm 1

{ [Nl(ATm)Nl(%) cos(ma) sin(iz) (C.18)

- Jl(ATm)Jl(%) cos(mz) sin(mx)}
SGERTt

—Nl(ATm)Jl(%) sin (1) sin(mx)] }

) cos(mx) cos(mx)

No lado esquerdo da equacao (C.6), o denominador pode ser escrito como

m? —m? = (m —m) (M +m) = Am (m +m) (C.19)
Assim, temos
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K
Cmcﬁv, 2kAm /m_lm
. (C.20)

Am (m +m)
{ {Nl(ATm)Nl(%) cos(ma) sin(imz)
Am., . m

— Jl(T)Jl(—) cos(mu) sin(mx)]

K

+ {Jl(ATm)Nl(%) cos(ma) cos(mx)

—NI(ATm)JI(%) sin(ma) sin(mx)} }

Queremos mostrar que a expressao acima é proporcional a delta de Dirac 6 (m — m)
no limite que z — oo (x — 00).

Isso pode ser verificado, integrando (C.20) com respeito a m, no intervalo a < m < b
. Vamos considerar cada termo separadamente.

Considere inicialmente os quatro ultimos termos de (C.20). Eles tem a seguinte forma

b b
/ F () sin () din ou / F () cos (1) din (C.21)

onde F (m) é uma fungdo bem comportada de m no intervalo (a,b). Assim, de acordo
com o lema de Riemann-Lebesgue[cite 35] essas expressoes se anulam no limite z — oo.

O primeiro termo em (C.20) tem a forma

(C.22)

[ a2, [ T SN + 4] ol
a ™ mm m4+m Am

sin[Amz] A . .
sabemos que ——— ¢ uma sequéncia delta convergente, para x — 00, mais precisamente

o limite é igual a 70 (m —m). Assim, admitindo que a fungao que a multiplica é bem

comportada, no intervalo (a,b), temos:
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fim [ dme,c. 2 [N ()N (%) + Ji() A ()] sin [Ama]

z—oo [, T mm m -+ m Am

— c};m [Jl( )+ NE(= )} —1 (C.23)

Se m pertence ao intervalo [a, b] e zero no caso contrario.

Para termos um resultado igual a unidade em (C.23), devemos entdo escolher

\/>\/J1 LN (2) o

O segundo termo

/bdmcmcmng:ﬁ 1 [N(2) T (2) — Ji(2)N ()] cos [Ama] (C.25)

mm m -+ m Am

Se m ¢ [a,b], a integral acima é do tipo anterior (C.18), portanto, vai a zero no
limite * — oo. O problema acontece quando integramos m em torno de m, por causa do
denominador que vai a zero (Am — 0). No entanto, note que o numerador também tende

a zero. Assim, (C.25) também é do tipo (C.21), logo tende a zero. Assim, Finalmente

/OZ %\ym () W (2) dz = & (0 — m) (C.26)

(C.27)
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Apéndice D

Integrais

Desejamos a integral a seguir que aparece no capitulo (5).

d*k e —ik(Z—T) +oo iror 400 Bk e —ik(Z—T)
T2 3 e Tdr = — R (D.1)
(2m)" (k) Wi J—o0 o (2m) m2 4k

Na integral D.1 temos um produto interno entre os vetores ke (Z — ') de forma que

este produto pode ser escrito como

k(% — i) = kRcosf (D.2)
onde R = |¥ — 7
too B e—iﬁ(f—f’) too Bl e —ikRcost
- / I / i (D.3)
—o (2m)7 m? + k2 —o (2m)7 m? + k2
em coordenadas esfericas temos que d*k = k*senfdkdfdg
+o0 d3k, —ikRcos 0 27 —szcosO
- / o 6m2 - 27T / / / k2senfdkdfde (D.4)
k
= e kR — € —ikR —_,CH{Z D5
(27r) (ZR) / ( ) m? + k2 (D-5)
1 1 Ll k o k
= ——2,—/ R gk — / L L
(2m)* (iR) Jo m? + k2 0 m? + k?
(D.6)

Podemos fazer uma mudanga de variavel na tltima integral em (D.6) entdo,
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k— —k

dk — —dk

logo temos

+o0 3 —ikRcos6 00 —00
_/ Ph e 1 / iR kﬁdk_/ an ko
0o (2m)7 m2 + k2 (2m)” (iR) Jo m? + k? 0 m?2 + k2

(D.7)
1 1 o k -
= / ——e ™Ml
(277') (ZR) —co M2 + k?
O integrando ainda pode ser escrito da seguinte forma
k 1 1 1
> — = . + . (D'S)
m2+k2 2|k+im  k—im
E a integral em (D.7) sera escrita da seguinte maneira
00 k R 1 /oo eikR /oo eikR
——-e""dk = - dk dk D.
/—oom2+k26 2[_ook+im + o k—1im (D-9)

Estas integrais podem ser resolvidas por meio de integrais de contorno no plano com-

plexo, temos portanto

00 kR
/ k—i—z’mdk =0 (D.10)
0 esz
/ ——dk = 2mie ™ (D.11)
entao
1 1 /°° k kR ] 1 1 12 . —mR 1 e ™k (D12)
— : = = ———-—=27ie =—— .
(2m) (iR) J oo m? + K2 (2m)2 (iR) 2 it R
logo
d*k eik(:c—x’)
/dt/(27r)4 &2 — m2] (D.13)
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Apéndice E

Transformacao de Coordenadas

Consideremos uma transformacao de coordenadas infinitesimal:

=2 + ¢4 (2)

(E.1)

Nas coordenadas Gaussianas a métrica gap deve manter a mesma forma que g5 , ou

seja, a métrica no gauge RS. Utilizando a defini¢do de tensor covariante [29] como sendo

o ente matematico que muda de um sistema de coordenadas para outro com a matriz

jacobiana. Assim, o tensor métrico obedece a seguinte transformagao de coordenadas [2]

de modo que

Vejamos, utilizando (E.1)

e ainda substituindo (E.3) em

- oxrd 0xB
M = Gt g 945

gaB = YaB + hap

A
= oo (& — € ()
oxt  oxt 9t (x)
orM — ozM  ozM
% —5h 9! (x)
oxM "M ggM
(E.2) temos

oxM

oy = (5% = %) (% - 2542 Cuam + han)
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mas como de uma forma geral a métrica de fundo pode ser uma funcao de todas as

coordenadas, ou seja,

YAB = VAB (JCC) (E.6)

no nova sistema de coordenadas
Yap (29) = yap (2¢ — € (2)) (E.7)
expandindo até primeira ordem de &, temos

0vaB
0x¢

Yap (2°) =vyap (2°) — £ (2) (E.8)

Logo, o tensor métrico no novo sistema de coordenadas sera

oxM orN o0x¢

Gy = (6;‘4 & @) (653 _& ‘”) <m (5) — €° () 222 +hAB> (E.9)

desprezando os termos de segunda ordem

gun =TuN +has —van Exr — vem EX — €9 (@) Y (E.10)

A
onde ff‘ = aan

Esta expressao deve manter a mesma forma que (E.3), ou seja,

gun = Jun +huw (E.11)

Entao comparando (£.10) com (E.11), temos que:

han = hun —yan Exp — vam Ex — € (2) Yarwa (B.12)

88



Bibliografia

[1]

2]
3]
4]
[5]

[6]

17l
8]
19]

[10]

[11]

[12]

Carroll, S. M. - Lectures Notes on General Relativity (Institute for Theoretical

Physics, California, 1997),

d’'Inverno, R. Introducing Einstein’s Relativity (Oxford University Press) ,
Spiegel, M. R. Mathematical Handbook, Schaum’s Outline series,

Arfken, G.B. and Weber, H.J. Mathematical Methods for Phycists 6* edicao,

Morse, P. M. and Feshbach, H. Methods of Theoretical Physics, Volume 1 Mchanics

McGraw-Hill Book Company 1953,

Morse, P. M. and Feshbach, H. Methods of Theoretical Physics, Volume 2 Mchanics

McGraw-Hill Book Company 1953,
Zwiebach B. A First Course in String Theory (Cambridge University Press 2004),
Greiner W. Relativistic Quantum Mechanics: Wave Equations 3% edicao Springer,

Sakurai J.J. Advanced Quantum Mechanics Addison-Wesley Publishing Company,

Inc 1985,

Bjorken, J.D. And Drell S. D. Relativistic Quantum Mchanics McGraw-Hill Book

Company,

Michio Kaku, Quantum Field Theory A modern introduction Oxford University

Press,

Lemos, N. Mecanica Analitica 1* edicao ed. Livraria da Fisica,

89



[13] Carmen L. R. B. Notas de Fisica matematica ed. Livraria da Fisica,

[14] L. Randall and R. Sundrum, Phys. Rev. Lett.83, 3370 (1999),

[15] L. Randall and R. Sundrum, Phys. Rev. Lett.83, 4690 (1999),

[16] J. Garriga and T. Tanaka, Phys. Rev. Lett.84, 2778 (2000),

[17] N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos, G. Dvali, Phys.Lett.B 429 263 (1998) ,
[18] V. A. Rubakov Phys.Usp.44:8713 (2001),

[19] V. A. Rubakov and M. E. Shaposhnikov, Phys. Lett. B 125, 139 (1983),
[20] Gregory Gabadadze, ICTP Lectures on Large Extra Dimensions |hep-ph/0308112],
[21] F. Dahia, C. Romero, Phys.Lett.B 651 :232 (2007),

[22] Ruth Gregory, Braneworld Black Holes,Lect.Notes Phys.769:259 (2009),
[23] R. Whisker, Braneworld Black Holes arXiv:0810.1534 |gr-qc|;

[24] J.M. Overduin, P.S. Wesson, Phys.Rept.283:303 (1997),

[25] Alex Pomarol Phys.Lett.486:153 (2000),

[26] M. J. Duff Kaluza-Klein Theory in Perspective, in Stockholm 1994, The Oskar Klein

centenary 22 e-Print: hep-th/9410046

|27] M. Shifman. Large Extra Dimensions: Becoming acquainted with an alternative

paradigm. Jul 2009. 33pp e-Print: arXiv:0907.3074

[28] Lemos, A. S. and Dahia F. Um estudo sobre o mecanismo de ocultacao de dimensoes

extras. PIBIC/CNPq/UFCG-2009

[29] Henrique Fleming, '"Introdugdo aos Tensores", na péagina do autor

http://hfleming.com /rosto2.php#notas

[30] Marion, J.B. and Thornton, S, Classical Dynamics of Particles e Systens

90



[31] S. B. Giddings, E. Katz and L. Randall, Linearized gravity in brane back-

grounds,"JHEP 0003, 023 (2000) [hep-th/0002091].

[32] C. D. Hoyle, U. Schmidt, B. R. Heckel, E. G. Adelberger, J. H. Gundlach, D. J.
Kapner and H. E. Swanson, Sub-millimeter tests of the gravitational inverse-square
law: A search for ‘large’ extra dimensions,"Phys. Rev. Lett. 86, 1418 (2001) |hep-
ph/0011014]; Sub-millimeter tests of the gravitational inverse-square law,"Phys. Rev.

D 70, 042004 (2004) [hep-ph/0405262].

[33] Figueiredo, Djairo Guedes de, Analise de Fourier e Equagdes Diferenciais Parciais.

Rio de Janeiro, Instituto de Matemaética Pura e Aplicada. CNPq, 1977.

[34] C. Sivaram, "What is Special About the Planck Mass?", [gr-qc/0707.0058].

91



