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RESUMO 

Neste t r a b a l h o são e s t a b e l e c i d o s v a r i a n t e s de a l g o 

r i t m o s heurísticos de Edmonds e Johnson e de F r e d e r i c k s o n , p a r a o 

problema do c a r t e i r o chinês num g r a f o m i s t o . Estas v a r i a n t e s podem 

ser a p l i c a d a s para o problema de e n c o n t r a r r o t a s para distribuição 

de bens e serviços públicos. Como aplicação f o i usada a c o l e t a de 

l i x o da cidade de A r a c a j u , S e r g i p e . 

0 mais i m p o r t a n t e r e s u l t a d o do t r a b a l h o ê que es t a s 

v a r i a n t e s têm melhor desempenho com relação a aplicação em computa 

dores que os o r i g i n a i s de Edmonds e Johnson e de F r e d e r i c k s o n , e 

que a a n a l i s e do p i o r caso mostra que a estimação de F r e d e r i c k s o n , 

i s t o ê, que o c u s t o de uma r o t a e n c o n t r a d a p e l o uso do seu a l g o r i t ^ 

mo ê menor ou i g u a l a 5/3 do c u s t o de uma r o t a õtima, ê também vã 

l i d a para a v a r i a n t e a q u i . a p r e s e n t a d a . 

Também pode ser esperado que em cada caso a v a r i a n t e , 

estudada a; r e s e r i t e um r e s u l t a d o com c u s t o menor ou i g u a l ao do re_ 

s u l t a d o o b t i d o p e l a aplicação dos a l g o r i t m o s o r i g i n a i s . I s t o f o i 

v e r i f i c a d o em todos os exemplos usados d u r a n t e o d e s e n v o l v i m e n t o 

deste t r a b a l h o . 
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ABSTRACT 

We e s t a b l i s h v a r i a n t s o f t h e h e u r i s t i c a l g o r i t h m s o f 

Edmonds and Johnson and o f F r e d e r i c k s o n f o r t h e chinese postman 

problem w i t h r e s p e c t t o mixed graphs. These v a r i a n t s may be used 

t o f i n d r o u t e s f o r t h e d i s t r i b u t i o n o f goods and p u b l i c s e r v i c e s . 

We have s e l e c t e d the waste c o l l e c t i o n s e r v i c e department o f t h e 

çity o f A r a c a j u , S e r g i p e , f o r t e s t p u r poses. 

The most i m p o r t a n t r e s u l t o f t h e work i s t h a t our 

v a r i a n t s are more súitable f o r a p p l i c a t i o n s u s i n g computers t h a n 

the o r i g i n a l a l g o r i t h m s o f Edmonds and Johnson and o f F r e d e r i c k s o n 

T h i s , because computer t i m e i n a p p l i c a t i o n w i l l be s h o r t e r and a 

w o r s t case a n a l y s i s shows t h a t t h e e s t i m a t e o f F r e d e r i c k s o n , \^hich 

s t a t e s t h a t the c o s t o f a .route found by u s i n g h i s a l g o r i t h m i s 

l e s s or e q u a l t o 5/3 - times t h e c o s t o f an o p t i m a l r o u t e , i s a l s o 

v a l i d f o r the v a r i a n t g i v e n h e r e . 

I t may be a l s o expected t h a t our v a r i a n t , wheneve 

applAed, p r e s e n t s a r e s u l t w i t h a r o u t e c o s t always s m a l l e r or 

equal t o the one o b s t a i n e d by a p p l y i n g t h e o r i g i n a l a l g o r i t h m s . 

T h i s c o u l d a t l e a s t be v e r i f i e d w i t h r e s p e c t t o a l i the examples 

used w h i l e d e v e l o p i n g t h i s t h e s i s . 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

O problema do c a r t e i r o chinês f o i p r o p o s t o p e l a p r i _ 

me i r a vez por Mei-Ko JjLzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~J , nos s e g u i n t e s termos: todos os ramos 

num g r a f o conexo não d i r e c i o n a d o deveriam e s t a r incluídos no m i n i 

mo uma vez na r o t a de c u s t o mínimo. Este problema f o i r e s o l v i d o de 

forma e f i c i e n t e ( p o l i n o m i a l m e n t e ) por Edmonds (~2^]. Depois, Edmonds 

e Johnson |j5 J mostraram que se num g r a f o d i r e c i o n a d o e x i s t i r uma 

r o t a , ê também possível e n c o n t r a r uma r o t a de c u s t o mínimo, usando 

um a l g o r i t m o p o l i n o m i a l e f i c i e n t e . 

Apesar das soluções e f i c i e n t e s para o problema do 

c a r t e i r o chinês nos casos de g r a f o s d i r e c i o n a d o s e não d i r e c i o n a 

dos, e s t e problema c o n t i n u a sem uma solução e f i c i e n t e no caso ge 

r a l de g r a f o s m i s t o s . 

P a p a d i m i t r i o u £ 4J mostrou que o problema do c a r t e i r o 

chinês num g r a f o m i s t o p e r t e n c e a uma c l a s s e de problemas para os 

quais ainda não se sabe se e x i s t e m ou não a l g o r i t m o s p o l i n o m i a i s 

para resolvê-los. Mais p r e c i s a m e n t e , P a p a d i m i t r i o u mostrou que o 

problema do c a r t e i r o chinês num g r a f o m i s t o é e q u i v a l e n t e aos prp_ 

blemas do c a i x e i r o v i a j a n t e , da atribuição quadrática, da a l o c a 

ção, e t c . A c l a s s e de equivalência d e f i n i d a p o r estes problemas ê 

chamada a classe.dos problemas NP-Complete. 

Edmonds. e Johnson apresentaram um a l g o r i t m o aproxima 

t i v o para o problema do c a r t e i r o chinês num g r a f o m i s t o , mas i não 
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f i z e r a m a análise do p i o r caso. F r e d e r i c k s o n [ 5 ] f e z e s t a a n a l i s e 

e mo s t r o u que a razão e n t r e o c u s t o de uma r o t a gerada p e l o a l g o 

r i t m o e o c u s t o de uma r o t a õtima ê menor ou i g u a l a 2. . F r e d e r i c k 

son j j Q f e z algumas modificações no a l g o r i t m o de Edmonds e Johnson 

e combinando os seus r e s u l t a d o s com um o u t r o a l g o r i t m o mostrou que 

a razão e n t r e uma solução assim o b t i d a e a solução õtima ê menor 

ou i g u a l a 5/3. * 

O problema p r i n c i p a l d e s t e estudo e o e s t a b e l e c i m e n 

t o de a l g o r i t m o s m o d i f i c a d o s dos de Edmonds e Johnson e de F r e d e r i 

ckson, p a r a e n c o n t r a r uma r o t a (com o menor c u s t o possível) para a 

c o l e t a de l i x o urbano em cidades de médio e grande p o r t e . Para e 

f e i t o de t e s t e dos a l g o r i t m o s foram u t i l i z a d o s , n e s t e t r a b a l h o , os 

dados r e f e r e n t e s à cidade de A r a c a j u , S e r g i p e , tendo em v i s t a a f a 

c i l i d a d e do a u t o r , de acesso às informações. O problema é obviamen 

t e do t i p o m i s t o p l a n a r , onde os cruzamentos e n t r e ruas r e p r e s e n 

tam os nos e os segmentos de ruas e n t r e cruzamentos os arcos (res_ 

p e c t i v a m e n t e ramos) do g r a f o c o r r e s p o n d e n t e . 

O a l g o r i t m o e s t a b e l e c i d o neste t r a b a l h o pode ser a 

p l i c a d o no caso g e r a l de g r a f o s m i s t o s e a p r e s e n t a a mesma razão 

e n t r e a solução encontrada e a solução õtima, como o a l g o r i t m o de 

F r e d e r i c k s o n , i s t o é: no p i o r caso obtemos a razão 5/3. 

Vale s a l i e n t a r que a c o l e t a de l i x o em m u i t a s das 

grandes cidades b r a s i l e i r a s não é f e i t a de forma e f i c i e n t e e bara 

t a . 0 s i s t e m a usado até agora é o s e g u i n t e : a ãrea da cidade é di_ 

v i d i d a em um número de regiões de modo que cada uma dessas regiões 

pode ser s e r v i d a por um veículo c o l e t o r e a r o t a para a c o l e t a é 

f e i t a e m p i r i c a m e n t e , no caso de A r a c a j u , f i c a à e s c o l h a do motoris^ 

t a . £ c l a r o que t a l s i s t e m a sõ pode r e s u l t a r em c u s t o s e l e v a d o r . 

Antes do e s t a b e l e c i m e n t o dos a l g o r i t m o s m o d i f i c a d o s 

nos .:apítulos 4 e 5, são d e f i n i d o s no capítulo 2 os elementos ne 

cessãrios para o d e s e n v o l v i m e n t o desses a l g o r i t m o s , e no capítulo 

3 são estudados e apresentados a l g o r i t m o s a u x i l i a r e s que são usa 

dos como s u b r o u t i n a s , na implementação e consequentemente na a p l i _ 

cação. 

No capítulo 2, as definições foram dadas p a r t i n d o do 

caso p a r t i c u l a r para o g e r a l . Espera-se com i s t o t o r n a r mais fãcil 

a l e i t u r a e compreensão-dos elementos a l i d e f i n i d o s . 
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CAPÍTULO I I 

CONCEITOS FUNDAMENTAIS SOBRE GRAFOS 

2.1 GRAFO NÃO'DIRECIONADO 

De f i n e - s e Uffl g?'âfd nãõ d i r e c i o n a d o G como sendo o 

par (N,E) com N = {!,«*,, n} c I um s u b c o n j u n t o dos pares não ord£ 

nados de elementos âz£©f@nt@§ dé N. Os elementos de N são chamados 

nos ou vértices e os elèmêfttõs âè E ramos, Usa-se a notação { i , j } 

para d e s i g n a r o par nad ordenado formado- p e l o s . e l e m e n t o s i £ N e 

j £ N . 

Um g r a f o flâô difèciõfiâdô é chamado completo se cada 

par não o r i e n t a d o de nõ§ d i f e r e n t e s " dè N r e p r e s e n t a um ramo. 

Pa-ra f a c i l i t a r " á noção de g r a f o serã usado também a 

representação p o r diagramas como segue;-

Exemplo 1 

G = (N,E) 

N = {1,2,3,4} 

E = { { 1 , 2 } , { 1 , 3 } {2, 3 } , { 2 , 4 } } 

Espera-sé qué â correspondência e n t r e o g r a f o 

G = (N,E) e a sua forma diagramãtica s e j a e v i d e n t e . Ê c l a r o que o 

g r a f o do exemplo não ê completo. 
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2.2 GRAFO DIRECIONADO 

Um g r a f o d i r e c i o n a d o G ê um par (N,A) com-

N = { 1 , . . . , n} e A um su b c o n j u n t o dos pares ordenados de elementos 

d i s t i n t o s de N. Os elementos de N são chamados vértices ou nos e 

os elementos de A a r c o s . Usa-se a notação ( i , j ) p ara d e s i g n a r o ar 

co d i r e c i o n a d o de i € N para j £ N e d i z - s e quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i é a sua origem 

ou seu no i n i c i a l e / a sua extr e m i d a d e ou seulno t e r m i n a l . 

Exemplo 2 

G = (N, A) 

N = {1,2,3,4} 

A = { ( 1 , 2 ) , (1,3) (3,2) 

G 

( 4 , 2 ) } 

2.3 GRAFO MISTO 

Um g r a f o m i s t o G é uma t r i p l a (N,E,A) com 

N = { i , . . . , n},.E um s u b c o n j u n t o dos pares não ordenados dos e l e 

mentos d i s t i n t o s de N e A um su b c o n j u n t o dos pares ordenados dos 

elementos d i s t i n t o s de N. Como nos casos a n t e r i o r e s , os elementos 

de N, E e A são chamados r e s p e c t i v a m e n t e vértices ou nos, ramos e 

ar c o s . Grafos não d i r e c i o n a d o s e g r a f o s d i r e c i o n a d o s podem ser con 

si d e r a d o s como casos e s p e c i a i s de g r a f o s m i s t o s e por i s s o m u i t a s 

vezes serã a b r e v i a d a a expressão g r a f o m i s t o para a expressão g ra 

f o . 

Exemplo 3 

G = (N, E , A) 

E = { { 1 , 3 } 

A = { ( 1 , 2 ) 

Í2,.4} 

( 3 , 2 ) } 

{ 3 , 4 } } 

2.3.1 Grau de um no 

Diz-se que um ramo íi,j} ou um arco ( i , j ) é i n c i d e n 

t e com um no k, se k = i ou k = j . 

Considerando-se um g r a f o m i s t o , observa-se que em ca 

da nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JL podem i n c i d i r t a n t o ramos como a r c o s . A soma e n t r e o núme_ 

ro de arcos e o número de ramos i n c i d e n t e s com o no Á. ê d e f i n i d a 

como o grau de -i que serã r e p r e s e n t a d o por gra u ( i ) . 0 número de. 

arcos c u j a extremidade é o no l é d e f i n i d o como o grau i n t e r i o r de. 
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l e serã r e p r e s e n t a d o por g r a u + ( i ) . 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA número de a r c o s c u j a o r i g e m 

e o no 1 ê d e f i n i d o como o grau e x t e r i o r de l e serã r e p r e s e n t a d o 

por grau ( i ) . 

Considerando-se o g r a f o do exemplo 3 tém^sè: 

grau (1) = 2 g r a u + ( l ) = 0 g r a u " ( i ) = i . 

Como a soma de todos os graus i n t e r i o r e s e a sòmâ de 

todos os graus exteriores-são i g u a i s ao número dê â?ê§§, pôdè-se 

a f i r m a r que num g r a f o m i s t o G = (N,E,A) a sôfflâ dòs graus irttèrio 

res e i g u a l à soma dos graus e x t e r i o r e s , i s t o e: 

n + n 

£ grau ( i ) = E g r a u ~ ( i ) 
i = l . i = l 

2.3.2 - Caminho, C i c l o , Rota e Cadeia 

Num g r a f o m i s t o G = (N, E , A) umâ sequência f i n i t a do 

t i p o S = ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-ĵ  ,e 2, . . . , e k , e k + 1 , . . . , e n _ 1 , e n onde § k ; = ( i j . , i j ^ ) ou 

e^ = { i k . , i k . + ^ > ê chamada um caminho do no pàfâ O né izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i Quando 

i. = i , e s t e caminho recebe o nome de. diêlOi S i uffl ciêlo i n 
1 n + l — 

c l u i todos os ramos e todos os arcos do g r a f o , diz=sê quê istê c i _ 

c i o ê uma r o t a e escreve-se R = e. ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > ítttêrpfêtâfldô tuna r o t a 

de um g r a f o como um p e r c u r s o sobre o g r a f o (ft© s e n t i d o ©vidênt©) 

pode-se f a l a r de uma r o t a também como a r o t a êlâssiea dô c a r t e i r o 

chinês. 

Da-se o nome de c a d e i a , t a n t o â um caminho êOfflQ a 

uma sequência f i n i t a S de arcos e/ou ramos ôfiá§ Uffl no l inêidênte 

com arcos pode t e r g r a u + ( i ) = 0 ou grau ( i ) = 0 , 

2.3.3 - Grafo Conexo 

Um g r a f o m i s t o G = (N,E,A) e d i t o cõnèxô sê e x i s t e 

uma r o t a em G. 

Exemplo 4 

No g r a f o 

G : 
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pode-se e s t a b e l e c e r : 

Caminho (1,2) , { 2 , 3 } 

C i c l o (1,2) , { 2 , 3 } , { 3 , 1 } 

Rota (1,2) , { 2 , 3 } , { 3 , 4 } , (4,2) , { 2 , 3 } , { 3 , 1 } 

Cadeia (1,2) , (4,2) , { 3 , 4 } 

2.3.4 - Grafo P l a n a r 

. / Um g r a f o m i s t o e d i t o p l a n a r quando pode ser r e a l i z a 

do no p l a n o sem nenhuma intersecção, i s t o ê, quando os seus ramos 

e arcos podem ser r e p r e s e n t a d o s no p l a n o por um c o n j u n t o de curvas 

que não se i n t e r c e p t a m . A aplicação dos a l g o r i t m o s que são apresen 

tados nas secções s e g u i n t e s , serã f e i t a num g r a f o p l a n a r . 

2.3.5 - Grafo V a l o r a d o 

D e f i n e - s e como g r a f o v a l o r a d o G = (N,E,A,c), um gra 

f o G = (N,E,A) com uma função c: E U A •*• R, i s t o ê, a cada arco e 

a cada ramo e s t a associado um número r e a l . 0 v a l o r c ( e ) associado 

a cada e £ E W A pode ser i n t e r p r e t a d o como a distância ou o c u s t o 

de t r a n s p o r t e e n t r e os nos i n c i d e n t e s com e (onde no caso de um ar 

co a direção p r e c i s a ser c o n s i d e r a d a ) . 

Nesle t r a b a l h o , a cada ramo e a cada arco v a i ser 

associado um número r e a l não n e g a t i v o , que r e p r e s e n t a a distância 

e n t r e os nos i n c i d e n t e s com o ramo, r e s p e c t i v a m e n t e o a r c o . 

Seja G = (N,E,A,c) um g r a f o v a l o r a d o e s e j a 

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C E U A um s u b c o n j u n t o de ramos e a r c o s . Então d e f i n i m o s 

c(X) = E c ( e ) como o c u s t o associado ao s u b c o n j u n t o X. No caso de 
e €X -

um caminho S = e,,...,e d e f i n i m o s c(S) = £ c ( e . ) como o c u s t o ou 
1 n ^ J • i i 

1 = 1 
comprimento do caminho. 

2.3.6 - Representação M a t r i c i a l 

Um g r a f o v a l o r a d o G = (N,E,A,c) com n nos pode ser 

r e p r e s e n t a d o por uma (n x n ) - m a t r i z D = ( d ^ ) , chamada m a t r i z dis_ 

tância ou m a t r i z c u s t o , c u j o s elementos d-. são d e f i n i d o s p o r : 
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•d. . 
13 

c ( ( i , j ) ) 

c ( ( i , j ) ) 

0 

se ( i , j ) € A 

se { i , j } £ E 

se i = j 

caso c o n t r a r i o 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t j 

i t j 

Exemplo 5 

D = 

2 

0 

3 

5 

0 

2 

É c l a r o que se { i , j } € E r e p r e s e n t a um ramo, então 

na m a t r i z D tem-se d.. = d.. 

Dado um g r a f o d i r e c i o n a d o G = (N,A) com p nos e q a r 

cos, chama-se m a t r i z incidência à (p x q ) - m a t r i z I = ( h ^ . ) , c u j o s 

elementos h ^ j são d e f i n i d o s p o r : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 
h. . = 
- 13 

1 se o arco e^ tem o no X como no t e r m i n a l 

1 se o arco e.. tem o nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l como no i n i c i a l 

'0 no caso c o n t r a r i o 

Exemplo 6 
(1,2) 

1 

-1 

0 

0 

(1,3) 

1 

0 

-1 

0 

(2,3) 

0 

1 

-1 

0 

(3,4) 

0 

0 

1 

-1 

(4,1) 

-1 

0 

0 

1 

v e r i f i c a r que: 

Na m a t r i z incidência de um g r a f o d i r e c i o n a d o pode-se 

1) - em q u a l q u e r c o l u n a , e x i s t e m apenas, d o i s elemen 

tos não n u l o s que são +1 e - 1 ; 

2) - a soma dos elementos da l i n h a L ê a diferença 

e n t r e o grau e x t e r i o r e o"grau i n t e r i o r do no 

Ã., i s t o ê, 

E h i - = g r a u ~ ( i ) - grau ( i ) 

j 
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2.4 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O problema do c a r t e i r o chinês num g r a f o m i s t o conexo 

e não negativamente v a l o r a d o G = (N,E,A,c) pode ser for m u l a d o co 

mo: Encontre uma r o t a R de modo que c(R) s e j a mínimo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

» 



CAPÍTULO I I I 

ALGORITMOS AUXILIARES 

3.1 - DISTÂNCIA ENTRE NÕS 

3.1.1 - Definições 

Seja D = ( d ^ ) a m a t r i z distância-de um g r a f o 

G = (N,E,A,c) v a l o r a d o não n e g a t i v a m e n t e . 

D e f i n e - s e a distância do nõ -c para o nõzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j como o com 

p.'imento de um caminho de l para / de modo que e s t e comprimento se 

j a m i n i m a l (com r e s p e i t o a todos os caminhos de l para / ) . Se não 

e x i s t e um caminho de i. para /, então a distância de JL para j e de_ 

f i n i d a como i n f i n i t o . ' 

Para c a l c u l a r a distância e n t r e os nos de um g r a f o , 

foram d e s e n v o l v i d o s d i v e r s o s a l g o r i t m o s . Neste t r a b a l h o , ê usado 

o a l g o r i t m o de F l o y d [ V j quando se quer as distâncias e n t r e todos 

os pares de nos, e o a l g o r i t m o de D i j k s t r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ j j quando se quer ape 

nas a distância e n t r e d o i s nos dados. 

0 a l g o r i t m o de F l o y d se desenvolve c o n s i d e r a n d o a 

princípio as distâncias como sendo os elementos da m a t r i z distân 

c i a e a s e g u i r v a i i n t e r p o l a n d o e n t r e cada par de nos todoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — o s -

t r o s nos, fazendo a substituição quando o caminho com a i n t e r p o l a 

ção tem comprimento menor que o caminho a n t e r i o r . 

0 a l g o r i t m o de D i j k s t r a e baseado, na atribuição de-



. 1 0 

rótulos aos nos com r e s p e i t o a um nõ f i x a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n . Cada iteração cons 

trõi para cada nõ n um caminho do nõ n para e s t e nó H e dá como rõ 

t u l o de n o comprimento d e s t e caminho ( c o n s i d e r a - s e a não c o n s t r u 

ção de um caminho como sendo a construção de um caminho de compri_ 

mento » ) . I n i c i a l m e n t e o nõ n tem o rótulo 0 ( z e r o ) e todos os ou 

t r o s nós têm rótulo °° . Os rótulos dos nós d i f e r e n t e s de n são a.1 

t e r a d o s em cada iteração de modo que os novos rótulos correspondem 

à construção de caminhos com comprimentos menores ou i g u a i s aos já 

construídos e por c o n s e g u i n t e , os novos rótulos são menores ou i _ 

gua i s aos rótulos a n t e r i o r e s . Além d i s s o , em cada iteração mais um 

rótulo de um dos nós n (bem d e f i n i d o ) passa a ser a distância do 

nõ n para o nõ n . 

3.1.2 - A l g o r i t m o de F l o y d 

E n t r a d a : a m a t r i z distância de um g r a f o 

G = (N,E,A,c) de n nós. 

.• Saída : a m a t r i z das distâncias e n t r e todos os pa 

res de nós zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• 

Passo 1: Faça k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0 

Passo 2 : Faça k = k + 1 , i -' 0 

Pas so 3 : Faça i = i t . i . j • = 0 

Passo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAà : Faça j j + 1 \  

Passo 5 : Se d. . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
13 

d. . 

> d 

d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•1 + d, . 
ík k j 

., + d, . 
ík k j 

faça: 

Pas so 6 : Se j < n vã pa r a passo 4 

Passo 7 : S e i < n vã pa r a passo 3 

Passo 8 : Se k < n vã p a r a passo 2 

Passo 9 : Pare 

Na m a t r i z r e s u l t a n t e , o elemento d-. r e p r e s e n t a a me 

nor d i s t a n c i a do no jl p a r a o no j . 

Se alem da distância mínima e n t r e os pares de nós 

p r e c i s a - s e dos caminhos que dão es t a s distâncias, b a s t a i n t r o d u z i r 

no passo 1 a i g u a l d a d e CA^ = i para i , j = l , . . . , n e i n t r o d u z i r 

no passo 5 a i g u a l d a d e CA^ = k . A i g u a l d a d e CA^ = k i n d i c a que 

o caminho ( i , k ) , ( k , j ) tem comprimento menor que o caminho ( i , j ) . 

O a l g o r i t m o de F l o y d p r e c i s a de um tempo p o l i n o m i a l 

de ordem n' 
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3.1.3 - A l g o r i t m o de D i j k s t r a 

E ntrada 

Saída 

Passo 1 

Passo 

Passo 

a m a t r i z d i s t a n c i a de um g r a f o 

G = (N sE,A,c) de n nos. 

a distância e n t r e d o i s nos f i x a d o s 
• 

SendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ò e t os vértices e n t r e os q u a i s se 

quer c a l c u l a r a distância, faça: 

L(.s) = 0 e c o n s i d e r e L ( s ) como r o t u l o per 

manente; 

L ( x ) = 0 0 para todos os nos xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f s e co n s i d e 

r e L ( x ) como temporário; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P • s 

Faça T(p) - íx|(p,x) € E V A} 

Para todos os nos x £ T ( p j e que tenham ró 

t u l o s temporários faça 

L ( x ) = miníLCx),L(p) + d ) 

Passo 4 

Passo 5 

Passo 6 

Dentre todos os nos com rótulos temporários 

e n c o n t r e x de modo que L ( x ) = m i n { L ( x ) } . 

Faça p = x e c o n s i d e r e L ( x ) como permanente 

Se p = t , L(p) é a distância e n t r e 4 è t. 

Caso c o n t r a r i o vã para passo 2. . . 

Se além da distância do no 4 para o no t p r e c i s a - s e 

do caminho que dá e s t a distância, b a s t a i n t r o d u z i r no passo 1 a 

i g u a l d a d e APONT(i) • 0 para i = l , . . . , n e i n t r o d u z i r no passo 4 

a i g u a l d a d e APCNT(i) = p . Para e n c o n t r a r o caminho c u j o comprimen 

t o é a distância mínima e n t r e ò e t, b a s t a r e c u p e r a r todos os 

APONT(i) t 0, para i - n , . . . , l . 

de ordem n' 

O a l g o r i t m o de D i j k s t r a p r e c i s a de tempo p o l i n o m i a l 

3.2 - FLUXOS GERAIS COM CUSTOS MÍNIMOS 

3.2.1 - Formulação do problema de f l u x o s como um problema l i n e a r 

0 a l g o r i t m o que serã apresentado no i t e m s e g u i n t e 

tem como f i n a l i d a d e p r i n c i p a l o equilíbrio dos nos, i s t o é, trans_ 

formar o g r a f o de modo que cada no tenha o grau de e n t r a d a i g u a l 

ao grau de saída. Para f a z e r e s t e equilíbrio, serã usado o proble_ 

ma de f l u x o s g e r a i s com custos mínimos. 
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O problema de f l u x o s g e r a i s pode ser i n t e r p r e t a d o co 

mo um problema de t r a n s p o r t e s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

Num g r a f o d i r i g i d o , pode-se d e s c r e v e r o problema co 

mo sendo a necessidade de t r a n s p o r t a r c e r t a s q u a n t i d a d e s de d e t e r 

minados nos para o u t r o s também determinados nos. 

Para o t r a n s p o r t e de uma c e r t a q u a n t i d a d e a de um no 

para o u t r o no, deve-se l e v a r em consideração o c u s t o unitário so 

b r e cada arco e a capacidade máxima de cada a r c o . D e s c r i t o d este 

modo, o problema de f l u x o s g e r a i s r e s u l t a num problema de o t i m i z a 

ção c u j o o b j e t i v o é m i n i m i z a r os c u s t o s t o t a i s do t r a n s p o r t e , sob 

condição das capacidades dos arcos e das qua n t i d a d e s p r e s c r i t a s . 

Seja D = (N,A,b,C,d) um g r a f o d i r i g i d o com p nos enu 

merados por i = l , . . . , p ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q arcos enumerados por a j , j = l , . . . , q 

com duas valorizações b,C: A •*• R sobre os arcos e uma função de pe 

so d: N -* R sobre os nos. Então serão i n t r o d u z i d o s r e l a t i v a m e n t e ã 

enumeração dada aos nos e aos arcos os v e t o r e s de l i n h a 

b =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( b 1

 b

q ) ' G = ( c i c

q )
 e d = ^ . . . . . d ) onde b^ = b ( a ^ ) , 

Cj = cCa^j e d^ = d ( v ^ ) . Usando agora a m a t r i z incidência I pode-

se e s c r e v e r o problema de f l u x o c o r r e s p o n d e n t e na forma 

IX = d com 0 £ X < b. A q u i , o índice t d e s i g n a o v e t o r . c o l u n a 

t r a n s p o s t o do v e t o r l i n h a c o r r e s p o n d e n t e . Cada v e t o r X que s a t i s _ 

f az IX = d e 0 <_ X £ bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ê chamado solução admissível do problema. 

* t * 
Cada solução admissível X tem c u s t o C(X) = E c. x. = CX 

j - 1 3 ? 

Então uma solução admissível X é chamada õtima se C(X) ê mínimo 

com r e s p e i t o a todas as soluções admissíveis. Neste caso a solução 

X t r a n s p o r t a as quantidades p r e s c r i t a s com custos E c. x. mínimos. 

Com as considerações f e i t a s no p a r a g r a f o a n t e r i o r , o 

problema pode ser for m u l a d o •matematicamente por:. 

M i n i m i z a r CXfc r e l a t i v a m e n t e a 

I X t = d t 

0 < X < b 

que ê um problema l i n e a r de otimização. 

Para melhor entendimento do exposto serã for m u l a d o 

um problema como exemplo. 
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Exemplo: 

Considerando que no g r a f o d i r i g i d o 

onde os números associados aos círculos designam uma enumeração 

dos nos e os números associados aos quadrados designam uma enumera 

ção dos a r c o s , os c u s t o s e as capacidades máximas são dadas p e l o s 

v e t o r e s C = (2,4,1,6,2) e b = ( 9 , 6 , 3 , 6 , 4 ) , r e l a t i v a m e n t e ã enumera 

ção dada, e deseja-se t r a n s p o r t a r 10 unidades do no 1, sendo 4 u n i 

dades para o no 3 e 6 unidades para o no 4 -. 

' No exemplo, a m a t r i z incidência I e o v e t o r de pesos 

sobre os nos d, são dados p o r : 

I = 

1 1 0 0 0. 

-1 0 1 1 0 

0 - 1 ' -1 0 1 

0 0 0 -1 -1 

d = (10,0,-4,-6) 

l o g o tem-se a s e g u i n t e fo/mulação matemática para o problema de 

f l u x o máximo com c u s t o mínimo c o r r e s p o n d e n t e : 

M i n i m i z a r (2x^'+ 4 x 2 + x^
 + 6x^ + 2x^) r e l a t i v a m e n t e 

x l + x 2 = 1 0 

" x l + x 3 + x 4 0 

• x2 " X 3 " X 5 =' " 4 

-x 4 - x 5 = -6 

0 < x. < b. 
— ízyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — í 

3.2.2 E s t a b e l e c i m e n t o do Problema Dual 

Para r e s o l v e r t a i s prohlemas e x i s t e m d i v e r s o s 

r i t m o s , porem, usa-se n e s t e t r a b a l h o um a l g o r i t m o do t i p o 

a l g o 

p r i 
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m a l - d u a l [ 8 J que p a r t e da observação t r i v i a l que o t r a n s p o r t e de 

nenhum bem e otimo se não é p r e c i s o t r a n s p o r t a r bens. A q u a n t i d a d e 

de bens t r a n s p o r t a d o s é, em cada aplicação do a l g o r i t m o , aumentada 

sob condição da o t i m a l i d a d e , até f i n a l m e n t e t e r alcançado uma s o l u 

ção admissível do problema; e e s t a solução é por c o n s e g u i n t e o t i _ 

ma, p o i s o a l g o r i t m o sempre passa de um t r a n s p o r t e étimo pa r a ou 

t r o t r a n s p o r t e otimo mais volumoso. « 

Como o método a ser usado é do ttfpo p r i m a l - d u a l , pre_ 

c i s a - s e também e s t a b e l e c e r o problema d u a l para o problema de f l u 

xo com c u s t o mínimo. Para melhor c l a r e z a são formulados a s e g u i r 

ambos os problemas: 

Problema P r i m a i Problema Dual 

m i n i m i z e CX maximize Vd - Ub 

r e l a t . I X t = d t e 0 <_ X < b r e l a t . 0 < C + U-VI e 0 < U 

3.2.3.- Conexão e n t r e o Problema P r i m a i e o Dual 

Diz-se que X é solução admissível do problema p r i m a i 

se I X t = d t e O £ X £ b , e que (U,V) é solução admissível do pró 

blema d u a l s e O < Ú + C - V I e O < U . P o r t a n t o , pode-se e s t a b e l e 

cer a conexão e n t r e o problema p r i m a i e seu d u a l p o r : 

Teorema 1 

Se X e (U,V) são r e s p e c t i v a m e n t e soluções admissí 

v e i s do problema p r i m a i e do seu d u a l , então V d t - Ub t < CX^ . 

Demonstração 

Sendo X solução admissível do p r i m a i tem-se que 

IX * = d 1 . LogozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VdZ - Ub* = V I X t - Ub 1 '. 

Sendo (U,V) solução admissível do d u a l tem-se que 

V I < C + U . Logo V I X 1 - Ub 1 < (C+U)X t - Ub t = CXt + U ( X - b ) t . 

Como X - b < 0 e U > 0 tem-se que CXt + UCX-b) 1^ CXt 

P o r t a n t o Vd11 - Ub"1 < CX t 

Corolário 

Se X e (U,V) são r e s p e c t i v a m e n t e soluções admissí 

. e 

soluções õtimas. 

v e i s do p r i m a i e do d u a l e se V d C - Ub t = • CX*" então X e (U,V) são 
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* * 

Teorema 2 

Se.X e (U,V) são soluções admissíveis do p r i m a i e do 

d u a l , então a i g u a l d a d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl1 - V d t - Ub t e e q u i v a l e n t e ã v a l i d a d e 

simultânea das condições UCb-X)1" = 0 e c. + u. ̂  y. se 0 < x. , on 

de y. r e p r e s e n t a a j-ésima coordenada do v e t o r Y = V I . 

Demonstração 

Sendo X e (U,V) soluções admissíveis tem-se 

0 < UCb-X) 1 = Ub t - Uxt . Como Ub 1 = Vd* - CX* obtem-se 

0 < UCb-X)* = UbZ - m t = VdZ - CXl - UX 1 . Usando mais uma vez 

que X ê solução admissível para o p r i m a i obtêm-se 

0 < UCb-X) 1 1 = Ub 1 - UX 1 = Vd 1 1 - CXZ - UX Ç = V I X t - CX* - UX t = 

= (VI-C-U)X t . Usando mais uma vez que (U,V) é solução admissível 

do d u a l tem-se que V I - C - U <_ 0. Donde usando o f a t o que X >_ 0 

obtem-se (VI-C-UjX 1 < 0 . P o r t a n t o 0 < U ( b - X ) t = (VI-C-U)X t < 0 

que i m p l i c a (VI-C-UjX* = U f b - X ) 1 = 0 . 

Como (VI-C-UjX 1 = 0 , C + U - V I > 0 e X > 0 , então 

para x^ > 0 segue que ( c + u - v l ) ^ = 0. Donde pode-se c o n c l u i r que 

c. + u. = y. para x. > 0. 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 3 3 v 3 

Sendo X e (U,V) soluções admissíveis tem-se que 

0 < X < b e C + U - V I > 0 e por c o n s e g u i n t e (C+U-VI}X t > 0 com 

cada somando maior ou i g u a l a 0. 6 e v i d e n t e que para x^ = 0 tem-se 

o l a d o esquerdo i g u a l a o/, e, como por hipótese o lado esquerdo e 

zero para x i > 0 , então (C+U-VI)X t = 0. Como UCb-X) 1 = 0 i m p l i c a . 

Ub t = UX^ segue que 

0 = (C+U-VIjX 1 = CX1 + UX 1 - Vd1 = CXt + Ub t - Vdt. Donde con 

c l u i - s e que Vd - Ub*" = CXt . 

Teorema 3 

Se X e (U,V) são soluções admissíveis do p r i m a i e do 

d u a l de modo que UCb-X^ = 0 e c. + = para 0 < , tm4e-^_-

designa a j-esima coordenada do v e t o r Y = V I , então: 

i ) Cj - Yj >̂  0 para x^ < b.. 

i i ) c. - y. <_ 0 para 0 < x. 
<p 3 3 3 
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Demonstração 

i ) Seja x. < b. .- Então b. - x. > 0, e como por hipótese zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 3 3- 3 

U(b-X) = 0, obtem-se u. - 0. Como (U,V) é solução admissível 

temos 0 <_ Cj + u j " YazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I
 e como u^ = 0 obtêm-se 

0 < c.- + 0 - y. = c. - y. . 

i i ) Para 0 < x^ tem-se, por hipótese c j " Yj = ~ u j e> c o m o CU,V) 

ê solução admissível do d u a l , tem-se também por hipótese, 

u. > 0.' Logo c. - y. < 0 . 

Teorema 4 , * 

Dados I , b > 0, 0 < X < b e V, de modo que 

ci " Y-jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 0 para x. < b. e c. - y. £ 0 para 0 < x., então e x i s t e 

um U > 0 de modo que: 

i ) UCb-X)* = 0 

i i ) c. + u. = y. para 0 < x. 

3 3 3 3 *. 
i i i ) 0 < C + U - V I 

Demons tração 

D e f i n i n d o U por u. = 0 se x. < b. e u . = y. - c. 

* 3 3 3 3 • 3 3 

se Xj = b j . Então tem-se U ^ 0, p o i s por hipótese u^ = y. - C > 0 

para x.. = b.. . t 

i ) Com U d e f i n i d o como acima tem-se U(b-X) = 0 por construção; 

i i ) Se 0 < x. < b. tem-se c. - y. < 0 e c. - y. > 0 por hipótese e 
* 3 , 3 3 7 3 ~ 3 1 3 ~ v v 

Uj = 0 por definição. Donde obtém-se u.. - y^ ~ cj* ^ e 

Xj = b j tem-se u^ = y. ~ . c j P o r definição. Por c o n s e g u i n t e ob 

tém-se y. = c. + u. para 0 < x.. 
3 3 3 3 v 3 

i i i ) Se 0 < x. tem-se de ( i i ) que c. + u. - y. > 0 e se x. < b. 

3 H 3 3 3 ~ 3 3 

tem-se c^ - y. >_ 0 por hipótese e u^ = 0 por definição. 

Por c o n s e g u i n t e sempre v a l e que c.. + u j " Ys 

Donde c o n c l u i - s e que 0 <_ C + U - V I . 
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IX 1 1 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IXZ e O < X < b 

Corolário 

Dados I , b > 0, 0 < X < b, V d e modo que c.. -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y . > 0 

para x. < b. e c. - y < 0 para 0 < x., então e x i s t e U > 0 de modo 
J J J J 3 ' 

que 0 < C + U - V I e V I X t - Ub* = CXt. 

A demonstração desse corolário ê t r i v i a l , p o i s b a s t a 

usar o U construído no,teorema 4 e a equivalência do teorema 2. 

Corolário " 1 . 

Dados I , b > 0, 0 < X < b, V de modo que c.. - y. > 0 

para x. < b. e c. - y^ <_ 0 para 0 < x^ , então X ê o t i m a l com res_ 

p e i t o ao problema p r i m a i de m i n i m i z a r cx"1" r e l a t i v a m e n t e a 

< X < b . 

0 último corolário d e i x a c l a r o que a condição 
t t - - -

IX = d não e necessariamente s a t i s f e i t a p e l o X das hipóteses dos 

^dois últimos corolários. Para o b t e r um X que também s a t i s f a z 

I X * = d* constroem-se duas sequências X ^ , X^ X^n^ = X e 

V ( 0 ) , V ( 1 ),..., V ( n ) = V de modo que X f l ) e V ( l ) sempre s a t i s f a z e m 

as hipóteses dos r e f e r i d o s corolários e o último X ^ = X também 

s a t i s f a z a i g u a l d a d e IX • d*~. 

A formulação dada no teorema 4 tem a vantagem que os 

v e t o r e s U e d não aparecem e x p l i c i t a m e n t e . 

As condições que formam a hipótese do teorema 4 são 

chamadas condições da oti<malidade. 

Suposto que os v e t o r e s X = (x^ ....,x ) e 

V = ( v ^ , . . . , v ) são dados e que s a t i s f a z e m as condições de o t i m a l i _ 

dade, i s t o ê: 

1) c - y. > 0 se x . < b . 

3 ] 3 - 3 3 
2) c - y. < 0 se 0 < x . 

3 ; 3 - 3 
onde y j ê d e f i n i d o por y. = v i n ^ j - v

t e r ( j ) c o m i n ( j ) designando 

o nõ i n i c i a l e t e r ( j ) designando o nõ t e r m i n a l do arco /. Agora 

c o n s t r u i n d o o g r a f o d i r i g i d o D(X) = (N,A(X)) com 

A(X) = A 1 (X) \j A"(X) e A' (X) = { j £ A / x. < b. } 

e A"(X) = { - j / j £ A e 0 < x . } , pode-se v a l o r a r este dígrafo com 

cu s t o s não n e g a t i v o s da s e g u i n t e maneira: os arcos j tem c u s t o s 

c. - y. e os arcos -/ têm os custos -(c^ - y_.) . 
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Neste g r a f o de aumento, para os arcos que tem d i r e 

ção " o r i g i n a l " (os arcos de A ' ( X ) ) a carga pode ser aumentada e pa 

r a os arcos que tem direção " i n v e r s a ã o r i g i n a l " (os arcos de 

A" ( X ) ) a carga dos c o r r e s p o n d e n t e s arcos o r i g i n a i s pode ser dimi_ 

nuída. 

Com X dado pode-se c a l c u l a r d - Xl*" e dos teoremas 

sabe-se que X e admissível e o t i m a l sse d - X I = 0 . No caso con 

trãrio, d e f i n e - s e o nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l como sendo do t i p o 1 ou do t i p o 2 c o n f o r 

me, o v a l o r da i-ésima coordenada de d - X I ^ s e j a p o s i t i v o ou nega 

t i v o . Quando e s t e v a l o r ê z e r o , d i z - s e que o no i. ê e q u i l i b r a d o . 

D e f i n i n d o V (X) = { i / i e do t i p o 1} e 

V (X) = { i / i ê do t i p o 2} v e r i f i c a - s c que V + ( X ) = § sse 

V"(X) = <}> sse d - X I 1 = 0 sse X e solução admissível e por conse 

g u i n t e o t i m a l , do problema. P o r t a n t o se f o i o b t i d a uma solução que 

não ê admissível mas que s a t i s f a z as condições de o t i m a l i d a d e , 

tem-se que V + ( X ) i § . Neste caso esc o l h e - s e um nõ i £ V + ( X ) e 

constrõi-se no g r a f o v a l o r a d o * D ( X ) o v e t o r das distâncias 

V = (v^,...,V ) saindo do nõ i Q para todos os o u t r o s nos. Como tam 

bem V (X) f <f>, escolhe-se um no i, £ V (X) e det e r m i n a - s e um cami_ 

nho elementar de comprimento mínimo de i para i ^ , no g r a f o v a l o r a 

do D(X) . 

Sobre a c a d e i a c o r r e s p o n d e n t e a e s t e caminho em 

D(X), pode-se agora aumentar a carga t o t a l de t r a n s p o r t e , o que r e 

s u l t a num novo v e t o r X que, r e l a t i v a m e n t e ao novo v e t o r V ( c a l c u l a 

do por V - V) também s a t i s f a z as condições de o t i m a l i d a d e . 

Este processo ê r e p e t i d o a t e que uma solução õtima 

par a o problema e en c o n t r a d a (caso e x i s t a uma solução) . , 

F i n a l i z a n d o as explicações sobre o a s s u n t o , v e r i f i _ 

ca-se que f a l t a m v a l o r e s i n i c i a i s para os v e t o r e s X e V que s a t i s _ 

façam as condições de o t i m a l i d a d e . Mas, como X = 0 e V = 0 s a t i s 

fazem ãs condições de o t i m a l i d a d e , i n i c i a - s e o processo com estes 

v e t o r e s . 
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3.2.4 - A l g o r i t m o de F o r d - F u l k e r s o n 

'1 se i n ( j ) = i 

Passo 1: D e f i n a a^. = ^ ~ 1 s e t e r ( j ) = i 

0 caso c o n t r a r i o 

Faça -A = { - 1 , . . .,-q} 

Xj = 0 para j = l , . . . , q ; v^^ % 0 para 

i = 1, . . . ,pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f 

V + = { i / d i > 0} e V" = { i / d. < 0} 

AUX = 0 

D e f i n a i n : -A--*• N p o r i n ( - j ) = t e r ( j ) e 

t e r : -A -> N por t e r ( - j ) = i n ( j ) 

Passo 2: Faça: c. = c. + v. r.> - v. para j£ A 
v 3 3 t e r ( j ) m ( j ) J *=• 

A' = { j 6 A / x. < b.} 
3 3 

A" = {-j£ -AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 0 < x . } 

5j = c. para j £ A' 

c _ j = - c. para - j £ A" 

PaSso 3: Se V + - <J> ( p a r e . X ê o t i m a l ) 

Se V + f * e s c o l h a i £ V + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

Passo 4: A p l i q u e o a l g o r i t m o das distâncias mínimas ao dí 

g r a f o D = (N,A'U A" , c: A'V A" * R) e d e t e r m i 

ne o v e t o r V = (v^,. . . ,v ) , onde v\ designa a dis_ 

tância mínima de i para l, sendo v^ = m quando 

não e x i s t e um caminho de i para -i. 

Passo 5: Faça: N = { i / v. < °°}; v = max { v . / i £ N}, 

V • : 

v. para i £ N 

1 v caso c o n t r a r i o 

Se v " n N = <j> pare (o problema não tem solução 

admissível) . 

Se V~r\ NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ? <J> es c o l h a i . £ V f\ N e e s c o l h a um 

caminho mínimo W de i para i ^ em D. 

Se AUX = 0 faça m - d. e n - d. 
1o 11 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  
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Passo 7: Faça: e. - b. - x. para j £ W 

J J J 
£j = Xj para - j £ W 

e = min { e . / j £ W ou - j £ W, m, n} 

Passo 8: D e f i n a Z:A—>-R por 

Xj + e se j £ W 

- e se - j £ W 

caso c o n t r a r i o 

" P 1 

Passo 9: Faça: m = d. - E a. . x. 

q 
n = - d. + £ a. . x. 

x l j - 1 ̂ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

Passo 10: Se m = 0 faça V + = V + \ { i } 
o 

Se n = 0 faça V~ = V~ \ { i . } 

AUX = 1 . 

Vã para passo 2 

3.3 - CASAMENTO NUM GRAFO COMPLETO 

3.3.1 - Formulação do Problema 

Uma das par/es p r i n c i p a i s d este t r a b a l h o ê a trans_ 

formação de um g r a f o m i s t o , de modo que todos os nós tenham grau 

par . Esta transformação f o r n e c e um novo g r a f o m i s t o com os mesmos 

nós, porem com mais-ramos ou a r c o s , sob condição que só um numero 

m i n i m a l de novos ramos ou arcos e a d i c i o n a d o . Para f a z e r e s t a 

transformação, deve-se em p r i m e i r o l u g a r i d e n t i f i c a r todos os nós 

de grau ímpar e em seguida combinar estes nós e n t r e s i de modo que 

a soma dos pesos dos arces e ramos r e p e t i d o s s e j a mínima. 

Nu,m g r a f o não d i r e c i o n a d o , e s t e problema e conhecido 

como o problema da soma do casamento e pode ser fo r m u l a d o do se_ 

g u i n t e modo: 

Seja G = (N,E) um g r a f o completo com um c o n j u n t o N 

de nós e um c o n j u n t o E de ramos. Um s u b c o n j u n t o M C E e chamado um 

casamento ( m a t c h i n g ) se não e x i s t e m d o i s ramos de M que são i n c i _ 

dentes com um mesmo nõ. O c o n j u n t o d" todos os casamentos de G se 

rã denotado por M. Quando um casamento M contem o maior numero pos_ 
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sível de ramos, d i z - s e que M e um casamento de c a r d i n a l i d a d e ma 

xima (m.c. casamento). Um m.c-casamento ê d i t o p e r f e i t o se cada no zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ê i n c i d e n t e com um ramo do' casamento. 0 c o n j u n t o de todos os casa 

mentos p e r f e i t o s será a q u i denotado p o r M . 

Se o g r a f o G = (N,E, c:E •*• R) ê v a l o r a d o não negati_ 

vãmente e se c.. r e p r e s e n t a o c u s t o sobre o ramo { i , j } , pode-se 

a s s o c i a r a cada M € M o c u s t o , 

c(M) -. £ • c. . 
{ i , j } £ M 1 J 

. Agora, s e j a C = e^,..., e n onde e^ = , . 

um caminho num g r a f o G = (N,E). Diz-se que o caminho e elementar 

se todos os nos i ^ , , . . . , i n + - ^ são d o i s a d o i s d i s t i n t o s . Então ob 

serva-se que um caminho desse t i p o f o r n e c e d o i s casamentos de nos 

de G como segue: 

a) todos os ramos e^ do caminho C com j par 

b) todos os ramos do caminho C com j ímpar . ' 

Est a observação e usada agora para aumentar um casa 

mento M dado, para um casamento maximal como segue: um caminho ele_ 

mentar C ê d i t o a l t e r n a t i v o se os seus ramos estão a l t e r n a t i v a m e n 

t e em M. Se alem d i s s o C j u n t a d o i s nós não i n c i d e n t e s com os r a 

mos de M, d i z - s e que C e um caminho a l t e r n a t i v o aumentando. E* c i a 

ro que um caminho a l t e r n a t i v o aumentando sempre tem um número ím 

par de ramos e se C = e i > ' , , > e 2 n + l ' e n ; - ^ 0 todos o? ramos e. com j 

par pertencem a M e todos os ramos e^ com j ímpar não pertencem a 

M. Mas os ramos e^ com j ímpar j u n t a m e n t e com todos os ramos de M 

que não pertencem a C formam um casamento que tem um número de r a 

mos i g u a l ao número de ramos de M mais 1. 0 novo casamento o b t i d o 

d e s t a maneira serã denotado por M c e' a sua c a r d i n a l i d a d e por |M_ | , 

que conforme f o i , observado e i g u a l a |M| + 1 . 

Denotando por "^(M) o c o n j u n t o de todos os caminhos al_ 

t e r n a t i v o s aumentando com r e s p e i t o ao casamento M,^at^-s^^igj^se , no 

caso de um g r a f o v a l o r a d o o c u s t o c(M ) para o casamento correspon-

dente M com c(M ) d e f i n i d o p o r 
{(j* c c 

c ( M J = E c ; . '.+ _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I c. 
c { i , j > e M \C i ; ) íi,j} € C\M X J 
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P o r t a n t o , o s e g u i n t e a l g o r i t m o tem como o b j e t i v o a 

construção de um casamento maximal com c u s t o mínimo. 

3.3.2 - A l g o r i t m o de D e r i g s 

Passo 1: Faça M = <j> 

Passo 2: Se M £ M p a r e , M p o t i m a l 

Passo 3: Determine C e"^CM) de modo quê para M-

c(M-) <_ c(M ) para todo c U (M) 

Passo 4: Faça M = M-
5 c 

vã para passo 2 

Na implementação desse a l g o r i t m o , o caminho C que im 

p l i c a o menor c u s t o do casamento c o r r e s p o n d e n t e M- e c a l c u l a d o 

adaptando um procedimento de classificação e contração, d e s e n v o l v i ^ 

do por Edmonds e Johnson [3J . A v a l i d a d e d e s t e p rocedimento ê mos 

t r a d a ' p o r D e r i g s [ p j . 

Para melhor e s c l a r e c i m e n t o de como procede o a l g o r i t _ 

mo do casamento, ê e s t a b e l e c i d o o s e g u i n t e exemplo. 

Exemplo 0 ^ 

Considerando o g r a f o G : ? 

pode-se e s t a b e l e c e r o casamento M = { 1 , 2 } com c(M) = 1 . E c l a r o 

que o caminho C = { 3 , 1 } , { 1 , 2 } , { 2 , 4 } ê um caminho aumentando , 

p o i s os seus ramos estão a l t e r n a t i v a m e n t e em M e além d i s s o tem 

d o i s nos que não são i n c i d e n t e s com os ramos de M. 

Como o caminho aumentando construído é m i n i m a l com 

relação ã valoração do g r a f o dado, pode-se formar o novo casamento 

M c = { 1 , 3 } , { 2 , 4 } . 6 fãcil v e r i f i c a r que e s t e novo casamento é 

maximal, e que tem c u s t o c(M ) = 4 m i n i m a l , conforme é mostrado pe 

l o s g r a f o s a b a i x o : 
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Casamento M : (T) -(2) 

Caminhos a l t e r n a t i v o s aumentando e r e s p e c t i v o s casamentos 

1 

Ml : CD © 
4 

(D © 

2 « 

M2 : CD (3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t 

(2) © 

3 

M3 : CD © 
5 

© (D 

i 



CAPÍTULO IV 

VARIAÇÕES EM GRAFOS MISTOS 

4.1 - DEFINIÇÕES 

Neste capítulo serão i n t r o d u z i d o s alguns novos con 

c e i t o s que terão grande u t i l i d a d e no estudo dos problemas do car 

t e i r o chinês. Porem., antes da introdução destes''conceitos , serã 

f e i t a uma generalização do c o n c e i t o de g r a f o m i s t o , passando a con 

s i d e r a r g r a f o s que admitem ramos e arcos p a r a l e l o s . Nesta g e n e r a l i _ 

zação usa-se a notação e para i n d i c a r t a n t o um arco como um ramc . 

Um g r a f o m i s t o ( g e n e r a l i z a d o ) G = (N,E,A,a,3) consis_ 

t e de um c o n j u n t o f i n i t o de nos N = { l , . . . , n } , um c o n j u n t o f i n i t o 

de ramos E, um c o n j u n t o f i n i t o de arcos A, sendo E e A d i s j u n t o s , 

e duas funções a,3 : E U A -* N. Para cada e £ E,a(e) e 3(e) podem 

ser i n t e r p r e t a d o s como os nos i n c i d e n t e s com o ramo e e para cada 

e £ A, a ( e ) design a o nõ i n i c i a l e 3(e) o nõ t e r m i n a l do arco e . 

Um ramo e ê d i t o p a r a l e l o a e' £ E U A se 

{ a ( e ) , 3 ( e ) } = Ca(e'), 3 ( e ' ) } . Dois arcos e e e' são d i t o s p a r a l e 

l o s se a ( e ) = ot(e') e 3(e) = 3 ( e ' ) . Uma r o t a R = e^,...,e ê d i t a 

e u l e r i a n a se cada e 6 E U A aparece em R exatamente uma vez. Se 

num g r a f o m i s t o G e x i s t e uma r o t a e u l e r i a n a d i z - s e que G ê um gra 

f o m i s t o e u l e r i a n o . 

Diz-se que um g r a f o m i s t o G' = (N , E ' , A , et' , 3 ') ê uma-

variação do g r a f o m i s t o G = (N,E,A,cc,3) se G' e,construído pela-
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transformação de alguns ramos em arcos e/ou p e l a repetição de r a 

mos e/ou arcos ( i n c l u i n d o as repetições dos novos arcos c r i a d o s ) . 

Se o g r a f o G f o r v a l o r a d o por c : EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V A •*> R , G ' tem a v a l o r i z a 

ção c o r r e s p o n d e n t e c : (E' U A 1 ) •*• R . 

As demais definições dadas a n t e r i o r m e n t e para g r a f o s 

m i s t o s , podem ser adaptadas para o caso de g r a f o s m i s t o s g e n e r a l i / 

zados de forma e v i d e n t e . 

4.2 - VARIAÇÃO EULERIANA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

Uma variação G' de um g r a f o m i s t o G e chamada e u l e 

r i a n a se e x i s t e uma r o t a e u l e r i a n a em G 1. É o b v i o que o c u s t o des 

t a r o t a e u l e r i a n a e i g u a l ao c u s t o da variação. P o r t a n t o , f i c a evi_ 

dente a v a l i d a d e do s e g u i n t e teorema: 

Teorema 1 

Seja G = (N,E,A,a,g) um g r a f o m i s t o ( g e n e r a l i z a d o ) . 

Então são e q u i v a l e n t e s : 

i ) G e conexo 

i i ) e x i s t e uma variação e u l e r i a n a de G zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ê" também e v i d e n t e que uma variação e u l e r i a n a 

G' = (N ,E ' ,A * ,a '*, 3 1) de um g r a f o m i s t o G = (N,E,A,a,3) tem 

grau ( i ) par para todo i £ N. Como pode-se c o n s t r u i r num g r a f o 

m i s t o e u l e r i a n o uma r o t a e u l e r i a n a , segue t r i v i a l m e n t e que uma va 

riação e u l e r i a n a sempre pode ser t r a n s f o r m a d a (sõ tr a n s f o r m a n d o r a 

mos em arcos) numa o u t r a variação que também s a t i s f a z g r a u + ( i ) = 

= grau ( i ) para todo i € N. Como um g r a f o m i s t o que s a t i s f a z 

g r a u ( i ) par para todo i £ N e g r a u + ( i ) = grau ( i ) para todo i € N 

e obviamente conexo, e e v i d e n t e a v a l i d a d e do s e g u i n t e teorema: 

Teorema 2 

Para um g r a f o m i s t o G = (N,E,A,a,3) são e q u i v a l e n 

t e s : . 

i ) G e conexo 

i i ) e x i s t e uma variação e u l e r i a n a de G 

i i i ) e x i s t e uma variação G* = (N,E',A' ,a ' ,3 ') de G de modo que 

1) g r a u ( i ) e par par a todo i £ N 

2) g r a u + ( i ) = g r a u ~ ( i ) para todo i € N. 
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4.3 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DO CARTEIRO CHINÊS COMO UMA VARIAÇÃO 

O teorema 2 ê a base fundamental dos a l g o r i t m o s heu 

rísticos de Edmonds e Johnson e de F r e d e r i c k s o n , 'para r e s o l v e r o 

problema do C a r t e i r o Chinês num g r a f o m i s t o . Como os a l g o r i t m o s 

que serão apresentados neste t r a b a l h o são v a r i a n t e s d e s t e s , ê c i a 

r o , que este teorema também serã a base fundamental destas v a r i a n 

t e s . P o r t a n t o , pode-se a f i r m a r que e n c o n t r a r uma r o t a com c u s t o mí 

nimo p a r a o C a r t e i r o Chinês num g r a f o m i s t o conexo ê e q u i v a l e n t e â 

construção de uma variação do t i p o ( i i i ) do teorema, com c u s t o mí 

nimo. . * 

Uma variação de um g r a f o m i s t o conexo que s a t i s f a z 

g r a u ( i ) ê par para todo i £' N, serã denominada uma GP-variação. 

Uma variação que s a t i s f a z g r a u + ( i ) = g r a u ~ ( i ) para todo i £ N, se_ 

rã denominada uma ES-variação' (Entrada=Saída-variação). Então, o 

problema de e n c o n t r a r uma r o t a num g r a f o m i s t o conexo pode ser r e 

s o l v i d o p e l o s s e g u i n t e s métodos: 

Método 1 : p r i m e i r o c o n s t r u a uma GP-variação e a s e g u i r uma ES-va 

riação; 

Método 2 : p r i m e i r o c o n s t r u a uma ES-variação e a s e g u i r uma ' GP-va 

riação. 

Em ambos os casos r e s u l t a um g r a f o m i s t o que s a t i s _ 

f a z ( i i i ) do teorema e a r o t a c o r r e s p o n d e n t e pode ser simplesmente 

construída. 

No caso de um g r a f o m i s t o v a l o r a d o , os processos de 

GP-e de ES-variações podem ser e f e t u a d o s sob consideração de mini_ 

m i z a r o c u s t o c o r r e s p o n d e n t e . 

Os a l g o r i t m o s c o r r e s p o n d e n t e s de GP-e de ES - v a r i a 

ções mi n i m a i s formam a base d o s ' a l g o r i t m o s heurísticos que são usa 

dos para e n c o n t r a r uma r o t a para o C a r t e i r o Chinês no caso de um 

g r a f o m i s t o conexo não negativamente v a l o r a d o , cõm um cu s t o que ê 

menor ou i g u a l a 5/3 do c u s t o de uma r o t a o t i m a l . 

4.4 - ALGORITMO GP-VARIAÇÃO MINIMAL 

En t r a d a : um g r a f o m i s t o conexo g e n e r a l i z a d o 

Saída. : um g r a f o m i s t o conexo g e n e r a l i z a d o com g r a u ( i ) p ar 

todo no i é N. 

nara 
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Passo 1: I d e n t i f i q u e o c o n j u n t o NC N de nos de grau ímpar em G 

Passo 2: Para todo i , j £ N en c o n t r e a ca d e i a m i n i m a l que l i g a 

i e j e c o n s i d e r e a distância e n t r e i e j como sendo o 

comprimento d e s t a c a d e i a . 

Passo 3: Usando como e n t r a d a o c o n j u n t o de nos N e as distâncias 

encontradas no passo 2, chame o a l g o r i t m o do casamento. 

Passo 4: Du p l i q u e em G os ramos e a r c o s , de acordo com a saída do 

passo 3 ( p a r e ) . 

Apos a aplicação deste a l g o r i t m o o grau de cada v e r 

t i c e i é N e incrementado por um numero ímpar, e, por c o n s e g u i n t e 

todos os nos do g r a f o r e s u l t a n t e G' têm grau p a r . Por o u t r o l a d o , 

como a GP-variação se b a s e i a num casamento máximo com c u s t o m i n i 

mo, pode-se c o n c l u i r que e s t a GP-variação ê mínima. 

Para g r a f o s m i s t o s onde g r a u + ( i ) = g r a u ~ ( i ) para t£ 

dq i é N ê possível a p l i c a r a GP-variação m i n i m a l com r e s p e i t o ao 

g r a f o p a r c i a l de G c o n s i s t i n d o apenas dos ramos de G. Apos uma 

aplicação da GP-variação m i n i m a l desse t i p o obtêm-se uma GP-varia 

ção de G que não ê necessariamente m i n i m a l , mas que mantêm a igu a l _ 

dade e n t r e os graus de e n t r a d a e saída dos nos. 

4.5 - VARIAÇÃO GRAU DE ENTRADA IGUAL A GRAU DE SAÍDA 

4.5.1 - Definições 

Antes de a p r e s e n t a r o a l g o r i t m o para o b t e r uma ES-va 

riação m i n i m a l serão d e f i n i d o s alguns c o n c e i t o s necessários para o 

entendimento do mesmo. 

Para cada nõ i € N de um g r a f o m i s t o d e f i n e - s e o d£ 
+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 

f i c i t de i por d e f ( i ) = grau ( i ) - grau ( i ) e, denota-se por 

S A I ( i ) o c o n j u n t o de todos os arcos e. t a l que 3(e) = i e por 

ENT(i) o c o n j u n t o de todos os arcoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d t a l que a(e) = i . 

Seja agora G = (N,E,A,c: E U A ->• R) um g r a f o mist*o 

( g e n e r a l i z a d o ) não negativamente v a l o r a d o . Alem d i s s o s e j a 

u : A •* R d e f i n i d a por u ( e ) = 0 0 para todo e £ A e s e j a D = A U B 

um novo c o n j u n t o de a r c o s , onde A ê o c o n j u n t o dos arcos de G e B 

ê d e f i n i d o como segue: para cada ramo e = íi,j} € E os pares oràe 

nados co r r e s p o n d e n t e s ( i , j ) e ( j , i ) pertencem a B e a d i c i o n a l m e n t e 

um de s t e s pares ordenados, denotado por e', também p e r t e n c e a B co 

mo arco p a r a l e l o . Então, cada ramo e = ( i , j ) £ E corresponde e x a t a 

mente a três arcos em B que vao ser denotados por e, e, e 
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É c l a r o que o c o n j u n t o de nos N de G e o c o n j u n t o de 

arcos D formam um g r a f o d i r e c i o n a d o e g e n e r a l i z a d o que serã denota 

do por G = (N,D). A e s t e g r a f o G a s s o c i a - s e duas valorizações 

c,u:DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA • * R d e f i n i d a s p o r : 

i ) c : D + R 

c ( e ) = c ( e ) se e é A 

c ( e ) = c ( e ) = c ( e ) e c ( e ' ) = 0 se e € E „ 

i i ) ú : D -> R - # 

• u ( e ) = u ( e ) se e £ A 

u ( e ) = 0 0 = u ( e ) e ú(e') = 2 se e € E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
¥ 

Serã usada também a notação G para i n d i c a r o g r a f o 

( g e n e r a l i z a d o ) d i r e c i o n a d o e b i v a l o r a d o G = (N,D,c,u). Com respei_ 

t o a e s t e g r a f o b i v a l o r a d o G pode-se a s s o c i a r o s e g u i n t e problema 

de f l u x o : 

Min £ c ( e ) X ( e ) r e l a t i v a m e n t e a 
e*D 

I X(e) - £ X(e) = d e f ( i ) p a r a todo i £ N (em G) 
e£SAI(i) eéENT(i) 

X(e) € N. 

A uma solução õtima deste problema de f l u x o a s s o c i a -

se uma ES-variação do g r a f o v a l o r a d o o r i g i n a l \ 

G - (N,E,A, c:E V A R) , do s e g u i n t e modo: 

i ) se e £ A, então s u b s t i t u i - s e o arco e por X(e) + 1 arcos parale_ 

l o s ao arco e; 

i i ) se e £ E, então: 

1) Se X(e') = 0 , o ramo e e substituído p e l o arco (e ou e) que 

tem direção oposta ã direção de e ' ; * 

2) Se X(e') = 1, o ramo e ê m a n t i d o ; 

3) Se X(e') = 2, o ramo e é s u b s t i t u i d o p e l o arco (e ou e) que 

tem mesma direção de e' ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-V - ->• 

4) a d i c i o n e X(e) c o p i a s p a r a l e l a s a e; 
5) a d i c i o n e X(e) copias p a r a l e l a s a e. 

Pode ser mostrado que as soluções õtimas do problema 

de f l u x o em G, d e s c r i t o acima, d e f i n e m exatamente as ES-variações 

õtimas ( m i n i m a i s ) para o g r a f o o r i g i n a l G. 
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4.5.2 - A l g o r i t m o ES-variação M i n i m a l 

E n t r a d a : um g r a f o m i s t o conexo g e n e r a l i z a d o 

Saída : um g r a f o m i s t o conexo g e n e r a l i z a d o com 

grau ( i ) = g r a u ( i ) p a r a todo nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l . 

Passo 1 

Passo 2 

Passo 

Passo 

Passo 5 

Associe a cada arco e £ A a capacidade u ( e ) = 0 0 e faça o 

c u s t o c ( e ) i g u a l ao c u s t o o r i g i n a l ! 

S u b s t i t u a cada ramo e = {i,j}£ E por um arco e de d i r e 

ção arbitrária (sugestão: faça e = ( i , j ) para i < j ) . 

C a l c u l e o d e f i c i t de cada vértice. 

Se d e f ( i ) = 0 para todo i é.N, p a r e , g r a u + ( i ) = g r a u " ( i ) 

p ara todo i £ N. . 

Para cada arco e = ( i , j ) c r i a d o no passo 2, c o n s t r u a d o i s 

novos arcos e 

Faça: 

• ( j , i ) e e' = ( j , i ) . 

c ( e ) = c ( e ) = c ( e ) , c ( e ' ) = 0 

u(e) = u ( e ) e u ( e ' ) = 2 

Passo 6: C r i e um no f o n t e F e ura nó sumidouro S. C r i e arcos do no 

f o n t e para os nos i €. N que têm.def(i) > 0 e faça 

c ( F , i ) = 0, u ( F , i ) = d e f ( i ) e D l -. I d e f ( i ) . C r i e arcos 

dos nos i £ N que têm d e f ( i ) < 0 para o no sumidouro e f a 

ça c ( i , S ) = 0 e u ( i , S ) = - d e f ( i , ) . 

Passo 7: A p l i q u e o a l g o r i t m o do f l u x o para t r a n s p o r t a r Dl unidades 

do no F para o no S. 

Passo 8: S u b s t i t u a cada arco e £ A por X(e) + 1 arcos p a r a l e l o s 

a Z. 

Passo 9: Para cada ramo e £ E faça: 

Se X(e') = 0 s u b s t i t u a e por um arco p a r a l e l o a e; 

Se X(e') • 1 mantenha o ramo e; 

Se X(e') = 2 s u b s t i t u a e por um arco p a r a l e l o a e. 

Passo 10: A d i c i o n e X(e) c o p i a s p a r a l e l a s a e e X(e) c o p i a s paraLe 

l a s a e. 

Apôs a aplicação deste a l g o r i t m o todos os nos d o g r i r 

f o r e s u l t a n t e G têm os graus de e n t r a d a i g u a i s aos c o r r e s p o n d e n t e s 

graus de saída. Por o u t r o l a d o , como a ES-variação se b a s e i a num 

problema de f l u x o máximo com c u s t o mínimo, pode-se c o n c l u i r que es 

t a ES-variação ê mínima. 

•(*) - Dl ê c a l c u l a d o no passo 6 apenas para os d e f ( i ) > 0. 
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Para g r a f o s m i s t o s onde g r a u ( i ) ê par para todo 

i él N, a ES-variação produz um g r a f o que mantém par os graus, de t o 

dos os nos i é N. 

A s e g u i r dã-se três exemplos p a r a e s c l a r e c e r o f u n 

cionamento dos a l g o r i t m o s GP-e ES-variação. 

4.6 EXEMPLOS 

Exemplo 1 

l o diagrama 

G : 

Dado o g r a f o v a l o r a d o com c u s t o 17, r e p r e s e n t a d o pe 

a) Construção da GP-variação m i n i m a l c o r r e s p o n d e n t e : 

No g r a f o dado G, os nos 3 e 4 têm graus impares. Por 

t a n t o , para c o n s t r u i r uma GP-variação m i n i m a l de G devemos encon 

t r a r uma cade i a de c u s t o mínimo e n t r e os nos 3 e 4. Esta c a d e i a ê 

( 3 , 5 ) , { 5 , 4 } , com c u s t o 5. Logo, a GP-variação m i n i m a l G' ê repre_ 

sentada p e l o diagrama zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. < 4 

G' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( D 

e tem c u s t o 22. 

u) Construção da ES-variação m i n i m a l c o r r e s p o n d e n t e : 

No g r a f o dado G, e x i s t e m d o i s ramos { 2 , 4 } e { 4 , 5 } . 

Em p r i m e i r o l u g a r o r i e n t a - s e e s t e s ramos a r b i t r a r i a m e n t e . O r i e n t a n 

do do no menor para o maior obtêm-se o g r a f o 
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onde os números associados aos nos designam os déficits desses 

nos. 

Para a p l i c a r o a l g o r i t m o do f l u x o , são acrescentados 

os arcos e e e', p a r a l e l o s e com direção i n v e r s a a cada e o b t i d o 

"pela orientação de um ramo. Como e' tem. c u s t o 0 e e tem c u s t o i _ 

gu a l ao c u s t o de e, obtém-se o s e g u i n t e g r a f o v a l o r a d o 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

©< -?G> 

Este g r a f o obtêm agora uma segunda valorização c o r r e s p o n d e n t e ã 

função u : D = A U B R , como segue: 

I n t e r p r e t a n d o a p r i m e i r a valorização como c u s t o , a segunda como ca 

pacidade maximal e o d e f i c i t associado com cada no como peso do 

no, p r e c i s a - s e agora r e s o l v e r o problema de f l u x o com c u s t o mínimo 

de quantidades c o r r e s p o n d e n t e s aos pesos dos nos. I s t o ê: p r e c i _ 

sa-se t r a n s p o r t a r com c u s t o mínimo, 1 unidade do no 4 e 2 unidades 

do no 5 para os nos 2 e 3, de modo que 2 unidade 1: cheguem no no 2 

e 1 unidade no no 3. 

Para r e s o l v e r e s t e problema, são i n t r o d u z i d o s d o i s 

novos nos denominados F ( f o n t e ) e S ( s u m i d o u r o ) , com arcos c o r r e s 

pondentes, conforme a descrição no a l g o r i t m o . Apos i s t o obtem-se: 
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( o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

V?» 

onde os novos arcos têm c u s t o zero e capacidades c o r r e s p o n d e n t e s 

aos v a l o r e s a b s o l u t o s dos dêficits dos nos do g r a f o o r i g i n a l . En 

tão este g r a f o tem bivalorização como d e s c r i t o no diagrama, onde a 

p r i m e i r a coordenada r e p r e s e n t a o c u s t o e a segunda a ca p a c i d a d e . 

Com e s t a interpretação do problema serã p r e c i s o a p l i 

car o a l g o r i t m o do f l u x o para t r a n s p o r t a r 3 unidades do no F para 

o no S com c u s t o mínimo, que nos dá a s e g u i n t e solução, onde os nu 

meros nos arcos representam o f l u x o 

Esta solução d e f i n e agora, conforme o a l g o r i t m o , uma 

variação G" do g r a f o misto' o r i g i n a l de modo que o g r a f o r e s u l t a n t e 

tem os graus de e n t r a d a i g u a i s aos c o r r e s p o n d e n t e s graus de saída. 

Logo, a' ES-variação m i n i m a l G" ê r e p r e s e n t a d a p e l o diagrama 

G" : 

e tem c u s t o 23. 

Exemplo 2 

Dado o g r a f o v a l o r a d o com c u s t o 26, r e p r e s e n t a d o pe 

l o diagrama 

r i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A. - 4 
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Como cada no de G tem gra u de e n t r a d a i g u a l ao grau 

de saída, pode-se c o n s t r u i r a GP-variação m i n i m a l completa ou a 

GP-variação com r e s p e i t o ao g r a f o p a r c i a l de G c o n s i s t i n d o apenas 

dos ramos de G . 

a) Considerando a GP-variação m i n i m a l c o m p l e t a , ob_ 

têm-se a variação r e p r e s e n t a d a por:-

com c u s t o i g u a l a 33. 

b) Considerando apenas a GP-variação m i n i m a l com r e s 

p e i t o ao g r a f o p a r c i a l c o n s i s t i n d o só dos ramos de G, obtêm-se a 

variação r e p r e s e n t a d a p o r : 

com c u s t o i g u a l a 36. 

Comparando os d o i s r e s u l t a d o s vê-se que o i t e m (a) 

ap r e s e n t a menor c u s t o que o i t e m (b) . Porem, a segunda solução a_ 

p r e s e n t a a p a r t i c u l a r i d a d e de manter i g u a i s oâzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~~^<âjJS_^e_^entrada e 

saída de cada no. 
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Exemplo 3 

l o diagrama 

Dado o g r a f o v a l o r a d o com c u s t o 26, r e p r e s e n t a d o pe 

Observa-se que cada no de G tem g r a u par . 

A p l i c a n d o a ES-variação m i n i m a l com r e s p e i t o a e s t e 

g r a f o obtem-se o s e g u i n t e g r a f o : 

com c u s t o 26. Observa-se que ne s t e g r a f o todos os nos têm grau 

p a r . 

Vale s a l i e n t a r que se o g r a f o tem todos os nos com 

grau p a r , a ES-variação não a l t e r a e s t a p r o p r i e d a d e . P o r t a n t o , po 

de-se c o n c l u i r que se o g r a f o o r i g i n a l não tem ramos nem arcos pa 

r a l e l o s e o grau de cada no é" p a r , a ES-variação mínima produz uma 

variação e u l e r i a n a mínima e consequentemente q u a l q u e r r o t a d e s t a 

variação ê ótima. 
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CAPITULO V 

ALGORITMOS APROXIMATIVOS 

5.1 - CONCEITUAÇÃO 

O problema de e n c o n t r a r uma r o t a com c u s t o mínimo pa 

r a o C a r t e i r o Chinês num g r a f o m i s t o ainda não f o i r e s o l v i d o de 

forma e f i c i e n t e . Mas, pa r a g r a f o s d i r e c i o n a d o s e para g r a f o s não 

d i r e c i o n a d o s , o problema f o i r e s o l v i d o de forma e f i c i e n t e e p o l i n o 

mialmente por Edmonds e Johnson. Como no caso de g r a f o s não d i r e 

cionados p r e c i s a - s e uma variação m i n i m a l de modo que todos os nos 

tenham grau p a r , e no caso de g r a f o s d i r e c i o n a d o s p r e c i s a - s e de 

uma variação m i n i m a l de modo que para cada no o grau de e n t r a d a se_ 

j a i g u a l ao g r a u de saída, os a l g o r i t m o s de Edmonds e Johnson são 

do t i p o GP-variação m i n i m a l no caso não d i r e c i o n a d o e ES-variação 

m i n i m a l no caso d i r e c i o n a d o . Conforme f o i observado, e s t e s a l g o r i t 

mos básicos de Edmonds e Johnson podem ser a p l i c a d o s de forma e f i _ 

c i e n t e também para g r a f o s m i s t o s , mas c l a r a m e n t e sem o b t e r geral_ 

mente uma r o t a . Mas, o que p r e c i s a também ser observado e quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 

plicação em sequência de a l g o r i t m o s do t i p o GP-e ES-variação d e f i _ 

nem uma r o t a . Estas r o t a s (dependendo da ordem da aplicação esco 

l h i d a ) g e ralmente não têm c u s t o m i n i m a l , mas podem ser usadas como 

soluções heurísticas. No caso de um a l g o r i t m o do t i p o GP-variação 

seguido de um do t i p o ES-variação, i s t o f o i observado também . por 

Edmonds e Johnson, e no caso de um a l g o r i t m o do t i p o ES-variação 

seguido de um do t i p o GP-variação f o i observado, por F r e d e r i c k s o n . • 
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O processo usado por Edmonds e Johnson r e s u l t a num 

a l g o r i t m o chamado,MIXED 1, e o processo de F r e d e r i c k s o n num a l g o 

r i t m o chamado MIXED 2. 

Como os a l g o r i t m o s a q u i apresentados não c o i n c i d e m 

t o t a l m e n t e com MIXED 1 e MIXED 2 (mas baseiam-se também nas suas 

i d e i a s ) , serão designados por MIXED IA e MIXED 2À . Nos exemplos 

dados por F r e d e r i c k s o n estas v a r i a n t e s apresentam r e s u l t a d o s me_ 

l h o r e s . - . 

Como a l g o r i t m o s heurísticos pr e c i s a m de um estudo 

p a r t i c u l a r do p i o r caso, i s t o também é necessário para os a l g o r i t 

mos do t i p o MIXED. I s t o f o i f e i t o por F r e d e r i c k s o n , com os s e g u i n 

t e s r e s u l t a d o s : ambos os a l g o r i t m o s MIXED 1 e MIXED 2 chegam em 

r o t a s c u j o s c u s t o s são menores ou i g u a i s ao dobro do cu s t o de uma 

r o t a o t i m a . Se a d i c i o n a l m e n t e a r o t a melhor (com r e s p e i t o ao cus 

t o ) e n t r e as encontradas por MIXED 1 e MIXED 2 é e s c o l h i d a , então 

p c u s t o d e s t a r o t a é menor ou i g u a l a 5/3 de uma r o t a o t i m a . Po 

de-se assegurar que as estimações de F r e d e r i c k s o n são também vãli_ 

das no caso das v a r i a n t e s dos a l g o r i t m o s MIXED 1 e MIXED 2, a q u i a 

pr e s e n t a d a s . 

Agora são dados os a l g o r i t m o s MIXED IA e MIXED 2A a 

companhados por exemplos. 

5.2 - ALGORITMO MIXED IA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  
E n t r a d a : Um g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o G = (N,E,A,c) 

Saída : Uma r o t a contendo todos os ramos e arcos de G. 

Passo 1: A p l i q u e o a l g o r i t m o GP-variação m i n i m a l ao g r a f o G com 

saída G' . 

Passo 2: A p l i q u e o a l g o r i t m o ES-variação m i n i m a l ao g r a f o G1 com 

saída G". 

Passo 3: Construa uma roca em G c o r r e s p o n d e n t e a uma r o t a e u l e r i a 

na em G". 

0 a l g o r i t m o MIXED IA a princípio faz o casamento dos 

nés de grau ímpar, r e p e t i n d o t a n t o s arcos como ramos, necessários 

ã transformação do g r a f o G em G1 .A s e g u i r é construída uma ES-va 

riação m i n i m a l G" de G', que mantém par o grau de cada no. fí c l a r o 

que G" é uma variação e u l e r i a n a de G e por c o n s e g u i n t e o passo 3 

pode ser executado. • 

E fãcil v e r i f i c a r que apés o passo 2 o g r a f o r e s u l _ 
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t a n t e mantêm par o grau de cada no, p o i s apos o passo 1 cada no 

tem grau par e como o passo 2 i n i c i a o r i e n t a n d o todos os ramos de 

G!, vemos que o d e f i c i t de cada no ê um número p a r . Como as c a p a c i 

dades dos arcos são sempre 2 ou 0 0 (na r e a l i d a d e são 2 ou a soma 

dos dêficits p o s i t i v o s ) , v e r i f i c a - s e que o número de arcos que 

são a d i c i o n a d o s ê sempre um número p a r . 

A diferença básica e n t r e o MIXED 1 de Edmonds e 

Johnson e o MIXED IA aq u i apresentado e s t a no /Tato que o MIXED IA 

ga r a n t e que também apos i g u a l a r os graus de e n t r a d a e saída os 

graus dos nos permanecem p a r , o que não necessariamente ê o caso 

no a l g o r i t m o MIXED 1 que geralmente p r e c i s a a aplicação de um a l g o 

r i t m o suplementar para f i n a l m e n t e o b t e r uma variação e u l e r i a n a . 

Para t o r n a r mais c l a r o o funcionamento do MIXED IA 

dã-se o s e g u i n t e exemplo: 

Exemplo 

Seja G o g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o r e p r e s e n t a d o 

p e l o s e g u i n t e diagrama 

3 

1 

No passo 1 são p r i m e i r a m e n t e i d e n t i f i c a d o s os nos de 

grau ímpar. Aqui e s t e s nos são 3 e 4 . A s e g u i r um casamento de 

cus t o mínimo e n t r e os nos com grau ímpar'ê construído. No exemplo 

e s t e casamento deve s e r f e i t o r e p e t i n d o o arco (3,5) e o ramo? 

{ 5 , 4 } , r e s u l t a n d o na s e g u i n t e GP-variação m i n i m a l G' do g r a f o G, 

r e p r e s e n t a d a p o r : 

3 

1 

Agora, a p l i c a n d o o passo 2 sobre o g r a f o v a l o r a d o 

G', p r i m e i r a m e n t e todos os ramos são o r i e n t a d o s a r b i t r a r i a m e n t e . 

Suposto que no exemplo a orientação ê e s c o l h i d a como segue; 
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temos d e f ( 2 ) = -2, de£(3) = -2, d e f ( 4 ) = 0 e d e f ( 5 ) = 4. Para c a l 

c u l a r o f l u x o o t i m o , o a l g o r i t m o usa um g r a f o que podemos represen-

t a r ( n e s t e exemplo) p o r : 

Deste g r a f o r e s u l t a o s e g u i n t e f l u x o o t i m o : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 

3 

que d e f i n e a variação e u l e r i a n a G" c o r r e s p o n d e n t e , r e p r e s e n t a d a 

no exemplo por: 

3 

0 c u s t o de G" é 18 e uma r o t a em G c o r r e s p o n d e n t e a 

uma r o t a e u l e r i a n a em G" e dada p o r : 

Rota: ( 2 , 4 ) , { 4 , 3 } , ( 3 , 5 ) , { 5 , 4 } , { 4 , 3 } , ( 3 , 5 ) , { 5 , 4 } , { 4 , 3 } , { 3 ; 2 } 
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E n t r a d a : Um g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o G = (N,E,A,c) 

Saída : Uma r o t a contendo todos os ramos e arcos de G 

Passo 1: A p l i q u e o a l g o r i t m o ES-variação m i n i m a l ao g r a f o G, com 

saída G'. 

Passo 2: A p l i q u e o a l g o r i t m o GP-variação m i n i m a l ao g r a f o 

G = (N,E) com saída G". 

Passo 3: Construa uma r o t a em G c o r r e s p o n d e n t e a uma r o t a e u l e r i a 

na em G". 

0 a l g o r i t m o MIXED 2A a princípio f a z uma ES-variação 

m i n i m a l . A s e g u i r é construída uma GP-variaçãç m i n i m a l G" de G1, 

usando apenas os ramos do g r a f o i n i c i a l . E c l a r o que G" e uma va 

riação e u l e r i a n a de G e por c o n s e g u i n t e o passo 3 pode s er executa 

do. 

A diferença básica e n t r e o MIXED 2A e o corresponden 

t e MIXED 2 de F r e d e r i c k s o n e s t a no f a t o do MIXED 2A o r i e n t a r os r a 

mos antes de c a l c u l a r o déficit de cada no, o que não o c o r r e com o 

MIXED 2, que c a l c u l a o déficit sem o r i e n t a r os ramos. 0 MIXED 2A 

pode s er encerrado apenas com a orientação dos ramos, se 

d e f ( i ) = 0 para todo nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Á.. 

Para t o r n a r mais c l a r o o funcionamento do a l g o r i t m o 

MIXED 2A serã dado o mesm^ó exemplo que no caso MIXED IA. 

Exemplo, 

Seja G o g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o r e p r e s e n t a d o 

p e l o s e g u i n t e diagrama 

3 

G : 

No passo 1 p r i m e i r a m e n t e todos os ramoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3ão o r i e n t a 

dos a r b i t r a r i a m e n t e . Suposto que no exemplo a orientação é e s c o l h i _ 

da como segue: 
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3 

temos d e f ( 2 ) = -2, de£(3) = -I, de£(4) = 1, d e f ( 5 ) = 2 . 

Para c a l c u l a r o f l u x o o t i m o , o a l g o r i t m o usa um gra 

f o que pode-se r e p r e s e n t a r ( n e s t e exemplo) p o r : 

Deste g r a f o r e s u l t a o s e g u i n t e f l u x o o t i m o : 

que d e f i n e a ES-variação m i n i m a l G' c o r r e s p o n d e n t e , r e p r e s e n t a d a 

no exemplo p o r : 

1 

Agora, a p l i c a n d o o passo 2 sobre o g r a f o v a l o r a d o 

G', v e r i f i c a - s e que todos os nos de G' jã tem grau p a r . Logo, o ca 

samento e n t r e os nos de grau ímpar e v a z i o . Por c o n s e g u i n t e resul_ 

t a apos a aplicação do passo 2 do a l g o r i t m o o g r a f o G" i g u a l a G': 
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G" : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© < © 

O c u s t o de G" é 13 e uma r o t a em G c o r r e s p o n d e n t e a 

uma r o t a e u l e r i a n a em G" é dada p o r : 

Rota: ( 2 , 4 ) , { 4 , 3 } , ( 3 , 5 ) , { 5 , 4 } , { 4 , 3 } , { 3 , 2 } 

Nos exemplos acima c o n s i d e r a d o s para a aplicação dos 

a l g o r i t m o s MIXÉD IA e MIXED 2A p a r t i u - s e do mesmo "grafo i n i c i a l G. 

As r o t a s c o r r e s p o n d e n t e s encontradas t i v e r a m c u s t o 18 no caso 

MIXED IA e 13 no caso MIXED 2A e por c o n s e g u i n t e a r o t a e n c o n t r a d a 

usando o MIXED 2A deve ser a e s c o l h i d a . 

Para m o s t r a r que também pode ac o n t e c e r que o a l g o 

' r i t m o MIXED IA produz uma r o t a melhor (com c u s t o menor) que o a l g o 

r i t m o MIXED 2A serã dado o s e g u i n t e exemplo (os d e t a l h e s são d e i x a 

dos ao l e i t o r ) : 

Exemplo 

Seja G o g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o r e p r e s e n t a d o 

p e l o s e g u i n t e diagrama 

• / , 

10e lOe 

Os a l g o r i t m o s MIXED -IA e MIXED 2A produzem as v a r i a 

ções e u l e r i a n a s r e p r e s e n t a d a s p e l o s s e g u i n t e s g r a f o s : 
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Como não e x i s t e uma r e g r a para e s t a b e l e c e r em q u a i s 

casos um dos a l g o r i t m o s a p r e s e n t a melhor solução que o o u t r o , serã 

i n t r o d u z i d o a s e g u i r um a l g o r i t m o que escol h e como solução a r o t a 

de menor c u s t o e n t r e as geradas p e l o MIXED IA e MIXED 2A. 

5 . 4 - ALGORITMO MIXED A 

Entr a d a : Um g r a f o m i s t o conexo v a l o r a d o G = (N,E,A,c) 

Saída : Uma r o t a contendo todos os ramos e arcos de G 

Passo 1: A p l i q u e o a l g o r i t m o MIXED IA ao g r a f o G. 

Passo 2: A p l i q u e o a l g o r i t m o MIXED 2A ao g r a f o G. 

Passo 3: Escolha a r o t a de menor c u s t o . 

5.5 - ANALISE DO PIOR CASO DO MIXED A 

Para f a z e r a a n a l i s e teórica dos r e s u l t a d o s dos al g o 

r i t m o s a q u i a p r e s e n t a d o s , serã mostrado que a razão e n t r e o c u s t o 

da r o t a encontrada p e l o a l g o r i t m o MIXED A e o cus t o de uma r o t a o 

t i m a ê menor ou i g u a l a 5/3. Para i s t o , serão dados alguns lemas e 

propôs ições. 

Para a b r e v i a r as demonstrações- dos lemas que serão 

enunciados, p r e c i s a - s e i n t r o d u z i r as s e g u i n t e s notações: dado um 

g r a f o m i s t o conexo não negativamente v a l o r a d o G = (N,E,A,c), . deno 
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t a - s e por G ç p m = ( N , E G p m , A G P m , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC ç p ^ ) uma GP-variação m i n i m a l de G, 

por G E S m = C
N » E£Sm ,AESm''^ESm-' u m a E S - v a r i a Ç a o m i n i m a l de G, por 

GESmoGPm = (N'EESmoGPm ' AESmoGPm ' cESm«»GPm) a v a r i a ? ã o e u l e r i a n a 

de G o b t i d a p e l o a l g o r i t m o MIXED IA e por 

GGPmoESm = (N'EGPmoESm ' AGPmoESm • cGPmoESm
} azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aviação e u l e r i a n a 

de G o b t i d a p e l o a l g o r i t m o MIXED 2A. Fin a l m e n t e d e f i n e - s e p or 

C(E), C(A) e C(G) as r e s p e c t i v a s somas dos cus t o s de todos os r a 

mos, todos os arcos e todos os ramos e todos os arcos de G, (o que 

fo r n e c e a i g u a l d a d e C(G) = C(E) + C(A)) e denota-se por C o cus t o 

da r o t a e n c o n t r a d a p e l o a l g o r i t m o MIXED A, i s t o ê, 

C = m i n { C ( G E S m o G p m ) , C ( G G p m o E S m ) . } e por C* o c u s t o de uma r o t a 

o t i m a . 

Lema 1 

Se G = (N,E,A,c) ê um g r a f o m i s t o conexo não negati_ 

vãmente v a l o r a d o e G ç P m = (N >Eçp m >Açp m

 ,cGPm^ u m a GP-variação m i n í . 

mal de G, cada ramo e cada arco de G e no máximo d u p l i c a d o em 

GGPm * 

Demonstração 

Como a GP-variação minimal,de G so tem como o b j e t i v o 

t o r n a r par o grau de cada no de G, a direção dos arcos não e consi_ 

derada quando ê f e i t o o casamento dos nos de graus ímpares e por 

co n s e g u i n t e pode-se s u b s t i t u i r os arcos por ramos c c o n s i d e r a r G 

como um g r a f o não d i r e c i o n a d o . E c l a r o que uma r o t a com c u s t o míni_ 

mo num g r a f o não d i r e c i o n a d o e não negativamente v a l o r a d o não usa 

um ramo mais que duas vezes. Mas e s t a r o t a d e f i n e um casamento e 

es t e casamento corresponde ao casamento mínimo que d e f i n e a GP-va 

riação m i n i m a l G^ p m . 

Lema 2 

Num g r a f o m i s t o conexo não negat i v a m e n t e v a l o r a d o 

G = (N,E,A,c) tem-se C ( G E S m o G p m ) < C* + 2 C ( A E S m ) . I s t o e: o cus 

to de ,uma r o t a gerada p e l o a l g o r i t m o MIXED IA ê menor ou i g u a l ã 

soma e n t r e o c u s t o de uma r o t a otima e o dobro do c u s t o de todos 

os arcos de uma ES-variação m i n i m a l do g r a f o G. 
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Demonstração 

Seja A E S m uma c o p i a d i s j u n t a de A E S m , Defi n e - s e os 

nos i n c i d e n t e s para os elementos de A^g m como para os corresponden 

t e s arcos em A^g m e i n t e r p r e t a - s e os elementos de A^g m também como 

a r c o s . Com i s t o d e f i n e - s e um novo g r a f o m i s t o conexo não n e g a t i v a 

mente v a l o r a d o G = (N,E,A,£) p o r : Ê = E Q p m , Ã = A E S mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 A E S m , 

c = c p ç m

 s o b r e A F C ; ™ . c = c r_ P m e c"(ã) = c P Q f a ) para ã £ Â c - onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a é o arco em Agg^ co r r e s p o n d e n t e ao arco ã. E c l a r o que G é uma 

ES-variação de G G p m , p o i s de acordo com o lema 1 , G tem no mínimo 

t a n t o s arcos e n t r e d o i s nos-como Gçp m e por c o n s e g u i n t e pode-se i n 

t e r p r e t a r A G p m como um su b c o n j u n t o de Ã, e como A E g m e A E g m s a t i s _ 

fazem grau de e n t r a d a i g u a l a grau de saída para todos os nos de N. 

P o r t a n t o , C ( G E S m G p m ) < C(G) = C ( E G p m ) • 2 c ( A E S m ) . Como 

C ( E G p ^ ) £ C* p o i s uma r o t a o t i m a p r e c i s a da existência de uma 

GP-variação do g r a f o o r i g i n a l G, pode-se c o n c l u i r que 

C^ GESm GPm) 1
 C* + 2 CCW ' ' • ' . 

Lema 3 

Num g r a f o m i s t o conexo não negativamente v a l o r a d o 

G = (N,E,A,c) tem-se C ( G G p m E S m ) < 2C* - C ( A £ S m ) . I s t o ê: o cus_ 

t o de uma r o t a gerada p e l o a l g o r i t m o MIXED 2A ê menor ou i g u a l ã 

diferença e n t r e o dobro do cu s t o de uma r o t a o t i m a e a soma dos 

cus t o s de todos os arcos de uma ES-variação m i n i m a l do g r a f o o r i g i _ 

n a l G. 

Demons tração 

Como na segunda p a r t e do a l g o r i t m o .MIXED 2A so podem 

ser a d i c i o n a d o s ramos e no máximo os ramos podem ser d u p l i c a d o s , * 

obtêm-se que C ( A G p m < ? E S m ) = C ( A E S m ) e C ( E G p m o E S m ) < 2 C ( E E S m ) . 

Ê c l a r o que C(G E5 m)
 = ^ ^ £ S ̂  + G^AESm'' — c o m o u m a r o^ 3- o t i m a 

p r e c i s a que os graus de e n t r a d a sejam i g u a i s aos graus de saída pa 

r a todos os nos de N, e por c o n s e g u i n t e p r e c i s a de uma ES-variação 

do g r a f o o r i g i n a l G. Donde segue: 
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C

C
GGPm° ESnP = C^ EGP moESm

) +
 C

C
AGPmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z

 2CCI
W

 + C
(W

 = 

- • CCA E S m) - C CA E S m) < 2C* - CCA E S m) . 

Teorema 

Dado um g r a f o m i s t o conexo não neg a t i v a m e n t e v a l o r a 

do G = ( N, E,A,c). Se C = m i n { C ( G E S m 0 G p m ) , C ( G ^ £ S m ) } e C* e o 

cu s t o de uma r o t a o t i m a , então C <_ (5/3)C*. I s t o ê: o c u s t o da r o 

t a encontrada p e l o a l g o r i t m o MIXED A que corresponde ao menor dos 

custos das r o t a s geradas p e l o s a l g o r i t m o s MIXED IA e MIXED 2A, e 

menor ou i g u a l a 5/3 do c u s t o de uma r o t a o t i m a . 

Demonstração 

A demonstração ê f e i t a em duas p a r t e s : a p r i m e i r a 

p a r t e c o n s i d e r a o caso C ( A E g m ) <_ (1/3) C* e a segunda c o n s i d e r a o 

caso C ( A E S m ) > (1/3)C* . 

• 

P a r t e 1 : usando o lema 2 obtêm-se 

C

 i
 C

C
GESmoGPm) 1

 C

*
 + 2C

C' W 1 <
5 / 3

)
C

*  •  

P a r t e 2 : usando o lema 3 obtêm-se 

C

 i
 C

(
G

GPm«ESnP i
 2 C

*  "
 C

(
A

ESm> i  <
5 / 3

>
C

*  •  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  



CAPÍTULO V I 

APLICAÇÕES 

Na aplicação dos a l g o r i t m o s MIXED IA e MIXED 2A ,• as 

GP-e ES-variações são implementadas como programas d i s t i n t o s e em 

ambos os casos a r o t a f o i construída manualmente. É c l a r o que exis_ 

tem a l g o r i t m o s para c a l c u l a r a r o t a , porém, como não era e s t e o ob 

j e t i v o do t r a b a l h o e como as restrições que aparecem na' p r a t i c a 

são de t a l ordem que provavelmente a construção de uma r o t a que sa 

tisfaça a todas e l a s pode^ser assunto de uma nova "dissertação, nes 

t e t r a b a l h o optou-se p e l a jã c i t a d a construção manual. 

No capítulo a n t e r i o r , f o i v i s t o que a condição neces 

sãria e s u f i c i e n t e para a existência de uma r o t a e u l e r i a n a num gra 

f o m i s t o conexo, ê que todos os nês tenham o grau par e além d i s s o 

tenham o grau de e n t r a d a i g u a l ao grau de saída. P o r t a n t o , pode-se 

a f i r m a r que uma r o t a o t i m a ê ao mesmo tempo uma GP-variação e uma 

ES-variação, e o c u s t o de uma r o t a o t i m azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e maior ou i g u a l t a n t o ao 

c u s t o de uma GP-variação m i n i m a l como ao de uma ES-variação mini_ 

mal, no g r a f o o r i g i n a l . Devido â i m p o s s i b i l i d a d e de c a l c u l a r o cus 

t o de uma r o t a o t i m a nos exemplos práticos, as comparações foram 

f e i t a s e n t r e o c u s t o da r o t a gerada p e l o MIXED A e o maior dos cus 

t o s d e n t r e os das GP-e ES-variações. E" c l a r o que na verdade as r a 

zoes a q u i encontradas são maiores ou i g u a i s as razões r e a i s . 

As aplicações do a l g o r i t m o MIXED A foram f e i t a s em 

g r a f o s m i s t o s conexos não negativamente v a l o r a d o , que representam 
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d i s t r i t o s da cidade de A r a c a j u , conforme f o i d e s c r i t o na i n t r o d u 

ção. Estes d i s t r i t o s foram l i m i t a d o s p e l a empresa encarregada da 

c o l e t a do l i x o urbano, mas não f o i possível comparar os.nossos r e 

s u l t a d o s com os daquela empresa, p o i s a mesma não dispõe de nenhum 

meio (até o momento) de e s t a b e l e c e r a r o t a de cada um dos d i s t r i 

t o s . * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• *  

Apresenta-se a q u i os r e s u l t a d o s o b t i d o s em um desses 

d i s t r i t o s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
» 

A maneira como se obteve estes r e s u l t a d o s ê mostrada 

no documento n 9 01 que se e n c o n t r a na Coordenação do Curso de Pos-

Graduação em Sistemas e Computação da 'Universidade F e d e r a l da Pa 

raíba - Campus I I . 

Neste exemplo, o d i s t r i t o usado f o i uma p a r t e do cen 

t r o da c i d a d e , onde as distâncias e n t r e os cruzamentos (nos.) são 

c o n s t a n t e s e i g u a i s a 100 m e t r o s , sendo que no caso de ruas f e c h a 

das ao trânsito os cruzamentos foram e l i m i n a d o s e os corresponden 

t e s t r e c h o s passaram a medir 200 m e t r o s . 

Neste exemplo, apos a aplicação do MIXED IA v e r i f i _ 

ca-se que o g r a f o r e s u l t a n t e a p r e s e n t a um c u s t o a d i c i o n a l i g u a l a 

3,8 Km. Na aplicação do MIXED 2A, v e r i f i c a - s e que apôs a c o n s t r u 

ção da ES-variação m i n i m a l o g r a f o r e s u l t a n t e a p r e s e n t a um c u s t o 

a d i c i o n a l i g u a l a 2,2 Km e todos os seus nos têm grau p a r , sendo 

p o r t a n t o um g r a f o e u l e r i a n o , o que i m p l i c a na não aplicação do se 

gundo passo e na afirmação que a r o t a encontrada p e l o MIXED 2A ê 

uma r o t a o t i m a , p o i s o c u s t o a d i c i o n a l da GP-variação m i n i m a l ê ze 

r o . 

Em todos os exemplos t e s t a d o s d u r a n t e o desenvolvi_ 

mento deste t r a b a l h o , o MIXED 2A a p r e s e n t o u soluções melhores que 

as do MIXED I A . Porem, v a l e s a l i e n t a r que i s t o não ê uma r e g r a ge 

r a l , conforme f o i mostrado em exemplos a n t e r i o r e s . 
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Exemplo: 

Grafo G r e p r e s e n t a t i v o do d i s t r i t o onde f o i a p l i c a 

do o a l g o r i t m o MIXED A. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CD- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

65 

© zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

19K 

v 

(2 

30) 

->(23) ->(2 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 





Grafo r e s u l t a n t e da aplicação do MIXED 2A. 



Rota gerada p e l o a l g o r i t m o MIXED A 

( 1 , 2 ) ( 2 , 6 ) (6,7) (7,8) (8,4) (4,3) (3,2) ( 2 , 6 ) ( 6 , 1 1 ) ( 1 1 , 1 0 ) ( 1 0 , 9 ) 

( 9 , 5 ) ( 5 , 6 ) ( 6 , 1 1 ) ( 1 1 , 1 0 ) ( 1 0 , 9 ) ( 9 , 1 1 ) ( 1 1 , 1 5 ) ( 1 5 , 1 6 ) ( 1 6 , 1 7 ) ( 1 7 , 1 3 ) 

(13,12) (12,11) (11,15)(15,19) (19,18)(19,14) ( 1 4 , 1 5 ) ( 1 5 , 1 9 ) ( 1 9 , 2 2 ) 

(2 2,23) (23,24) (24,21) (21,20) (20,19) (19,2 2) (2 2 /26) (26, 25) (25,29) 

(29,30) (30 ,31) (31 , 32) (32 ,28) (2 8,2 7) (27 ,26) (26 ,30) (30 ,31) (31 ,32) 

( 3 2 , 2 8 ) ( 2 8 , 27)(2 7,31) ( 3 1 , 3 2 ) ( 3 2 , 2 8 ) ( 2 8 , 2 4 ) ( 2 4 , 2 1 ) ( 2 1 ,17)(17 ,13) 

( 1 3 , 8 ) ( 8 , 4 ) ( 4 , 3 ) ( 3 , 7 ) ( 7 , 1 2 ) ( 1 2 , 1 6 ) ( 1 6 , ' 2 0 ) ( 2 0 , 2 3 ) (23,27)(27,26) 

( 2 6 , 2 5 ) ( 2 5 , 1 8 ) ( 1 8 , 14)(14 , 9) (9 , 5) (5 ,1) . 

É c l a r o que e s t azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ê uma r o t a o t i m a . 
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CAPÍTULO V I I 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

A p a r t i r dos r e s u l t a d o s o b t i d o s nas aplicações das 

v a r i a n t e s apresentadas n e s t e t r a b a l h o , bem como dos r e s u l t a d o s mos 

t r a d o s nos.capítulos a n t e r i o r e s , pode-se c o n c l u i r que: 

1 - apesar do a l g o r i t m o apresentado por F r e d e r i c k s o n a p r e s e n t a r a 

mesma razão e n t r e o c u s t o de uma r o t a heurística e o c u s t o d t 

uma r o t a o t i m a , que o a l g o r i t m o apresentado n e s t e t r a b a l h o , f i 

cou c l a r o que os a l g o r i t m o s GP-e ES-variações têm melhor de^en 

v o l v i m e n t o que os c o r r e s p o n d e n t e s de Edmonds e Johnson, p o i s 

t a n t o a GP-variação como a ES-variação conservam os r e s u l t a d o s 

o b t i d o s p e l a o u t r a , o que não o c o r r e com os o r i g i n a i s . 

2 - pode-se o b t e r programas mais e f i c i e n t e s , que os apresentados 

na documentação, t a n t o com r e s p e i t o ao tempo de processamento 

como com r e s p e i t o â memoria de maquina, desde que se faça uma 

a n a l i s e mais apurada da e s t r u t u r a de dados a ser usada. 

3 - a aplicação do a l g o r i t m o f o r n e c e uma r o t a com cu s t o m i n i m i z a d o 

para o caso de c o l e t a de l i x o urbano, conforme f o i comprovado 

no exemplo, usando os dados da cidade de A r a c a j u . 

Este t r a b a l h o não tem a pretenção de e s g o t a r o assun-

t o sobre o problema do c a r t e i r o chinês num g r a f o m i s t o , p o i s como. 
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f o i v i s t o , alguns pontos f i c a r a m em a b e r t o , o que p e r m i t e recomen 

dar que no caso de construção de r o t a s , sejam levados em c o n s i d e r a 

ção, d e n t r e o u t r o s , os s e g u i n t e s p o n t o s : 

1 - as condições de trânsito de cada r u a , bem como as condições de 

c o l e t a . 

2 - as restrições em cruzamento, i s t o é, quando o c a r r o e s t a em um 

cruzamento, quais são as opções de saída ? 

3 - s e j a f e i t a uma a n a l i s e mais apurada da e s t r u t u r a de dados a 

ser u t i l i z a d a , a f i m de,que a conexão e n t r e os programas da 

GP-variação e da ES-variação s e j a possível. I s t o ê, es t e s pro 

gramas sejam usados como s u b r o u t i n a s de um programa p r i n c i p a l . 

4 - o estudo c o m p a r a t i v o da r o t a gerada por processos computacio 

n a i s e a r o t a gerada manualmente no g r a f o r e s u l t a n t e do 

MIXED A . 
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