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Resumo

Este trabalho apresenta a aplicação de técnicas não-lineares ao problema de controle de

rotação e estimação de orientação de quadcópteros, com foco na representação da rotação

por elementos do SO(3) (Grupo Ortogonal Especial de Terceira Ordem) e formulação do

problema usando o Teorema de Lyapunov para a estabilidade de sistemas não-lineares

aplicado à problemas de controle geométrico. Um modelo combinado de estimador, con-

trolador de atitude e controlador de posição é proposto e implementado no ambiente de

simulação computacional Simulink, onde os resultados foram produzidos e analisados.

Os erros de estimação e de rastreio de trajetória observados no sistema implementado

mostram que o uso de técnicas baseadas na geometria da rotação proporcionam robustez

e rápida convergência do sistema ao equilíbrio.

Palavras-chave: Quadrotores, Controle geométrico, Observadores Não-lineares de Estado,

Modelagem de Sistemas Mecânicos, Simulação Computacional.



Abstract

This work presents the application of nonlinear techniques to the problem of rotational

control and orientation estimation in quadcopters, focusing on the representation of

rotation using elements from SO(3) (Special Orthogonal Group of Third Order) and

formulating the problem using LyapunovŠs Theorem for the stability of nonlinear systems

applied to geometric control problems. A combined model of estimator, attitude controller,

and position controller is proposed and implemented in the Simulink computational

simulation environment, where results were produced and analyzed. The estimation errors

and trajectory tracking observed in the implemented system show that the use of techniques

based on the geometry of rotation provide robustness and rapid convergence of the system

to equilibrium.

Keywords: Quadrotors, Geometric Control, Non-linear State Observers, Mechanical

Systems Modeling, Computational Simulation.
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1 Introdução

Nos últimos anos, os quadrotores têm emergido como uma tecnologia promissora

com aplicações em diversas áreas, incluindo vigilância, mapeamento de terrenos, entrega de

pacotes e entretenimento. Esses veículos aéreos não tripulados (VANTs) apresentam uma

agilidade e versatilidade únicas, o que os torna especialmente adequados para tarefas que

exigem manobras complexas e acesso a áreas de difícil alcance. No entanto, a realização

eĄcaz dessas tarefas depende crucialmente do desenvolvimento de sistemas de controle de

voo robustos e precisos.

O controle de voo de um quadrotor apresenta desaĄos signiĄcativos devido à sua

natureza não linear, além das limitações impostas por sensores e atuadores disponíveis.

A estabilidade e a capacidade de resposta do drone são inĆuenciadas por uma série de

fatores, como ventos turbulentos, variações de carga, efeitos aerodinâmicos não lineares e

incertezas no modelo do sistema. Portanto, projetar um controlador eĄciente que possa

lidar com essas complexidades é fundamental para garantir o desempenho adequado do

quadrotor em diversas condições operacionais.

Este trabalho propõe um sistema de controle de voo para drones, com foco na

abordagem estritamente não-linear na solução. Foram considerados aspectos teóricos e

práticos, incluindo modelagem dinâmica, controle de atitude e estimação de orientação.

Além disso foram realizadas simulações para ilustrar a eĄcácia das abordagens propostas e

suas aplicações em um cenário de seguimento de trajetória.

Ao compreender os desaĄos inerentes ao controle de voo de quadrotores e as

estratégias disponíveis para enfrentá-los, espera-se que este trabalho possa contribuir

para o avanço contínuo desta tecnologia, ampliando suas possibilidades de aplicação e

melhorando sua segurança e desempenho.
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1.1 Objetivos

Os objetivos deste trabalho são o estudo do controle geométrico e observadores

não-lineares no SO(3) aplicados ao contexto de controle de vôo de quadrotores e a

implementação dessas técnicas em ambiente de simulação.

1.1.1 Objetivos Específicos

Os objetivos especíĄcos deĄnidos foram:

1. Revisão da literatura escolhida sobre controladores e observadores não lineares no

contexto de quadrotores;

2. Modelagem e simulação computacional do sistema dinâmico do quadrotor;

3. Projeto do controlador de voo;

4. Análise da estabilidade do controlador;

5. Projeto do observador de estados;

6. Análise da estabilidade do observador;

7. Implementação do controlador e do observador em ambiente de simulação;

8. Implementação do controlador de posição;

9. Simulação do sistema para referências de orientação e de posição;

10. Análise da convergência do sistema na estimação e no rastreio de trajetória.

1.1.2 Estrutura do trabalho

O trabalho está dividido em 6 capítulos. O Capítulo 2 apresenta a mecânica de

corpo rígido do quadrotor representada no SO(3) através de matrizes de rotação. Ainda

no Capítulo 2 discute-se a modelagem dos efeitos aerodinâmicos presentes no vôo de

quadrotores bem como o modelo usado para simular os sensores embarcados no drone,

em especíĄco os sensores presentes no Parrot Mambo, cujo o pacote de simulação para

Simulink (MathWorks, 2023) foi usado para simular as técnicas de controle e estimação de

estados desenvolvidas nesse trabalho.

Nos Capítulos 3 e 4 são apresentados o controlador e o observador estudados.

Nesses capítulos os principais resultados são comentados e a estrutura geral da abordagem

não-linear no SO(3) é trazida sob forma de equações.

No Capítulo 5 é explicada a implementação do controle e do estimador no ambiente

de simulação computacional Simulink, onde usou-se o modelo de simulação do Parrot



Capítulo 1. Introdução 18

Mambo para Simulink para testar as leis formuladas nos capítulos 3 e 4. Ainda no Capítulo

5 implementa-se um controle de posição para testar o funcionamento do controlador e do

observador no contexto de seguimento de uma curva no espaço. Ao Ąnal do capítulo os

resultados obtidos das simulações são analisados.

O Capítulo 6 conclui o trabalho com uma análise geral do conteúdo apresentado

nos demais capítulos e sugestões de melhorias e estudos futuros são apresentadas.

No Apêndice A constam as deduções das equações e os resultados matemáticos

importantes para compreensão do controle geométrico de sistemas mecânicos.
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2 Modelagem do quadrotor

O quadrotor é um robô móvel aéreo, com quatro propulsores dispostos em X que

permitem estabilizar e movimentar o drone no ar. Do ponto de vista de controle, o drone

quadrotor é um sistema sub-atuado, uma vez que possui seis graus de liberdade mas apenas

quatro atuadores, de tal maneira que o controle de posição e orientação são acoplados.

Assim, para controlar a trajetória do drone no espaço, controla-se sua orientação a Ąm de

direcionar a propulsão total produzida e o torque total aplicado sobre sua estrutura.

O sistema de propulsão do drone é feito por quatro pares motores + hélice. A

dinâmica do drone tem por entrada os torques e forças gerados por cada um de seus

propulsores através dos efeitos aerodinâmicos associados a rotação das hélices, de modo

que as entradas do sistema são produzidas pelo controle da velocidade angular individual

de cada propulsor.

Dadas as considerações dos dois últimos parágrafos, pode-se abstrair o sistema

dinâmico do quadrotor como um corpo rígido com seis graus de liberdade cuja a pose é

controlada pelo torque e pela força total aplicada. Uma vez que as leis de controle para as

entradas força e torque tenham sido encontradas, por meio do entendimento da aerodi-

nâmica do propulsor pode-se obter as velocidades de cada propulsor que conjuntamente

permitem a realização do controle de pose.

Nas seções seguintes os modelos analíticos das plantas considerados no projeto

do controle de voo serão apresentados, tendo por referência o drone Parrot Mambo e o

pacote de suporte à drones Parrot para Simulink® (MathWorks, 2023), onde o projeto foi

desenvolvido e testado seguindo o detalhamento trazido por (OLIVEIRA, 2020) para uso

e otimização de projetos baseados em modelo no contexto da toolbox mencionada.

2.1 Modelo dinâmico

A Figura 1 ilustra o quadrotor no espaço. O sistema de coordenadas Ąxado ao

quadrotor é ¶B♢ de bases ortogonais i⃗B, j⃗B e k⃗B. O sistema de coordenadas inercial é

¶I♢ de bases ortogonais i⃗I , j⃗I e k⃗I . O sistema de coordenadas ¶I∗♢ (de bases i⃗I∗ , j⃗I∗ e

k⃗I∗) representa a translação de ¶I♢ para a posição do drone no sistema em coordenadas

inercial. p, q e r são as velocidades angulares do quadrotor no referencial ¶B♢, sendo o

vetor da velocidade angular dado por ω = [p q r]T ∈ R
3. Os vetores F⃗ i ∈ R

3, 1 ≤ i ≤ 4

representam os empuxos gerados por cada um dos quatro propulsores do veículo (em

coordenadas de ¶B♢); já as grandezas Mi ∈ R
3, 1 ≤ i ≤ 4 representam os torques gerados

por cada propulsor sobre a estrutura do drone (em coordenadas de ¶B♢).
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Figura 1 Ű Sistemas de coordenadas inercial e do quadrotor em voo.

Fonte: Autoria própria.

Das variáveis não representadas na Figura 1 temos a inércia total do quadrotor em

¶B♢, representada por J , a massa total do quadrotor representada por m, a aceleração

da gravidade dada por g⃗ = [0 0 g]T no sistema de coordenadas ¶I♢, a matriz de rotação

R ∈ SO(3) de ¶I∗♢ para ¶B♢, a posição p ∈ R
3 de ¶B♢ em coordenadas de ¶I♢, bem

como a velocidade linear v ∈ R
3 de ¶R♢ em relação a ¶I♢.

2.1.1 Cinemática de corpo rígido

A pose ¶B♢ com relação a ¶I♢ pode ser dada por ξ ∈ SE(3):

ξ =

︁

︁
R p

01×3 1

︁

︁ (2.1)

Seja ξ̇ a derivada da pose no tempo. Podemos escrever este termo como (MURRAY;

LI; SASTRY, 1994)

ξ̇ = [VI ]×ξ = ξ[VB]× =

︁

︁
Ṙ ṗ

01×3 0

︁

︁ (2.2)
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onde VI , VB ∈ R
6 representam as velocidades do drone em ¶I♢ e ¶B♢, respectivamente

VI =

︁

︁
vI

ωI

︁

︁ =

︁

︁
−ṘRT p + ṗ

(ṘRT )∨

︁

︁ (2.3)

VB =

︁

︁
vB

ω

︁

︁ =

︁

︁
RT ṗ

(RT Ṙ)∨

︁

︁ (2.4)

onde ṗ é a derivada no tempo do vetor posição p.

Os operadores [·]× e (·)∨ representam os mapas hat : Rm → g(n) e vex : g(n) → R
m,

respectivamente, onde g(n) é a álgebra de Lie associada ao grupo G(n). Os grupos de

Lie para os quais se explicitará os mapas mencionados são o grupo ortogonal especial de

terceira ordem (SO(3), de álgebra so(3)), que engloba todas as matrizes de rotação no

espaço tridimensional e o grupo euclidiano especial de terceira ordem (SE(3) de álgebra

se(3)), que representa todas as poses em três dimensões. Para a, b ∈ R
3

hat(a) =

︁

︁
︁
︁
︁

ax

ay

az

︁

⎥
⎥
⎥
︁

×

≜

︁

︁
︁
︁
︁

0 −az ay

az 0 −ax

−ay ax 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

: R3 → so(3) (2.5)

hat

︁

︂

︁

︁
b

a

︁

︁

︁

︁ =

︁

︁
b

a

︁

︁

×

≜

︁

︁
[a]× b

01×3 0

︁

︁ =

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

0 −az ay bx

az 0 −ax by

−ay ax 0 bz

0 0 0 0

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

: R6 → se(3) (2.6)

Para c ∈ so(3) e d ∈ se(3)

vex(c) =

︁

︁
︁
︁
︁

0 −cz cy

cz 0 −cx

−cy cx 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

∨

≜

︁

︁
︁
︁
︁

cx

cy

cz

︁

⎥
⎥
⎥
︁

: so(3) → R
3 (2.7)

vex(d) =

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

0 −dz dy dxx

dz 0 −dx dyy

−dy dx 0 dzz

0 0 0 0

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

∨

≜

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

dxx

dyy

dzz

dx

dy

dz

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

: se(3) → R
6 (2.8)

Podemos representar VI em termos de VB (e virse-versa) através da transformação

adjunta Adξ (MURRAY; LI; SASTRY, 1994)

VI = AdξVB =⇒ VB = Ad−1
ξ VI (2.9)
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onde

Adξ =

︁

︁
R [p]×R

03×3 R

︁

︁ e Ad−1
ξ =

︁

︁
RT −RT [p]×
03×3 RT

︁

︁ (2.10)

Antes de prosseguir com o desenvolvimento matemático, é importante notar que a

componente vI da equação 2.3 não representa a velocidade do centro de massa do drone em

relação a origem de ¶I♢, mas sim a velocidade de um ponto (imaginário) Ąxado no sistema

de coordenadas de ¶B♢ que passa pela origem de ¶I♢ no instante em que a velocidade

VI é medida. Essa informação é importante para entender que a velocidade do centro de

massa é dada por ṗ, não por vI .

É conveniente separar a cinemática em suas componentes translacionais e rotacionais.

Tomando 2.2 em coordenadas de ¶B♢ e aplicando a deĄnição 2.6:
︁

︁
Ṙ ṗ

01×3 0

︁

︁ = ξ[VB]× =

︁

︁
R p

01×3 1

︁

︁

︁

︁
[ω]× vB

01×3 0

︁

︁

=⇒

︂

︂︂

︂︂

Ṙ = R[ω]×

ṗ = RvB

(2.11)

2.1.2 Dinâmica de corpo rígido

Sejam F⃗ e M a força e o momento totais aplicados sobre o drone e representados

em ¶B♢, computados da seguinte maneira

F⃗ =
4︂

i=1

F⃗ i e M =
4︂

i=1

(rB
i × F⃗ i + Mi) (2.12)

onde F⃗ i é o empuxo gerado pelo propulsor i, rB
i é a posição do propulsor i em relação ao

centro de massa do drone e Mi é o torque reativo aplicado pelo propulsor na estrutura do

quadrotor.

Podemos representar a dinâmica de corpo rígido do drone no espaço através das

equações de Newton-Euler (MURRAY; LI; SASTRY, 1994) em coordenadas de ¶B♢
︁

︁
mI3 03×3

03×3 J

︁

︁ V̇ B +

︁

︁
[ω]× 03×3

03×3 [ω]×

︁

︁

︁

︁
mI3 03×3

03×3 J

︁

︁VB =

︁

︁
F⃗ + RT mg⃗

M

︁

︁ (2.13)

onde g⃗ = gk⃗I é a aceleração da gravidade expressa em ¶I♢.

Separando as dinâmicas translacionais e as rotacionais e isolando as velocidades,

temos o sistema ︂

︂︂

︂︂

v̇B = m−1F⃗ + RT g⃗ − [ω]×vB

ω̇ = J−1(M − [ω]×Jω)
(2.14)
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O termo [ω]×vB some se representarmos a dinâmica translacional com relação a

¶I♢, o que nos dá:
︂

︂︂

︂︂

v̇ = m−1RF⃗ + g⃗

ω̇ = J−1(M − [ω]×Jω)
(2.15)

onde v = RvB.

2.1.3 Dinâmica do quadrotor

Combinando as equações 2.11 e 2.15, pode-se expressar a mecânica do quadrotor

no sistema ︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂

Ṙ = R[ω]×

ṗ = v

v̇ = m−1RF⃗ + g⃗

ω̇ = J−1(M − [ω]×Jω)

(2.16)

O sistema 2.16 servirá de base para a formulação tanto do algoritmo de controle

quando de estimação dos estados que serão apresentados nos capítulos subsequentes. No

sistema apresentado, se considera que força F⃗ , expressa em coordenadas de ¶B♢, só contém

componentes na direção k⃗B. Essa hipótese parte da suposição de que o sistema de propulsão

gera empuxo apenas na direção axial dos atuadores. Como explicado na seção seguinte, essa

hipótese não condiz com um situação real de voo. Apesar disso, tomar essa suposição por

verdadeira simpliĄca o desenvolvimento analítico do controlador. Podemos então reescrever

o sistema 2.16 de forma a explicitar a direção da força F⃗ de magnitude F . Buscando

evidenciar as entradas de controle, pode-se expandir o termo M em M = [τiB
τjB

τkB
]T

︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂︂

Ṙ = R[ω]×

ṗ = v

v̇ = g⃗ − m−1RFk⃗B

ω̇ = −J−1[ω]×Jω + J−1

︁

︁
︁
︁
︁
︁

τiB

τjB

τkB

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
︁

(2.17)

Dizemos então que a entrada de controle do sistema 2.17 é

u =

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

F

τiB

τjB

τkB

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

(2.18)
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2.2 Atuadores

O modelo apresentado na seção anterior usa os torques e força total como entradas.

No entanto estas entradas resultam dos efeitos aerodinâmicos associados a rotação das

hélices do sistema de propulsão, e estão sujeitas a dinâmicas adicionais como a eletromecâ-

nica do motor utilizado, o descarregamento da bateria e a dinâmica elétrica do controlador

eletrônico de velocidade (ESC). Nesta seção são apresentados os modelos simpliĄcados da

aerodinâmica da hélice na geração dos torques e forças e a geração de velocidade angular

do rotor do motor (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012).

2.2.1 Aerodinâmica dominante

Em regime permanente, o empuxo gerado por um propulsor em condições de

hovering é dado por

F⃗ i := −CT ρArp
r2

P ω2
i k⃗B (2.19)

onde Arp
é a área dentro da qual a hélice rotaciona, rp é o comprimento de uma das pás,

ωi é a velocidade angular da hélice em torno do eixo do propulsor, CT é o coeĄciente de

empuxo da hélice, que depende de sua geometria e ρ é a densidade do ar. Na prática,

considera-se o modelo simpliĄcado

F⃗ i = −cT ω2
i k⃗B (2.20)

A constante cT > 0 pode ser determinada por testes de empuxo estático.

O torque reativo (produzido pelo arrasto da hélice) que age sobre a estrutura do

quadrotor em condição de hovering pode ser modelado por

Mi := ±cMω2
i k⃗B (2.21)

onde cM também depende de Arp
, rp e ρ e pode ser determinado por testes de empuxo

estático. O sinal da expressão acima depende do sentido de rotação da hélice em questão.

Se considerarmos a Figura 1

Mi =

︂

︂︂

︂︂

−cMω2
i k⃗B , para i ∈ ¶1, 3♢

cMω2
i k⃗B , para i ∈ ¶2, 4♢

(2.22)

Considerando 2.18, busca-se explicitar a relação entre as entradas do sistema

dinâmico que descreve a mecânica do quadrotor e as velocidades de cada propulsor,

possibilitanto a alocação das velocidades (que são as variáveis que o drone pode impor

através da ESC) para os sinais de controle dados em termos de força e torque. Dada a
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equação 2.12 e tomando a Figura 1 por referência, com as devidas substituições chega-se a

u =

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

F

τiB

τjB

τkB

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

=

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

cT cT cT cT

− l√
2
cT

l√
2
cT

l√
2
cT − l√

2
cT

l√
2
cT

l√
2
cT − l√

2
cT − l√

2
cT

−cM cM −cM cM

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

ω1

ω2

ω3

ω4

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

= Γ

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

ω1

ω2

ω3

ω4

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

(2.23)

onde l é a distância de qualquer propulsor ao centro de massa do VANT.

No contexto da implementação, Γ pode variar à depender da maneira como se

enumerou os propulsores. Em todo caso, as velocidades de rotação de cada hélice para

uma dada entrada de controle u podem ser calculadas por
︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

ω1

ω2

ω3

ω4

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

= Γ−1u (2.24)

2.2.2 Efeitos aerodinâmicos adicionais

No modelo da dinâmica do VANT 2.17, considerou-se por entrada do sistema

forças geradas apenas na direção de k⃗B, o que torna o controle do drone nas direções

remanescentes sub-atuado. Dado isso, dois efeitos aerodinâmicos têm inĆuência signiĄcativa

na dinâmica do sistema como um todo (por gerarem forças no plano i⃗B × j⃗B), sendo eles

o de batimento das pás, (comumente chamado na literatura de rotor flapping) e o arrasto

induzido.

Quando um quadricóptero se desloca no plano horizontal i⃗I × j⃗I , a velocidade

na ponta da hélice que está avançando é superior à da hélice que está recuando. Essa

diferença de velocidade desbalanceia o empuxo gerado por cada hélice. A alta velocidade

do rotor amplia os efeitos giroscópicos, que por sua vez produzem um torque atuando

perpendicularmente à direção do vento percebido. Como resultado, a força de empuxo

gerada desvia-se dos eixos do motor, inclinando-se para trás em relação à direção de

movimento do quadricóptero.

Esse fenômeno também leva ao surgimento de um arrasto adicional, denominado

arrasto induzido, causado pelas diferentes velocidades relativas do ar entre as hélices que

avançam e as que recuam. A hélice que avança, ao se mover mais rapidamente, gera mais

sustentação, mas também maior arrasto em comparação com a hélice que recua.

Adicionalmente, (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012) mostra que é possível

modelar esses efeitos utilizando um modelo simpliĄcado, onde uma única expressão é

suĄciente para representar ambos os fenômenos. Uma expressão detalhada para o rotor

flapping envolve o modelo mecânico da deformação da hélice sujeita a forças aerodinâmicas

e centrípeta à medida que ele realiza uma rotação completa. As equações de movimento
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Figura 2 Ű Rotor flapping.

Fonte: Autoria própria.

resultante são um sistema dinâmico não-linear de segunda ordem com uma resposta

oscilatória altamente amortecida na frequência forçada correspondente à velocidade do

rotor. Para uma hélice típica, a dinâmica converge para o regime permanente após um

ciclo completo de rotação. Para o modelo usado neste trabalho, considerou-se apenas o

regime permanente do rotor flapping, presente no pacote do Parrot para Simulink.

Considera-se que o centro de massa do drone desloca-se com velocidade linear

ṗ = [v 0 0]T no referencial ¶I♢, tal como ilustrado na Figura 2. Fi é a força gerada pelo

rotor i na direção axial do propulsor, ωi é a velocidade angular da hélice do propulsor i e

β é o ângulo de flapping em regime permanente. Seja rp o raio da hélice (distância do eixo

do propulsor à extremidade de uma das pás) e µ = ♣v♣/(ωirp) a razão de avanço, isto é, a

razão da magnitude da velocidade horizontal do propulsor pela velocidade linear da ponta

de uma pá, temos (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012)

β := − µA1c

(1 − 1
2
µ2)

β⊥ := − µA1s

(1 + 1
2
µ2)

(2.25)

onde β⊥ é a inclinação ortogonal ao o vento aparente e as constantes A1c e A1s abstraem o

defasamento adicional entre as componentes cossenoidal e senoidal dos ângulos de flapping

que advém do modelo detalhado da deformação das pás.

O rotor flapping faz com que o empuxo total gerado por um dos propulsores não

seja coaxial ao rotor, mas perpendicular ao plano da hélice. Na prática, a hélice é rígida e

opõe-se a força aerodinâmica que levanta a pá que avança contra o vento de forma que seu

empuxo maximizado em razão da velocidade da ponta não seja totalmente neutralizado

por um ângulo de ataque menor e um menor coeĄciente de sustentação. Já para a pá que

desloca-se à favor do vento aparente, o empuxo é reduzido.

Para um aerofólio que gera sustentação, como é o caso das pás da hélice, a inclinação

da força aerodinâmica leva à produção de um arrasto induzido proporcional à sustentação

gerada pelo aerofólio o que, em condições normais de hovering, traduz-se em forças geradas

em todas as direções em torno da área da hélice e é responsável pelo torque Mi de cada

propulsor. No entanto, quando há flapping da hélice, a pá que avança contra o vento

produz mais arrasto induzido do que a que movimenta-se à favor do vento. O resultado é



Capítulo 2. Modelagem do quadrotor 27

um arrasto induzido que se opõe à direção aparente do vento do ponto de vista da hélice e

que é proporcional à velocidade aparente do vento. Este efeito é insigniĄcante para o caso

de veículos grandes, mas pode ser signiĄcante para modelos menores e mais leves. A maior

consequência dos efeitos combinados de flapping e arrasto induzido são um notável arrasto

percebido pelo quadrotor, mesmo quando este viaja a uma baixa velocidade horizontal.

Partindo do pressuposto que todos os propulsores são iguais e estão girando à

velocidades angulares similares (ωi = ω, 1 ≤ i ≤ 4), pode-se aĄrmar que as quatro hélices

encontram-se sob as mesmas condições de flapping e aerodinâmicas desbalanceadas. Sob

tais condições, como pares de propulsores consecutivos giram em sentidos opostos, seus

torques reativos sobre a estrutura do quadrotor se cancelam. Considerando o movimento

geral do quadrotor à uma velocidade vB = [vi vj 0]T expressa em ¶B♢

µ =

︂

v2
i + v2

j

ωrp

(2.26)

DeĄne-se (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012)

Aflap =
1

ωrp

︁

︁
︁
︁
︁

A1c −A1s 0

A1s A1c 0

0 0 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(2.27)

A matriz acima representa a sensitividade do ângulo de flapping com relação ao

vento aparente em coordenadas de ¶B♢. Em coordenadas de ¶B♢ o arrasto induzido é

DindvB ≈

︁

︁
︁
︁
︁

di 0 0

0 dj 0

0 0 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

vB (2.28)

onde di = dj é o coeĄciente de arrasto induzido. A força total aplicada sobre o drone pode

ser modelada por

F⃗ total := F⃗ − F

︁

︂
︂
︂
︂

Aflap +

︁

︁
︁
︁
︁

di 0 0

0 dj 0

0 0 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

︁

︃
︃
︃
︁

vB (2.29)

O modelo apresentado tem por Ąnalidade simular com maior precisão a situação

real de voo. Sua importância reside na modelagem de fenômenos percebidos pelo quadrotor

que podem ser considerados no desenvolvimento do estimador de estados e análise da

robustez do controlador projetado.

2.3 Sensores

O quadrotor dispõe de um conjunto de sensores para medição de seus estados

(velocidades lineares e angulares, posição e orientação) direta ou indiretamente. Num
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arranjo mínimo de sensores, os drones geralmente possuem uma IMU (Inertial Measurement

Unit), que combina acelerômetro e giroscópio para medir as acelerações e velocidades

angulares em três eixos; e um sonar empregado na medição da altitude do VANT, que

também pode ser combinado com um sensor de pressão barométrica. Esse arranjo mínimo

produz dados suĄcientes para estabilizar o drone e manobrá-lo no espaço, no entanto pode

não ser ideal para a estimação precisa da posição do drone.

Em arranjos mais robustos, o sensor combina aos sensores já mencionados outros

recursos como câmeras para odometria visual, estimação de velocidade translacional e

atitude, medição da posição relativa de objetos, mapeamento, detecção de colisão, etc.;

magnetômetros para estimação da orientação em torno do eixo vertical e compensação do

desvio do giroscópio; GPS para medição de posição global, altitude; entre outros.

Nesse capítulo abordaremos o arranjo considerado nesse trabalho, baseado no

quadrotor de pequeno porte Parrot Mambo (cujos detalhes de hardware e software são

tratados na próxima seção), que possui uma IMU, um sensor de pressão barométrica, um

sonar para medição de altitude e uma câmera posicionada na parte inferior do corpo do

drone, que é empregada na estimação da velocidade do VANT no plano paralelo ao solo.

2.3.1 IMU - Inertial Measurement Unit

O sensor IMU combina dois tipos de sensores diferentes, o acelerômetro e o giros-

cópio, para obter as acelerações e velocidades angulares em três eixos. Esse dispositivo

é amplamente utilizado na indústria aeroespacial e é crucial para o controle de atitude

do quadrotor. O maior desaĄo no emprego desse tipo de sensor está no ruído e no desvio

apresentado nas suas medições, sendo este último costumeiramente de baixa frequência e

modelado como um processo random walk, o que diĄculta sua Ąltragem. À seguir são apre-

sentados os modelos estocásticos dos dois sensores da IMU (FIGUEIRôA; MOUTINHO;

AZINHEIRA, 2014).

2.3.1.1 Giroscópio

O giroscópio mede a velocidade angular de ¶B♢ em relação a ¶I♢, expressa em

¶B♢.

O modelo de erro usado é

ω̄ = ω + σω + µω (2.30)

com ω ∈ R
3 denotando o valor verdadeiro da taxa angular, σω denotando ruído branco

aditivo e µω correspondendo a um viés constante (ou lentamente variável no tempo).
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2.3.1.2 Acelerômetro

Deixe o vetor de aceleração gravitacional constante ser g⃗ ∈ R
3 e v̇B denote a

aceleração linear de ¶B♢ em relação a ¶I♢ expressa em ¶B♢. O acelerômetro mede a

aceleração instantânea de ¶B♢, v̇B, menos o efeito da aceleração gravitacional expressa

em ¶B♢:

v̇B = v̇B − RT g⃗ + σv̇B
+ µv̇B

(2.31)

Novamente, a medição v̇B é corrompida por um termo de ruído branco σv̇B
e um termo

de viés µv̇B
.

2.3.2 Medição de Altitude

Como mencionado anteriormente, a medição de altitude no Mambo emprega dois

sensores: o barômetro e o sonar. A seguir, o modelo matemático utilizado para descrever o

comportamento das leituras desses sensores.

2.3.2.1 Barômetro

O quadricóptero é equipado com um sensor de pressão digital que mede a pressão

do ar ambiente para obter uma estimativa de posição vertical baseada no gradiente de

pressão atmosférica com o seguinte modelo de erro:

z̄baro = z + σbaro (2.32)

2.3.2.2 Sonar

Utilizado para medições de altitude de alta precisão, ao contrário do GPS e do sensor

barométrico, o sonar mede uma altura relativa e não uma altura absoluta, e tipicamente

tem um alcance limitado (aproximadamente 5m).

z̄sonar = z + σsonar (2.33)

2.3.3 Câmera e odometria visual

O Parrot Mambo possui uma câmera acoplada ao seu corpo na parte inferior que é

usada para medição do Ćuxo óptico, à partir do qual se obtém estimativas das velocidades

translacionais do drone.

O Ćuxo óptico é a distribuição de velocidades aparentes de movimento de padrões

de brilho em uma imagem. O Ćuxo óptico pode surgir do movimento relativo de objetos e

do observador. Consequentemente, o Ćuxo óptico pode fornecer informações importantes

sobre o arranjo espacial dos objetos visualizados e a taxa de mudança desse arranjo (HORN;

SCHUNCK, 1981).
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Figura 3 Ű Modelo de projeção central.

Fonte: (CORKE, 2017).

2.3.3.1 Modelo de Imagem de Projeção Central

Em visão computacional, é comum usar o modelo de imagem de perspectiva

central mostrado na Figura 3. Os raios convergem na origem do quadro da câmera ¶C♢
e uma imagem não invertida é projetada no plano de imagem localizado em z = f . O

eixo z intercepta o plano de imagem no ponto principal, que é a origem do quadro de

coordenadas de imagem 2D. Usando triângulos semelhantes, podemos mostrar que um

ponto em coordenadas de ¶C♢ P = (X, Y, Z) é projetado no ponto de imagem p = (x, y)

por (CORKE, 2017)

x =
fX

Z
y =

fY

Z
(2.34)

o que é uma transformação projetiva, ou mais especiĄcamente, uma projeção perspectiva.

Podemos escrever as coordenadas dos pontos no plano da imagem em forma

homogênea como p̄ = (x̄, ȳ, z̄), onde x̄ = fX, ȳ = fY e z̄ = Z.

Ou em forma de matriz compacta como

p̄ =

︁

︁
︁
︁
︁

f 0 0

0 f 0

0 0 1

︁

⎥
⎥
⎥
︁

︁

︁
︁
︁
︁

X

Y

Z

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(2.35)

onde as coordenadas da imagem não homogêneas são

x =
x̄

z̄
, y =

ȳ

z̄
(2.36)
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Essas são frequentemente referidas como coordenadas do plano da imagem retinal. Para o

caso em que f = 1, as coordenadas são referidas como normalizadas, retinal ou canônicas

coordenadas do plano da imagem.

Se escrevermos P em forma homogênea também como P̄ = (X, Y, Z, 1)T , então a

projeção perspectiva pode ser escrita em forma linear como

p̄ =

︁

︁
︁
︁
︁

f 0 0 0

0 f 0 0

0 0 1 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

P̄ = CP̄ (2.37)

onde C é uma matriz 3 × 4 conhecida como a matriz da câmera. Observe que escrevemos

P̄ para destacar que esta é a coordenada do ponto com respeito ao referencial da câmera

¶C♢. A barra indica quantidades homogêneas. A matriz da câmera pode ser fatorada como

p̄ =

︁

︁
︁
︁
︁

f 0 0 0

0 f 0 0

0 0 1 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

︁

︁
︁
︁
︁

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

P̄ (2.38)

onde a segunda matriz é a matriz de projeção.

Em geral, a câmera terá uma pose arbitrária ξc com relação ao sistema de coorde-

nadas ¶C♢ conforme mostrado na Fig. 11.5. A posição do ponto com relação à câmera

é

CP = (ξc)−1P (2.39)

Em uma câmera digital, o plano da imagem é uma grade W × H de elementos

sensíveis à luz chamados fotossítios, que correspondem diretamente aos elementos da

imagem (ou pixels) como mostrado na Figura 4. As coordenadas dos pixels são um vetor

de 2 componentes (u, v) de inteiros não negativos e, por convenção, a origem está no canto

superior esquerdo do plano da imagem. No MATLAB®, o pixel superior esquerdo é (1, 1).

Os pixels são uniformes em tamanho e centralizados em uma grade regular, portanto, a

coordenada do plano da imagem é relacionada à coordenada do plano da imagem por

u =
x

ρw

+ u0, v =
y

ρh

+ v0 (2.40)

onde ρw e ρh são a largura e altura de cada pixel, respectivamente, e (u0, v0) é o ponto

principal - a coordenada do pixel do ponto onde o eixo óptico intersecta o plano da imagem

com respeito à nova origem. Podemos escrever a Eq. 11.4 em termos de coordenadas de

pixel, precedendo uma matriz de parâmetros da câmera K

p̄ = K

︁

︁
︁
︁
︁

1
ρw

0 u0

0 1
ρh

v0

0 0 1

︁

⎥
⎥
⎥
︁

︁

︁
︁
︁
︁

f 0 0 0

0 f 0 0

0 0 1 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

P̄ (2.41)
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Figura 4 Ű Modelo de projeção central com plano de imagem e pixels discretos.

Fonte: (CORKE, 2017).

onde p̄ = (ū, v̄, w̄) é a coordenada homogênea do ponto ¶C♢ P em coordenadas de pixel.

As coordenadas de pixel não homogêneas da imagem são

u =
ū

w̄
, v =

v̄

w̄
(2.42)

Combinando a 2.39 e 2.41 podemos escrever a projeção da câmera na forma geral

como

p̄ =

︁

︁
︁
︁
︁

f
ρw

0 u0

0 f
ρh

v0

0 0 1

︁

⎥
⎥
⎥
︁

︁

︁
︁
︁
︁

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

−1

P̄ =

= KP0T
−1
c P̄ = CP̄ (2.43)

onde todos os termos são agrupados na matriz da câmera C. Esta é uma transformação

homogênea 3 × 4 que realiza escalonamento, translação e projeção perspectiva. Frequen-

temente também é referida como a matriz de projeção ou a matriz de calibração da

câmera.

A projeção também pode ser escrita em forma funcional como

p = P(P, K, ξc) (2.44)

onde P é o vetor de coordenadas do ponto no referencial ¶C♢, K é a matriz de parâmetros

da câmera e compreende os parâmetros intrínsecos que são as características inatas da
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câmera e do sensor, como f , ρw, ρh, u0 e v0. ξc é a pose da câmera e compreende um

mínimo de seis parâmetros - os parâmetros extrínsecos - que descrevem a translação e

orientação da câmera em SE(3).

2.3.3.2 Cálculo do fluxo óptico

O algoritmo considerado no cálculo do Ćuxo óptico é o apresentado em (HORN;

SCHUNCK, 1981). O algoritmo Horn-Schunck assume suavidade no Ćuxo óptico em toda

a imagem. Assim, busca minimizar distorções no Ćuxo e prefere soluções que apresentem

mais suavidade.

O Ćuxo é formulado como uma função de energia global que se busca minimizar.

Esta função é dada para Ćuxos de imagem bidimensionais como:

E =
︂︂

(Ixu̇ + Iyv̇ + It)
2 + α2

︂

∥∇u̇∥2 + ∥∇v̇∥2
︂

dx dy (2.45)

onde Ix, Iy, e It são as derivadas dos valores de intensidade da imagem ao longo das

dimensões x, y e tempo, respectivamente, V̄ = [u̇(x, y), v̇(x, y)]T é o vetor de Ćuxo óptico

a ser resolvido, e o parâmetro α é uma constante de regularização. Valores maiores de α

levam a um Ćuxo mais suave. Esta funcional pode ser minimizada resolvendo as equações

de Euler-Lagrange associadas:

∂L

∂u̇
− ∂

∂x

∂L

∂u̇x

− ∂

∂y

∂L

∂u̇y

= 0

∂L

∂v̇
− ∂

∂x

∂L

∂v̇x

− ∂

∂y

∂L

∂v̇y

= 0 (2.46)

onde L é o integrando da expressão de energia, resultando em:

Ix(Ixu̇ + Iyv̇ + It) − α2∆u̇ = 0

Iy(Ixu̇ + Iyv̇ + It) − α2∆v̇ = 0 (2.47)

onde os subscritos indicam diferenciação parcial e ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 denota o operador

Laplaciano. Na prática, o Laplaciano é aproximado numericamente usando diferenças

Ąnitas e pode ser escrito como ∆u̇(x, y) = µu̇(x, y) − u̇(x, y), onde µu̇(x, y) é uma média

ponderada de u̇ calculada na vizinhança do pixel (x, y). Usando essa notação, o sistema

de equações acima pode ser escrito como:

(I2
t + α2)u̇ + IxIyv̇ = α2µu̇ − IxIt

IxIyu̇ + (I2
t + α2)v̇ = α2µv̇ − IyIt (2.48)

que é linear em u̇ e v̇ e pode ser resolvido para cada pixel na imagem. No entanto, como a

solução depende dos valores vizinhos do campo de Ćuxo, deve-se repetir uma vez que os
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vizinhos tenham sido atualizados. O seguinte esquema iterativo é derivado usando a regra

de Cramer:

u̇k+1 = µk
u̇ − Ix(Ixµk

u̇ + Iyµk
v̇ + It)

α2 + I2
x + I2

y

v̇k+1 = µk
v̇ − Iy(Ixµk

u̇ + Iyµk
v̇ + It)

α2 + I2
x + I2

y

(2.49)

onde o superíndice k + 1 denota a próxima iteração, que deve ser calculada, e k é o

resultado da última iteração calculada. Isso é, essencialmente, um método de divisão de

matriz, semelhante ao método de Jacobi, aplicado ao grande sistema de equações que

surge ao resolver para todos os pixels simultaneamente.

2.3.3.3 Relação entre fluxo óptico e velocidades da câmera

Derivando a equação 2.39 no tempo

ṗ = Jp(P, K, ξc)ν (2.50)

onde ν = [vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz]T ∈ R
6 é a velocidade da câmera no referencial ¶C♢, Jp é

chamada de jacobiana da imagem.

Considere uma câmera movendo-se com uma velocidade de corpo ν = [v, ω]T no

referencial ¶C♢ e observando um ponto P em ¶C♢ com coordenadas relativas à câmera

P = (X, Y, Z). A velocidade do ponto relativa ao referencial da câmera é

Ṗ = −ω × P − v

que podemos escrever na forma escalar como

Ẋ = ωyZ − ωzY − vx

Ẏ = ωzX − ωxZ − vy

Ż = ωxY − ωyX − vz (2.51)

A projeção perspectiva para coordenadas de plano de imagem normalizadas é

x =
X

Z
, y =

Y

Z

e a derivada temporal, usando a regra do quociente, é

ẋ =
XŻ − ZẊ

Z2
, ẏ =

Y Ż − ZẎ

Z2
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Substituindo em 2.51, X = xZ e Y = yZ, podemos escrever isso na forma matricial

como

︁

︁
ẋ

ẏ

︁

︁ =

︁

︁
− 1

Z
0 x

Z
xy −(1 + x2) y

0 − 1
Z

y
Z

1 + y2 −xy −x

︁

︁

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

vx

vy

vz

ωx

ωy

ωz

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

(2.52)

As coordenadas de plano de imagem normalizadas estão relacionadas às coordenadas

de pixel pela equação 2.40 que pode ser rearranjada como

x =
ρu

f
ū, y =

ρv

f
v̄

onde ū = u − u0 e v̄ = v − v0. No caso típico onde ρu = ρv = ρ, pode-se expressar a

distância focal em pixels f ′ = f/ρ. Substituindo f ′ e derivando a expressão anterior, tem-se

ẋ =
u̇

f ′ , ẏ =
v̇

f ′ (2.53)

Substituindo 2.53 em 2.52

︁

︁
u̇

v̇

︁

︁ =

︁

︁
−f ′

Z
0 ū

Z
ūv̄
f ′

−f ′2+ū2

f ′
v̄

0 −f ′

Z
v̄
Z

f ′2+v̄2

f ′
− ūv̄

f ′
−ū

︁

︁

⏞ ⏟⏟ ⏞

Jp(p,Z)

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

vx

vy

vz

ωx

ωy

ωz

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

(2.54)

em termos de coordenadas de pixel com respeito ao ponto principal. De forma mais

compacta

ṗ = Jp(p, Z)ν (2.55)

Pode-se considerar o movimento de dois ou mais pontos empilhando suas jacobianas.

Para três pontos:
︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

u̇1

v̇1

u̇2

v̇2

u̇3

v̇3

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

=

︁

︁
︁
︁
︁

Jp(p1, Z1)

Jp(p2, Z2)

Jp(p3, Z3)

︁

⎥
⎥
⎥
︁

ν
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a matriz será de posto completo, não singular, contanto que os pontos não sejam coincidentes

ou colineares. Dito isso, obtém-se a velocidade da câmera em coordenadas de ¶C♢ por

ν =

︁

︁
︁
︁
︁

Jp(p1, Z1)

Jp(p2, Z2)

Jp(p3, Z3)

︁

⎥
⎥
⎥
︁

−1

︁

︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁

u̇1

v̇1

u̇2

v̇2

u̇3

v̇3

︁

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
︁

sendo o vetor das velocidades dos pontos na imagem calculado através do algoritmo

Horn-Schunck apresentado anteriormente. Se considerarmos todos os pontos da imagem (o

Ćuxo óptico completo) a equação acima será:

ν =

︁

︁
︁
︁
︁

Jp(p1, Z1)
...

Jp(pN , ZN)

︁

⎥
⎥
⎥
︁

+ ︁

︁
︁
︁
︁

[u̇1 v̇1]T
...

[u̇1 v̇1]T

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(2.56)

onde o superescrito + representa a matriz pseudo-inversa.
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3 Controle de atitude

O controle de atitude implementado neste trabalho foi baseado na formulação

proposta por (LEE, 2011) e (FERNANDO et al., 2011), onde um controlador robusto

adaptativo é derivado diretamente da geometria da mecânica rotacional do drone.

Isolando da equação 2.16 a dinâmica rotacional temos
︂

︂︂

︂︂

Ṙ = R[ω]×

ω̇ = J−1(M − [ω]×Jω)
(3.1)

Seja a Rd(t) é a trajetória desejada para a rotação, cuja dinâmica é dada por

Ṙd = Rd[ωd]× (3.2)

DeĄne-se os erros de conĄguração

Φ(R, Rd) =
1
2

tr[G(I3 − RT
d R)] (3.3)

eR =
︃1

2
(GRT

d R − RT RdG)
︃∨

(3.4)

eω = ω − RT Rdωd (3.5)

onde Φ(R, Rd) : SO(3)×SO(3) → R
1 é uma métrica bi-invariante não negativa que expressa

a distância entre as conĄgurações atual R e a desejada Rd onde G = diag(g1, g2, g3), eR é

o vetor erro de conĄguração no espaço tangente ao SO(3) e eω é o vetor erro de velocidade.

As seguintes aĄrmações são verdadeiras

d

dt
Φ(R, Rd) = ⟨eR, eω⟩ (3.6)

ėR = E(R, Rd)eω (3.7)

ėω = J−1(M − [ω]×Jω) − αd (3.8)

onde

E(R, Rd) =
1
2

(tr(RT RdG)I3 − RT RdG) (3.9)

αd = −[ω]×RT Rdωd + RT Rdω̇d (3.10)

sendo ω̇d a aceleração angular desejada.

Dadas as deĄnições acima, diz-se que a função potencial

V =
1
2

⟨eω, Jeω⟩ + kRΦ(R, Rd) + c⟨Jeω, eR⟩, kR, c > 0 (3.11)
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representa a energia do sistema em termos dos erros de conĄguração e para a lei de controle

M = −kReR − kωeω + [ω]×Jω + Jαd, kω > 0 (3.12)

a derivada temporal de V é

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩ (3.13)

A lei de controle M estabiliza assintoticamente o sistema em torno de Rd, fazendo

V positiva semi-deĄnida e V̇ negativa semi-deĄnida para a condição

c < min

︂

︂

︂

︄

2b1kRλm

λ2
M

,

√
2kω

λMtr(G)
,

4kRkω

k2
ω + 1√

2
kRλMtr(G)

⎫

︂

︂
(3.14)

onde λm e λM são os autovalores mínimo e máximo, respectivamente, da matriz de inércia

J . Os ganhos kR, kω e c são parâmetros de sintonia do controlador apresentado e deĄne-se

b1 =
h1

h2 + h3

(3.15)

onde

h1 = min¶g1 + g2, g2 + g3, g3 + g1♢
h2 = max¶(g1 − g2)2, (g2 − g3)2, (g3 − g1)2♢
h3 = max¶(g1 + g2)2, (g2 + g3)2, (g3 + g1)2♢ (3.16)

A prova da estabilidade bem como a dedução dos termos apresentados nesse capítulo

seguem no Apêndice A.

Como apontado por (FERNANDO et al., 2011), o controle geométrico deĄnido

em termos de uma matriz de inércia J constante demanda o conhecimento prévio da

inércia do corpo rígido controlado (que no contexto desse trabalho é o quadrotor). Embora

essa informação seja disponível para o Parrot Mambo, a estimativa é ideal e imprecisa.

(FERNANDO et al., 2011) também expõe que a aplicação direta de uma lei de controle

adaptativo nesse caso sem considerar possíveis perturbações no sistema podem levar à

instabilidade.

3.1 Controle adaptativo

Como mencionado, o conhecimento da inércia real do quadrotor nem sempre é

possível. Portanto

J̃ = J − J̄ (3.17)

onde J̃ é o erro de estimação da inércia J e J̄ é a inércia estimada. Assumi-se que J̃ , J̄ e

J são matrizes simétricas. A função potencial

V =
1
2

⟨eω, Jeω⟩ + kRΦ(R, Rd) + c⟨Jeω, eR⟩ +
1

2kJ

♣♣J̃ ♣♣2F , kJ > 0 (3.18)



Capítulo 3. Controle de atitude 39

representa a energia do sistema em termos dos erros de conĄguração e estimação da inércia

e para a lei de controle

M = −kReR − kωeω + [ω]×J̄ω + J̄αd (3.19)

e a dinâmica de
.

J̄

.

J̄ =
kJ

2
(−αdeT

A − eAαT
d + ωωT [eA]× − [eA]×ωωT ) (3.20)

eA = eω + ceR

a derivada temporal de V é

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩ (3.21)

Para a condição 3.14 o termo V é positivo semi-deĄnido e V̇ é negativo semi-

deĄnido, fazendo o sistema assintoticamente estável. Neste caso, considera-se um chute

inicial de J na obtenção de λm e λM . No caso do Mambo, uma aproximação ideal de J é

disponibilizada no pacote para Simulink (MathWorks, 2023).

3.2 Controle Robusto

A lei de controle desenvolvida na seção anterior considera que não há perturbações

na dinâmica de atitude. Sistemas de controle robusto adaptativo modiĄcam a estrutura do

controle adaptativo para fazê-los robustos frente à dinâmicas não modeladas e perturbações

limitadas (LEE, 2011). Seja
︂

︂︂

︂︂

Ṙ = R[ω]×

ω̇ = J−1(M + ∆ − [ω]×Jω)
(3.22)

o modelo da dinâmica rotacional levando em consideração a presença de uma perturbação

∆ limitada por uma constante δ conhecida (♣♣∆♣♣ ≤ δ). DeĄne-se a seguinte lei de controle

e de atualização da estimativa J̄ (FERNANDO et al., 2011)
︂

︂︂
︂︂
︂

︂︂
︂︂
︂

M = −kReR − kωeω + [ω]×J̄ω + J̄αd + v

v = − δ2eA

δ♣♣eA♣♣+ϵ
.

J̄ = kJ

2
(−αdeT

A − eAαT
d + ωωT [eA]× − [eA]×ωωT − 2σJ̄)

(3.23)

onde eA = eω + ceR e kR, kω, c, kJ , ϵ e σ são constantes positivas. Uma análise similar a

apresentada para o caso do controle adaptativo pode ser realizada levando em conta os

novos termos que aparecem acima. Essa análise não foi feita para este trabalho. Assumiu-se

que uma escolha suĄcientemente pequena dos valores de ϵ e σ levam à uma mudança

igualmente pequena nas fronteiras de V e V̇ calculadas no Apêndice A, não trazendo

mudanças signiĄcativas à dinâmica considerada na seção anterior.
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4 Observador de atitude

Uma vez que o problema de controle foi formulado usando a geometria do problema

no SO(3), por coerência implementa-se um observador de atitude não-linear que forneça

uma estimativa de orientação como uma matriz de rotação. O observador implementado

foi o Ąltro complementar passivo com estimação de viés (MAHONY; HAMEL; PFLIMLIN,

2008).

4.1 Medidas

As medidas disponíveis da IMU do Mambo são as de um acelerômetro e de um

giroscópio, ambos de 3 eixos. A origem da IMU é o referencial ¶B♢.

4.1.1 Giroscópio

O giroscópio mede a velocidade angular ω de ¶B♢ expressa em ¶B♢. O modelo

de erro usado neste trabalho é ωy = ω + b + η ∈ R
3, onde ωy é a medição, ω denota o

valor verdadeiro, η denota ruído de medição e b denota um viés constante (ou variante no

tempo) de giroscópio.

4.1.2 Acelerômetro

Denota-se a aceleração linear instantânea de ¶B♢ relativa a ¶I♢, expressa em

¶I♢, por a. Um quadro ideal de acelerômetro, Ąxado em ¶B♢, mede a aceleração linear

instantânea de ¶B♢ mais a aceleração gravitacional g⃗ em ¶I♢. Na prática, a saída de um

acelerômetro possui viés e ruído,

a = RT (v̇ + g⃗) + ba + ηa.

onde ba é o viés do acelerômetro e ηa é o ruído limitado. No entanto, para o Ąltro

implementado considerou-se a medição a como uma representação direta de g⃗ em ¶B♢,

uma vez que o viés do acelerômetro no Mambo pode ser estimado durante um processo de

calibração dos sensores antes da missão e que, viajando sob baixas velocidades, a inĆuência

de v̇ é muito pequena em relação a g⃗. Assim, subtraiu-se o viés obtido e durante a missão

o ruído é ηa de alta frequência é Ąltrado usando um Ąltro passa baixa. Para reconstruir a
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rotação medida Ry à partir de a, calculou-se

θk⃗ =
︂ t

0
ωk⃗dτ (4.1)

θj⃗ = arcsin

︄

ai⃗

g

︄

(4.2)

θi⃗ = arctan

︄
aj⃗

ak⃗

︄

(4.3)

Ry =Rk⃗(θk⃗)Rj⃗(θj⃗)Ri⃗(θi⃗) (4.4)

onde ωk⃗ é a velocidade angular em torno de k⃗B, ai⃗, aj⃗ e ak⃗ são as leituras do acelerômetro

nos seus 3 eixos, correspondentes aos do referencial ¶B♢, g é a norma de g⃗ (g ≈ 9.81m/s) e

Rk⃗(θ) =

︁

︁
︁
︁
︁

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(4.5)

Rj⃗(θ) =

︁

︁
︁
︁
︁

cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(4.6)

Ri⃗(θ) =

︁

︁
︁
︁
︁

1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(4.7)

são matrizes de rotação pura em torno de k⃗B, j⃗B e i⃗B, respectivamente.

4.2 Filtro complementar passivo com correção de viés

Seja o modelo das medições dado por

Ry ≈ R, para baixas frequências (4.8)

ωy ≈ ω + b, para um viés b constante (4.9)

o Ąltro complementar passivo no SO(3) consiste em
︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂

︂︂
︂︂
︂︂
︂︂
︂

.

R̂ = R̂[ω̂]×, R̂(0) = I3

ω̂ = ωy + kP ωc − b̂
.

b̂ = −kIωc, b̂(0) = b̂0

ωc = Pa(R̃)∨, R̃ = R̂
T
Ry

(4.10)

onde kP e kI são ganhos positivos que podem ser sintonizados. R̂(0) e b̂(0) são os valores

de inicialização do Ąltro, onde b̂0 pode ser obtido durante a calibração dos sensores. ωc é

um termo de correção que compensa a dinâmica de alta frequência associada aos ruídos do

giroscópio enquanto deĄne-se a dinâmica do viés estimado de forma a capturar a dinâmica

em baixa frequência associada ao viés do sensor.
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4.2.1 Análise da estabilidade

A análise de estabilidade não linear é baseada na ideia de uma estimativa adaptativa

para o valor desconhecido do viés. DeĄnimos uma função candidata de Lyapunov por

V =
1
2

tr(I − R̃) +
1

2kI

♣♣b̃♣♣2 (4.11)

Diferenciando R̃ e usando o modelo proposto das medições, em um processo muito

similar ao feito para o controle quando se diferenciou Φ, se chega a

.

R̃ = R̃[ω]× + [ω]×R̃
T − kP [ωc]×R̃ − [b̃]×R̃ =

= [(tr(R̃
T
)I3 − R̃

T
)ω]× − kP [ωc]×R̃ − [b̃]×R̃

Como b̃ = b − b̂, têm-se
.

b̃ = −
.

b̂. Diferenciando V e fazendo essas substituições é

possível se chegar a

V̇ = −1
2

tr(
.

R̃) − 1
kI

⟨b̃,
.

b̂⟩ =

= −1
2

tr
︂

[(tr(R̃
T
)I3 − R̃

T
)ω]× − kP [ωc]×R̃ − [b̃]×R̃

︂

− 1
kI

⟨b̃,
.

b̂⟩ =

1
2

tr(kP [ωc]×R̃) +
1
2

tr([b̃]×R̃) − 1
kI

⟨b̃,
.

b̂⟩ =

= −kP ⟨ωc, Pa(R̃)∨⟩ − ⟨b̃, Pa(R̃)∨⟩ − 1
kI

⟨b̃,
.

b̂⟩ (4.12)

Substituindo na equação acima ωc = Pa(R̃)∨ e
.

b̂ = −kIωc = −kIPa(R̃)∨

V̇ = −kP ♣♣Pa(R̃)∨♣♣2 − ⟨b̃, Pa(R̃)∨⟩ + ⟨b̃, Pa(R̃)∨⟩ =

= −kP ♣♣Pa(R̃)∨♣♣2 (4.13)

provando a estabilidade do observador projetado.
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5 Implementação e Simulação

Este capítulo trata da implementação e simulação dos algoritmos desenvolvidos nos

Capítulos 3 e 4. O controle de sistemas mecânicos por controle geométrico apresenta como

maior desaĄo a sintonia, tendo em vista que as provas matemáticas fornecidas permitem

analisar a estabilidade frente à escolha dos ganhos mas não oferecem meios para avaliar a

dinâmica que uma dada escolha possa proporcionar. Uma vez que o pacote de simulação

para drones Parrot no Simulink permite conĄgurar ruídos dos sensores baseados em dados

de calibração reais e modela a aerodinâmica discutida no Capítulo 2, usou-se o próprio

ambiente para sintonizar o controle e o estimador por tentativa e erro. O ambiente foi

mantido nas conĄgurações padrão para o pacote do Parrot.

5.1 Observador

Implementou-se o observador de estados proposto no Capítulo 4 no modelo de

simulação do Parrot no Simulink. O estimador proposto está representado em tempo

contínuo. No entanto o ciclo de atuação do controle de vôo do Mambo é de tempo discreto

com período de amostragem Ts = 5 · 10−3 s. Portanto é necessário adaptar o processo de

integração da orientação estimada R̂ e do viés b̂. Para o viés

b̂k+1 = b̂k + Ts

.

b̂k (5.1)

onde
.

b̂k é dado na equação 4.10.

Para R̂ uma integração direta não é possível, pois isso levaria R̂k+1 à valores não

pertencentes ao SO(3), deixando de representar uma rotação. Uma alternativa retirada de

(CORKE, 2017) é tratar a integração como a realização de rotações incrementais

R̂k+1 = R̂k exp([ω̂k]× · Ts) (5.2)

onde ω̂k é dado em 4.10. Já a exponencial matricial foi implementada usando a equação

de Rodrigues

exp([x]×) =

︂

︂︂

︂︂

I3, x = 0

I3 + sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ [x]× + 1−cos ♣♣x♣♣

♣♣x♣♣2 [x]2×, x ̸= 0
(5.3)

A implementação realizada segue na Figura 5. Os ganhos kP = 0.1 e kI = 0.1 do

observador foram sintonizados por tentativa e erro, partindo-se de um valor muito pequeno

de ganhos e aumentando gradualmente as escolhas até a atitude estimada acompanhasse a

evolução real dos ângulos de saída do modelo dinâmico do quadrotor. Para tal implementou-

se as leis de controle 3.23 (detalhes da implementação seguem na próxima seção) e fez-se o
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Figura 5 Ű Diagrama de blocos do estimador de atitude no Simulink.

Fonte: Autoria própria.

drone acompanhar uma referência de atitude dada por
︁

︁
︁
︁
︁

θi⃗

θj⃗

θk⃗

︁

⎥
⎥
⎥
︁

=

︁

︁
︁
︁
︁

π
9

sin(πt)
π
9

cos(πt)

0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(5.4)

O resultado para os ganhos do observador da Figura 5 segue nas Figuras 6, 7 e 8.

Figura 6 Ű Estimativa da orientação frente aos estados.

Fonte Autoria própria



Capítulo 5. Implementação e Simulação 45

Figura 7 Ű Estimativa da velocidade angular frente aos estados.

Fonte Autoria própria

Figura 8 Ű Erros de estimativa

Fonte Autoria própria
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5.2 Controle

O controlador foi implementado em substituição ao controle de orientação original

do pacote do Mambo. O bloco inserido no modelo segue na Figura 9.

O código contido no bloco MATLAB Function implementa as equações 3.23

function [M,dJ] = control(Rd,wd,dwd,R,w,J)

G = diag([1 1 1]);

kR = 0.05;

kw = 0.0025;

kJ = 0.001;

c = 1.5;

d = 0.001;

s = 0.001;

e = 0.1;

RT = transpose(R); RdT = transpose(Rd);

wT = transpose(w); wx = skew(w);

ad = -wx*RT*Rd*wd + RT*Rd*dwd;

ew = w - RT*Rd*wd;

eR = 0.5*vex(G*RdT*R - RT*Rd*G);

eA = ew + c*eR;

eAx = skew(eA);

adT = transpose(ad); eAT = transpose(eA);

v = -d^2*eA/(d*norm(eA) + e);

M = -kR*eR - kw*ew + wx*J*w + J*ad + v;

dJ = (kJ/2)*(-ad*eAT - eA*adT + w*wT*eAx - eAx*w*wT - 2*s*J);

Como mostrado na Figura 9, a integração discreta de
.

J̄ foi feita da mesma maneira

que para
.

b̂ no observador. Já as velocidades e acelerações angulares desejadas foram

calculadas derivando a referência de atitude com uma derivada Ąltrada. A razão para tal é

que a referência de atitude pode conter mudanças abruptas à depender da missão. O sinal

Rd é obtido em uma etapa externa ao controlador, onde usando a função eul2rotm do

MATLAB se converte as referências de ângulos ori_ref na representação de Euler para

uma matriz de rotação.
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Figura 9 Ű Diagrama de blocos do controlador de atitude.

Fonte: Autoria própria

A sintonia dos ganhos do controlador foi feita por etapas. Primeiro alimentou-se o

bloco do controlador diretamente com os estados do modelo da mecânica de corpo rígido

do Mambo. Nesse caso, Ąxou-se c = 1.5 e sintonizou-se os ganhos kR e kω para o controle

geométrico puro, sem os termos associados ao controle adaptativo e robusto. A etapa

adaptativa do controle não foi sintonizada apropriadamente pois a inércia simulada no

Parrot é exatamente a disponibilizada no Pacote. Portanto, manteve-se kJ e σ pequenos

como forma de compensar pelas perturbações sem levar a inércia estimada à valores muito

distantes da inércia do modelo.

A sintonia da etapa robusta do controle foi feita uma vez que o observador imple-

mentado foi adicionado ao modelo e sintonizado. Partindo de valores da ordem de 10−5,

aumentou-se δ e ϵ até que o controle fosse menos sensível aos ruídos que o observador não

conseguiu Ąltrar. O sinal de referência usado foi o mesmo da seção anterior, dado por 5.4.

Os resultados Ąnais seguem nas Figuras 10 - 15.
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Figura 10 Ű Orientação do drone com o controlador projetado.

Fonte Autoria própria

Figura 11 Ű Velocidade angular do drone com o controlador projetado.

Fonte Autoria própria
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Figura 12 Ű Erros de orientação e velocidade

Fonte Autoria própria

Figura 13 Ű Sinal de controle produzido pelo controlador.

Fonte Autoria própria
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Figura 14 Ű Empuxo comandado por propulsor.

Fonte Autoria própria

Figura 15 Ű Sinal de comando para os motores.

Fonte Autoria própria
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5.3 Seguimento de caminho

Para testar o sistema com o observador e o controlador combinados em uma situação

mais próxima de uma aplicação real, projetou-se uma etapa de controle de posição para

gerar comandos de orientação e possibilitar que o quadrotor seguisse um caminho de

referência. Sejam

ep = pd − p (5.5)

ev = vd − v (5.6)

os erros de posição e velocidade, onde pd e vd são a posição e a velocidade desejadas,

respectivamente. Dada a dinâmica translacional 2.16, projeta-se a força desejada −F⃗ d =

FdRdk⃗B que leva os erros (ep, ev) à zero, conforme proposto em (LEE et al., 2013)

F⃗ d = −mpd + mD2ep + mg⃗ − κprp − κi

︂ t

0
rpdτ (5.7)

onde

rp = ev + Dep (5.8)

é chamado de erro de modo deslizante. D, κp e κi são ganhos positivos a serem sintonizados

sendo D uma matriz diagonal positiva e κp e κi escalares. Pode-se obter Rd de F⃗ d

k⃗Bd =
F⃗ d

♣♣F⃗ d♣♣

j⃗Bd =
k⃗Bd × ∗

i⃗Bd

♣♣k⃗Bd × ∗
i⃗Bd♣♣

Rd =
︂

j⃗Bd × k⃗Bd j⃗Bd k⃗Bd

︂

(5.9)

onde
∗
i⃗Bd é a direção desejada da projeção de i⃗B no plano xy do referencial ¶I♢, ou seja, a

direção para onde deve apontar a frente do drone.

Para suavizar o sinal Rd produzido, fez-se o planejamento de atitude numa versão

simpliĄcada do proposto por (INVERNIZZI; LOVERA; ZACCARIAN, 2020), acrescen-

tando um estado a mais entre a atitude produzida pelas equações acima e a atitude enviada

ao controlador de orientação.

Ṙp = Rp[κr(RT
p Rd − RT

d Rp)∨]×, Rp(0) = I3 (5.10)

para um ganho κr positivo. A implementação desse controle de posição com planejamento

de atitude segue na Figura 16.
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Figura 16 Ű Diagrama de blocos do controle de posição.

Fonte Autoria própria

O código implementado no bloco MATLAB Function foi

function [F,Rout,rp] = fcn(xref,vref,aref,x,v,intrp)

persistent R w

if(isempty(R))

w = [0;0;0];

R = eye(3);

end

m = 0.0630;

g = 9.8100;

D1 = diag([0.1 0.1 0.6]);

ex = xref - x;

ev = vref - v;

rp = ev + D1*ex;

Fd = -m*aref + m*D1^2*ex + m*[0;0;g] - .17*rp - .01*intrp;

F = -sqrt(sum(Fd.^2));

b3d = Fd/(-F);
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b2d = cross(b3d,[1;0;0]);

b2d = b2d/sqrt(sum(b2d.^2));

Rd = [cross(b2d,b3d),b2d,b3d];

RdT = transpose(Rd);

RT = transpose(R);

w = - 0.01*vex(RdT*R - RT*Rd);

if(norm(w) == 0)

expw = eye(3);

else

expw = eye(3) + sin(norm(w))/norm(w)*skew(w) +...

(1 - cos(norm(w)))/norm(w)^2*skew(w)^2;

end

R = R*expw;

Rout = R;

O bloco completo do controle de pose é apresentado na Figura 17. Os sinais de

posição e velocidade linear usados para o controle de posição são fornecidos pelo estimador

de posição já implementado pelo pacote do Mambo, que usa o Ćuxo óptico para estimar a

posição e velocidade no plano xy e as leituras do sonar e do barômetro para estimar a

altitude e velocidade no eixo k⃗I . Essa estimação é feita por um par de Ąltros de Kalman

projetados à partir do modelo linearizado de translação e de dados estatísticos dos ruídos

dos sensores que são coletados durante a calibração.

A referência escolhida foi uma trajetória no plano zI = −1.5 (o eixo k⃗I aponta para

o solo) em forma de um quadrado com bordas arredondadas, como apresentado na Figura

18, que deve ser percorrida no sentido anti-horário com velocidade linear constante de

0.25 m/s. Para isso implementou-se uma função para gerar essa referência dinamicamente

dentro do bloco Path Planning, chamada RoundedSquare. Detalhes desses dois blocos

seguem nas Figuras 19 e 20. Dentro do RoundedSquare implementou-se o seguinte código

Figura 17 Ű Controlador de pose completo.

Fonte: Autoria própria.
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function [x, y] = next_square_point(straightLength, arcRadius, speed)

persistent pos vel dt

if isempty(pos)

dt = 0.005;

pos = [0;0];

vel = speed*[-1;0];

end

if(pos(1) > 0 && pos(1) < straightLength && pos(2) < 0)

vel = speed*[-1;0];

elseif(pos(1) > 0 && pos(1) < straightLength && ...

pos(2) > straightLength + 2*arcRadius)

vel = speed*[1;0];

elseif(pos(1) < -arcRadius && pos(2) > arcRadius && ...

pos(2) < straightLength + arcRadius)

vel = speed*[0;1];

elseif(pos(1) > straightLength + arcRadius && pos(2) > arcRadius && ...

pos(2) < straightLength + arcRadius)

vel = speed*[0;-1];

elseif((pos(1) < 0 && (pos(2) < arcRadius || ...

pos(2) > straightLength + arcRadius))|| ...

pos(1) > straightLength && (pos(2) < arcRadius ||...

pos(2) > straightLength + arcRadius))

vel = rot2(-speed/arcRadius*dt)*vel;

end

pos = pos + vel*dt;

x = pos(1); y = pos(2);
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Figura 18 Ű Trajetória de referência.

Fonte: Autoria própria.

Figura 19 Ű Diagrama de blocos do planejamento de trajetória.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 20 Ű Diagrama de blocos da função geradora de caminho.

Fonte: Autoria própria.

Figura 21 Ű Posição do quadrotor no tempo.

Fonte: Autoria própria.

O quadrotor deve primeiro decolar e, depois de atingida a altura de 1.5 m, começa

a mover-se seguindo a referência. Os resultados para esse cenário são apresentados nas

Figuras 21 - 24.
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Figura 22 Ű Comandos de orientação gerados.

Fonte: Autoria própria.

Figura 23 Ű Erros de pose.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 24 Ű Posição do quadrotor no espaço.

Fonte: Autoria própria.

5.4 Análise dos resultados

5.4.1 Observador

Como é possível observar nas Figuras 6 e 7, o estimador projetado conseguiu rastrear

com precisão os ângulos e as velocidades em torno dos eixos i⃗ e j⃗ mas não convergiu para o

eixo k⃗. Isso ocorre porque com apenas uma medida vetorial de direção (a gravidade medida

pelo acelerômetro), fez-se necessário integrar diretamente a leitura da velocidade angular

em torno de k⃗ fornecida pelo giroscópio, levando à um erro crescente na medição de θk⃗ e,

por consequência, um distanciamento crescente entre a estimativa de θk⃗ e o valor real. Esse

problema é abordado em (MAHONY; HAMEL; PFLIMLIN, 2008) e a solução proposta é

a de um Ąltro complementar explícito com a inclusão de uma segunda medida vetorial

que pode ser fornecida por um segundo acelerômetro ou um magnetômetro. Soluções que

dispensam o uso de uma medida adicional também são possíveis. (MARTIN; SARRAS,

2018) propõe um método onde, dada a existência de uma excitação angular suĄciente, é

possível reconstruir a orientação em todos os eixos.

Como o problema do rastreio do ângulo θk⃗ é inerente à formulação 4.10 quando

aplicada ao caso de uma única medida vetorial de direção, os gráĄcos 8 e 12 representam

os erros apenas em relação aos eixos i⃗ e j⃗. Como visto no caso do rastreio de trajetória da
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seção anterior, quando a excitação angular da referência não é persistente (como era para

uma referência senoidal) o desvio da estimativa de θk⃗ cresce mais lentamente.

5.4.2 Controle

O controle implementado trouxe resultados satisfatórios no rastreio da referência

de orientação e velocidade angular, como pode ser visto na Figura 12. Um dos problemas

observados é a sensibilidade do controlador as variações de aceleração angular, o que

implicou na necessidade do uso de derivadas Ąltradas para manter a estabilidade do sistema.

Como o observador não consegue estimar corretamente o viés em torno de k⃗, é possível

observar na Figura 10 que θk⃗ progressivamente se distancia da referência. Esse problema

não é observado quando se alimenta o controle diretamente com os estados gerados pelo

modelo da mecânica de corpo rígido do Mambo.

Na Figura 12 é possível ver que o erro de rastreio de velocidade angular estabiliza

em 0, 2 rad/s. Isso é consequência da Ąltragem da aceleração, que impõe um atraso no

rastreio da velocidade, como exposto na Figura 11, provocando o erro observado.

Dos gráĄcos 13, 14 e 15 é possível concluir que nem o transiente inicial nem o

rastreio da referência de atitude provocam variações abruptas nos sinais de controle. Do

ponto de vista do uso do sistema implementado em uma situação real de controle de pose

de um drone, esse comportamento é positivo pois minimiza as chances de que um erro de

conĄguração grande provoque movimentos bruscos o suĄciente para levar o quadrotor às

singularidades (mais detalhes no Apêndice).

5.4.3 Seguimento de caminho

O seguimento de caminho foi implementado como uma forma de demonstrar o

controle e o estimador implementados numa situação mais próxima da realidade, onde

o drone executa uma missão. A Figura 22 mostra que a combinação de um controle

geométrico de posição com o controle geométrico de orientação permitem o seguimento

de caminho com erros mínimos sem geração de comandos de orientação com variações

bruscas. A eĄciência dessa estratégia Ąca evidente no gráĄco 21 e na variação dos erros

no tempo exposta na Figura 23. A Figura 24 traz uma representação tridimensional da

trajetória realizada pelo quadrotor no espaço como uma forma de melhor visualizar a

missão realizada.
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6 Conclusão

Neste trabalho de conclusão de curso foi discutido a aplicação de técnicas não-

lineares ao problema de estimação e controle de atitude de um quadricóptero, em especial

o controle geométrico de sistemas mecânicos. Modelou-se a dinâmica do quadrotor repre-

sentando a dinâmica rotacional por matrizes de rotação e as velocidades por mapeamentos

anti-simétricos dos vetores. Derivou-se dessa modelagem as equações de controle e de esti-

mação pela aplicação do teorema de Lyapunov para estabilidade de sistemas não-lineares

e deĄniu-se as condições para convergência.

Também foi discutido nesse trabalho a modelagem dos sensores, em especíĄco os

sensores disponíveis no minidrone Parrot Mambo. A aerodinâmica das hélices foi modelada

e dela foi possível deĄnir como os sinais de controle são mapeados em velocidades de hélice.

O observador de estados e o controlado foram implementados e testados no ambi-

ente de simulação computacional Simulink, onde os recursos de visualização de sinais e

formulação de cenários foram usados para sintonizar os sistemas projetados.

Por Ąm, testou-se o sistema completo para uma missão de seguimento de caminho

no espaço por meio da implementação de um controlador de posição, que foi colocado

entre as referências de posição e o controlador de orientação desenvolvido, num arranjo

em cascata. Os dados coletados da simulação desse cenário apontaram para um bom

desempenho do sistema projetado no rastreio da trajetória planejada e na suavidade do

movimento.

O método de sintonia empregado foi baseado tão somente nas condições de esta-

bilidade e nos recursos de simulação, que permitiram uma sintonia por tentativa e erro.

Essa abordagem não é ideal e expõe um das principais desvantagens da aplicação do

controle geométrico, que é a diĄculdade de aplicar uma sintonia baseada em controle

clássico, à partir dos tempos de resposta, sobresinal, tempo de subida, etc. Para a sintonia

de controladores geométricos existe na literatura a aplicação de diversas técnicas, que vão

desde o uso de aprendizagem por reforço (LEE; BANG, 2019) à extensão do problema para

considerar a dinâmica de ganhos variáveis, num processo de sintonia online dos ganhos

(VANG; TRON, 2022) (INVERNIZZI; PANZA; LOVERA, 2020).
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6.1 Trabalhos futuros

Como sugestão de trabalhos e melhorias futuras nessa linha de pesquisa é possível

citar

• Estudo mais aprofundado dos formalismos do controle geométrico de sistemas mecâ-

nicos;

• Implementação do controle projetado numa situação real de voo;

• Estudo e implementação de técnicas de sintonia de controladores geométricos, sejam

elas técnicas oline e/ou online.
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A Análise da estabilidade

A.1 Controle de atitude

A.1.1 Erro de configuração

A função erro de conĄguração Φ : SO(3) × SO(3) → R
1 é uma conhecida métrica

sobre elementos do SO(3) que é bi-invariante, positiva semi-deĄnida e diferenciável (BULLO;

LEWIS, 2005), dada por

Φ(R, Rd) =
1
2

tr[G(I3 − RT
d R)] (A.1)

onde tr(A) é o traço da matriz A e G ∈ R
3×3 é uma matriz diagonal positiva. Essa função

pode ser interpretada como uma forma de medir em valor absoluto a distância entre as

rotações R e Rd, ou seja, entre o estado e a referência de atitude. Deseja-se deĄnir vetores

de erro de conĄguração e velocidade no espaço tangente de SO(3) usando as derivadas de

Φ(R, Rd) à partir dos quais as entradas de controle são projetadas através de uma análise

de Lyapunov no SO(3). Assim sendo

d

dt
Φ(R, Rd) = −1

2
tr[G(

d

dt
(RT

d R))] =

= −1
2

tr[G(
d

dt
RT

d R + RT
d

d

dt
)R] =

= −1
2

tr[G(−[ωd]×RT
d R + RT

d R[ω]×] (A.2)

usando do fato que d
dt

RT
d = ( d

dt
Rd)T = (Rd[ωd]×)T = [ωd]T×RT

d . Observando a deĄnição do

mapa [·]×, é possível concluir que [a]T× = −[a]×. Portanto d
dt

RT
d = −[ωd]×RT

d . Retomando

d

dt
Φ(R, Rd) = −1

2
tr[G(RT

d R[ω]× − [ωd]×RT
d R)] =

= −1
2

tr[GRT
d R([ω]× − RT Rd[ωd]×RT

d R)] (A.3)

Usando a propriedade da álgebra so(3) [Aa]× = A[a]×AT , onde A ∈ SO(3) e

a ∈ so(3)

d

dt
Φ(R, Rd) = −1

2
tr[GRT

d R([ω]× − [RT Rdωd]×)] =

= −1
2

tr[GRT
d R[ω − RT Rdωd]×] (A.4)

onde valeu-se do fato que [a]× + [b]× = [a + b]×.

A expressão −1
2
tr([a]×[b]×) é equivalente ao produto interno de a por b, para

a, b ∈ R
3

−1
2

tr([a]×[b]×) = ⟨a, b⟩ = ⟨b, a⟩ = aT b = bT a
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Toda matriz quadrada pode ser decomposta em uma parte simétrica e uma outra

anti-simétrica dadas respectivamente por Ps(A) = 1
2
(A + AT ) e Pa(A) = 1

2
(A − AT ). Essas

parcelas são ortogonais quanto ao produto interno. Aplicando estas propriedades, podemos

substituir GRT
d R por sua projeção anti-simétrica Pa(GRT

d R):

d

dt
Φ(R, Rd) = −1

2
tr
︃1
2

(GRT
d R − RT RdG)[ω − RT Rdωd]×

︃

=

=

︂︃1
2

(GRT
d R − RT RdG)

︃∨
, (ω − RT Rdωd)

︁

= ⟨eR, eω⟩ (A.5)

sendo

eω = ω − RT Rdωd (A.6)

e

eR =
︃1

2
(GRT

d R − RT RdG)
︃∨

(A.7)

os erros de rastreio de rotação e velocidade angular, respectivamente. eR foi construído

valendo-se do fato que G é uma matriz diagonal.

Antes de deĄnir partir para a análise de Lyapunov, é importante determinar as

derivadas temporais dos termos eR e eω obtidos.

eṘ =
d

dt

︃1
2

(GRT
d R − RT RdG)

︃∨
=

=

︄

1
2

(G
d

dt
(RT

d R) − d

dt
(RT Rd)G)

︄∨
(A.8)

O termo d
dt

(RT
d R) já foi calculado anteriormente no processo de obtenção de

d
dt

Φ(R, Rd): d
dt

(RT
d R) = RT

d R[ω −RT Rdωd]× = RT
d R[eω]×. Assim d

dt
(RT Rd) = −[eω]×RT Rd.

Substituindo esses termos:

eṘ =
︃1

2
(GRT

d R[eω]× − (−[eω]×RT Rd)G)
︃∨

=

=
︃1

2
(GRT

d R[eω]× + [eω]×RT RdG)
︃∨

(A.9)

Usando da propriedade [a]×A + AT [a]× = [(tr(A)I3 − A)a]×, para a ∈ so(3) e

A ∈ R
3×3

eṘ =
︃1

2
[(tr(RT RdG)I3 − RT RdG)eω]×

︃∨
(A.10)

como [·]× e ·∨ são mapeamentos inversos um do outro

eṘ =
1
2

(tr(RT RdG)I3 − RT RdG)eω =

= E(R, Rd)eω (A.11)
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onde E(R, Rd) = 1
2
(tr(RT RdG)I3 − RT RdG).

Agora para o eω

ėω =
d

dt
(ω − RT Rdωd) = ω̇ − d

dt
(RT Rdωd) =

= J−1(M − [ω]×Jω) − (−[eω]×RT Rdωd + RT Rdωḋ ) =

= J−1(M − [ω]×Jω) + [eω]×RT Rdωd − RT Rdωḋ =

= J−1(M − [ω]×Jω) + [ω − RT Rdωd]×RT Rdωd − RT Rdωḋ =

= J−1(M − [ω]×Jω) + ([ω]× − [RT Rdωd]×)RT Rdωd − RT Rdωḋ =

= J−1(M − [ω]×Jω) + ([ω]× − RT Rd[ωd]×RT
d R)RT Rdωd − RT Rdωḋ =

= J−1(M − [ω]×Jω) + [ω]×RT Rdωd − RT Rd[ωd]×ωd − RT Rdωḋ (A.12)

Sabendo que [a]×b, para a, b ∈ R
3, é o mesmo que a × b. Portanto [ωd]×ωd =

ωd × ωd = 0. Logo

ėω = J−1(M − [ω]×Jω) + [ω]×RT Rdωd − RT Rdωḋ =

= J−1(M − [ω]×Jω) − αd (A.13)

onde αd = −[ω]×RT Rdωd + RT Rdωḋ e o termo ωḋ é a aceleração angular desejada.

As funções Φ(R, Rd), eR e eω deĄnem os erros da dinâmica rotacional frente à

referência deĄnida por 3.2, e permitem formular uma função candidata de Lyapunov que

será usada para encontrar a lei de controle M que estabiliza o sistema em torno de Rd(t).

A.1.2 Estabilidade do controle adaptativo

A.1.2.1 Função candidata de Lyapunov

A função candidata de Lyapunov escolhida é

V =
1
2

⟨eω, Jeω⟩ + kRΦ(R, Rd) + c⟨Jeω, eR⟩ +
1

2kJ

♣♣J̃ ♣♣2F (A.14)

onde kR, c e kJ são constantes positivas e ♣♣ · ♣♣F é a norma de Frobenius dada por

♣♣A♣♣F =
︂

tr(AT A). Derivando V no tempo

V̇ =
1
2

(⟨eω̇, Jeω⟩ + ⟨eω, Jėω⟩) + kR⟨eR, eω⟩ + c (⟨Jėω, eR⟩ + ⟨Jeω, ėR⟩) +
1
kJ

tr(J̃
.

J̃)

(A.15)

Como J é simétrica, é possível averiguar que ⟨ėω, Jeω⟩ = ⟨eω, Jėω⟩

⟨ėω, Jeω⟩ = ėT
ωJeω = (Jeω)T ėω = eT

ωJėω = ⟨eω, Jėω⟩

Assim

V̇ = ⟨eω, Jėω⟩ + kR⟨eR, eω⟩ + c (⟨Jėω, eR⟩ + ⟨Jeω, ėR⟩) +
1
kJ

tr(J̃
.

J̃) (A.16)
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Sabendo que k⟨a, b⟩ = ⟨ka, b⟩ = ⟨a, kb⟩ para k ∈ R
1, bem como as propriedades

comutativa

⟨a, b⟩ = ⟨b, a⟩

e distributiva

⟨a, b⟩ + ⟨a, c⟩ = ⟨a, (b + c)⟩

do produto interno de vetores, pode-se agrupar alguns termos

V̇ = ⟨eω, Jėω + kReR⟩ + c (⟨Jėω, eR⟩ + ⟨Jeω, ėR⟩) +
1
kJ

tr(J̃
.

J̃) (A.17)

De A.13

Jėω = M − [ω]×Jω − Jαd (A.18)

Escolhendo o torque como

M = −kReR − kωeω + [ω]×J̄ω + J̄αd (A.19)

onde kω é uma constante positiva. Substituindo A.19 na expressão de Jėω

Jėω = −kReR − kωeω + [ω]×J̄ω + J̄αd − [ω]×Jω − Jαd =

= −kReR − kωeω + [ω]×(J̄ − J)ω + (J̄ − J)αd =

= −kReR − kωeω − [ω]×J̃ω − J̃αd (A.20)

Substituindo agora o Jėω e ėR (A.11) na derivada temporal de V :

V̇ = ⟨eω, (−kReR − kωeω − [ω]×J̃ω − J̃αd + kReR)⟩+

+c
︂

⟨(−kReR − kωeω − [ω]×J̃ω − J̃αd), eR⟩ + ⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩
︂

+
1
kJ

tr(J̃
.

J̃) =

= −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ − ⟨eω, ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩ − ⟨ceR, ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩+

+⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩ +
1
kJ

tr(J̃
.

J̃)

=⇒ V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−⟨(eω + ceR), ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩ +
1
kJ

tr(J̃
.

J̃) (A.21)

Por conveniência eA = eω + ceR. Pode-se então reescrever o penúltimo termo da

equação acima

⟨eA, ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩ = ⟨eA, [ω]×J̃ω⟩ + ⟨eA, J̃αd⟩

Sabendo que ⟨eA, [ω]×J̃ω⟩ é o produto triplo dos vetores eA, ω e J̃ω, ou seja

⟨eA, [ω]×J̃ω⟩ = eA · (ω × J̃ω)
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pode-se aplicar a propriedade da invariância desse produto triplo sob permutações cíclicas

dos vetores:

a · (b × c) = c · (a × b) = b · (c × a)

para a, b e c ∈ R
3. Assim

⟨eA, [ω]×J̃ω⟩ = eA · (ω × J̃ω) = J̃ω · (eA × ω) = ⟨J̃ω, [eA]×ω⟩

Para qualquer par de vetores a, b ∈ R
3 ⟨a, b⟩ = tr(abT ) = tr(baT ). Substituindo o

resultado acima e trocando o produto interno pelo traço

⟨eA, ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩ = ⟨J̃ω, [eA]×ω⟩ + ⟨eA, J̃αd⟩ =

= tr[J̃ω([eA]×ω)T ] + tr(J̃αdeT
A) = tr[J̃ω([eA]×ω)T + J̃αdeT

A]

=⇒ ⟨eA, ([ω]×J̃ω + J̃αd)⟩ = tr[J̃(ω([eA]×ω)T + αdeT
A)] (A.22)

Como a inércia do quadrotor é constante J̇ = 0, pode-se obter de 3.17
.

J̃ = −
.

J̄ .

Substituindo essa expressão juntamente com o resultado acima na equação A.21 e valendo-se

da lineariedade do operador tr

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr[J̃(ω([eA]×ω)T + αdeT
A)] − 1

kJ

tr(J̃
.

J̄) =

= −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr
︃

J̃
︃

ω([eA]×ω)T + αdeT
A +

1
kJ

.

J̄
︃︃

Fazendo ([eA]×ω)T = −ωT [eA]×

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr
︃

J̃
︃

−ωωT [eA]× + αdeT
A +

1
kJ

.

J̄
︃︃

(A.23)

Escolhendo-se a dinâmica para a estimativa J̄

.

J̄ =
kJ

2
(−αdeT

A − eAαT
d + ωωT [eA]× − [eA]×ωωT ) (A.24)

têm-se

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr

︄

J̃

︄

−ωωT [eA]× + αdeT
A +

1
kJ

kJ

2
(−αdeT

A − eAαT
d + ωωT [eA]× − [eA]×ωωT )

︄︂

=

= −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr
︃

J̃
︃

−1
2

([eA]×ωωT + ωωT [eA]×) +
1
2

(αdeT
A − eAαT

d )
︃︃

(A.25)
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A expressão [eA]×ωωT + ωωT [eA]×, como mencionado anteriormente neste capítulo,

está no formato [a]×A+AT [a]× = [(tr(A)I3−A)a]×. Já o termo 1
2
(αdeT

A−eAαT
d ) = Pa(αdeT

A).

Assim

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩+

−tr
︃

J̃
︃

−1
2

[(tr(ωωT )I3 − ωωT )eA]× + Pa(αdeT
A)
︃︃

(A.26)

Uma vez que a + b ∈ so(3), ∀a, b ∈ so(3) e que ∃A ∈ R
3 ♣ Pa(A) = φ, ∀φ ∈ so(3)

1
2

(A − AT ) = −1
2

[(tr(ωωT )I3 − ωωT )eA]× + Pa(αdeT
A)

Pode-se reescrever o último termo de V̇ como

−tr
︃

J̃
︃

−1
2

[(tr(ωωT )I3 − ωωT )eA]× + Pa(αdeT
A)
︃︃

= −tr
︃

J̃
1
2

(A − AT )
︃

=

= −1
2

︂

tr(J̃A) − tr(J̃AT )
︂

(A.27)

Sabendo que tr(B) = tr(BT ) e que tr(BC) = tr(CB), ∀B, C ∈ R
n×n

tr(J̃AT ) = tr[(J̃AT )T ] = tr(AJ̃) = tr(J̃A)

onde J̃ = J̃
T
, como dito no início desta seção. Assim

−tr
︃

J̃
︃

−1
2

[(tr(ωωT )I3 − ωωT )eA]× + Pa(αdeT
A)
︃︃

=

= −1
2

︂

tr(J̃A) − tr(J̃A)
︂

= 0 (A.28)

Por tanto, reduz-se A.26 à

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩ (A.29)

A.1.2.2 Análise da estabilidade

Até o momento uma função candidata V foi deĄnida (A.14) e, assumindo que

ela atende aos critérios de ser positiva deĄnida, nula para o ponto de equilíbrio (quando

Φ(R, Rd), eR e eω são nulos) e de derivada temporal V̇ (A.29) negativa deĄnida; projetou-se

a entrada de controle M (A.19) e a dinâmica da estimativa da inércia J̄ (A.24). Faz-se

necessário, portanto, provar que a função escolhida cumpre tais critérios quando o sistema

opera em malha fechada
︂

︂︂

︂︂

M = −kReR − kωeω + [ω]×J̄ω + J̄αd
.

J̄ = kJ

2
(−αdeT

A − eAαT
d + ωωT [eA]× − [eA]×ωωT )

(A.30)
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Como já demonstrado
︂

︂︂

︂︂

V = 1
2
⟨eω, Jeω⟩ + kRΦ(R, Rd) + c⟨Jeω, eR⟩ + 1

2kJ
♣♣J̃ ♣♣2F

V̇ = −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 − ckω⟨eR, eω⟩ + c⟨Jeω, E(R, Rd)eω⟩
(A.31)

quando aplicadas as leis de A.30.

No que concerne as propriedades de Φ(R, Rd), as aĄrmações

1. Φ é localmente positiva deĄnida em torno de R = Rd.

2. Os pontos críticos de Φ quando eR = 0 são ¶Rd♢ ∪ ¶Rd exp(π[s]×)♢ para s ∈ ¶i⃗, j⃗, k⃗♢

são verdadeiras e as provas podem ser encontradas em (BULLO; LEWIS, 2005) no capítulo

11, e não farão parte do escopo desta análise. O validação da função candidata consiste

portanto em encontrar as fronteiras de V e V̇ , o que envolve encontrar os limites inferior e

superior de Φ bem como dos demais termos presentes em A.31. Mais precisamente, dado

que A.31 representa a dinâmica de energia do sistema em malha fechada e que V está no

formato

V = U(q) +
1
2

♣♣vq♣♣2 + ϵ⟨U̇(q), vq⟩

a análise dos limites de A.31 e, por consequência, a prova de sua estabilidade seguem da

aplicação direta do Teorema 6.45 ((BULLO; LEWIS, 2005), Capítulo 6) onde

V (q) ≥ b1♣♣U̇(q)♣♣2 +
1
2

♣♣vq♣♣2 − ϵ♣♣U̇(q)♣♣♣♣vq♣♣ (A.32)

V̇ (q) ≤ −♣♣vq♣♣2 − ϵ♣♣vq♣♣2 − ϵ♣♣U̇(q)♣♣2

+ϵ♣♣vq♣♣♣♣U̇(q)♣♣ (A.33)

onde q representa os estados (R); vq o vetor dos erros no espaço tangente aos estados (eω

e Jeω); U é uma função potencial dos estados (Φ); U̇ é a derivada de U com relação à q

(eR) e a constante ϵ > 0 é um peso atribuído a contribuição conjunta de V̇ e vq, que no

nosso caso é equivalente a c. Fica evidente a necessidade de determinar o limite superior

de Φ na forma b1♣♣eR♣♣2.

Seja R̃ = RT
d R = exp([x]×), R̃ ∈ SO(3), conhecido como mapa exponencial,

relaciona elementos do so(3) à elementos do SO(3), onde x ∈ R
3 e exp([x]×) pode ser

obtido pela fórmula de Rodrigues

exp([x]×) =

︂

︂︂

︂︂

I3, x = 0

I3 + sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ [x]× + 1−cos ♣♣x♣♣

♣♣x♣♣2 [x]2×, x ̸= 0
(A.34)
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Reescrevendo Φ como 1
2
tr(G(I3 − R̃)) e considerando que x ̸= 0:

Φ =
1
2

tr(G(I3 − exp([x]×))) =

=
1
2

tr

︄

G

︄

I3 − I3 − sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ [x]× − 1 − cos ♣♣x♣♣

♣♣x♣♣2 [x]2×

︄︂

=

= −1
2

tr

︄

G

︄

sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ [x]× +

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2 [x]2×

︄︂

=

= −1
2

︄

sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ tr(G[x]×) +

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2 tr(G[x]2×)

︂

Como G é diagonal G = diag(g1, g2, g3), a diagonal principal de G[x]× será nula.

Portanto tr(G[x]×) = 0. Assim

Φ = −1
2

︄

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2 tr(G[x]2×)

︂

(A.35)

Como para o traço só é de interesse o conteúdo da diagonal principal da matriz,

calcula-se a diagonal de [x]2×

([x]2×)11 =
︂

0 −x3 x2

︂

︁

︁
︁
︁
︁

0

x3

−x2

︁

⎥
⎥
⎥
︁

= −(x2
2 + x2

3)

([x]2×)22 =
︂

x3 0 −x1

︂

︁

︁
︁
︁
︁

−x3

0

x1

︁

⎥
⎥
⎥
︁

= −(x2
1 + x2

3)

([x]2×)33 =
︂

−x2 x1 0
︂

︁

︁
︁
︁
︁

x2

−x1

0

︁

⎥
⎥
⎥
︁

= −(x2
1 + x2

2)

e a diagonal de G[x]2×

(G[x]2×)11 = g1([x]2×)11 = −g1(x2
2 + x2

3)

(G[x]2×)22 = g2([x]2×)22 = −g2(x2
1 + x2

3)

(G[x]2×)33 = g3([x]2×)33 = −g3(x2
1 + x2

2)

Logo

tr(G[x]2×) = −g1(x2
2 + x2

3) − g2(x2
1 + x2

3) − g3(x2
1 + x2

2) =

= −(g1 + g2)x2
3 − (g2 + g3)x2

1 − (g3 + g1)x2
2

=⇒ tr(G[x]2×) = −
︁

︂
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k

︁

︁ (A.36)
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onde C = ¶(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)♢. Finalmente

Φ = −1
2

︂

︂

︂

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2

︁

︁−
︁

︂
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k

︁

︁

︁

︁

⎫

︂

︂

=⇒ Φ =
1 − cos ♣♣x♣♣

2♣♣x♣♣2
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k (A.37)

Busca-se expressar os limites de Φ em termos de ♣♣eR♣♣2. Assim, usando A.7 e

substituindo RT
d R por R̃

♣♣eR♣♣2 = ⟨eR, eR⟩ = −1
2

tr([eR]×[eR]×) =
1
2

tr([eR]×[eR]T×) =

=
1
2

tr
︃1
4

(GR̃ − R̃
T
G)(R̃

T
G − GR̃)

︃

(A.38)

O cálculo do termo acima pode ser simpliĄcado com aplicação das propriedades do

traço, no entanto essa análise se mostrou extensa. Seguindo o mesmo procedimento de

(LEE, 2011), usou-se o Symbolic Math Toolbox (MathWorks, 2021) do MATLAB, onde

expressou-se R̃ como

R̃ = I3 + a[x]× + b[x]2×

declarando primeiro um vetor x e usando a função skew do Spatial Math Toolbox (CORKE,

2023). Os termos a e b foram declarados como variáveis simbólicas e representam

a =
sin ♣♣x♣♣

♣♣x♣♣ e b =
1 − cos ♣♣x♣♣

♣♣x♣♣2

O script produzido segue abaixo

syms x [3 1]

syms a b

syms g [3 1]

X = skew(x);

G = diag(g);

R = eye(3) + a*X + b*X^2;

eR_skew = 1/2*(G*R - transpose(R)*G);

eR_norm = simplify(collect(...

1/2*trace(eR_skew*transpose(eR_skew)),{’a’,’b’}...

));

coefficients = coeffs(eR_norm,{’a’,’b’});
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a_coeff = coefficients(1)

b_coeff = coefficients(2)

A saída desse script resultou em

eR_norm =

((x1^2*(g2 + g3)^2)/4 + (x2^2*(g1 + g3)^2)/4 + (x3^2*(g1 + g2)^2)/4)*a^2 +

((x1^2*x2^2*(g1 - g2)^2)/4 + (x1^2*x3^2*(g1 - g3)^2)/4 +

(x2^2*x3^2*(g2 - g3)^2)/4)*b^2

a_coeff =

(x1^2*x2^2*(g1 - g2)^2)/4 + (x1^2*x3^2*(g1 - g3)^2)/4

+ (x2^2*x3^2*(g2 - g3)^2)/4

b_coeff =

(x1^2*(g2 + g3)^2)/4 + (x2^2*(g1 + g3)^2)/4

+ (x3^2*(g1 + g2)^2)/4

Finalmente

♣♣eR♣♣2 =
sin2 ♣♣x♣♣
4♣♣x♣♣2

︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)2x2

k +
(1 − cos ♣♣x♣♣)2

4♣♣x♣♣4
︂

(i,j,k)∈C
(gi − gj)2x2

i x
2
j (A.39)

onde C = ¶(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)♢.

Calculando ♣♣eR♣♣2
Φ

♣♣eR♣♣2
Φ

=

︄

sin2 ♣♣x♣♣
4♣♣x♣♣2

︄︄

2♣♣x♣♣2
1 − cos ♣♣x♣♣

︄︄︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)2x2
k

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

+

+

︄

(1 − cos ♣♣x♣♣)2

4♣♣x♣♣4
︂︄

2♣♣x♣♣2
1 − cos ♣♣x♣♣

︄︄︁

(i,j,k)∈C(gi − gj)2x2
i x

2
j

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

(A.40)
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Fazendo sin2 ♣♣x♣♣ = 1 − cos2 ♣♣x♣♣ = (1 − cos ♣♣x♣♣)(1 + cos ♣♣x♣♣)
♣♣eR♣♣2

Φ
=

︄

(1 − cos ♣♣x♣♣)(1 + cos ♣♣x♣♣)
4♣♣x♣♣2

︂︄

2♣♣x♣♣2
1 − cos ♣♣x♣♣

︄︄︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)2x2
k

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

+

+

︄

(1 − cos ♣♣x♣♣)2

4♣♣x♣♣4
︂︄

2♣♣x♣♣2
1 − cos ♣♣x♣♣

︄︄︁

(i,j,k)∈C(gi − gj)2x2
i x

2
j

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

=⇒ ♣♣eR♣♣2
Φ

=
1 + cos ♣♣x♣♣

2

︄︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)2x2
k

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

+

+
1 − cos ♣♣x♣♣

2

︄︁

(i,j,k)∈C(gi − gj)2x2
i x

2
j/♣♣x♣♣2

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︄

(A.41)

É possível observar que, para x ̸= 0

♣♣eR♣♣2
Φ

≤ 1
2h1

(1 − cos ♣♣x♣♣)h2 +
1

2h1

(1 + cos ♣♣x♣♣)h3 ≤ h2 + h3

h1

(A.42)

onde

h1 = min¶g1 + g2, g2 + g3, g3 + g1♢
h2 = max¶(g1 − g2)2, (g2 − g3)2, (g3 − g1)2♢
h3 = max¶(g1 + g2)2, (g2 + g3)2, (g3 + g1)2♢

resultando no seguinte limite superior de Φ em termos de eR

Φ ≥
︄

h1

h2 + h3

︄

♣♣eR♣♣2 = b1♣♣eR♣♣2 (A.43)

Agora tomando Φ
♣♣eR♣♣2

Φ
♣♣eR♣♣2 =

1 − cos ♣♣x♣♣
2♣♣x♣♣2

︄

4♣♣x♣♣4
♣♣x♣♣2 sin2 ♣♣x♣♣β + (1 − cos ♣♣x♣♣)2γ

︂

α =

=
2α(1 − cos ♣♣x♣♣)

sin2 ♣♣x♣♣β + (1 − cos ♣♣x♣♣)2γ/♣♣x♣♣2 (A.44)

onde

α =
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k

β =
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)2x2

k

γ =
︂

(i,j,k)∈C
(gi − gj)2x2

i x
2
j

É possível observar que

Φ
♣♣eR♣♣2 ≤

︄

2(1 − cos ♣♣x♣♣)
sin ♣♣x♣♣2

︂︄

α

β

︄

=⇒ Φ
♣♣eR♣♣2 ≤

︄

2(1 − cos ♣♣x♣♣)
sin ♣♣x♣♣2

︂︄ ︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)2x2
k

︄
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Mais uma vez substituindo sin2 ♣♣x♣♣ por (1 − cos ♣♣x♣♣)(1 + cos ♣♣x♣♣):

Φ
♣♣eR♣♣2 ≤

︄

2
1 + cos ♣♣x♣♣

︄︄ ︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)x2
k

︁

(i,j,k)∈C(gi + gj)2x2
k

︄

≤
︄

2
1 + cos ♣♣x♣♣

︄

h4

h5

(A.45)

onde

h4 = max¶g1 + g2, g2 + g3, g3 + g1♢
h5 = min¶(g1 + g2)2, (g2 + g3)2, (g3 + g1)2♢

Seja φ uma constante estritamente menor que h1 tal que

Φ < φ < h1 (A.46)

.

Assim, olhando para A.37

h1 − φ < h1 − Φ ≤ h1 − 1 − cos ♣♣x♣♣
2

h1 =
h1

2
(1 + cos ♣♣x♣♣)

=⇒ 2
1 + cos ♣♣x♣♣ ≤ h1

h1 − φ

Assim

Φ
♣♣eR♣♣2 ≤

︄

2
1 + cos ♣♣x♣♣

︄

h4

h5

≤ h4h1

h5(h1 − φ)

=⇒ Φ ≤
︄

h4h1

h5(h1 − φ)

︄

♣♣eR♣♣2 = b2♣♣eR♣♣2 (A.47)

Com isso foram deĄnidas as fronteiras de Φ em função dos valores de G, da norma

do vetor erro de orientação eR e de uma constante φ que atenda ao critério A.46

b1♣♣eR♣♣2 ≤ Φ ≤ b2♣♣eR♣♣2 (A.48)

onde

b1 =
h1

h2 + h3

e b2 =
h4h1

h5(h1 − φ)
(A.49)

h1 = min¶g1 + g2, g2 + g3, g3 + g1♢
h2 = max¶(g1 − g2)2, (g2 − g3)2, (g3 − g1)2♢
h3 = max¶(g1 + g2)2, (g2 + g3)2, (g3 + g1)2♢
h4 = max¶g1 + g2, g2 + g3, g3 + g1♢
h5 = min¶(g1 + g2)2, (g2 + g3)2, (g3 + g1)2♢ (A.50)
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Faz-se necessário agora avaliar as fronteiras de E(R, Rd) = 1
2
(tr(RT RdG)I3 −

RT RdG) para analisar os limites de V̇ . Considerando a norma de Frobenius

♣♣E(R, Rd)♣♣2F = tr(ET E) = tr
︃1

4
tr(R̃

T
G)I3 − R̃

T
G
︃︃1

4
tr(R̃

T
G)I3 − R̃

T
G
︃T

=⇒ ♣♣E(R, Rd)♣♣2F =
1
4

tr(R̃
T
G)2 + tr(G2) (A.51)

Usando mais uma vez a fórmula de Rodrigues, expande-se o termo tr(R̃
T
G)

tr(R̃
T
G) = tr

︄︄

I3 − sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ [x]× +

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2 [x]2×

︄

G

︂

=

= tr(G) − sin ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣ tr(G[x]×) +

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2 tr(G[x]2×)

Como já mencionado, tr(G[x]×) = 0 e

tr(G[x]2×) = −
︁

︂
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k

︁

︁

portanto

tr(R̃
T
G) =

3︂

i=1

gi +

︄

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2

︄︁

︂−
︂

(i,j,k)∈C
(gi + gj)x2

k

︁

︁ =

= g1 + g2 + g3 −
︄

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2

︄

[(g1 + g2)x2
3 + (g2 + g3)x2

1 + (g3 + g1)x2
2] =

= g1 + g2 + g3 −
︄

1 − cos ♣♣x♣♣
♣♣x♣♣2

︄

[g1(x2
2 + x2

3) + g2(x2
3 + x2

1) + g3(x2
1 + x2

2)] =

= g1

︄

1 − x2
2 + x2

3

♣♣x♣♣2
︄

+ g2

︄

1 − x2
3 + x2

1

♣♣x♣♣

︄

+ g3

︄

1 − x2
1 + x2

2

♣♣x♣♣

︄

+

+ cos ♣♣x♣♣
︄

g1

︄

x2
2 + x2

3

♣♣x♣♣2
︄

+ g2

︄

x2
3 + x2

1

♣♣x♣♣2
︄

+ g3

︄

x2
1 + x2

2

♣♣x♣♣2
︄︂

♣♣x♣♣2 = x2
1 + x2

2 + x2
3, o que signiĄca que

1 − x2
i + x2

j

♣♣x♣♣2 =
♣♣x♣♣2 − x2

i − x2
j

♣♣x♣♣2 =
x2

k

♣♣x♣♣2

e

x2
i + x2

j

♣♣x♣♣2 =
♣♣x♣♣2 − x2

k

♣♣x♣♣2 = 1 − x2
k

♣♣x♣♣2

Dessa forma

tr(R̃
T
G) = g1

︄

x2
1

♣♣x♣♣2
︄

+ g2

︄

x2
2

♣♣x♣♣2
︄

+ g3

︄

x2
3

♣♣x♣♣2
︄

+

+ cos ♣♣x♣♣
︄

g1

︄

1 − x2
1

♣♣x♣♣2
︄

+ g2

︄

1 − x2
2

♣♣x♣♣2
︄

+ g3

︄

1 − x2
3

♣♣x♣♣2
︄︂

=⇒ tr(R̃
T
G) =

3︂

i=1

gi

︄

x2
i

♣♣x♣♣2
︄

+ cos ♣♣x♣♣
3︂

i=1

gi

︄

1 − x2
i

♣♣x♣♣2
︄

(A.52)
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Como 0 ≤ x2
i /♣♣x♣♣2 ≤ 1,

tr(R̃
T
G) ≤

3︂

i=1

gi = tr(G)

de forma que

♣♣E(R, Rd)♣♣2F ≤ 1
4

(tr(G2) + tr(G)2) ≤ 1
2

tr(G)2

logo

♣♣E(R, Rd)♣♣F ≤ 1√
2

tr(G)

Como ♣♣E(R, Rd)♣♣ ≤ ♣♣E(R, Rd)♣♣F (TAYLOR, 2010)

♣♣E(R, Rd)♣♣ ≤ 1√
2

tr(G) (A.53)

De posse de A.48 e A.53, faz-se a análise de A.31 segundo as fórmulas A.32 e A.33,

à começar por V .

Sejam λm e λM o menor e o maior autovalor de J , respectivamente (obtidos de

uma estimativa prévia da inércia). Pela desigualdade de Rayleigh

λm ≤ ⟨eω, Jeω⟩
♣♣eω♣♣2 ≤ λM

λm♣♣eω♣♣2 ≤ ♣♣eω♣♣♣♣Jeω♣♣ cos θ ≤ λM ♣♣eω♣♣2

Assumindo que a distribuição de massa do drone seja aproximadamente simétrica

em torno dos eixos do referencial ¶B♢, cuja a origem está no centro de massa e cujo os

planos deĄnidos pelos eixos sempre dividem o drone em partes simétricas e equilibradas,

podemos considerar que J desvia a direção eω em um ângulo θ ≈ 0. Essas consideradões

não estão distantes da realidade, uma vez que é comum da construção dos quadrotores a

distribuição simétrica do peso no plano xy do referencial do corpo, que costumeiramente é

centrado na IMU, instalada o mais próximo do centro de massa possível. Esse também

é o caso do Parrot Mambo, cuja a matriz de inércia indicada pelo pacote (MathWorks,

2023) é simétrica, mais especiĄcamente diagonal, com valores de inércia principal muito

próximos. Portanto, considerando θ ≈ 0 =⇒ cos θ ≈ 1

λm♣♣eω♣♣2 ≤ ♣♣eω♣♣♣♣Jeω♣♣ ≤ λM ♣♣eω♣♣2

λm♣♣eω♣♣ ≤ ♣♣Jeω♣♣ ≤ λM ♣♣eω♣♣

Aplicando esses resultados à análise de V

V ≥ b1kR♣♣eR♣♣2 +
1
2

λm♣♣eω♣♣2 + cλM ♣♣eR♣♣♣♣eω♣♣ +
1

2kJ

♣♣J̃ ♣♣F

=⇒ V ≥ zT W11z (A.54)
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onde z = [♣♣eR♣♣, ♣♣eω♣♣, ♣♣J̃ ♣♣F ]T e

W11 =

︁

︁
︁
︁
︁

b1kR
1
2
cλM 0

1
2
cλM

1
2
λm 0

0 0 1
2kJ

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(A.55)

Assim, V é positiva uma vez que os autovalores de W11 também o sejam. Aqui

fez-se o uso de (MathWorks, 2021) mais uma vez

syms b1 c kJ kR lM lm

W1 = [b1*kR,c*lM/2,0;c*lM/2,lm/2,0;0,0,1/(2*kJ)];

W1eig = simplify(eig(W1));

eq = [W1eig(3) == 0];

C = solve(eq,[c])

Cuja a saída resultou em

C =

(2^(1/2)*(b1*kR*lm)^(1/2))/lM

Avaliando as expressões que determinam os autovalores de W11, chegou-se a

c <

︄

2b1kRλm

λ2
M

(A.56)

que é o critério para o qual zT W1z é positiva e, consequentemente, V também o é. Também

é possível estabelecer um limite superior para V , o que é particularmente útil na sintonia

do controlador

V ≤ b2kR♣♣eR♣♣2 +
1
2

λM ♣♣eω♣♣2 + cλM ♣♣eR♣♣♣♣eω♣♣ +
1

2kJ

♣♣J̃ ♣♣F

=⇒ V ≤ zT W12z (A.57)

onde

W12 =

︁

︁
︁
︁
︁

b2kR
1
2
cλM 0

1
2
cλM

1
2
λM 0

0 0 1
2kJ

︁

⎥
⎥
⎥
︁

(A.58)

Desse segundo resultado é possível estipular uma dinâmica desejada para as normas

♣♣eω♣♣, ♣♣eR♣♣ e ♣♣J̃ ♣♣ à partir de W12 e considerá-la como o pior caso dadas as escolhas dos

ganhos.
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Agora resta analisar V̇ , buscando determinar que valores garantem que ela seja

negativa.

V̇ ≤ −kω♣♣eω♣♣2 − ckR♣♣eR♣♣2 + cλM ♣♣E(RRd)♣♣♣♣eω♣♣2 + ckω♣♣eω♣♣♣♣eR♣♣

=⇒ V̇ ≤ −
︄

kω − c√
2

λMtr(G)

︄

♣♣eω♣♣2 − ckω♣♣eR♣♣2 + ckω♣♣eω♣♣♣♣eR♣♣

=⇒ V̇ ≤ −χT W2χ (A.59)

onde agora χ = [♣♣eR♣♣♣♣eω♣♣]T e

W2 =

︁

︁
ckR − ckω

2

− ckω

2
kω − c√

2
λMtr(G)

︁

︁ (A.60)

Como do caso para V , quando os autovalores de W2 são positivos, −χT W2χ é

negativa e, por consequência V̇ também o é. Usando (MathWorks, 2021), foi possível

chegar na seguinte condição

c <

√
2kω

λMtr(G)

c <
4kRkω

k2
ω + 1√

2
kRλMtr(G)

(A.61)

Compondo os resultados A.56 e A.61

c < min

︂

︂

︂

︄

2b1kRλm

λ2
M

,

√
2kω

λMtr(G)
,

4kRkω

k2
ω + 1√

2
kRλMtr(G)

⎫

︂

︂
(A.62)

Até o momento inferiu-se sobre a estabilidade do sistema desconsiderando as

singularidades da solução. A prova da estabilidade assintótica global demanda maior rigor

e um conhecimento profundo de controle geométrico. Feitas essas considerações, o controle

desenvolvido tem estabilidade local garantida para erros angulares suĄcientemente distantes

das singularidades que aparecem em ♣♣x♣♣ = kπ. Boas estimativas iniciais de orientação e

de inércia favorecem a estabilidade e, como mostrado nas simulações, impossibilitam que

a ação de controle per si leve o sistema às singularidades.
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