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Resumo

Este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) aborda o desenvolvimento de estratégias de
controle para sistemas mecanicos nao-lineares subatuados utilizando a mecénica lagrangi-
ana. Sistemas subatuados, caracterizados por possuirem menos atuadores do que graus
de liberdade, apresentam desafios significativos devido as suas dinamicas complexas e
nao-lineares. Este trabalho foca na modelagem do sistema dindmico cart-pole, na implemen-
tacao de controladores com objetivo de estabilizacao baseados em lagrangianos controlados
e na técnica de feedback linearization, além da andlise da estabilidade utilizando o método
de Lyapunov. Os resultados do controladores foram demonstrados por meio de simulagées,
realizados com os softwares MATLAB e Simulink, em que foram alcangados os objetivos
de controle e foi mostrada a eficicia das estratégias de controle propostas, garantindo a
estabilidade desejada. Este estudo contribui para o desenvolvimento de métodos de controle

mais robustos e eficazes, aplicaveis em diversos contextos tecnologicos e industriais.

Palavras-chave:Sistemas subatuados, Mecanica Lagrangiana, Controle nao-linear, Feed-

back Linearization, Anélise de Lyapunov, Lagrangianos Controlados.



Abstract

This document addresses the development of control strategies for underactuated nonlinear
mechanical systems using Lagrangian mechanics. Underactuated systems, characterized
by having fewer actuators than degrees of freedom, present significant challenges due
to their complex and nonlinear dynamics. This work focuses on the modeling of the
cart-pole dynamic system, the implementation of controllers aimed at stabilization based
on controlled Lagrangians and the feedback linearization technique, as well as the stability
analysis using the Lyapunov method. The results of the controllers were demonstrated
through simulations carried out with MATLAB and Simulink software, where the control
objectives were achieved, and the effectiveness of the proposed control strategies was
shown, ensuring the desired stability. This study contributes to the development of more
robust and effective control methods, applicable in various technological and industrial

contexts.

Keywords: Underactuated systems, Lagrangian Mechanics, Nonlinear Control, Feedback

Linearization, Lyapunov Analysis, Controlled Lagrangians.
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1 Introducao

Os sistemas mecanicos subatuados sao prevalentes em uma vasta gama de apli-
cacoes, desde aeroespaciais até sistemas roboticos avangados. Caracterizados por terem
menos entradas de controle do que graus de liberdade, esses sistemas apresentam desafios
significativos devido a complexidade das dinamicas que os regem. Essa complexidade é
exacerbada pela natureza nao linear das equagoes de movimento, que descrevem como os

estados do sistema evoluem ao longo do tempo.

A mecénica lagrangiana oferece uma abordagem elegante para modelar esses siste-
mas dindmicos complexos. Utilizando o principio da minima agdo, a mecanica lagrangiana
formula as equagoes de movimento de sistemas mecanicos através da funcao Lagrangiana,
que é definida como a diferenca entre a energia cinética e a energia potencial do sistema.
Este formalismo nao apenas simplifica a representacao dos sistemas dindmicos, mas tam-
bém proporciona uma plataforma unificada para a introducgao de restrigoes e forcas de

controle.

No contexto de sistemas subatuados, a formulagao lagrangiana se torna particu-
larmente 1til, pois permite a incorporacao direta de restricoes e a andlise detalhada das
propriedades do sistema, como conservacao de energia e simetrias. A mecanica lagrangiana
facilita a aplicagdo de métodos de controle avancados que podem lidar com as nao lineari-
dades intrinsecas e as restrigoes dos sistemas, abordando problemas como estabilizacao e

rastreamento de trajetorias.

O controle lagrangiano em sistemas subatuados explora a estrutura das equagoes
de Lagrange para desenvolver estratégias de controle que garantam a estabilidade e a
eficdcia operacional. Utilizando técnicas como feedback linearization e controle baseado em
lagrangianos controlados, é possivel projetar controladores que nao apenas estabilizam o
sistema em torno de pontos de equilibrio, mas também permitem o rastreamento preciso

de trajetorias desejadas.

Este trabalho se dedica a exploracao do controle de sistemas mecanicos subatuados
empregando o formalismo lagrangiano. Ao analisar as propriedades dindmicas e o potencial
de técnicas de controle baseadas na mecanica lagrangiana, o objetivo é desenvolver métodos
de controle mais robustos e eficazes, aplicdveis em diversos contextos tecnolégicos e
industriais. A importancia deste estudo é ressaltada pela necessidade de controle preciso

em aplicagoes onde falhas podem resultar em consequéncias severas.
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1.1 Objetivos

Desenvolver e analisar estratégias de controle avancadas para o sistema dindmico
subatuado cart-pole utilizando o formalismo da mecéanica lagrangiana, visando melhorar a

precisao e a eficacia do controle em cenarios com dindmicas complexas.

1.1.1 Objetivos Especificos

e Modelar a dinamica do sistema cart-pole utilizando a mecéanica lagrangiana.

o Utilizar o método de Lyapunov para verificar e garantir a estabilidade dos estados

de equilibrio do cart-pole.
o Implementar e analisar a técnica de lagrangianos controlados para o sistema.

o Aplicar a técnica de feedback linearization para desenvolver um controlador que

cancele as nao-linearidades do modelo do cart-pole.

1.2 Metodologias

A metodologia deste trabalho iniciou-se com uma extensiva revisao bibliografica,
focada em compilar e analisar literaturas relevantes que discutem a mecanica lagrangiana,
métodos de estabilizagao de sistemas dinamicos e técnicas avancadas de controle. Esse
levantamento tedrico foi fundamental para estabelecer uma sélida base de conhecimento so-
bre os principais conceitos, técnicas e desafios associados ao controle de sistemas dinamicos

subatuados, como o sistema cart-pole.

Posteriormente, utilizou-se a mecénica lagrangiana para formular as equacgoes
dindmicas que descrevem o sistema cart-pole. Essa abordagem permitiu uma representacao
precisa das forcas e movimentos envolvidos, facilitando a analise subsequente de estabilidade
e controle. A estabilidade do sistema foi entao estudada utilizando o método de Lyapunov,
onde se analisou a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema. Essa analise foi crucial
para identificar e validar os pontos onde o sistema pode ser considerado estavel e, portanto,

adequado para a aplicacao de estratégias de controle.

As simulagoes do sistema foram realizadas utilizando os softwares MATLAB e
Simulink, o que permitiu uma visualizacao detalhada do comportamento do sistema sob
diferentes condi¢oes e configuracoes de controle. Essas simulagdes ajudaram a validar as

equagoes dinamicas desenvolvidas e a verificar a eficacia das técnicas de controle propostas.

Para a estabilizagao do sistema, desenvolveu-se inicialmente um controlador base-
ado na técnica dos Lagrangianos Controlados. Este controlador aproveita modifica¢oes

estruturadas da funcdo Lagrangiana para induzir estabilidade desejada, utilizando as
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equagoes de Euler-Lagrange modificadas para formar o sistema em laco fechado. Em
seguida, foi implementado um controlador baseado em feedback linearization, que lineariza
o sistema nao linear em torno de um ponto de operagao desejado, permitindo o uso de

técnicas de controle linear para estabilizacao.

Finalmente, todas as técnicas de controle foram novamente testadas e validadas
através de simulagoes no MATLAB e Simulink, garantindo que o comportamento do sistema
estivesse em conformidade com os objetivos de desempenho e estabilidade estabelecidos
inicialmente. Este conjunto de atividades metodolégicas proporcionou uma compreensao
abrangente sobre a aplicagdo de diferentes estratégias de controle no sistema cart-pole,

além de demonstrar a eficacia de cada abordagem mediante cenarios variados de simulagao.

1.3 Estrutura do relatério

O primeiro capitulo é a Introducéo, onde sdo apresentados os objetivos gerais e
especificos do trabalho, assim como a metodologia adotada para atingir esses objetivos.
Em seguida, é detalhada a estrutura do relatério, fornecendo uma visao geral de como o

conteudo estd organizado.

O segundo capitulo, Fundamentacao Tedrica, aborda os conceitos essenciais que
embasam o desenvolvimento do trabalho. Este capitulo comeca com uma explicagao sobre
sistemas subatuados, discutindo seus desafios e métodos de controle. Depois, é apresentada
a Mecanica Lagrangiana, que ¢é crucial para a formulagdo das equagdes de movimento dos
sistemas dindmicos estudados. A seguir, sao discutidos os vetores de posigao e velocidade,
a energia cinética e potencial, e as equacoes de Euler-Lagrange. Por fim, a teoria da

estabilidade de Lyapunov é introduzida, sendo aplicada ao sistema cart-pole.

O terceiro capitulo trata do Projeto e Simulacao dos Controladores. Inicialmente,
sao descritos os controladores baseados em Lagrangianos Controlados, que utilizam modi-
ficagoes estruturadas da funcao Lagrangiana para garantir a estabilidade desejada. Depois,
¢é apresentada a técnica de Feedback Linearization, que cancela as linearidades do sistema,
fazendo o mesmo se comportar como um sistema linear. Sado detalhados os conceitos, proce-
dimentos, aplicagoes e limitagoes de cada técnica. Os resultados das simulagoes, realizadas
com MATLAB e Simulink, sdo apresentados para ilustrar a eficicia dos controladores

desenvolvidos.

Finalmente, o quarto capitulo apresenta a Conclusao do trabalho, onde sao re-
sumidos os principais achados e contribuicoes do estudo, destacando a importancia das

estratégias de controle desenvolvidas para sistemas subatuados.
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2 Fundamentacao teorica

Neste capitulo, serdo abordados os conceitos fundamentais que formam a base
tedrica necessaria para o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, serao apresentados
os sistemas subatuados, que sao caracterizados por terem menos atuadores do que graus de
liberdade. Discutiremos os desafios associados ao controle e estabilizacao desses sistemas,
bem como a aplicagdo do método de Lyapunov direto para solucionar esses desafios, dando
prosseguimento, serd abordada a Mecanica Lagrangiana, que é essencial para a formulacao
das equagoes de movimento do sistema dindmico estudado. A Mecanica Lagrangiana
proporciona um método poderoso para modelar sistemas fisicos, permitindo uma descrigao
eficaz da dindmica através da funcao Lagrangiana, que compreende a diferenca entre

energia cinética e potencial do sistema.

Apods a discussao sobre a mecanica lagrangiana, o foco se voltara para o sistema
cart-pole, um exemplo classico de sistema dinamico subatuado. Serao detalhadas as ca-
racteristicas especificas do cart-pole, incluindo sua configuracao e as principais forcas que
influenciam seu movimento, estabelecendo assim uma conexao direta com os principios da

mecanica lagrangiana discutidos anteriormente.

Em seguida, a teoria da estabilidade de Lyapunov sera introduzida. Este conceito é
fundamental para entender como a estabilidade do sistema pode ser assegurada. Através
do método de Lyapunov, é possivel determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio
do sistema, fornecendo uma ferramenta valiosa para a andlise de estabilidade antes da

implementagao de qualquer estratégia de controle.

Por fim, serdo exploradas as diferentes estratégias de controle que podem ser
aplicadas ao sistema cart-pole. Isso inclui técnicas como Lagrangianos controlados e
feedback linearization, cada uma oferecendo métodos distintos para enfrentar o desafio de
estabilizar e controlar sistemas dindmicos complexos. Estas estratégias serao brevemente
descritas para introduzir os métodos que serdo desenvolvidos e aplicados nas segoes

subsequentes deste trabalho.

2.1 Sistemas subatuados

Nos estudos de controle, um sistema subatuado é caracterizado pela presenca
de menos atuadores do que graus de liberdade que necessitam ser controlados. Esta
caracteristica impoe desafios especificos, pois o sistema nao dispoe de atuadores suficientes
para manipular diretamente todos os graus de liberdade, exigindo a adocao de estratégias
de controle mais complexas e sofisticadas (TEDRAKE, 2024).
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2.1.1 Descricao Fisica dos Sistemas Subatuados

Fisicamente, sistemas subatuados sdo encontrados em diversas aplicagoes tecnold-
gicas e industriais, tais como robdtica, veiculos subaquaticos e aeronaves. Esses sistemas
possuem uma dindmica intrinsecamente complexa devido a insuficiéncia de atuadores,
o que significa que nao é possivel exercer forcas ou momentos diretamente em todas as
diregoes e eixos necessarios (SPONG, 2005).

Por exemplo, um veiculo subaquético equipado com trés atuadores de propulsao, mas
que precisa controlar seis graus de liberdade, correspondendo a movimentos translacionais
e rotacionais. A limitacdo no nimero de atuadores implica que a movimentacdo e a
estabilizagdo do veiculo devem ser realizadas por meio de agoes indiretas, combinando
os esforgos dos atuadores disponiveis para gerar os movimentos desejados nos graus de
liberdade nao diretamente controlados (REYHANOGLU et al., 1996).

2.1.2 Descricdo Matemética dos Sistemas Subatuados

A modelagem matematica de um sistema subatuado envolve a descricao das
equagoes dinamicas que governam o comportamento do sistema. Tipicamente, estas
equacoes sao representadas por um conjunto de equacoes diferenciais que relacionam as
forcas e momentos aplicados aos movimentos resultantes. Para um sistema subatuado

genérico, as equagoes da dinamica podem ser expressas da seguinte forma:

M(q)g + C(q,q)q + G(q) = Bu, (2.1)

onde:

e q € R" é o vetor de coordenadas generalizadas que representam os graus de liberdade

do sistema.

o M(q) € R™™ é a matriz de inércia, que pode variar com as coordenadas generaliza-

das.
« C(q,q) € R™" é a matriz que representa as forgas de Coriolis e centripetas.
« G(q) € R" é o vetor das forgas gravitacionais.

« B € R™*"™ ¢ a matriz de entrada que mapeia as for¢cas e momentos gerados pelos m

atuadores aos n graus de liberdade do sistema.

e u € R™ é o vetor de entradas, representando as forgas e momentos aplicados pelos

atuadores.
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Em um sistema subatuado, a matriz B ndo é quadrada, possuindo mais linhas
do que colunas, refletindo a insuficiéncia de atuadores para controlar todos os graus de
liberdade de maneira independente (PATENAUDE, 2008).

2.2 Mecanica Lagrangiana

Na formulacao lagrangiana, a dinamica de sistemas com restri¢goes ¢é tratada de
maneira elegante e eficaz. Joseph-Louis Lagrange identificou que, para descrever a dinamica
de tais sistemas, nao sao necessarias as forcas de vinculo diretamente. Em vez disso, pode-se
representar o sistema através de coordenadas e velocidades generalizadas que definem o
espaco de configuracoes. As coordenadas generalizadas ¢; representam todas as variaveis
necessarias para descrever a posicao de cada componente do sistema, enquanto as veloci-
dades generalizadas ¢, descrevem as variagoes temporais dessas posi¢oes(GOLDSTEIN;
POOLE; SAFKO, 2002).

A dimensao do espaco de configuracoes, que reflete o nimero de graus de liberdade
do sistema, é influenciada pela quantidade de corpos no sistema N e pelo niimero de
vinculos p que restringem o movimento dos corpos. A relagao entre esses elementos é
expressa pela equacao n = 3N — p, onde n é o nimero de coordenadas generalizadas ou
graus de liberdade (TAYLOR, 2005).

Os vinculos aplicados aos sistemas podem ser classificados como holonémicos ou
nao-holonémicos. Vinculos holonomicos sao aqueles que podem ser expressos como equagoes
explicitas que relacionam as coordenadas generalizadas e o tempo, restringindo o espaco de
configuracao do sistema de maneira previsivel. Por outro lado, os vinculos nao-holonémicos
incluem restrigoes que nao podem ser expressas apenas em termos de coordenadas genera-
lizadas e seus derivados em relagdo ao tempo, frequentemente envolvendo interagbes mais
complexas entre as velocidades das partes do sistema (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO,
2002).

A mecanica Lagrangiana aborda ambos os tipos de vinculos através da incorporacao
de multiplicadores de Lagrange, permitindo a anélise detalhada de sistemas mecanicos
sob diversas restricoes sem a necessidade de modelar explicitamente as forcas de vinculo.
Este tratamento dos vinculos, tanto holondémicos quanto nao-holonémicos, destaca a
flexibilidade e a profundidade do formalismo lagrangiano, facilitando a analise de uma

ampla variedade de sistemas mecanicos complexos.

2.2.1 O Lagrangiano e as equacoes de Euler-Lagrange

A mecéanica Lagrangiana, estabelecida por Joseph Louis Lagrange, oferece uma
formulacgao rigorosa e abrangente para analise de sistemas dindmicos, especialmente aqueles

que envolvem restri¢des ou configuragdes complexas. Central para este formalismo é o
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Lagrangiano £, definido como a diferenca entre a energia cinética T' e a energia potencial

U do sistema:

L=T-U. (2.2)

O principio fundamental da mecanica Lagrangiana é o principio da minima acao
ou principio de Hamilton, que afirma que a trajetoria real seguida por um sistema entre
dois pontos é aquela que minimiza a agao S, dada pelo integral do Lagrangiano em relagao

ao tempo:

S:/Eﬁ. (2.3)

O sistema evolui de forma a tornar a variacao dessa acao 05 igual a zero, o que

leva as equagoes de Euler-Lagrange:

d (oL oL
Bl — =0. 4

Estas equacoes sao aplicaveis independentemente das coordenadas escolhidas e
sao particularmente tteis para lidar com sistemas que incluem restri¢des, permitindo que
sejam tratadas eficazmente sem a necessidade de calcular explicitamente as forcas de
restricao(TAYLOR, 2005).

Quando forgas nao-conservativas estao presentes, elas nao podem ser derivadas
de um potencial da maneira que as forcas conservativas podem. No entanto, as equacoes
de Euler-Lagrange podem ser modificadas para incluir tais forcas. Se (); representa as
forcas generalizadas nao-conservativas atuando no sistema, as equagoes de Euler-Lagrange

modificadas tornam-se:

d (0L oL
— =] - = Q;. (2.5)
dt \ 9¢, 0

Essas forcas ); podem incluir componentes como atrito ou outras influéncias

externas que dissipam energia e, portanto, nao derivam diretamente de um potencial

conservativo.

Esta formulacao permite a analise de uma variedade de sistemas dindmicos, in-
cluindo aqueles em que as interagoes nao-conservativas desempenham um papel signi-
ficativo. A flexibilidade e a aplicabilidade das equagoes de Euler-Lagrange, juntamente
com a estrutura elegante do Lagrangiano, fazem da mecéanica Lagrangiana uma ferra-
menta fundamental no estudo avangado de sistemas mecanicos tanto na fisica quanto na

engenharia.
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2.3 Obtencao das equacdes de movimento do sistema a partir da

Mecanica Lagrangiana

O sistema cart-pole, também conhecido como o problema do péndulo invertido, é
um paradigma fundamental no estudo de controle dindmico e sistemas de aprendizagem
automatica. Frequentemente utilizado em testes de algoritmos de controle e aprendizado
por reforco, este sistema é composto por dois componentes principais, o carro e o péndulo
invertido, como mostrado na figura 1, em que estao indicados as referéncias de posicao do
carro e do péndulo, bem como o comprimento da haste, o angulo do péndulo com o eixo

vertical do carro e a forga de atuacao que é aplicada ao carro.

Figura 1 — Diagrama de corpo livre do sistema.

_)
\ Tpy

u A

oHo NN

Fonte: Autoria propria.

1. Carrinho (Cart): Uma plataforma que desliza horizontalmente ao longo de um
trilho linear. Capaz de mover-se para a esquerda ou para a direita, o carrinho é

impulsionado por uma forga aplicada externamente.

2. Péndulo (Pole): Um péndulo montado no topo do carrinho que pode oscilar
livremente para frente e para tras. O péndulo é geralmente modelado como uma
barra rigida com uma massa na extremidade, e o desafio é manté-lo na posicao

vertical.
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Objetivo do Sistema

O desafio proposto do sistema cart-pole é desenvolver uma estratégia de controle
que mantenha o péndulo equilibrado na vertical enquanto o carrinho se move ao longo dos
trilhos. Isso envolve a aplicagdo precisa de forcas ao carrinho, ajustadas continuamente

com base nas posicoes e velocidades do carrinho e do péndulo.

As varidveis m., m,, e [ representam os seguintes componentes fisicos no sistema

cart-pole:

e m.: Massa do carrinho. Refere-se a massa total do carrinho que se move ao longo
dos trilhos.

e m,: Massa do péndulo. Indica a massa concentrada na extremidade da haste do

péndulo. A massa da haste é negligenciada.

e [: Comprimento da haste do péndulo. Mede a distancia do ponto de pivo do péndulo

até sua massa concentrada.

2.3.1 Vetores de Posicao e Velocidade

Os vetores de posigao e velocidade para o carro e o péndulo sao definidos como:

+« Carro:

— Vetor de posicao: Te = (z,0);

— Vetor de velocidade: 7, = (%,0)

o« Péndulo:

— Vetor de posicao: ﬁ = (z + lsin(¢p), =l cos(¢));
— Vetor de velocidade: ﬁ = (& + I cos(¢), —lpsin(¢))

A descricao da dindmica do sistema cart-pole envolve uma anélise das equacoes
de movimento derivadas do Lagrangiano, que é formulado com base na energia cinética e
potencial do sistema. A seguir é feita a dedugao das equagoes de movimento a partir do

formalismo Lagrangiano.
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2.3.2 Energia Cinética e Potencial

A energia cinética T' do sistema cart-pole, levando em conta a contribuicao tanto

do carrinho quanto do péndulo, é dada por

1
T =

== (mpl?6” + 2myldi cos() + (me + m,)i%) . (2.6)

~ . . "2 . e s .
Esta expressao inclui o termo mpl2¢ , que representa a energia cinética rotacional
do péndulo; 2m,l¢z cos(¢), um termo que expressa a energia cinética devido ao movimento
interativo entre o carrinho e o péndulo; e (m. + m,)%?*, que descreve a energia cinética

translacional do carrinho e do péndulo.

A energia potencial V' associada ao péndulo é expressa como:

U = mygl cos(o). (2.7)
Este termo reflete a altura do centro de massa do péndulo em relagao ao ponto
mais baixo possivel, que ocorre quando ¢ = 7.

O Lagrangiano £ do sistema é a diferenca entre a energia cinética e a energia

potencial, conforme descrito pela seguinte equacao:

L=T-U= (Tnplggb2 + 2myléi cos(¢) + (M, + mp)iQ) —mpglcos(p)  (2.8)

N | —

2.3.3 Equacoes de Euler-Lagrange

Para deduzir as equagoes de movimento, aplica-se as equagoes de Euler-Lagrange

para cada coordenada generalizada, x e ¢.

1. Equacdo de Euler-Lagrange para x

d (0L oL
—|=—|—-=—=F (2.9)
dt \ Ot ox

onde F representa forgas externas ou de controle aplicadas ao carrinho, desconside-
rando as forcas de atrito (b = 0) e dissipativas, entdo a forga que é exercida no carrinho

devera se chamar w.

2. Equacao de Euler-Lagrange para ¢

d (OL\ 0L
o ((%> ~ 95 =0 (2.10)
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Calculando as derivadas parciais e temporais, derivamos as equagoes de movimento

especificas para o cart-pole:

Para a posicao r do carrinho:

(e +myp)i 4+ myle cos(¢) — mpl¢52 sin(¢) = u (2.11)

Para o dngulo ¢ do péndulo:

myl2¢ + myli cos(¢p) — mygl sin(¢) = 0 (2.12)

A descri¢ao da dindmica do sistema cart-pole envolve uma anélise das equagdes de
movimento derivadas do Lagrangiano, formuladas na representacao matricial utilizando o
vetor de estados. Esta abordagem facilita a andlise e aplicagdo de estratégias de controle

a0 sistema.

Definicao do Vetor de Estados

O vetor de estados z é definido como:

X Z1

2 |7 = |2 (2.13)
b zZ3
Cb 24

onde:

e z (ou z1) é a posicao do carrinho.
e ¢ (ou z3) é o angulo do péndulo em relagao a vertical.
e & (ou z3) é a velocidade do carrinho.

e ¢ (ou z4) é a velocidade angular do péndulo.

Equacdes Diferenciais na Forma Matricial

A forma vetorial das equacoes diferenciais, z, descreve como os estados do sistema
evoluem com o tempo. O sistema nao linear tem a forma z(t) = f(z(¢)) + g(=(¢)) - u(t). O

vetor de estados ¢ dado por:
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7 i
7= 2:2 = ‘b. o, (2.14)
z3 f3($7¢ax7¢7u)

24 f4(l’, ¢7j:7§‘b7u)

onde f3 e f4 sdo as fungoes que calculam as aceleracgoes & e ¢, respectivamente.

Expressoes especificas para as aceleracoes

Realizando manipulagoes algébricas nas equacoes 2.11 e 2.12, para isolar as varidveis

I e ¢, as expressoes para as aceleragoes sao detalhadas a seguir:

1, SI2(0) + m, {mpl sin(¢)(b2 — myg sin(¢) cos(¢) + u] (2.15)

1
L(m,, sin®(¢) + m,)

[(me + my)g sin() — mylsin(@) cos(9)d” — cos(6)u]
(2.16)

2'4:&5:

Identificacdo dos Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio de sistemas sao estados em que as variaveis de um sistema
dindmico nao mudam ao longo do tempo, permanecendo constantes quando o sistema nao
estd sujeito a perturbagoes externas. Matematicamente, um ponto de equilibrio é encontrado
resolvendo-se o conjunto de equacoes diferenciais que governam o comportamento do
sistema, de modo que todas as derivadas temporais sejam iguais a zero. Em outras
palavras, no ponto de equilibrio, as taxas de variacdo de todas as varidveis do sistema sao
nulas. Estes pontos sdao fundamentais na anélise de estabilidade, pois permitem entender
como o sistema se comporta em torno dessas condigdes e prever a resposta a pequenas
perturbagoes (BOYCE; DIPRIMA, 2012).

Para identificar os pontos de equilibrio no sistema dinamico cart-pole, os valores
das variaveis de estado que anulam as derivadas de todas as variaveis de estado sao
determinados. Esse procedimento implica que nao ha altera¢oes dinamicas ao longo do
tempo nas variaveis de estado. Para tal condicao, utilizando a representacao de estados da

equacao 2.14,
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—0 (2.17)

Para os pontos de equilibrio, cada componente de Z deve ser igual a zero. Assim,

1. & = 0: Nao deve haver movimento horizontal do carrinho.
2. ¢ = 0: Nao deve haver movimento angular do péndulo.

As condigoes para as aceleragoes do carrinho e do péndulo, representadas por & e

¢, também devem ser zero nos pontos de equilibrio:

3. fa:(l‘aqbv:b)q.ba U) = 0:
1
m. + m, sin?(¢)

{mpl sin(gb)q.b2 — mygsin(¢@) cos(¢) + u} =0 (2.18)
Simplificando com ¢ = 0, obtém-se:
myg sin(¢) cos(¢p) = u (2.19)

4. fy(z, gb,j:,g'b, u) =0:

1
I(m,,sin*(¢) + m,)

{(mC + my,)gsin(¢) — myl sin(¢) cos(¢)¢2 - cos(¢)u} =0 (2.20)
Novamente, com ¢ = 0:

(me + my)gsin(¢) = cos(¢)u (2.21)

A analise dos pontos de equilibrio foi realizada considerando valores especificos
para ¢, como 0 ou 7w (péndulo completamente vertical). Em ambos os casos, quando
¢ =0 ou ¢ = m, verifica-se que sin(¢) = 0 e cos(¢) = £1, simplificando as condigdes de
equilibrio para u = 0. A estabilidade destes pontos depende de controles adicionais, ja que

perturbagoes podem deslocar o péndulo de sua posicao de equilibrio.

2.4 Analise de Estabilidade de Lyapunov

A analise de estabilidade de Lyapunov é um método matematico que se destaca
por sua eficicia na determinacao da estabilidade de pontos de equilibrio em sistemas

dindmicos, especialmente em contextos nao lineares. O método, proposto por Aleksandr
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Lyapunov, baseia-se no conceito de uma funcao de Lyapunov, que é uma func¢ao escalar
V(z) projetada para avaliar as trajetérias do sistema em um espago de estados (KHALIL,
2014).

Para aplicar este método, inicialmente escolhe-se uma funcao de Lyapunov candi-
data, V(z), que deve ser continua, diferencidvel e positiva definida, exceto no ponto de
equilibrio, onde deve ser zero. A derivada de Lyapunov, V(z), ¢é entao calculada ao longo
das trajetorias do sistema. A condigao para a estabilidade de Lyapunov é que V(z) seja
negativa semidefinida. Isto implica que a fungdo V(z) deve diminuir ou permanecer cons-
tante ao longo de todas as trajetoérias do sistema, indicando que as trajetérias convergem

para o ponto de equilibrio, ou pelo menos nao se afastam dele (KHALIL, 2014).

Para sistemas onde V(z) ¢ estritamente negativa, exceto no ponto de equilibrio,
o ponto é dito assintoticamente estavel, significando que todas as trajetérias nao so
permanecem proximas ao ponto de equilibrio, como também convergem para ele a medida
que o tempo avanga. Se V(z) = 0, o ponto de equilibrio é considerado estavel no sentido
de Lyapunov, indicando que as trajetorias do sistema permanecem préximas ao ponto de

equilibrio para todas as condigoes iniciais na vizinhanga deste ponto (ISIDORI, 1995).

A escolha da funcao de Lyapunov nao é unica e pode variar dependendo das
caracteristicas especificas do sistema estudado. Uma boa escolha de V(z) deve refletir a
energia do sistema ou alguma medida de desempenho que seja relevante para a analise do
comportamento dindmico do sistema em torno do ponto de equilibrio (BLOCH; LEONARD;
MARSDEN, 2000).

A aplicabilidade deste método nao se limita a sistemas lineares ou a sistemas
com solugoes analiticas claras; ele é particularmente valioso para sistemas nao lineares
complexos, onde outras abordagens podem ser ineficazes ou impraticaveis. Este método
tem sido amplamente utilizado em diversas areas da ciéncia e engenharia para garantir a
estabilidade de sistemas como redes elétricas, sistemas de controle automotivo e dinamica

de voo, entre outros.

2.4.1 Aniélise de Estabilidade de Lyapunov para o Sistema cart-pole

Esta secao do trabalho ird explorar a aplicacdo da andlise de estabilidade de
Lyapunov ao sistema do cart-pole, utilizando a energia total do sistema como funcao de
Lyapunov candidata, para determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio identificados

anteriormente.

Funcdo de Lyapunov Proposta

Considera-se a energia total do sistema, composta pela energia cinética T" e potencial

U, como a funcao de Lyapunov candidata:



Capitulo 2. Fundamentacdo tedrica 25

Ve, ¢, @,¢0) =T+U = ; (mpl2¢2 + 2myléi cos(¢) + (Mg +m,) )—i—mpgl cos(¢) (2.22)

Verificacdo das Condicdes de Lyapunov

A funcao de Lyapunov proposta deve satisfazer duas condi¢des principais para ser

eficaz na andlise de estabilidade.

A funcao V' deve ser positiva definida, sendo que:

o A energia cinética T  é intrinsecamente positiva para quaisquer valores nao nulos de
T e o¢.
e A energia potencial U alcanga o valor minimo, que é zero, quando ¢ = 7 (péndulo

na posigao inferior vertical), e aumenta a medida que o péndulo se desloca dessa

posicao.

« Assim, V é positiva definida exceto no ponto ¢ = 7, i = 0, ¢ = 0, onde se anula.

A derivada temporal de V ao longo das trajetérias do sistema, V', deve ser negativa

definida ou semidefinida negativa:

. av LV VOV
V= (bqb o —¢¢. (2.23)

As derivadas parciais de V' sao calculadas como segue:

. %—V = 0, pois V nao possui dependéncia direta de x;
X

. g—‘; = —mplqu sin (¢) - mpgl Sln(¢)7

. g—‘; = mplgb cos(@) + (me + my,)i;

. % = m,yl2¢ + myli cos(¢).
Apés substituir & (da equacdo 2.15) e ¢ (da equacdo 2.16) na equacio 2.23, a

expressao resultante é
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V = —myidsin (¢) — myglsin(o) o+

: ‘ 1
(mple cos(¢) + (m. + mp)x)mc s’ (9)
[mpl sin(qﬁ)g}bg — mypg sin(¢) cos(¢) + u}

1
(i & my 5i0%(9))

[(mC + my,)gsin(¢) — mylsin(¢) cos(gzﬁ)g'b2 - cos(gb)u} . (2.24)

+ (mpl% + myli cos())

Substituicdo nos Pontos de Equilibrio

Nos pontos de equilibrio identificados, como ¢ =0 ou ¢ =7, e com & = 0 e ¢ = 0,
devem ser aplicados esses valores na expressao de V' (equagao 2.24) para realizar a andlise.

Também faz-se u = 0 nesses pontos para manter o equilibrio.

Comi=0,¢=0e¢=0:

V = —myl-0-0sin(0) — m,glsin(0) - 0 + outros termos - 0 = 0 (2.25)

Nesse caso, V' = 0 indica que nao ha mudanca na energia total, o que é esperado

na posi¢do pendurada para baixo sem movimento.

Comi=0¢d=med=0:

V = —myl-0-0sin(r) — myglsin(n) - 0 4 outros termos - 0 = 0 (2.26)

Aqui, novamente V = 0. No entanto, a estabilidade desse ponto precisa de conside-

ragao adicional porque é uma posigao instével (péndulo para cima).

Para cada ponto de equilibrio, é avaliado se pequenas perturbagoes aumentam ou
diminuem V. Se V aumentar com perturbacoes, o sistema ¢é instavel. Se V' diminuir ou
permanecer constante, o sistema pode ser estavel. No caso do péndulo para baixo (¢ = ),
uma pequena perturbagao nao aumenta a energia, indicando estabilidade. No caso do
péndulo para cima (¢ = 0), qualquer pequena perturbagao tende a fazer com que o sistema

se mova para uma posi¢ao de menor energia potencial, indicando instabilidade.
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3 Projeto e simulacao dos controladores

Neste capitulo serao abordadas as simulacées do modelo do cart-pole e do projeto
dos controladores, com o objetivo de estabilizacao do sistema, sendo eles o controlador
baseado em Lagrangianos Controlados, que é um tipo de controlador baseado em energia

e o controlador baseado em Feedback Linearization.

No desenvolvimento deste trabalho, foram conduzidas simulagbes computacionais
utilizando o MATLAB e o Simulink para modelar e analisar o comportamento do sistema
cart-pole. Inicialmente, o modelo do sistema foi implementado no MATLAB para reali-
zar simulagoes numéricas basicas, permitindo uma verificagao preliminar das dinamicas
envolvidas. Posteriormente, para uma andlise mais detalhada e interativa, o modelo foi
transposto para o ambiente do Simulink, onde simula¢oes mais complexas e com capacidade

de visualizagao grafica foram realizadas.

As simulagoes no Simulink foram essenciais para implementar e testar diferentes
estratégias de controle. Duas abordagens de controle avancadas foram exploradas: Lagran-
gianos Controlados e (feedback linearization). O controle por Lagrangianos Controlados
foi desenvolvido com base nos principios da mecéanica Lagrangiana, proporcionando um
método sistematico para controlar o sistema considerando suas equagoes de movimento.
Essa abordagem foi particularmente 1til para lidar com as nao linearidades intrinsecas do

sistema.

Por outro lado, a estratégia de feedback linearization foi aplicada com o objetivo
de transformar o sistema nao linear em um equivalente linear, em torno de um ponto de

operacao desejado, através de transformagoes de estado e realimentagao de saida.

Para as simulagoes, os valores dos parametros utilizados na simulagao em malha
aberta do sistema cart-pole, sao os seguintes:
« Massa do péndulo (m,): 1 kg
« Massa do carrinho (m.): 5 kg
« Comprimento da haste (/): 2 metros
« Aceleragao devido a gravidade (g): 9,81 m/s?
« Coeficiente de atrito (b): 0 (sem atrito considerado)

« Forca de controle (u): 0 (ndo hé controle aplicado)

As condigoes iniciais para a simulagao foram:
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o Posicao inicial do carrinho: 0,1 metros

« Angulo inicial do péndulo: 5 — 0,4 radianos (aproximadamente 0,90 radianos)

Velocidade inicial do carrinho: -3 m/s (movendo-se para a esquerda)

Velocidade angular inicial do péndulo: 0 rad/s (sem movimento inicial angular)

Para a simulacao em malha fechada, os dados do modelo sdo os mesmos, dife-
renciando apenas a forca de controle u que serao aplicados os controladores projetados
com objetivo de estabilizacao, para um setpoint de ¢ = 0, para que o péndulo estabilize
apontado para cima. No contexto geral, o resolvedor de equacoes diferenciais utilizado foi
0 ode45, de passo de calculo variavel, em um tempo de simulacao de 20 segundos para o

modelo em malha aberta e de 80 segundos para os modelos em malha fechada.

Os cédigos do modelo, de cada controlador e das simulagoes sao apresentadas nos

apéndices.

3.1 Modelo do sistema em malha aberta

Com as equacoes diferenciais nao-lineares definidas nas equagoes 2.14, 2.15 e 2.16,
foi feita a simulacao do sistema em malha aberta com os parametros e condi¢oes iniciais
definidos anteriormente. O diagrama do sistema em malha aberta é mostrado na figura 2,
em que o bloco cart-pole contém o modelo do sistema descrito por equagoes diferenciais que
foram definidas anteriormente. J& a entrada de for¢a de atuacao representado pelo bloco
de degrau a esquerda. O vetor de saida do sistema z esta conectado a um visualizador de
sinais a direita. A reposta obtida é ilustrada nas figuras 3 e 4.

Figura 2 — Diagrama de blocos do sistema em malha aberta. A velocidade do carro tem
um carater oscilatorio devido ao acoplamento com o movimento do péndulo.

Também nao ha dissipacao do movimento, pois o sistema nao tem o atrito
considerado.

| »lue Bl >D

cart-pole output sim

Fonte: Autoria propria.
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Figura 3 — Resultado de simulagdo do carro em malha aberta. A posicdo do carro esta na
cor azul e a velocidade estd na cor laranja.

Modelo: Carro

10+~
—Posigéo (m)

—Velocidade (m/s)

_60 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo(s)

Fonte: Autoria propria.

Figura 4 — Resultado de simulacao do péndulo em malha aberta. O angulo do péndulo
estd na cor azul e a velocidade angular estd na cor laranja. E possivel notar a
caracteristica oscilatoria do péndulo, sem a dissipacao do movimento devido a

falta de coeficiente de atrito.
Modelo: Péndulo

6 —
4~
2
0
2
-4 T
—Angulo (rad)
—Velocidade Angular(rad/s)
_6 | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo(s)

Fonte: Autoria propria.

A seguir, sao apresentados os indicadores de desempenho em malha aberta do
sistema cart-pole. Esses indicadores fornecem uma interpretacao das respostas dinamicas

das variaveis do sistema: posicao do carro, velocidade do carro, angulo do péndulo e

velocidade angular do péndulo.
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Tabela 1 — Indicadores de Desempenho do Carro

Indicador Posicao Velocidade
RiseTime 31,3104s  1.9410 x 10™* s
TransientTime 56,9864 s 33,6786 s
SettlingTime 56,9498 s 79.,644 s

SettlingMin 30,6583 m -6,0046 m/s
SettlingMax 34,0526 m 12,4204 m/s

Overshoot 0 7,9582 x 10* m/s
Undershoot 0 3,8522 x 10* m/s
Peak 34,0526 m 12,4204 s
PeakTime 80 s 14 s

Fonte: Autoria propria.

Tabela 2 — Indicadores de Desempenho do Péndulo

Indicador Angulo Velocidade Angular
RiseTime 8,8326 x 107° s 4.4010 x 1077 s
Transient Time 26,7861 s 25,2752 s
SettlingTime 79,6493 s 79,9523 s
SettlingMin -0,6719 rad -0,9456 rad/s
SettlingMax 0,3770 rad 0,4251 rad/s
Overshoot 9,0206 x 10° rad  2,0321 x 107 rad/s
Undershoot 1,5720 x 106 rad ~ 9,1359 x 10° rad/s
Peak 1,1708 rad 0,9456 rad/s
PeakTime 0 0,2 s

Fonte: Autoria propria.

3.1.1 Discussao

De acordo com as figuras 3 e 4, bem como as tabelas 1 e 2, os resultados indicam
que o sistema em malha aberta do cart-pole nao estabiliza devido a auséncia de atrito,
evidenciado pelos altos valores de overshoot e undershoot nas variaveis de velocidade
do carro e do péndulo. A rapida subida e os altos picos indicam uma resposta inicial
abrupta, que compromete a estabilidade do sistema. Além disso, a resposta oscilatéria
das varidveis de velocidade e angulo demonstra que o sistema nao alcanga um valor final
estavel, oscilando continuamente devido a falta de forgas dissipativas que ajudariam na
estabilizacao. Estes indicadores ressaltam a necessidade de implementar estratégias de
controle eficazes para estabilizar o sistema e garantir o comportamento desejado das

variaveis do cart-pole.
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3.2 Controlador baseado nos Lagrangianos Controlados

O processo para determinar a lei de controle na equacao 5.8 do artigo "Con-
trolled Lagrangians and the stabilization of mechanical systems. I. The first matching
theorem'(BLOCH; LEONARD; MARSDEN;, 2000) envolveu os seguintes passos principais:

1. Lagrangiano Controlado:

o Modificou-se o Lagrangiano original do sistema nao controlado para incluir
termos de controle, resultando no Lagrangiano controlado L.. Esta modificacao
é feita para que o novo Lagrangiano descreva a dinamica do sistema em malha
fechada.

2. Equacgoes de Movimento:

o Derivaram-se as equagoes de Euler-Lagrange a partir do Lagrangiano controlado.

Essas equagoes incluem novos termos que representam as forcas de controle.
3. Matching Conditions:

o Estabeleceram-se condi¢oes para garantir que a forma das equagoes de movi-
mento controladas coincida com a forma desejada. Essas condi¢oes asseguram

que as novas equagoes mantenham a estrutura Lagrangiana do sistema.
4. Determinacao do Controle:

o As forcas de controle foram determinadas comparando-se as equacoes de movi-
mento controladas com as equacoes originais. Isso envolve resolver as equagoes
de Euler-Lagrange modificadas para obter as expressdes de controle em termos

das varidveis de estado.
5. Estabilidade:

 Utilizou-se métodos de energia (fun¢ao de Lyapunov) para garantir que a
energia total do sistema controlado diminua ao longo do tempo, assegurando a
estabilidade do equilibrio. O critério de estabilidade foi verificado pela variagao

da energia controlada.

Os procedimentos matematicos para a definicao da lei de controle estao definidos no
artigo, pois a complexidade e a extensividade estao fora do escopo deste documento. Com
isso, o controlador implementado pelo autor no artigo esta descrito na equagao 3.1. Este
controlador é responsavel somente pela estabilizacao do sistema, nao realizando rastreio

de trajetoéria.
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K[ sin gb(oz('b2 + cos¢pD) — c(a — %2 cos? ¢) <(/\(/£ + 1)+ 1)5 cos pp + Ay(5 — f))

u =

)

a— %2(14—/-@)0082@5
(3.1)

onde
e s representa a posi¢ao do carro;
o a=myl?

o [ =myl;

oY =M+ My;

D = —mygl;
e K, A e crepresentam valores de ganho; e

o ¢ representa a velocidade do carro.

Com as equagoes diferenciais nao-lineares definidas nas equagoes 2.14, 2.15 e 2.16
e o controlador definido na equagao 3.1, foi feita a simulacao do sistema em malha aberta
com os parametros e condigoes iniciais definidos anteriormente. O diagrama do sistema
em fechada com o controlador é mostrado na figura 5. A reposta obtida é ilustrada nas

Figuras 6 e 7.

3.2.1 Resultados de simulacao

A seguir sao apresentados os indicadores de desempenho em malha fechada do
sistema cart-pole com o controlador por Lagrangianos Controlados. Esses indicadores

fornecem uma visao das respostas dindmicas das varidveis do sistema.

3.2.2 Discussao

Os resultados das figuras 6 e 7 com as tabelas 3 e 4 indicam que o sistema em malha
fechada do cart-pole com o controlador por Lagrangianos Controlados apresenta certas
melhorias na estabilizacao do angulo do péndulo. O angulo do péndulo tem um tempo de
subida de 8,8326 x 10~°s, tempo de transiente de 26.7861, e tempo de acomodacao de
79.6493, com um overshoot de 9,0206 x 10°rad, demonstrando uma resposta oscilatéria. A
velocidade angular do péndulo também mostra um comportamento oscilatorio significativo,
com overshoot de 2,0321 x 107rad e undershoot de 9, 1359 x 10%rad. Entdo o controlador

cumpre a tarefa de estabilizacdo do péndulo com sucesso.
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Figura 5 — Diagrama de blocos do sistema em malha fechada com o controlador por

Lagrangianos Controlados. O controlador projetado esta representado pelo
bloco controller.

L]

controller force

portrait phase cart

—\—’

phi

portrait phase pole

—| state D
lag_con P u 2 P>
P state ref
Step controller cart-pole out sim
sensor
sensor_state_z state z

Fonte: Autoria propria.

Figura 6 — Resultado de simulacao do carro do controlador por Lagrangianos controlados.
A posigao do carro estd na cor azul e a velocidade esta na cor laranja. Vale

destacar a estabilizacao do carro ois sua velocidade se anula no regime
)
permanente.

35 Lagrangian Control: Carro

—Posigao (m)
—Velocidade (m/s)

-10 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
tempo(s)

Fonte: Autoria propria.

3.3 Controlador baseado em Feedback Linearization

Feedback Linearization é uma técnica de controle nao linear que tem como objetivo

transformar dinamicamente um sistema nao linear em um sistema linear (total ou par-
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Figura 7 — Resultado de simulacao do péndulo do controlador por Lagrangianos controlados.
O angulo do péndulo esta na cor azul e a velocidade angular esta na cor laranja.
E possivel perceber que o objetivo de estabilizagao do péndulo na vertical ¢ = 0
foi cumprido.

Lagrangian Control: Péndulo

1.5 =
—Angulo (rad)
—Velocidade Angular(rad/s)
1
0.5
O |
-0.5|
_1 | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

tempo(s)

Fonte: Autoria propria.

Tabela 3 — Indicadores de Desempenho do Carro

Indicador Posicao Velocidade
RiseTime 31,3104 s 1,9410 x 10~* s
TransientTime 56,9864 s 33,6786 s
SettlingTime 56,9498 s 79,5644 s

SettlingMin 30,6583 m -6,0046 m/s
SettlingMax 34,0526 m 12,4204 m/s

Overshoot 0 7,9582 x 10* m/s
Undershoot 0 3,8522 x 10* m/s
Peak 34,0526 m 12,4204 m/s
PeakTime 80 s 14 s

Fonte: Autoria propria.

cialmente), utilizando transformagoes algébricas exatas dos estados e retroalimentacao.

Isso permite a aplicacao direta de técnicas de controle linear ao sistema original nao linear
(SLOTINE; LI, 1991; KHALIL, 2014).

3.3.1 Conceitos Intuitivos

No conceito mais simples, o feedback linearization visa cancelar as nao linearidades
de um sistema nao linear, resultando em uma dindmica de malha fechada linear. A técnica

envolve transformar o sistema original em uma forma mais simples através de transforma-
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Tabela 4 — Indicadores de Desempenho do Péndulo

Indicador Angulo Velocidade Angular
RiseTime 8,8326 x 10~° s 4,4010 x 107" s
Transient Time 26,7861 s 25,2752 s
SettlingTime 79,6493 s 79,9523 s
SettlingMin -0,6719 rad -0,9456 rad/s
SettlingMax 0,3770 rad 0,4251 rad/s
Overshoot 9,0206 x 10° rad 2,0321 x 107 rad/s
Undershoot 1,5720 x 10° rad ~ 9,1359 x 10° rad/s
Peak 1,1708 rad 0,9456 rad/s
PeakTime 0 0,2000 s

Fonte: Autoria propria.

coes de estado e de entrada, usando feedback dos estados. (MORENO-VALENZUELA;
AGUILAR-AVELAR, 2018)

3.3.2 Procedimento

1. Transformacgao dos Estados e Entrada:

« Encontrar uma transformagao de estado k = T'(z) e uma transformagcao de
entrada w = «a(z) + [(2)v de forma que as dindmicas do sistema resultante
sejam lineares. (KRENER, 1999)

2. Dinamica Linearizada:

« A transformagao visa obter uma relagao linear entre a entrada e a saida do

sistema, que é alcancada através da redefinicao dos estados e do controle.
3. Cancelamento de Nao Linearidades:

o Através das transformacoes apropriadas, as nao linearidades sao canceladas.

Isso é feito matematicamente, utilizando a func¢ao de transformacao encontrada.

3.3.3 Aplicacoes

O feedback linearization tem sido utilizado com sucesso em varias aplicagoes pra-
ticas, como controle de helicopteros, aeronaves de alto desempenho, rob6s industriais e
dispositivos biomédicos. As técnicas de feedback linearization sdao especialmente tteis em
sistemas nao lineares que podem ser transformados em sistemas lineares, facilitando o

projeto de controladores usando técnicas de controle linear.
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3.3.4 Limitacoes

Apesar dos beneficios, o feedback linearization apresenta limitagoes significativas.
Uma das principais é a dependéncia de um modelo exato do sistema. Incertezas nos
pardametros do modelo ou erros computacionais podem comprometer a eficicia da feedback
linearization. Além disso, essa técnica geralmente requer a medicao completa do estado do

sistema, o que pode nao ser viavel em todas as situagoes praticas.

Em resumo, o feedback linearization é uma poderosa ferramenta no controle nao
linear, permitindo a aplicagdo de técnicas de controle linear a sistemas originalmente nao
lineares através de transformacoes exatas dos estados e entradas, embora sua aplica¢ao
dependa fortemente da precisdo do modelo do sistema (SLOTINE; LI, 1991; KHALIL,
2014).

Seguindo o procedimento apresentado anteriormente, o controlador para o sistema
cart-pole é descrito a seguir. Primeiro, as equagoes diferenciais do cart-pole definidas nas
equagoes 2.14, 2.15 e 2.16, sao representadas como z = f(2) + g(z)u, com f(z) definido

como

¢
f(z) = ! [m,,l sin (¢)¢2 — mygsin (¢) cos (¢)] (3.2)

me + my, sin? ()
\2

[(me 4 my)gsin (¢) — mylsin(p) cos (¢)¢]

| l(my, sin® (¢) + m.)

e g(z) definido como

0
0

g(z) = 1 . (3.3)

me + my, sin? ¢
1

)
L [(m. + my,sin® @) |
Entao para realizar o controle da variavel correspondente ao péndulo, a nova entrada

chamada pseudo-controle que ira cancelar as nao-linearidades é descrita como

o Llme + mysen®(9)) [<mc + mp)gsin (¢) — mylsin(¢) cos (6)¢”

cos(9) l(m. + mysen?(¢))

+
+ K16¢ + K2€'¢ + de} . (34)

onde K; e Ky sao ganhos; o erro de angulo ey, = ¢ — ¢4, sendo ¢4 a angulo desejado;

e o erro de velocidade angular €, = & — dg, sendo ¢4 a velocidade angular desejada. Esse
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tipo de controlador somente proporciona o controle de uma das saidas do sistema, ou
seja, é somente possivel controlar o carro ou o péndulo, pois este sistema ¢ subatuado. O

controlador torna possivel realizar tanto a estabilizacao como o rastreio de trajetéria.

Com as equacoes diferenciais nao-lineares definidas nas equagoes 2.14, 2.15 e 2.16
e o controlador definido na equacao 3.4, foi feita a simulacao do sistema em malha aberta
com os parametros e condigOes iniciais definidos anteriormente. O diagrama do sistema
em fechada com o controlador é mostrado na figura 8. A reposta obtida é ilustrada nas

Figuras 3 e 4, bem como discussoes sobre os resultados sao feitos.

Figura 8 — Diagrama de blocos do sistema em malha fechada com o controlador por
Feedback Linearization. O Controlador representado pelo bloco controller realiza
o papel de cancelar as ndo linearidades intrinsecas do sistema. E possivel
perceber a realimentacio dos estados ¢ e ¢ para o calculo do erro.

z > /
%_dot -

portrait phase cart

phi_do

t
@ portrtait phase pole

controller force

control_force u z »
— phi_dot
controller cart-pole

sensor

0

output sim

sensor-phi phi

serisor phi_dot phi’dot wE
phi_dot

Fonte: Autoria prépria.

3.3.5 Resultados de simulacao

A seguir sao apresentados os indicadores de desempenho em malha fechada do sis-
tema cart-pole com feedback linearization. Esses indicadores fornecem uma visao detalhada

das respostas dinamicas das variaveis do sistema.

3.3.6 Discussao

Segundo as figuras 9 e 10 e as tabelas 5 e 6, os resultados indicam que o sistema
em malha fechada do cart-pole com feedback linearization apresenta melhor desempenho
em relacao a estabilizacdo do angulo do péndulo. O angulo do péndulo tem um tempo de
subida de 0, tempo de transiente de 3.1799s, e tempo de acomodacao de 79,8848 s, o que

demonstra uma resposta rapida e uma estabilizagao eficiente.
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Tabela 5 — Indicadores de Desempenho do Carro

Indicador Posicao Velocidade
RiseTime 63,5704 s 1,1645 s
TransientTime 78,4108 s 2.2723 s
SettlingTime 78,4107 s 2,4037 s

SettlingMin 1,0630 x 10® m 13,4516 m/s
SettlingMax 1.1804 x 103> m 14,8544 m/s

Overshoot 0 8,6798 x 107% m/s
Undershoot 0 20,1960 m/s
Peak 1,1804 x 10 m 14,8544 m/s
PeakTime 80 s 71,9 s

Fonte: Autoria propria.

Tabela 6 — Indicadores de Desempenho do Péndulo

Indicador Angulo Velocidade Angular
RiseTime 0,0268 s 0,0279 s
Transient Time 3,1799 s 3,6116 s
SettlingTime 79,8848 s 79,9948 s
SettlingMin —2,8145 x 10" rad  —9,9863 x 107" rad/s
SettlingMax 2,7601 x 107" rad  1,0183 x 107% rad/s
Overshoot 3,0471 x 103 rad 3,0471 x 10 rad/s
Undershoot 1,3091 x 10'° rad 2,7519 x 10° rad/s
Peak 1,1708 rad 0,8904 rad/s
PeakTime 0s 0,4000 s

Fonte: Autoria propria.

3.4 Aspectos praticos

Ao integrar sensores, atuadores e modelar fontes de ruido em um sistema de controle,
como o sistema cart-pole, varias consideracoes devem ser abordadas para garantir um

desempenho confiavel e preciso.

Sensores sao essenciais para monitorar as condigoes reais do sistema e fornecer
dados cruciais para o controle de feedback. Eles devem ser precisamente modelados para
considerar fatores como sensibilidade, faixa de operacao, e respostas a condi¢oes ambientais
variaveis. Além disso, é comum incorporar modelos de ruido, geralmente assumindo uma

distribui¢ao normal, para simular a incerteza e a variagao nas leituras dos sensores. (SILVA,
2007)

Atuadores sao os componentes que efetivamente aplicam forgas ou movimentos ao
sistema, baseados nos sinais de controle gerados. A modelagem dos atuadores inclui a

analise de sua dinamica, como atrasos, limitacoes de forga ou velocidade e eficiéncia. A
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Figura 9 — Resultado de simulagao do carro do controlador por feedback linearization. A
posicao do carro estd na cor azul e a velocidade esta na cor laranja. E facil
notar que o carro nao é controlado, pois a variavel de controle é o angulo do

péndulo.
1200 Feedback Linearization: Carro
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1000 - —Velocidade (m/s)

800 -
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400 -

200

O o
_200 | | | | | | | |
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Fonte: Autoria propria.

Figura 10 — Resultado de simulag¢ao do péndulo do controlador por feedback linearization.
O angulo do péndulo esta na cor azul e a velocidade angular esta na cor laranja.
E possivel concluir que o objetivo de estabilizacao foi cumprido, devido a
convergéncia da curva do angulo em ¢ = 0.

Feedback Linearization: Péndulo

1.5 =
—Angulo (rad)
—Velocidade Angular(rad/s)
1
0.5
O |
-0.5}
_1 | | | 1 1 1 | |
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Fonte: Autoria propria.

interagao entre os atuadores e o sistema controlado deve ser cuidadosamente simulada para

prever com precisao o comportamento do sistema em diferentes condi¢oes de operacao.
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(SILVA, 2007)

Fontes de ruido no sistema sao consideradas para avaliar a robustez do controle. O
ruido pode vir de flutuagoes eletronicas, vibragoes mecanicas ou interferéncias externas, e
¢ tipicamente modelado como ruido branco em simulag¢oes para avaliar o desempenho do

sistema sob condi¢oes de operagao menos ideais.

A modelagem adequada desses componentes é crucial para o desenvolvimento de
um sistema de controle que nao apenas atenda as especificacoes de desempenho, mas
também seja capaz de operar de maneira eficaz e eficiente em ambientes realistas e, por
vezes, desafiadores. A precisdao na modelagem destes elementos influencia diretamente a

eficacia do sistema de controle em aplicagoes praticas.
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4 Conclusao

Neste trabalho, foi realizada uma analise detalhada de sistemas subatuados, des-
tacando suas caracteristicas, desafios e métodos de controle. Foram abordadas técnicas
avancadas de controle como Feedback Linearization e controle baseado em energia com
os Lagrangianos Controlados. Além disso, foi explorada a aplicacao dessas técnicas no

sistema subatuado do cart-pole.

O processo de determinagao do controle foi descrito seguindo os passos de mo-
dificacdo do Lagrangiano original, derivacao das equagoes de movimento modificadas,
estabelecimento das condigoes de correspondéncia, determinacao das forcas de controle e

verificagao da estabilidade através de métodos de energia.

Simulagoes foram conduzidas para demonstrar a eficacia das técnicas de controle
propostas. Estas simulagoes ilustraram a capacidade dos controladores desenvolvidos de
estabilizar o sistema subatuado, confirmando a validade teérica das abordagens apresenta-

das.

Durante a realizacao deste trabalho, foram enfrentadas dificuldades significativas
devido a complexidade matematica na definicio dos controladores e aos desafios nas
simulacoes. As técnicas matematicas avancadas necessarias para os controladores exigiram
um aprofundamento substancial, enquanto as limitacoes dos resolvedores de equagoes
diferenciais afetaram as simulagoes, especialmente em condi¢oes dindmicas complexas,

comprometendo a estabilidade e precisao dos resultados.

A pesquisa e os resultados aqui apresentados contribuem para o avanco do en-
tendimento e controle de sistemas subatuados, oferecendo uma base solida para futuras

investigagoes e aplicagoes praticas na area de robotica e sistemas autonomos.
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APENDICE A - Script MATLAB do modelo

Cart-Pole

function dz = cartpole_model(z, M, m, L, g, b, u)
A oz(1) =
£ z(2) = phi
% z(3) = z_dot
A 2(4) = phi_dot
/4 dz(1) = xz_dot = 2z(3)
% dz(2) = phi_dot = z(4)
% dz(3) = z_dot_dot
% dz(4) = phi_dot_dot
sin_z = sin(z(2));
cos_z = cos(z(2));
den_phi = L * (m * sin_z"2 + M);
den_x = m * sin_z"2 + M;
dz(1, 1) = z(3);
dz (2, 1) = z(4);
dz(3, 1) = (m * L * sin_z * z(4)72 - m * g * sin_z * cos_z -
b * z(3) + u) / den_x;
dz(4, 1) = (- m * L * sin_z * cos_z * z(4)72 + (M + m) * g *

sin_z + b * cos_z * z(3)
end

- cos_z * u) / den_phij;
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simulacao do modelo Cart-Pole

45

clear all, close all, clc;

A% Parametros do sistema

nos
Il
—

~
e om® B B
nnn
O O o N
(o9}
=

11| options = odeset ( ,1le-6, ,1le-6);
12/ time_vec = 0: 0.01: 20;

13]z0 = [

14 [0.1]

15 [(pi/2) - 0.4]

16 [-3]

17 [0]

18 1;

9| 4% Sistema em Malha aberta
20[[t, z] = ode45(@(t, z)cartpole_model(z, m_c, m_p, L, g, b, u),
time_vec, z0, options);

3lhold on;

24/plot(t, z(:, 1), t, z(:, 3), , 2);
5ltitle ( : ) ;

26| Legend ( ( , ( );

27/ grid on;

28l hold off;

2
22| figure;
2
2

30 figure;

31lhold on;

32|plot(t, z(:, 2), t, z(:, 4), , 2);

33/ title ( : ) ;

34| legend ( ( , ( );
35/ grid on;

36| hold off;

371 4% Analise de desempenho em malha aberta

39| 4 Posicao do carro
10| fprintf ( );
41| stepinfo(z(:, 1), t)

13| 4 Velocidade do carro
| fprintf ( )
15| stepinfo(z(:, 3), t)

47\ % Angulo do Pendulo
18| fprintf ( )




APENDICE B. Script MATLAB da simulagio do modelo Cart-Pole

46

stepinfo(z(:, 2), t)

4 Velocidade angular do pendulo
fprintf ("Velocidade Angular do Pendulo");
stepinfo(z(:, 4), t)




47

APENDICE C - Script MATLAB do

Controlador por Lagrangianos Controlados

function lag_con = lagrangian_control (state, state_ref, M, m, L,
g)

2 Alpha = m *x L72;

3 Beta = m *x L;

4 Gamma = M + m;

5 Eta = -m *x g * L;
6 c = 50;

7 Kappa = 50;

8 Lambda = 0.001;

Zeta = state_ref(3);

11 sin_z = sin(state(2));
12 cos_z cos(state(2));

14 lag_con_den = (Alpha - (Beta”™2 / Gamma)*(1 + Kappa) *cos_z~2)

3

16 lag_con_A = (Kappa * Beta * sin_z * (Alpha * state(4)72 +
cos_z * Eta));

18 lag_con_B = ¢ * (Alpha - (Beta"2 / Gamma) * cos_z"2) * (
Lambda * (Gamma * (Kappa + 1) + 1) * Beta * cos_z * state(
4) + Lambda * Gamma * (state(3) - Zeta));

19
20 lag_con = (lag_con_A - lag_con_B) / lag_con_den;
211 end
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APENDICE D - Script MATLAB da

simulacao do Controlador por Lagrangianos

Controlados

48

clear all, close all, clc;

A% Parametros do sistema

o
|
—

s o0 B B
|

S o oN I
(00)
[

options = odeset( ,le-6, ,1le-6);
time_vec = 0: 0.1: 80;
z0 = [
[0.1]
[(pi/2) - 0.4]
[-3]
[0]
1;
zref = [
[0]
[0]
[0]
[0]
13

4% Controle pelo "Controlled Lagrangian”

lag_con = Qlagrangian_control;

[t_lag, z_lag]l = ode45(@(t_lag, z_lag)cartpole_model(z_lag, m_c,
m_p, L, g, b, lag_con(z_lag, zref, m_c, m_p, L, g)), time_vec,
z0, options);

figure;

hold on;

plot(t_lag, z_lag(:, 1), t_lag, z_lag(:, 3), ., 2);
title( : )

legend ( ( , ( )

grid on;

jlhold off;

figure;
hold on;

)|plot (t_lag, z_lag(:, 2), t_lag, z_lag(:, 4), . 2);

title( : ) ;

legend ( ( , ( );
grid on;

hold off;
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60
61
62

APENDICE D. Script MATLAB da simulagio do Controlador por Lagrangianos Controlados

49

A% Analise de desempenho em malha fechada

/ Posicao do carro
fprintf ("Posicao do Carro");
stepinfo(z_lag(:, 1), t_lag)

% Velocidade do carro
fprintf ("Velocidade do Carro");
stepinfo(z_lag(:, 3), t_lag)

% Angulo do Pendulo
fprintf ("Angulo do Pendulo");
stepinfo(z_lag(:, 2), t_lag)

/4 Velocidade angular do pendulo
fprintf ("Velocidade Angular do Pendulo");
stepinfo(z_lag(:, 4), t_lag)
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APENDICE E - Script MATLAB da

Controlador por Feedback Linearization

function feedlin = feedback linearization(state)

phi = state(2);
phi_dot = state(4);

feedlin=-((m_c*L+m_p*L*sin(phi)~2)/cos(phi))*...
(-((m_c+m_p)*g*sin(phi)-m_p+*L*sin(phi)*cos (phi)*(phi_dot~2))

/

(m_c*L+m_p*L*sin(phi) "2) +K1*(phi - 0)+K2+*(phi_dot - 0));




APENDICE F - Script MATLAB da

simulacao do Controlador por Feedback

Linearization

clear all, close all, clc;

N =

A% Parametros do sistema

m_p = 1;
m_c = 5;
6|L = 2;
71g = 9.81;
8lb = 0;
9ju = 0;
10
11| options = odeset( ,le-6, ,1le-6);
12|time_vec = 0: 0.1: 80;
131z0 = [
14 [0.1]
15 [(pi/2) - 0.4]
16 [-3]
17 [0]
18 1;

20| 4% Comtrole pelo "Feedback Linearization”

21| feed_lin = @feedback_linearization;

22| [t_feedlin, z_feedlin] = ode45(@(t_feedlin, z_feedlin)

cartpole_model(z_feedlin, m_c, m_p, L, g, b,
feed_lin(z_feedlin)), time_vec, z0, options);

figure;

26/ hold on;

27l plot (t_feedlin, z_feedlin(:, 1), t_feedlin, z_feedlin(:, 3),
s 2)5

29| title ( : )

30| legend ( ( , ( )

31{grid on;

32l hold off;

34| figure;

35hold on;

36|plot (t_feedlin, z_feedlin(:, 2), t_feedlin, z_feedlin(:, 4),
37 , 2);

38ltitle ( : ) ;

39| legend ( ( ) ( )5

10| grid on;

11lhold off;

13| 4% Analise de desempenho em malha fechada

5/ 4 Posicao do carro
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APENDICE F. Script MATLAB da simulagio do Controlador por Feedback Linearization

52

fprintf ("Posicao do Carro");
stepinfo(z_feedlin(:, 1), t_feedlin)

4 Velocidade do carro
fprintf ("Velocidade do Carro");
stepinfo(z_feedlin(:, 3), t_feedlin)

% Angulo do Pendulo
fprintf ("Angulo do Pendulo");
stepinfo(z_feedlin(:, 2), t_feedlin)

/4 Velocidade angular do pendulo
fprintf ("Velocidade Angular do Pendulo");
stepinfo(z_feedlin(:, 4), t_feedlin)
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