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ABSTRACT 

I n t h i s w o r k a c l a s s o f p u b l i c s e r v i c e d i s t r i b u i t i o n p r o b l e m s 

a r e c o n s i d e r e d i n w h i c h t h e demand i s d i s t r i b u t e d a l o n g t h e s t r e e t s . 

T i p i c a l p r o b l e m s o f t h i s c l a s s a r e : Garbage c o l l e c t i o n , p o s t m a n 

p r o b l e m e t c . 

The p r i n c i p a l e f f o r t i s made i n t h e d e t e r m i n a t i o n o f v e h i c l e 

r o u t e s , t o m i n i m i z e t o t a l t r a v e i d i s t a n c e . The c l a s s i c m o d e l o f 

C h i n e s e p o s t m a n p r o b l e m i s u s e d t o s o l v e t h i s p r o b l e m . 

I n a c o m p u t a t i o n a l e x p e r i e n c e , a r e a l p r o b l e m o f g a r b a g e 

c o l l e c t i o n was s o l v e d . The c o m p a r i s o n o f o b t a i n e d r e s u l t s a n d t h e . 

e x i s t i n g s o l u t i o n d e m o n s t r a t e s t h a t t h e w o r k c o u l d be a p p l i e d t o 

i m p r o v e t h e s e r v i c e i n p r a c t i c e . 



RESUMO 

N e s t e t r a b a l h o , é c o n s i d e r a d a uma c l a s s e de p r o b l e m a de d i s 

tribuição de serviços públicos na q u a l a demanda é distribuída ao 

l o n g o d as r u a s . P r o b l e m a s típicos de t a l c l a s s e são: a c o l e t a de l i 

x o , a distribuição de c a r t a s e t c . 

0 esforço p r i n c i p a l é c o n c e n t r a d o no p r o b l e m a da d e t e r m i n a 

ção de r o t e i r o s dos veículos, de modo a m i n i m i z a r as d i s t a n c i a s t o 

t a i s p e r c o r r i d a s . 0 m o d e l o clássico do p r o b l e m a do C a r t e i r o Chinês 

é u s a d o p a r a a solução d e s s e p r o b l e m a . 

Numa experiência c o m p u t a c i o n a l , um p r o b l e m a r e a l da c o l e t a 

de l i x o f o i r e s o l v i d o . A comparação dos r e s u l t a d o s o b t i d o s com a 

solução e x i s t e n t e , m o s t r o u que o t r a b a l h o pode t e r aplicações prãti 

cas e a u m e n t a r a p r o d u t i v i d a d e dos serviços. 
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

O p r o b l e m a da distribuição de serviços públicos ê um dos p r o 

b l e m a s que e n v o l v e m m a i s p e s q u i s a s e t r a b a l h o s d e p o i s de 1960. E 

x e m p l o s típicos de t a i s serviços são: l i m p e z a de r u a s , c o l e t a de 

l i x o , distribuição de c a r t a s e t c . 

P a r a p e r c e b e r a importância de c o n s i d e r a r o p r o b l e m a de d i s _ 

tribuição de serviços públicos, b a s t a d i z e r que em 1973 nos EUA f o 

ram d e s p e n d i d o s a p r o x i m a d a m e n t e 4,5 bilhões de dólares p a r a a c o l e 

t a de l i x o . I s t o f o i 10 p o r c e n t o do orçamento t o t a l da c o m u n i d a d e 

[ 12 ] . Esses f a t o s podem m o s t r a r a importância de t a i s p r o b l e m a s 

p a r a q u a l q u e r o u t r o país. 

Até anos r e c e n t e s , o m a i o r esforço no campo da p e s q u i s a ope 

r a c i o n a l e r a c o n c e n t r a d o n o s p r o b l e m a s de serviços p r i v a t i v o s , i . 

e., p r o b l e m a s e n f r e n t a d o s p e l a indústria e comércio. E n q u a n t o i s 

so, p o u c o s esforços f o r a m f e i t o s p a r a a solução dos p r o b l e m a s en 

f r e n t a d o s p e l o s s e t o r e s públicos. T a l v e z a m a i o r razão f o s s e d e v i _ 

do â c o m p l e x i d a d e e ao p o r t e d e s s e s p r o b l e m a s . F e l i z m e n t e , com o 
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d e s e n v o l v i m e n t o das técnicas da p e s q u i s a o p e r a c i o n a l e a d i s p o n i b i 

l i d a d e dos c o m p u t a d o r e s de a l t a v e l o c i d a d e , a g o r a se t o r n o u possí 

v e l t e n t a r r e s o l v e r e s s e s p r o b l e m a s , ou p e l o menos a u m e n t a r a p r o d u 

t i v i d a d e dos serviços. 

A l g u n s tópicos já c o n s i d e r a d o s no p r o b l e m a da distribuição de 

serviços públicos são os s e g u i n t e s : 

- Alocação e s e q u e n c i a m e n t o de f a c i l i d a d e s (veículos, mão de 

o b r a e t c ) ; 

- Divisão de uma área em seções de demanda i g u a l ; 

- Localização de a l g u m a s f a c i l i d a d e s p a r a a transferência do 

serviço (estações de transferência); 

- Determinação do r o t e i r o dos veículos. 

A análise da determinação do r o t e i r o t o r n a - s e m u i t o i m p o r t a n 

t e p a r a uma c l a s s e de p r o b l e m a s de distribuição de serviços públi 

c o s . Esse p r o b l e m a pode s e r d e f i n i d o das s e g u i n t e s m a n e i r a s : 

a) D e t e r m i n e um r o t e i r o p a r a s e r v i r a um c o n j u n t o de l o c a i s 

d i s t i n t o s , de modo que a distância t o t a l do r o t e i r o s e j a mínima. Es 

se p r o b l e m a na l i t e r a t u r a é c o n h e c i d o como "o p r o b l e m a do c a i x e i r o 

v i a j a n t e " . 

b) D e t e r m i n e um r o t e i r o de distância mínima p a r a s e r v i r a t o 

dos os segme n t o s de uma r e d e , onde a demanda ê distribuída ao l o n g o 

dos s e g m e n t o s . E s t e ê c o n h e c i d o como "o p r o b l e m a do C a r t e i r o C h i 

nês" . 

c) D e t e r m i n e um r o t e i r o p a r a s e r v i r a um s u b c o n j u n t o de l o c a i s 
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ê a um s u b c o n j u n t o d os s e g m e n t o s de uma r e d e de t a l m a n e i r a que a 

distância t o t a l p e r c o r r i d a s e j a mínima. E s t e é chamado "o p r o b l e m a 

g e r a l de determinação do r o t e i r o " . 

N e s t a t e s e , ê c o n s i d e r a d o o p r o b l e m a de determinação do r o 

t e i r o p a r a a distribuição de serviços públicos ao l o n g o d os segmen 

t o s de uma r e d e (o p r o b l e m a do C a r t e i r o Chinês). Exemplos de t a l 

p r o b l e m a são: a distribuição de c a r t a s , a l i m p e z a de r u a s p e l a s v a s 

s o u r a s mecânicas, a c o l e t a de l i x o , a inspeção de f i o s de t r a n s m i s _ 

são de e n e r g i a , a distribuição de l e i t e , p a s s e i o s r e g u l a r e s dos po 

l i c i a i s nas r u a s nos e x p e d i e n t e s â n o i t e e t c . 

Uma definição m a i s p r e c i s a do p r o b l e m a c o n s i d e r a d o n e s t a t e 

se pode s e r o s e g u i n t e : Dada uma ãrea d e f i n i d a p o r um c o n j u n t o de 

segmen t o s de r u a , e um c o n j u n t o de interseções, onde o serviço deve 

s e r distribuído ao l o n g o d as r u a s , um c u s t o de p e r c u r s o (também po 

de s e r tempo ou distância) é a s s o c i a d o a cada s e g m e n t o da r u a , o ob 

j e t i v o ê d e t e r m i n a r um r o t e i r o que começa de um p o n t o , p e r c o r r e t o 

das as r u a s p e l o menos uma v e z e v o l t a ao p o n t o i n i c i a l , de t a l mo 

do que o c u s t o t o t a l de p e r c u r s o s e j a mínimo. 

Nos c o n s i d e r a m o s e s s e p r o b l e m a em três c a s o s d i f e r e n t e s : 

a) Quando t o d a s as r u a s são de s e n t i d o d u p l o ; 

b) Quando t o d a s as r u a s são de s e n t i d o único; 

c) Quando a l g u m a s r u a s são de s e n t i d o único e algumas o u t r a s 

de s e n t i d o d u p l o . 

Nos Capítulos 3 e 4 t o d o s o s c a s o s serão c o n s i d e r a d o s e se 

rão a p r e s e n t a d o s métodos e x a t o s e e f i c i e n t e s p a r a r e s o l v e r o p r o b l e 
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roa nos c a s o s (a) e ( b ) . No Capítulo 5 a t e o r i a básica p a r a o desen 

v o l v i m e n t o dôs a l g o r i t m o s será a p r e s e n t a d a . 

M u i t a s v e z e s , e s s e s a l g o r i t m o s não podem s e r a p l i c a d o s d i _ 

r e t a m e n t e -para r e s o l v e r o s p r o b l e m a s r e a i s da distribuição de s e r 

viços públicos. Por e x e m p l o , na c o l e t a de l i x o c a d a veículo é su 

j e i t o ã sua c a p a c i d a d e , p o r t a n t o , um veículo numa só v i a g e m p o s s i 

v e l m e n t e não pode f a z e r o serviço da c i d a d e i n t e i r a . G e r a l m e n t e , 

m a i s que um veículo ê necessário e cada v ez que um veículo está 

c h e i o , deve v o l t a r ao depósito de l i x o e d e s c a r r e g a r . I s t o s i g n i f i _ 

c a que deve s e r d e t e r m i n a d o um c o n j u n t o de r o t e i r o s ao invés de um 

só. Mas a i n d a os a l g o r i t m o s a p r e s e n t a d o s podem d a r soluções boas 

(mas não n e c e s s a r i a m e n t e ótimas) p a r a e s s e s p r o b l e m a s . Como.um e 

x e m p l o , a implementação dos a l g o r i t m o s p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a da 

c o l e t a de l i x o é c o n s i d e r a d o no Capítulo 6. 

Como uma experiência, o p r o b l e m a da c o l e t a de l i x o do B a i r r o 

d os E s t a d o s , da c i d a d e de João Pessoa, f o i c o n s i d e r a d o e f o i usado 

p a r a t e s t a r os p r o g r a m a s d e s e n v o l v i d o s n e s s e t r a b a l h o . Os r e s u l t a 

dos d e s s a experiência são a p r e s e n t a d o s no Capítulo 7. F i n a l m e n t e , 

no último capítulo, conclusões e sugestões serão a b o r d a d a s . 



CAPITULO I I 

DEFINIÇÕES 

2.1 Definição de um G r a f o 

Um g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G - (N,A) ê uma e s t r u t u r a c o m p o s t a de um c o n j u n t o 

f i n i t o N de e l e m e n t o s chamados nós e de um c o n j u n t o A de p a r e s de 

nós chamados ramos. Como e x e m p l o , a f i g u r a 2.1 (a) m o s t r a um g r a f o 

no q u a l os nós são r e p r e s e n t a d o s p o r c i r c u l o s e os ramos p o r l i n h a s . 

Nesse e x e m p l o N = { 1 , 2, 3, 4, 5} e A - {a.\ 3 aly a3> a^, a 5 j a 6 j 

a 7 , }. 

Se os ramos de c o n j u n t o A t i v e r e m uma direção, que é m o s t r a 

da p o r uma s e t a , e l e s serão chamados a r c o s e o g r a f o ê chamado um 

g r a f o d i r e c i o n a d o ( F i g u r a 2 . 1 ( b ) ) . Se os ramos não têm nenhuma d i r e 

ção, e l e s são chamados ligações e o g r a f o é chamado não-direcionado 

( F i g u r a 2 . 1 ( a ) ) . Um g r a f o c o m p o s t o de a l g u n s ramos d i r e c i o n a d o s ( a r 

c o s ) e o u t r o s não-direcionados (ligações) ê chamado m i s t o ( F i g u r a 

2 . K c ) ) . 

N e s t e t r a b a l h o um a r c o também ê d e n o t a d o p e l o s seus nós t e r 

m i n a i s . Por e x e m p l o , se o nó i ê o nó i n i c i a l do a r c o a, e o nõ j é 
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o seu nó f i n a l , então pode s e r d e n o t a d o p o r P o r t a n t o , na 

f i g u r a 2 . 1 ( b ) o a r c ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 2 pode s e r r e p r e s e n t a d o p o r ( 5 , 2 ) . Nesse t r a 

b a l h o uma ligação sempre pode s e r substituída p o r d o i s a r c o s c o n t r a 

r i a m e n t e d i r e c i o n a d o s . . Então uma ligação c u j o s t e r m i n a i s sãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i e 

Q, pode s e r d e n o t a d a p o r ( i 3 j ) ou ( j 3 i ) . 

2.2 C a d e i a s e Caminhos 

Uma c a d e i a num g r a f o não-direcionado ê q u a l q u e r sequência de 

ligações onde o nó f i n a l de uma ê o nõ i n i c i a l da próxima. P o r t a n 

t o , na F i g u r a 2.2 as sequências das ligações: 

(2 . 1 ) as3 as3 a&3 ai 

( 2 . 2 ) 0 9 j a8.» <z7.» 'a6 

(2 . 3 ) a 3 j CLI3 a i o j as3 a 8 j a 7 CL23 , 

são c a d e i a s . 

Os ramos ( i 3 j ) e A e ( j 3 k ) e A que têm o nõ j em comum, são chamadas i n 

c i d e n t e s . Então na F i g u r a 2.2 os ramos a.\ e a* são i n c i d e n t e s . 

Uma c a d e i a s i m p l e s ê uma c a d e i a que não u s a a mesma ligação 

m a i s que uma v e z . P o r t a n t o , as c a d e i a s ( 2 . 1 ) e ( 2 . 2 ) a c i m a são s i m 

p i e s , mas a c a d e i a ( 2 . 3 ) não é, p o r q u e usa a 7 duas vezes-. 

Uma c a d e i a e l e m e n t a r é uma c a d e i a que não u s a o mesmo nõ m a i s 

que uma v e z . Então a c a d e i a ( 2 . 1 ) é e l e m e n t a r , mas as c a d e i a s ( 2 .2) 

e ( 2 . 3 ) não o são. 

Um c a m i n h o ê uma c a d e i a que tem uma direção d e t e r m i n a d a . Por 



e x e m p l o , na F i g u r a 2 . 1 ( c ) a sequência dos ramoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 7 j a 3 j à\ f o r m a 

um c a m i n h o do nó 2 ao nó 1 . Se e x i s t e uma c a d e i a e n t r e d o i s nós i e 

j, então e x i s t e um c a m i n h o do nó i ao nó g e um' o u t r o do nõ j p a r a 

o i ( p o r q u e cada ligação da c a d e i a pode s e r substituída p o r d o i s a r 

cos de direções c o n t r a r i a s ) . . 

F i g u r a 2.2. 
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2.3 Pesos 

Um númerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C.. ãs v e z e s pode s e r a s s o c i a d o a um ramo ( i 3 j ) . 

Esses números são chamados p e s o s . Também um p e s o u. as v e z e s pode 

s e r a s s o c i a d o a um nó i . O v a l o r de uma c a d e i a (ou c a m i n h o ) ê d e f i 

n i d o como a soma dos p e s o s dos ramos na c a d e i a (ou c a m i n h o ) . 

2.4 C a r d i n a l i d a d e 

Dado um g r a f o G = (N3A)A s e j a B um s u b c o n j u n t o de A. A c a r d i 

n a l i d a d e do s u b c o n j u n t o B, d e n o t a d a p o r \B\, ê d e f i n i d a como o núme 

r o dos ramos de B. Por e x e m p l o , na F i g u r a 2.1 (c) a cardinalidade„do 

s u b c o n j u n t o dos ramos d e f i n i d o s p o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {a.\ 3 a 7 3 a^ } ê três. 

2.5 C i c l o s e C i r c u i t o s 

Um C i c l o ê uma c a d e i a na q u a l o nó i n i c i a l e o f i n a l são os 

mesmos. P o r t a n t o , na F i g u r a 2.2, a c a d e i a f o r m a d a p e l a sequência 

a izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O J a$ 3 a 3 ê um c i c l o . 

Um C i r c u i t o ê um c i c l o d i r e c i o n a d o . P o r t a n t o , um c i r c u i t o é 

um c a m i n h o que começa e t e r m i n a no mesmo nó. Na F i g u r a 2.1 (c ) a se 

quência. a\ 3 a^ 3 a^ 3 ai» ê um c i r c u i t o . 

0 v a l o r de um c i c l o (ou c i r c u i t o ) ê d e f i n i d o como a soma dos 

pe s o s d os ramos no c i c l o ( o u c i r c u i t o ) . 

C i c l o s (ou c i r c u i t o s ) s i m p l e s e e l e m e n t a r e s são d e f i n i d o s da 

mesma f o r m a que c a d e i a s (ou caminhos).. 

2.6 Grau de um NÓ 

0 g r a u de um nõ i ê d e f i n i d o como o número dos ramos i n c i d e n 
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t e s no mesmo e é d e n o t a d o p o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d.. P o r t a n t o , na F i g u r a 2.2 o g r a u do 

nó 6 d 6 = 4 e o g r a u do nó 1 d\ = 2. 

O g r a u de s a l d a de um nó i é o número dos ramos d i r e c i o n a d o s 

c u j o nó i n i c i a l é o próprio i e, s e m e l h a n t e m e n t e , o número dos r a 

mos d i r e c i o n a d o s c u j o nó f i n a l é o nó i, é chamado g r a u de e n t r a d a . 

Por e x e m p l o , na F i g u r a 2 . 1 ( b ) o g r a u de e n t r a d a do nõ 4 ê um e o 

seu g r a u de s a l d a ê d o i s . 

2.7 G r a f o s P a r c i a i s e S u b g r a f o s 

Dado um g r a f o G - (N,A), um g r a f o p a r c i a l Gp de G ê o g r a f o 

(NjAp) com ApCiA. P o r t a n t o , um g r a f o p a r c i a l è um g r a f o com o mesmo 

número dos nós, mas com somente "um S u b c o n j u n t o dos ramos do g r a f o 

o r i g i n a l . 

Se a F i g u r a 2 . 3 ( a ) r e p r e s e n t a o g r a f o G, a F i g u r a 2 . 3 ( b ) ê 

um g r a f o p a r c i a l G D. 

com 

Dado um g r a f o G = (N,A), um s u b g r a f o G é o g r a f o (Na>A ) 

S o s 
N c N e A = ieN , jeN } e ( i , j ) e A } . P o r t a n t o , um sub 

g r a f o t e m um s u b c o n j u n t o N do c o n j u n t o dos nós do g r a f o o r i g i n a l . 

a4 

F i g u r a 2.3 
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mas contêm somente os ramos c u j o s nós i n i c i a i s e - f i n a i s estão no 

s u b c o n j u n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N . A F i g u r a 2 . 3 ( c ) m o s t r a um s u b g r a f o do g r a f o da F i g u 

r a 2.3 (a) . 

2.8 T i p o dos G r a f o s 

2.8.1 G r a f o Conexo 

Um g r a f o G - (NSA) é c o n e x o , se p a r a q u a l q u e r d o i s nós i e j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e N há um c a m i n h o em G de i p a r a j . Os g r a f o s das F i g u r a s 2 . 1 ( a ) e 

2 . 1 ( c ) são c o n e x o s , mas o g r a f o da F i g u r a 2 . 1 ( b ) não ê c o n e x o , p o r 

que não e x i s t e um c a m i n h o n e s s e g r a f o do nõ 1 p a r a o 5. 

2.8.2 G r a f o C o m p l e t o ' 

Um g r a f o G = (N3A) ê chamado C o m p l e t o , se p a r a d o i s nós q u a i s 

q u e r i e j  e N (i ^ j ) , o ramo (i3g')eA. P o r e x e m p l o , o g r a f o da F i 

g u r a 2.4 (a) é um g r a f o c o m p l e t o não-direcionadó e o g r a f o da F i g u r a 

2.4 (b) ê um g r a f o c o m p l e t o d i r e c i o n a d o . 

(a) Um g r a f o C o m p l e t o 

não-direcionado 

(b) Um g r a f o c o m p l e t o 

d i r e c i o n a d o 

F i g u r a 2.4 
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2.8.3 G r a f o B i p a r t i d o 

Um g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G - (N*A) ê chamado um g r a f o B i p a r t i d o , se o c o n j u n 

t o N dos seus nós pode s e r d i v i d i d o em d o i s s u b c o n j u n t o s S e Ty t a i s 

que t o d o s os ramos t e n h a m um nó t e r m i n a l em S e o o u t r o em T. Então, 

um g r a f o b i p a r t i d o pode s e r r e p r e s e n t a d o p o r G = (SST,A). A F i g u r a 

2 . 5 ( a ) m o s t r a um g r a f o b i p a r t i d o não d i r e c i o n a d o , no q u a l os nós 1 , 

2, 3 e 4 formam o c o n j u n t o S e os nós 5, 6 e 7 formam o c o n j u n t o T.. 

Ê m u i t o fácil m o s t r a r q u e : 

TEOREMA 2.1 Um g r a f o não d i r e c i o n a d o G ê b i p a r t i d o , se e somente se 

não contêm nenhum C i c l o de c a r d i n a l i d a d e I m p a r . 

Um g r a f o b i p a r t i d o G - (SsT,A) é chamado C o m p l e t o , se p a r a 

q u a l q u e r i e S e q u a l q u e r j e T, o ramo ( i j j ) e A . A F i g u r a 2.5(b)mos 

t r a um g r a f o b i p a r t i d o c o m p l e t o . 

(a) G r a f o b i p a r t i d o (b) G r a f o b i p a r t i d o c o m p l e t e 

F i g u r a 2.5 

2.9 A Representação de G r a f o p o r M a t r i z 

c o n v e n i e n t e da representação de um g r a f o a l g e b r i 

de m a t r i z e s , como o s e g u i n t e . 

Uma m a n e i r a 

camente ê p e l o u s o 
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2.9.1 A M a t r i z de Adjacência 

Dado um g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G3 a sua m a t r i z de Adjacência ê d e n o t a d a p o r 

'A - [a . .] e ê dada p o r : 

a . . = 1 se o a r c o e x i s t e em G 

a . . = 0 se o a r c o (i,,j) não e x i s t e em G 

(Uma ligação pode s e r substituída p o r d o i s a r c o s de direçoes c o n t r a 

r i a s ) . P o r t a n t o , , a m a t r i z de adjacência do g r a f o m o s t r a d o na F i g u r a 

2.6 ê: 

1 2 3 4 5 6 

1 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 0 0 0 

2 1 0 1 0 0 0 

3 0 1 0 1 1 1 

A = 4 0 0 1 0 1 0 

5 0 0 0 1 0 1 

6 1 1 1 0 0 0 

A m a t r i z de adjacência no c a s o de um g r a f o b i p a r t i d o 

G = (S,T, A) pode t e r uma f o r m a m a i s r e d u z i d a . Nesse c a s o não 

tem ramos e n t r e nós do c o n j u n t o S, então p a r a q u a l q u e r i z S e jeS t e 

mos a . . - 0 (o que tembêm o c o r r e p a r a os nós do c o n j u n t o T ) . P o r t a n 

t o , podemos d e f i n i r os índices das l i n h a s da m a t r i z como os nós do 

c o n j u n t o S, e os índices das c o l u n a s como os do c o n j u n t o T. Por e 

x e m p l o , o g r a f o b i p a r t i d o da F i g u r a 2.5 (a) pode s e r r e p r e s e n t a d o pe 

l a s e g u i n t e m a t r i z : 
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5 6 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 
1 1 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 1 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A = 3 0 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 4 0 1 1 

2.9.2 A M a t r i z de Incidência 

Dado um G r a f o G de n nós e m r a m o s , a m a t r i z de Incidência 

de G ê d e n o t a d o p o r B = [b . .] e ê uma m a t r i z de nxm d e f i n i d a como o 

s e g u i n t e : 

b . . -.+ 1 se % ê o nó i n i c i a l do a r c o a.. 

ou i ê um nõ t e r m i n a l da ligação q.s 

6 . . = '- 1 s e t é o nõ f i n a l do a r c o a,. 

fe.. = 0 no o u t r o c a s o . 

^3 

P a r a o g r a f o m o s t r a d o na F i g u r a 2 . 6, a m a t r i z de i n c i d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a z a  3 a. i+ 0 5 «6 a 7 0 8 a  9 

1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 

5 = 3 0 0 0 1 1 0 1 1 0 

4 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

5 0 0 0 0 0 1 -1 0 1 

6 0 1 1 0 1 -1 0 0 0 

P o r q u e cada ramo ê i n c i d e n t e e x a t a m e n t e a d o i s nós, então cada c o 

l u n a da m a t r i z de incidência contêm d o i s e l e m e n t o s d i f e r e n t e s de ze 
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r o . 

F i g u r a 2.£> 

2.10 Representação de Rede de Ruas p o r G r a f o s 

C o nforme a definição de g r a f o , uma r e d e de r u a s pode s e r r e 

p r e s e n t a d a p e l o mesmo. P a r a i s t o r e p r e s e n t a m o s cada segmento da r u a 

p o r um ramo e cad a interseção p o r um nó. Se o segmento da r u a não é 

de direção única, o r e s p e c t i v o ramo é não-direcionado. Se o segmen 

t o t e m um s e n t i d o d e t e r m i n a d o , entãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ê r e p r e s e n t a d o p o r um a r c o . 

Por e x e m p l o , na F i g u r a 2.7 (a) é dada uma r e d e de r u a s onde a d i r e 

ção de t r a f e g o de cada segmento de r u a ê d e t e r m i n a d a p e l a s s e t a s . 

Essa r e d e pode s e r r e p r e s e n t a d a p e l o g r a f o m i s t o da F i g u r a 2 . 7 ( b ) . 

0 c o m p r i m e n t o (ou c u s t o do p e r c u r s o ) de c a d a r u a pode s e r i n t e r p r e 

t a d o como um p e s o p a r a o r e s p e c t i v o ramo. 
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(a) a r e d e de r u a s 

(b) o g r a f o . r e p r e s e n t a n t e da r e d e 

F i g u r a 2.7 



CAPÍTULO I I I 

PROBLEMA DE EULER 

3.1 Caso de um G r a f o Não-Direcionado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C i c l o Euleriano 

Dado um g r a f o não d i r e c i o n a d o G, um C i c l o E u l e r i a n o ê um Ci_ 

c i o que p e r c o r r e t o d a s ' as ligações de G uma vez e somente uma v e z . 

O b v i a m e n t e , nem t o d o s o s g r a f o s têm c i c l o E u l e r i a n o , mas, se 

e x i s t i r um c i c l o E u l e r i a n o , i s t o s i g n i f i c a que e l e pode s e r desenha 

do sem l e v a n t a r o lápis do p a p e l . Como e x e m p l o , o g r a f o da F i g u r a 

3.1 não tem C i c l o E u l e r i a n o , mas o g r a f o da F i g u r a 3.2 t e m t a l C i 

c i o dado p e l a sequência: (Começando no nõ n^) 

a l a2 a3 a 4 a 1 5 a 1 4 a 1 3 a 1 2 a l l a16 a17 a10zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V
 a 8 G 5 a l a6 

A direção a p e r c o r r e r é m o s t r a d a p e l a s s e t a s na F i g u r a 3.2. 



F i g u r a 3 . 1 : g r a f o sem c i c l o E u l e r i a n o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 02 

F i g u r a 3.2: g r a f o com c i c l o E u l e r i a n o . 

E u l e r , no seu p r o b l e m a célebre da p o n t e K o n i g s b e r g , f o i a 

p r i m e i r a p e s s o a que c o n s i d e r o u a existência da t a i s c i c l o s em g r a 

f o s . K o n i g s b e r g é uma c i d a d e construída em ambas as margens do r i o 

P r e g e l e s o b r e duas i l h a s no r i o . As margens do r i o e as duas i l h a s 

são c o n e c t a d a s p o r s e t e p o n t e s , como m o s t r a d o na F i g u r a 3.3 ( a ) . A 

questão p r o p o s t a em 1936 e r a : se possível começar de um p o n t o qual_ 

q u e r da c i d a d e , c r u z a r c a d a p o n t e e x a t a m e n t e uma v e z , e r e t o r n a r ao 

p o n t o i n i c i a l . Se ca d a margem do r i o e cada i l h a são r e p r e s e n t a d a s 

p o r um nó e cada p o n t e p o r uma ligação, o mapa da F i g u r a 3 . 3 ( a ) po 

de s e r r e p r e s e n t a d o p e l o g r a f o da F i g u r a 3 . 3 ( b ) . 0 p r o b l e m a a g o r a ê 

d e t e r m i n a r se e x i s t e um c i c l o E u l e r i a n o n e s s e g r a f o . E u l e r c o n c l u i 

que o g r a f o não contêm c i c l o E u l e r i a n o . 
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(a) Mapa de K o n i g s b e r g 

c 

o 

(b) G r a f o e q u i v a l e n t e 

F i g u r a 3.3 

O t e o r e m a básico s o b r e a existência de um c i c l o E u l e r i a n o ê 

o s e g u i n t e : 

TEOREMA 3.1 [ 8 ] Um g r a f o c o n e x o não d i r e c i o n a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G contêm um c i c l o 

E u l e r i a n o , se e somente se não t i v e r nós de g r a u ímpar. 

NECESSIDADE. Q u a l q u e r c i c l o E u l e r i a n o d e v e u s a r uma ligação p a r a 

c h e g a r a um nó e uma o u t r a ligação p a r a p a r t i r , sendo que t o d a s as 

ligações devem s e r p e r c o r r i d a s e x a t a m e n t e uma v e z . Então, se G c o n 

têm um c i c l o E u l e r i a n o , o g r a u de t o d o nó d e v e s e r p a r . 

SUFICIÊNCIA. S e j a G um g r a f o c o n e x o não d i r e c i o n a d o com nós de g r a u 
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p a r . Comece uni c i c l o em a l g u m nó n 0 arbitrário e p r o s s i g a ao l o n g o 

de uma ligação a n t e r i o r m e n t e não usada p a r a o próximo nó até que o 

c i c l o r e t o r n e . azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n0 e se t o r n e c o m p l e t o . Caso t o d a s as ligações t e 

nham s i d o u s a d a s , o c i c l o E u l e r i a n o d e s e j a d o f o i e s t a b e l e c i d o . Caso 

algu m a s ligações não t e n h a m s i d o u s a d a s , então s e j a $ o c i c l o já 

c o m p l e t o . P o r q u e G é c o n e c t a d o , $ deve t e r p a s s a d o através de a l g u m 

nõ n., o q u a l ê o nõ t e r m i n a l de a l g u m a s ligações até a g o r a não u s a 

d a s . Se t o d a s as ligações u s a d a s p o r $ são r e m o v i d a s , então o g r a f o 

r e s u l t a n t e a i n d a terá g r a u p a r em t o d o s os nós, p o r que $ deve u s a r 

um número p a r de ligações a d j a c e n t e s em cad a nó ( z e r o ê c o n s i d e r a d o 

um número p a r ) . 

Começando nov a m e n t e de n . podemos p e r c o r r e r um c i c l o $' come 

çando e t e r m i n a n d o em . M a i s uma v e z , se o r e s t o das ligações são 

usa d a s p o r $ 1 , concluímos o t e o r e m a . Uma p a r t e de $ de n a n . se 

o % — 

g u i d o p e l o C i c l o <í>1 e s e g u i d a p e l a o u t r a p a r t e de <í> de a n será 

o c i c l o E u l e r i a n o r e q u e r i d o . Se al g u m a s ligações a i n d a não são u s a 

d a s , s e j a o n o v o c i c l o $> a união de $ e í>1 d e s c r i t a a c i m a . Novamen 

t e podemos a c h a r um nõ n. e n c o n t r a d o p o r $, o q u a l ê o t e r m i n a l de 

ti 
a l g u m a s ligações a i n d a não u s a d a s . Então podemos p r o s s e g u i r f o r m a n 

do um novo c i c l o 0 ' , começando de n . e a s s i m p o r d i a n t e , até que f i 
0 

n a l m e n t e d e s s a m a n e i r a t o d a s as ligações s e j a m u s a d a s e um c i c l o Eu 

l e r i a n o $ s e j a o b t i d o . I s t o p r o v a que o c i c l o r e q u e r i d o pode s e r 

construído em q u a l q u e r g r a f o c o n e x o não d i r e c i o n a d o , no q u a l t o d o s 

os nós são de g r a u p a r , e provê um mêtodc p a r a c o n s t r u i r t a l c i c l o . 

No g r a f o da p o n t e K o n i g s b e r g , t o d o s os nós são de g r a u ím 

p a r ; p o r t a n t o , não e x i s t e um c i c l o E u l e r i a n o n e s s e g r a f o . 

Podemos n o t a r também que q u a l q u e r g r a f o d e ve t e r um número 

p a r de nós de g r a u I m p a r . E s t e r e s u l t a d o ê b a s e a d o no número t o t a l 

de incidências no g r a f o i n t e i r o . Cada ligação está en c o n t a c t o com 
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d o i s nós; então a soma de g r a u de t o d o s os nós é: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

E d . s 2m 
v 

i=l 

onde m é o número t o t a l de ramos e d. é o g r a u de nó i . No c a s o em 

x 

que a l g u n s nós s e j a m de g r a u p a r e a l g u n s o u t r o s s e j a m de g r a u ím 

p a r , podemos e s c r e v e r 

n 

Z d. = Z d . + Z d. = 2m 
% ^ i 

i=l i e p i e l 

onde P ê o c o n j u n t o dos nós de g r a u p a r , e I ê o c o n j u n t o dos nós 

de g r a u i m p a r . O b v i a m e n t e , £ d . e. 2m são números p a r e s ; p o r t a n t o , 

i e P % 

1 d. também deve s e r um número p a r . Se se somar um g r u p o de núme 

r o s ímpares e se o b t e r um número p a r , então o número dos números ím 

p a r e s deve s e r p a r . Logo, em q u a l q u e r g r a f o há um número p a r de nós 

de g r a u ímpar. 

3.2 Caso de um G r a f o D i r e c i o n a d o 

C i r c u i t o Euleriano 

Dado um g r a f o d i r e c i o n a d o G, um C i r c u i t o E u l e r i a n o ê um c i r 

c u i t o que p e r c o r r e t o d o s os a r c o s de G uma vez e somente uma v e z . 

i 

TEOREMA 3.2 A condição necessária e s u f i c i e n t e p a r a existência de 

um c i r c u i t o E u l e r i a n o ê que o g r a f o s e j a c o n e x o e p a r a cada nõ o 

g r a u de e n t r a d a s e j a i g u a l ao g r a u de saída. 

A p r o v a d e s s e t e o r e m a e s e m e l h a n t e ã p r o v a do t e o r e m a 3 . 1 , e 



e também o método de c o n s t r u i r um c i r c u i t o E u l e r i a n o de a c o r d o com 

es s e teorema'ê o mesmo que f o i d i s c u t i d o no c a s o de um g r a f o não-di 

r e c i o n a d o . A q u i t e n t a r e m o s m o s t r a r i s t o somente com um e x e m p l o . Con 

S i d e r e o g r a f o d i r e c i o n a d o da F i g u r a 3.4. De a c o r d o com o t e o r e m a 

3.2 o g r a f o contêm um c i r c u i t o E u l e r i a n o , p o r q u e e l e ê c o n e x o e pa 

r a cada nó o g r a u . d e e n t r a d a ê i g u a l ao g r a u de saída. Um c i r c u i t o 

E u l e r i a n o n e s s e g r a f o pode s e r construído na s e g u i n t e m a n e i r a . A 

p a r t i r de um nó q u a l q u e r , p o r e x e m p l o começamos a f a z e r um c i r 

c u i t o ; se o c i r c u i t o p e r c o r r e r t o d o s os a r c o s , então e l e ê um c i r 

c u i t o E u l e r i a n o e t e r m i n a m o s . Se não^ s e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n,3 nOÍ n C J n<-, n^3 n. 

F i g u r a 3.4: G r a f o com C i r c u i t o E u l e r i a n o 

o c i r c u i t o já f e i t o . Novamente a p a r t i r de um nó do c i r c u i t o e x i s _ 

t e n t e , o q u a l ê o nó t e r m i n a l de um a r c o a i n d a não u s a d o , começamos 

a f a z e r um o u t r o c i r c u i t o u s a n d o somente a r c o s não u s a d o s . Como e 

x e m p l o , a p a r t i r de podemos f a z e r o c i r c u i t o n^3 n^3 n^3 n^. 

A p a r t e do c i r c u i t o a n t e r i o r de a s e g u i d o p o r novo c i r c u i t o e 

s e g u i d o p e l a o u t r a p a r t e do c i r c u i t o a n t e r i o r de a será o c i r 

c u i t o E u l e r i a n o r e q u e r i d o n e s s e g r a f o . Então, um c i r c u i t o E u l e r i a n o 

n e s s e g r a f o pode s e r o b t i d o p e l a sequência de nós n^3 n^3 n^3 n^3 

n^3 n 2 j n^3 n^3 n^3 n^. P o r t a n t o , em q u a l q u e r g r a f o que satisfaça 

as condições do t e o r e m a 3.2, podemos c o n s t r u i r um c i r c u i t o E u l e r i a 

no.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  
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3.3 Caso de um G r a f o M i s t o 

A existência de um c i r c u i t o E u l e r i a n o num g r a f o m i s t o ê ga 

r a n t i d a p e l o s e g u i n t e t e o r e m a : 

TEOREMA 3.3 [ 9 ] A.condição necessária e s u f i c i e n t e p a r a existência 

de um c i r c u i t o E u l e r i a n o num g r a f o m i s t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G = (N3A) ê que: 

(a) 0 g r a f o s e j a c o n e x o ; 

(b) O numero t o t a l de ramos i n c i d e n t e s em c a d a nõ do g r a f o 

s e j a p a r ; 

(c) P a r a c a d a nõ, e cad a s u b c o n j u n t o de nós, o numero de r a 

mos não d i r e c i o n a d o s i n c i d e n t e s no nõ (ou s u b c o n j u n t o ) 

s e j a m a i o r do q u e , ou i g u a l ã diferença em número e n t r e 

ramos d i r e c i o n a d o s de e n t r a d a e de p a r t i d a . 

As- p r i m e i r a s duas condições são r e q u i s i t o s f a m i l i a r e s , a t e r 

c e i r a é a l g o d i f e r e n t e . A n e c e s s i d a d e de condição (c) pode s e r c o n 

s i d e r a d a p o r um e x e m p l o . I s t o ê m o s t r a d o na F i g u r a 3.5. 0 g r a f o nes 

sa f i g u r a ê c o n e c t a d o e t o d o s os nós são de g r a u p a r . C o n t u d o , se 

c o n s i d e r a r m o s a região do g r a f o d e f i n i d o p e l o s nós 4, 5 e 8, n o t a 

mos que ê e x i g i d o e n t r a r 5 v e z e s n e s s a região ( p o r c i n c o ramos d i r e 

c i o n a d o s ) e só e x i s t e m 3 ramos (um d i r e c i o n a d o e d o i s não d i r e c i o 

n a d o s ) disponíveis p a r a s a i r d e s s a região. P o r t a n t o , ê c l a r a m e n t e 

impossível f a z e r um c i r c u i t o E u l e r i a n o n e s s e g r a f o , e concluímos que 

a condição (c) ê necessária. 

A p r o v a de suficiência ê b a s e a d a n o ' t e o r e m a de circulação 

de f l u x o em r e d e s [ 9 ] . C o n s i d e r e - s e um g r a f o G - (N,A) e supondo 

que a e l s e j a m l i m i t e s s u p e r i o r e i n f e r i o r de c a p a c i d a d e dos r a 

I 
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F i g u r a 3.5 Um g r a f o m i s t o sem c i r c u i t o E u l e r i a n o 

mos emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A onde 0 < Z <_ a, uma circulação viável em (N3A) é uma f u n 

ção f em A s a t i s f a z e n d o 

(3. 1 ) f(Í,N) - f ( N 3 i ) - 0 , ieN 

( 3 . 2 ) < f ( i 3 j ) < c ( i , j ) ( i , 3 ) t A . 

I s t o s i g n i f i c a que uma circulação viável s a t i s f a z os l i m i t e s 

s u p e r i o r e i n f e r i o r da c a p a c i d a d e dos ramos e p a r a cada nó o f l u x o 

de e n t r a d a é i g u a l ao f l u x o de saída. Também d e f i n i m o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X como sub 

c o n j u n t o em N e X seu c o m p l e m e n t o . 

O t e o r e m a de circulação é: 

TEOREMA 3.4 A condição necessária e s u f i c i e n t e p a r a existência de 

uma circulação viável, q u a n d o 0 < _ Z ( i 3 j ) <_ c ( i , j ) ê q u e : 

(3.3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g(X, X) > KXjX) p a r a t o d o s icj|í zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•j 

Não provamos e s s e t e o r e m a s , p o r q u e ê f o r a do a s s u n t o da t e s e . 



A interpretação de ( 3 . 3 ) f i c a c l a r a com o e x e m p l o da f i g u r a 

3.6. Nesse e x e m p l o , o f l u x o máximo que pode f l u i r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X p a r a X,  são 

4 u n i d a d e s de f l u x o , e n q u a n t o o f l u x o mínimo que deve s a i r de X.  pa 

r a X,  são 5 u n i d a d e s ( 2 + 3 ) ; l o g o não pode e x i s t i r uma circulação 

viável p a r a e s s e e x e m p l o •*' • 

1/4 

X 3,5 

.2,3 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  
F i g u r a 3.6 A Interpretação da relação ( 3 . 3 ) 

V o l t a m o s p a r a a p r o v a de suficiência do t e o r e m a 3.3. P r i m e i 

r a m e n t e s u b s t i t u i r m o s cada ramo não d i r e c i o n a d o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G p o r . um p a r de 

a r c o s c o n t r a r i a m e n t e d i r e c i o n a d o s , o b t e n d o um g r a f o d i r e c i o n a d o 

G^ = (N3A-). D e f i n i m o s l i m i t e s s u p e r i o r e i n f e r i o r de c a p a c i d a d e pa 

r a os a r c o s ( i 3 g ) em p o r : > 

o (i, g ) = 1 p a r a t o d o s ( i 3 j ) e A 

l ( i 3 j ) = il Se ( i 3 j ) ê um a r c o d i r e c i o n a d o de A; 

{ 0 Caso c o n t r a r i o . 

Então, a hipótese ( c ) do t e o r e m a 3.3 ê e q u i v a l e n t e ã ( 3 . 3 ) do 

t e o r e m a de circulação; p o r t a n t o , há uma circulação viável / em Gj . 

A g o r a , c o n f o r m e e s s a circulação, o r i e n t a m o s a l g u n s ramos não d i r e 

c i o n a d o s de G de a c o r d o com o s e g u i n t e : 

Se ( i 3 j ) ê um ramo não d i r e c i o n a d o de G e se f ( i 3 j ) - 13 

f ( j 3 i ) - 0, d i r e c i o n a m o s o ramo de i p a r a j . D i s t o r e s u l t a um g r a f o 

m i s t o G9 = (N3A ) 3 o q u a l t e m p r o p r i e d a d e s ( a ) , (b) do t e o r e m a 3.3 
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e também zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(O: em cada nõ o número dos ramos d i r e c i o n a d o s que e n t r a m 

no nõ ê i g u a l ao número dos ramos d i r e c i o n a d o s que sa 

em do mesmo. 

A g o r a , b a s t a e s t a b e l e c e r que em G^ e x i s t e um c i r c u i t o E u l e 

r i a n o . De a c o r d o com (b) e ( c ' ) , o número dos ramos não d i r e c i o n a 

dos i n c i d e n t e s em cada nõ d e v e s e r p a r . I s t o s i g n i f i c a que os ramos 

não d i r e c i o n a d o s de G formam c i c l o s . D i r e c i o n a n d o e s s e s c i c l o s e 

d i r e c i o n a n d o os ramos de a c o r d o com a direção dos c i c l o s , o g r a f o 

G^ se t o r n a t o t a l m e n t e d i r e c i o n a d o . Então, c o n f o r m e o t e o r e m a 3.2 

e x i s t e um c i r c u i t o E u l e r i a n o no G e concluímos o t e o r e m a . 

Deve s e r o b s e r v a d o q u e , se um g r a f o m i s t o s a t i s f a z as c o n d i 

ções (a) e ( b ) , mas não e x i s t e uma circulação viável, i s t o s i g n i f i 

ca que o g r a f o não tem c i r c u i t o E u l e r i a n o . Mas, se e x i s t i r , a p r o v a 

da suficiência do t e o r e m a provê um método p a r a c o n s t r u i r t a l c i r c u i 

t o . 

V o l t a m o s p a r a o p r o b l e m a de distribuição de serviços públi_ 

co s ( c o l e t a de l i x o , distribuição de c a r t a s e t c ) d i s c u t i d o no capít 

t u l o I . 0 p r o b l e m a ê o s e g u i n t e . Dada uma r e d e de r u a s (um b a i r r o ) , 

r e p r e s e n t a d a p o r um g r a f o começando de um nõ na r e d e (depósito de 

l i x o , c o r r e i o e t c ) e n c o n t r a r um r o t e i r o que p e r c o r r e t o d a s as r u a 3 

p e l o menos uma v e z e r e t o r n e p a r a o p o n t o i n i c i a l , de modo que o 

c o m p r i m e n t o t o t a l do r o t e i r o s e j a m i n i m i z a d o . O t e o r e m a de E u l e r ga 

r a n t e que num g r a f o c o n e x o ou r e d e de r u a s que satisfaça as c o n 

dições necessárias do t e o r e m a , e x i s t e ' u m r o t e i r o (um c i c l o ou c i r 

c u i t o E u l e r i a n o ) que p e r c o r r e t o d a s as r u a s e x a t a m e n t e uma v e z . Por 

que o p r o b l e m a de distribuição de serviços públicos também e x i g e pe 

l o menos uma passagem em cad a r u a , então, n e s s e c a s o , o c o m p r i m e n t o 
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do c i c l o (ou c i r c u i t o ) ê mínimo. Mas, se o g r a f o não s a t i s f i z e r as 

condições, não e x i s t e um c i c l o E u l e r i a n o e q u a l q u e r r o t e i r o que p e r 

c o r r e cada r u a p e l o menos uma v e z , percorrerá a l g u m a s r u a s mais. que 

uma v e z . Se desenhamos as r u a s r e p e t i d a s como ramos a d i c i o n a i s no 

g r a f o , o g r a f o r e s u l t a n t e v a i p o s s u i r um c i c l o (ou c i r c u i t o ) ' E u l e 

r i a n o e podemos f a z e r um r o t e i r o que p e r c o r r e t o d o s os ramos ( i n c l u 

I n d o os ramos a d i c i o n a i s ) e x a t a m e n t e uma v e z . 

Então, n o s s o p r o b l e m a é começar com um g r a f o que não tem um 

c i c l o E u l e r i a n o e a d i c i o n a r ( d u p l i c a r ) ramos de modo que o mesmo 

p o s s u a um c i c l o ( o u c i r c u i t o ) E u l e r i a n o , de t a l m a n e i r a que o com 

p r i m e n t o ( c u s t o de p e r c u r s o ) dos ramos a d i c i o n a i s s e j a m i n i m i z a d o . ' 

0 t e o r e m a de E u l e r g a r a n t e que poderemos d e t e m i n a r um r o t e i r o no no 

vo g r a f o , o q u a l p e r c o r r e t o d o s os ramos ( i n c l u i n d o os d u p l i c a d o s ) 

e x a t a m e n t e uma vez e r e t o r n e ao p o n t o i n i c i a l . P o r q u e o c u s t o de 

p e r c u r s o dos ramos a d i c i o n a i s ê mínimo, o c u s t o de p e r c u r s o do nos 

so r o t e i r o também o ê. Esse p r o b l e m a ê c o n h e c i d o como "o p r o b l e m a 

do C a r t e i r o Chinês". 



CAPITULO I V 

O PROBLEMA DO CARTEIRO CHINÊS 

C o n s i d e r a m o s n e s t e C a p i t u l o o p r o b l e m a : " a c h a r um c i c l o (ou 

c i r c u i t o ) que p e r c o r r e t o d o s os ramos de um g r a f o p e l o menos uma 

vez de t a l modo que a distância ( c u s t o de p e r c u r s o ) t o t a l s e j a m i n i 

z a d a " , c o n h e c i d o como "o p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês". Esse p r o b l e -

ma ê c o n s i d e r a d o em três c a s o s d i f e r e n t e s : no c a s o de um g r a f o não-

- d i r e c i o n a d o , d i r e c i o n a d o e m i s t o . 

4 .1 Caso de um G r a f o Não-Direcionado 

T r a t a m o s n e s t a seção do p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês no c a s o 

de um g r a f o não d i r e c i o n a d o . O t e o r e m a de E u l e r no C a p i t u l o a n t e r i -

o r a f i r m o u q u e , num g r a f o c o n e x o não d i r e c i o n a d o , que não tem ne 

nhum nó de g r a u "mpar, e x i s t e um c i c l o E u l e r i a n o que p e r c o r r e t o d a s 

as ligações do g r a f o e x a t a m e n t e uma v e z . P o r q u e um c i c l o E u l e r i a n o 

não u s a nenhuma ligação m a i s que uma v e z , então podemos c o n c l u i r 

que o c i c l o ê uma solução õtima p a r a o p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês 

n e s s e g r a f o . 

Se a l g u n s nós do g r a f o são de g r a u I m p a r , 

c i o que p e r c o r r e t o d a s as ligações do g r a f o p e l o 

então q u a l q u e r c i 

menos uma v e z , p e r 
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c o r r e r a a l g u m a s ligações m a i s que uma v e z . 0 p r o b l e m a nesse c a s o ê 

m i n i m i z a r o c o m p r i m e n t o t o t a l das ligações d u p l i c a d a s . 

4.1.1 0 A l g o r i t m o 'de KWAN 

O p r i m e i r o t r a b a l h o p u b l i c a d o p a r a r e s o l v e r e s t e p r o b l e m a de 

minimização f o i p o r M e i - k o Kwan (1962) que e r a i n t e r e s s a d o em d e t e r 

m i n a r r o t e i r o s de c a r t e i r o s . O t r a b a l h o de Kwan é baseado na desço 

b e r t a de c i c l o s n e g a t i v o s [ 1 7 ] . O a l g o r i t m o de Kwan pode s e r r e s u m i 

do nos s e g u i n t e s p a s s o s : 

1 . 0 g r a f o não d i r e c i o n a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G = (N3A), que t e m p e s o w. . a s s o c i a d o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 3 

c a d a ligaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a. . (que r e p r e s e n t a o custo de percurso) ê dado. Se o 

g r a f o t i v e r a l g u n s nós de g r a u Impar, a c r e s c e n t e m - s e algumas l i g a 

ções de modo que t o d o s os nós se t o r n e m de g r a u par e a d i c i o n a l m e n 

te a s s o c i e - s e peso -w  :. a cada ligação a d i c i o n a d a a . ., onde, w  . . é 

13 id id 
o peso da ligação a . . no g r a f o o r i g i n a l . 

iQ •. 

2. Examinemos q u a l q u e r c i c l o no g r a f o . Se e n c o n t r a r m o s um c i c l o ne 

g a t i v o ( i . e . um c i c l o de v a l o r n e g a t i v o ) , removam-se t o d a s as l i g a 

ções a d i c i o n a i s e d u p l i q u e m - s e t o d a s as ligações não d u p l i c a d a s do 

c i c l o ; a s s o c i e m - s e p e s o s n e g a t i v o s ãs n o v a s ligações d u p l i c a d a s da 

mesma m a n e i r a que f o i d e s c r i t o a c i m a . 

3. V o l t e m o s p a r a o p a s s o 2 até que não e x i s t a m m a i s c i c l o s n e g a t i _ 

vos. 

4. C o n s t r u a m o s um c i c l o E u l e r i a n o no g r a f o r e s u l t a n t e de a c o r d o com 

o t e o r e m a de E u l e r . 

Como e x e m p l o , na f i g u r a 4.1 (a) ê mostrado um g r a f o no q u a l os 

nós 1 e 6 são de g r a u Impar. Se duplicarmos os ramos ( 1 , 2 ) e ( 2 , 6 ) , 
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no g r a f o r e s u l t a n t e t o d o s os nós serão de g r a u p a r . Esse g r a f o ê 

m o s t r a d o na f i g u r a 4 . 1 ( b ) . A g o r a n e s s e g r a f o , se c o n s i d e r a r m o s o c i 

c i o ( 1 , 2, 6, 5, 1 ) , a soma d o s p e s o s ê - 5 ; então, e l e é um c i c l o 

n e g a t i v o . P o r t a n t o , n e s s e c i c l o as ligações d u p l i c a d a s devem s e r 

t r o c a d a s ; o novo g r a f o ê m o s t r a d o na f i g u r a 4 . 1 ( c ) e e l e não tem 

m a i s um c u c l o n e g a t i v o . I s t o s i g n i f i c a que não e x i s t e m m a i s c a d e i a s 

de v a l o r menor que a c a d e i a já d u p l i c a d a ; então, o peso t o t a l das 

ligações d u p l i c a d a s ê mínimo e c o n s e q u e n t e m e n t e um c i c l o E u l e r i a n o 

n e s s e g r a f o tem o p e s o mínimo. 

F i g u r a 4.1 0 e x e m p l o do a l g o r i t m o de KWAN 
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O a l g o r i t m o do KWAN t e m um p r o b l e m a sério, p o r q u e g e r a l m e n t e 

o número de c i c l o s numa r e d e é e x t r e m a m e n t e g r a n d e ; então, a i n s p e 

ção de t o d o s os c i c l o s , p a r a a s s e g u r a r que não há m a i s c i c l o s nega 

t i v o s , é p r a t i c a m e n t e impossível. 

P o r c a u s a do t r a b a l h o de KWAN, o p r o b l e m a de a c h a r um c i c l o 

de c o m p r i m e n t o mínimo e n v o l v e n d o t o d a s os ramos num g r a f o c o n e x o ê 

chamado "o p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês". 

4.1.2 O C o n c e i t o de Caminho M a i s C u r t o 

Uma o u t r a m a n e i r a de se c o n s i d e r a r o p r o b l e m a do c a r t e i r o C h i 

nês ê e n c o n t r a d a no t r a b a l h o de EDMONDS (1965) [ 6 ] e GLOVOR (1967) 

[ l l ] . Num g r a f o em que e x i s t e m a l g u n s nós de g r a u I m p a r , o que ê 

r e q u e r i d o ê a duplicação de ligações a p r o p r i a d a s , de modo que o g r a 

f o p o s s u a um c i c l o E u l e r i a n o . I s t o i m p l i c a que cada nõ de g r a u ím 

p a r deve c o n v e r t e r - s e em um de g r a u p a r , mantendo o g r a u dos nós' 

r e s t a n t e s . C l a r a m e n t e , quando d u p l i c a m o s uma só ligação e n t r e d o i s 

nós, t r o c a m o s o g r a u de ambos os. nós. Se o r i g i n a l m e n t e ambos os nós 

são de g r a u ímpar, os d o i s t o r m a n - s e de g r a u p a r . Mas, se um nõ ê 

de g r a u ímpar e o o u t r o de g r a u p a r , d u p l i c a n d o a ligação e n t r e e l e s 

s i m p l e s m e n t e se t r o c a a p r o p r i e d a d e de p a r e ímpar. Então, o p r o c e s 

so de duplicação deve s e r c o n t i n u a d o até que t e r m i n e num nõ que e r a 

o r i g i n a l m e n t e de g r a u ímpar. A f i g u r a 4.2 m o s t r a t a l p r o c e s s o e n t r e 

d o i s nós que o r i g i n a l m e n t e e r a m de g r a u ímpar. 

F i g u r a 4.2 
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Uma p r o p r i e d a d e a d i c i o n a l de uma boa solução pode s e r desço 

b e r t a p o r inspeção da F i g u r a 4.3. Se o c a m i n h o d u p l i c a d o e n t r e d o i s 

nós de g r a uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Impar não é o c a m i n h o m a i s c u r t o d i p o n l v e l e n t r e aque 

l e s nós, podemos m e l h o r a r o c u s t o de p e r c u r s o no g r a f o p o r e l i m i n a 

ção das ligações d u p l i c a d a s e d u p l i c a r ligações no c a m i n h o m a i s c u r 

t o . Então, em q u a l q u e r solução õtima, i s t o deve s e r v e r d a d e i r o : que 

o c a m i n h o onde houve duplicações, s e j a o c a m i n h o m a i s c u r t o l i g a n d o 

os nós de g r a u Impar. No.exemplo da F i g u r a 4.3, os nós 1 e 6 eram 

o r i g i n a l m e n t e de g r a u Impar, p o r t a n t o o c a m i n h o ( 1 , 2, 3, 4, 5, 6) 

e n t r e e l e s f o i d u p l i c a d o . Mas o c a m i n h o do nõ 1 ao nõ 6 v i a nõ 7 

c l a r a m e n t e é m a i s c u r t o do que o que f o i d u p l i c a d o . 

Quando se f a z e m duplicações e n t r e d o i s nós de g r a u Impar, nem 

sempre e s s a duplicação ê õtima. Depende de q u a i s p a r e s de nôs de 

g r a u Impar são e s c o l h i d o s p a r a serem c o n e c t a d o s . E s t e f a t o é demons 

t r a d o p e l a F i g u r a 4.4, onde os nós de g r a u Impar são os nós 1 , 4, 

5 e 8. As ligações d u p l i c a d a s na F i g u r a 4.4 (a) são os c a m i n h o s m a i s 

c u r t o s , r e s p e c t i v a m e n t e , c o n e c t a n d o o nõ 1 com o 4 e o nõ 5 com o 8. 

C l a r a m e n t e as duplicações não são õtimas e as ligações d u p l i c a d a s 

na F i g u r a 4 . 4 ( b ) , as q u a i s c o n e c t a m o nõ 1 com o 5 e o nõ 4 com o 8, 



32 

sao m e l h o r e s . - P o r t a n t o , não somente devemos c o n e c t a r os nós de g r a u 

ímpar p e l o s c a m i n h o s m a i s c u r t o s , mas devemos também s e l e c i o n a r os 

p a r e s c o r r e i o s de nós de g r a u ímpar p a r a a conecção. 

(a) 

- O 

©^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

©- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( b )  

- o 

- © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA©-

0 -

F i g u r a 4.4: D o i s c o n j u n t o s de c a m i n h o s m a i s c u r t o s . 

E s t e último p o n t o m a t e m a t i c a m e n t e é o p o n t o m a i s difícil do 

p r o b l e m a . R e l a t i v a m e n t e é fácil a c h a r o c a m i n h o m a i s c u r t o e n t r e 

d o i s nós de um g r a f o ; há um número de a l g o r i t m o s , já i m p l e m e n t a d o s 

e e x t r e m a m e n t e e f i c i e n t e s p a r a a c h a r a solução de t a l p r o b l e m a 

[ 4 , 1 3 ] . 0 p r o b l e m a de a c a s a l a r os nós a serem c o n e c t a d o s p o r ca m i 

nhos m a i s c u r t o s , e n v o l v e um número g r a n d e de permutações. Por exem 

p i o , num g r a f o que tem 20 nós de g r a u ímpar o número de c o n j u n t o s 

de c a m i n h o s m a i s c u r t o s e n t r e os nós de g r a u ímpar, é a p r o x i m a d a m e n 

t e 6,5 x 1 0 8 ( i s t o Ó 3 x 5 x 7 x . . . . x l 9 ) . 0 g r a f o da F i g u r a 4.4 

tem 3 de t a i s c o n j u n t o s , d o i s dos q u a i s são m o s t r a d o s . 
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-4.1.3 A Solução de A c o p l a m e n t o 

0 d e s e n v o l v i m e n t o de uma técnica que p r o v e u uma solução óti 

ma p a r a e'ste p r o b l e m a é d e v i d o a EDMONDS [ 6 ] . EDMONDS e r a i n t e r e s s a 

do no p r o b l e m a de g r a f o c o n h e c i d o como a c o p l a m e n t o [ 5 ] . 0 p r o b l e m a 

do a c o p l a m e n t o ê a c h a r em q u a l q u e r g r a f o , se e x i s t e um c o n j u n t o de 

ligações t a l que cada nõ do g r a f o e s t e j a em c o n t a t o p o r e x a t a m e n t e 

uma das ligações do c o n j u n t o e a soma dos c o m p r i m e n t o s das ligações 

s e j a mínima (ou máxima). E l e d e s e n v o l v e u um a l g o r i t m o m u i t o e l e g a n 

t e p a r a a solução d e s t e p r o b l e m a . 

Na aplicação d i r e t a do a l g o r i t m o de EDMONDS ã solução do p r o 

bl e m a do c a r t e i r o Chinês r e q u e r uma transformação do g r a f o . O' a l g o 

r i t m o de EDMONDS d e t e r m i n a c a s a i s d e n t r e t o d o s os nós, de t a l f o r m a 

que a soma dos c o m p r i m e n t o s das ligações que os c o n e c t a m ê mínima. 

0 p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês e x i g e somente c a s a i s de nós de g r a u 

ímpar, que podem s e r c o n e c t a d o s p o r c a d e i a s , e não n e c e s s a r i a m e n t e 

p o r ligações únicas. A transformação r e q u e r i d a ê m o s t r a d a na F i g u r a 

4.5. A F i g u r a 4.5 (a) ê o g r a f o o r i g i n a l , com q u a t r o nós de g r a u ím 

p a r . A F i g u r a 4.5 (b) ê.um g r a f o m o s t r a n d o somente os de g r a u ímpar. 

As ligações e n t r e os nós na F i g u r a 4.5 (b) r e p r e s e n t a m c a m i n h o s m a i s 

c u r t o s e n t r e os nõs de g r a u ímpar. Então, p o r e x e m p l o , a ligação en 

t r e nõs 5 a 10 na F i g u r a 4 . 5 ( b ) r e p r e s e n t a o cami n h o do nõ 5 ao nõ 

10 v i a nõ 6 no g r a f o o r i g i n a l e o seu peso r e p r e s e n t a o pe s o d e s s e 

c a m i n h o . A solução do p r o b l e m a do a c o p l a m e n t o no g r a f o da F i g u r a 

4.5 (b) são as duas ligações m o s t r a d a s p o r l i n h a s g r o s s a s , c o n e c t a n 

do o nõ 5 com o 2 e nõ 10 com o 8. I s t o i m p l i c a em que as ligações 

d u p l i c a d a s r e q u e r i d a s no g r a f o da F i g u r a 4 . 5 ( a ) são as s e g u i n t e s : 

O c a m i n h o de 5 a 2 v i a ' 1 e o c a m i n h o de 10 a 8 v i a 1 1 . O p r o b l e m a 

do a c o p l a m e n t o ê d i s c u t i d o no capítulo 5. 

P o r t a n t o , a solução .do p r o b l e m a de a c o p l a m e n t o pode p r o v e r 
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F i g u r a 4.5: G r a f o O r i g i n a l e G r a f o d e r i v a d o de nós de Grau 

i m p a r . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-•  

uma solução p a r a o p r o b l e m a de c a r t e i r o Chinês, no q u a l e l e d e t e r 

m i n a a construção de um g r a f o que p o s s u i um c i c l o E u l e r i a n o p o r du 

plicação de ligações em c a m i n h o s c o n e c t a n d o nõs de g r a u ímpar de t a l 

m a n e i r a que a soma dos c o m p r i m e n t o s das ligações d u p l i c a d a s é míni_ 

ma. Do t e o r e m a de E u l e r sabemos que úm c i c l o E u l e r i a n o pode s e r cons 

t r u i d o no g r a f o r e s u l t a n t e . Como uma consequência, e s s e c i c l o será 

de c o m p r i m e n t o mínimo ( c u s t o de p e r c u r s o m í n i m o ) . 0 a l g o r i t m o do 

p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês pode s e r r e s u m i d o nos s e g u i n t e s p a s s o s : 

PASSO 0 (Início) 

O g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G que r e p r e s e n t a a r e d e de r u a s , ê d a d o : A cada ligação de 
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G um pe s o ( c o m p r i m e n t o de r u a ou c u s t o de p e r c u r s o ) ê atribuído. 

PASSO 1 (Identificação de Nós de g r a u I m p a r ) 

I d e n t i f i q u e m - s e os nós de g r a u ímpar em G; se não h o u v e r nenhum, vã 

-se ao p a s s o 4. 

PASSO 2 (Caminhos m a i s C u r t o s ) 

E n c o n t r e m - s e os c a m i n h o s m a i s c u r t o s e n t r e t o d o s os p a r e s de nõs de 

g r a u ímpar. 

PASSO 3 ( A c o p l a m e n t o com Peso) 

Faça-se o g r a f o t r a n s f o r m a d o G*, no q u a l os nõs são somente a q u e l e s 

de g r a u ímpar do g r a f o G e as ligações r e p r e s e n t a m os c a m i n h o s m a i s 

c u r t o s e n t r e e l e s [ 4 , 1 3 ] . Usando o a l g o r i t m o de EDMONDS, e n c o n t r e - s e 

o a c o p l a m e n t o com p e s o mínimo em G*. D u p l i q u e m - s e ligações a p r o p r i a 

das do G de a c o r d o com o a c o p l a m e n t o õtimo o b t i d o , ( v e j a o capítulo 

5) . . * 

PASSO 4 (Construção do C i c l o ) 

C onforme o t e o r e m a 3 . 1 , faça-se um c i c l o E u l e r i a n o em G [ 7 ] . 

4.2 Caso de um G r a f o D i r e c i o n a d o 

0 p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês no c a s o de um g r a f o d i r e c i o n a 

do t o r n a - s e m a i s s i m p l e s que no não-direcionado e o mesmo pode s e r 

r e s o l v i d o como um p r o b l e m a de f l u x o de c u s t o mínimo numa r e d e . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t 

No c a s o de um g r a f o d i r e c i o n a d o , a condição necessária e su 

f i c i e n t e p a r a a existência de um c i r c u i t o E u l e r i a n o ê que o g r a f o 

s e j a c o n e x o e p a r a cada nõ o g r a u de e n t r a d a s e j a i g u a l ao g r a u de 

saída. Se a r e d e o r i g i n a l de r u a s não s a t i s f a z e s t a condição, então 

a l g u n s a r c o s devem s e r d u p l i c a d o s de modo que o g r a f o r e s u l t a n t e 
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p o s s u a um c i r c u i t o E u l e r i a n o . Os a r c o s d u p l i c a d o s devem f o r m a r 

nhos m a i s c u r t o s e n t r e nós de g r a u i m p a r , o b d d c e n d o â direção 

a r c o s , começando de nôs,com um e x c e s s o de e n t r a d a e t e r m i n a n d o 

nós com. um e x c e s s o de saída. 

4.2.1 O A l g o r i t m o de O u t - o f - K i l t e r 

Um a l g o r i t m o que pode s e r u s a d o p a r a e s t e p r o b l e m a , ê o a l g o 

r i t m o de " O u t - o f - K i l t e r " [ 9 , 1 4 ] . C o n s i d e r e - s e uma r e d e d i r e c i o n a d a 

na q u a l os a r c o s r e p r e s e n t a m t u b o s , onde três números são a s s o c i a 

dos a cada a r c o : um c u s t o a s s o c i a d o a cada u n i d a d e de f l u x o , um l i 

m i t e s u p e r i o r p a r a o f l u x o ( c a p a c i d a d e ) , e um l i m i t e i n f e r i o r . 0 l i _ 

m i t e i n f e r i o r pode s e r z e r o e o l i m i t e s u p e r i o r pode s e r i n f i n i t o . 

Dadas e s s a s q u a n t i d a d e s , o a l g o r i t m o de O u t - o f - K i l t e r e n c o n t r a f l u 

xo em t o d o s os t u b o s , de t a l m a n e i r a que os l i m i t e s s u p e r i o r e i n f e 

r i o r em f l u x o s e j a m s a t i s f e i t o s : o f l u x o de e n t r a d a s e j a i g u a l ao 

f l u x o de s a l d a em cad a nó, e o c u s t o t o t a l do f l u x o s e j a m i n i m i z a 

do. É c l a r o que, se o l i m i t e i n f e r i o r em t o d o s t u b o s f o r z e r o , a 

solução ótima terá f l u x o z e r o em t o d o s os t u b o s . Mas, se h o u v e r q u a l 

q u e r l i m i t e i n f e r i o r p o s i t i v o em f l u x o s , e s s e s l i m i t e s podem forçar 

f l u x o s em o u t r o s t u b o s . 

P a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a de c a r t e i r o Chinês no c a s o d i r e c i o 

n ado, r e p r e s e n t a m o s a r e d e o r i g i n a l de r u a s p o r um g r a f o d i r e c i o n a 

do. 0 c u s t o p o r u n i d a d e de f l u x o em cada a r c o ê o seu c u s t o de p e r 

c u r s o , o l i m i t e i n f e r i o r em t o d o s os a r c o s sendo a u n i d a d e e t o d o s 

os l i m i t e s s u p e r i o r e s são i n f i n i t o s . Então o a l g o r i t m o de O u t - o f -

K i l t e r e n c o n t r a r a f l u x o s em t o d o s os a r c o s , t a i s que o f l u x o em 

q u a l q u e r a r c o s e j a m a i o r que ou i g u a l a um e os f l u x o s de e n t r a d a 

s e j a m i g u a i s aos f l u x o s de s a l d a em cada nó. I n t e r p r e t a m o s o f l u x o 

num a r c o como o número de v e z e s que o a r c o d eve s e r p e r c o r r i d o ; 

f l u x o m a i o r que um i m p l i c a passagem m a i s que uma v e z . P o r t a n t o , o 
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a l g o r i t m o de O u t - o f - K i l t e r d e t e r m i n a duplicações a p r o p r i a d a s d os a r 

c o s de modo que o g r a f o r e s u l t a n t e p o s s u a um c i r c u i t o E u l e r i a n o é 

o c u s t o t o t a l de p e r c u r s o s e j a m i n i m i z a d o . A F i g u r a 4.6 (a) m o s t r a 

um g r a f o d i r e c i o n a d o : três números são a s s o c i a d o s a cada a r c o , o 

p r i m e i r o é o c u s t o p o r u n i d a d e de f l u x o , o segundo ê o l i m i t e i n f e 

r i o r e o t e r c e i r o ê o l i m i t e s u p e r i o r . 0 f l u x o õtimo que o a l g o r i t 

mo de O u t - o f - K i l t e r e n c o n t r a p a r a e s s e p r o b l e m a , ê m o s t r a d o na F i g u 

r a 4.6 ( b ) . A F i g u r a 4.6 ( c ) ê a interpretação dos f l u x o s da F i g u r a 

4.6 ( b ) , e s s e g r a f o p o s s u i um c i r c u i t o E u l e r i a n o c u j o c u s t o t o t a l de 

p e r c u r s o é mínimo. 
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F i g u r a 4.6: Exemplo do a l g o r i t m o de O u t - o f - K i l t e r 
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4.2.2 A Solução de A c o p l a m e n t o B i p a r t i d o 

Uma o u t r a técnica de solução, do p r o b l e m a do C a r t e i r o Chinês 

no c a s o d i r e c i o n a d o ê a s e g u i n t e . C o n s i d e r e - s e um g r a f o d i r e c i o n a 

do, como f o i d e s c r i t o a n t e r i o r m e n t e . A condição necessária e s u f i c i 

e n t e p a r a a existência de um c i r c u i t o E u l e r i a n o ê que o g r a f o s e j a 

c o n e x o e p a r a cada nó o g r a u de e n t r a d a s e j a i g u a l ao g r a u de s a l d a . 

Se a r e d e o r i g i n a l de r u a s não s a t i s f i z e r e s t a condição, então a l 

guns a r c o s devem s e r a d i c i o n a d o s de modo que o g r a f o r e s u l t a n t e pos_ 

sua um c i r c u i t o E u l e r i a n o . Os a r c o s a d i c i o n a d o s devem f o r m a r c a m i 

nhos m a i s c u r t o s e n t r e nós com e x c e s s o de e n t r a d a e nós com e x c e s s o 

de s a l d a . ChamemoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S "o c o n j u n t o de t o d o s os nõs que têm e x c e s s o de 

e n t r a d a , e To c o n j u n t o de t o d o s nõs que têm e x c e s s o de dalda; . en 

tão, c a d a nó do c o n j u n t o S deve s e r c o n e c t a d o com um nõ do c o n j u n t o 

T através do c a m i n h o m a i s c u r t o e n t r e e l e s . Mas, p a r a uma solução õ 

t i m a , i s t o é s u f i c i e n t e . Também c a s a i s de nós (um nõ do c o n j u n t o • S 

e um nõ do c o n j u n t o T) devem s e r s e l e c i o n a d o s de modo que a soma 

dos c o m p r i m e n t o s dos c a m i n h o s m a i s c u r t o s e n t r e e l e s s e j a m i n i m i z a 

da. E s t e último p o n t o ê s e m e l h a n t e ao p r o b l e m a do a c o p l a m e n t o de pe 

so que f o i d e s c r i t o no c a s o de g r a f o não-direcionado. O b v i a m e n t e , 

no c a s o d i r e c i o n a d o , um nõ do c o n j u n t o S não pode s e r c o n e c t a d o a 

um o u t r o nõ de S (também válido p a r a o c o n j u n t o T ) . Cada nõ de c o n 

j u n t o S somente pode s e r c o n e c t a d o com um nõ de c o n j u n t o T. Então 

o p r o b l e m a de a c o p l a m e n t o n e s s e c a s o t o r n a - s e como um p r o b l e m a de 

a c o p l a m e n t o b i p a r t i d o que ê m u i t o c o n h e c i d o na t e o r i a dos g r a f o s e 

ê denominad o "0 P r o b l e m a de Designação" [ 9 ] . A solução d e s t e p r o b l e 

ma provê uma solução ótima p a r a o p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês no c a 

so de um g r a f o d i r e c i o n a d o . 

0 a l g o r i t m o do p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês no c a s o de 

f o d i r e c i o n a d o pode s e r r e s u m i d o nos s e g u i n t e s p a s s o s : 

r 

um g r a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•i 
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PASSO 0 (Início) / 

O g r a f o d i r e c i o n a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G ê dado. A cada a r c o de G um peso (que r e p r e 

s e n t a o c u s t o de p e r c u r s o ) ê a t r i b u i d o . 

PASSO 1 (Formar os C o n j u n t o s S e T) 

D e f i n a - s e o c o n j u n t o S de nós com e x c e s s o de e n t r a d a s ; se um nó t i 

v e r m a i s que um e x c e s s o de e n t r a d a , e l e deve s e r r e p e t i d o no c o n j u n 

t o S i g u a l ao seu número de e x c e s s o p a r a que possamos a p l i c a r aco 

p l a m e n t o b i p a r t i d o . Faça-se o mesmo também p a r a o c o n j u n t o T. 

PASSO 2 (Caminhos M a i s C u r t o s ) 

E ;icontrem-se os c a m i n h o s m a i s c u r t o s e n t r e c a d a nó do c o n j u n t o S e 

t o d o s os nõs do c o n j u n t o T. 

PASSO 3 ( A c o p l a m e n t o B i p a r t i d o com Peso) 

Faça-se um g r a f o b i p a r t i d o c o m p l e t o G* = (S,T,A) no q u a l S e T são 

os c o n j u n t o s i d e n t i f i c a d o s no PASSO 1 ( i n c l u i d o s os nõs r e p e t i d o s ) ; 

os a r c o s r e p r e s e n t a m c a m i n h o s m a i s c u r t o s e n t r e nõs de c o n j u n t o S e 

nõs de c o n j u n t o T. Usando o a l g o r i t m o de EDMONDS ( v e j a o capítulo 5) 

ou q u a l q u e r a l g o r i t m o de designação, e n c o n t r e - s e o a c o p l a m e n t o com 

p e s o mínimo em G*. D u p l i q u e m - s e a r c o s a p r o p r i a d o s de G de a c o r d o 

com o a c o p l a m e n t o õtimo o b t i d o . 

PASSO 4 (Construção de C i r c u i t o ) 

C o n forme o t e o r e m a 3.2, faça-se um c i r c u i t o E u l e r i a n o em G. 

Como e x e m p l o , c o n s i d e r e - s e o g r a f o da F i g u r a 4.7, no q u a l os 

nõs 2, 5 e 13 têm e x c e s s o de e n t r a d a , o nõ 6 t e m um e x c e s s o de s a l 

da e o 1 1 , d o i s . O g r a f o b i p a r t i d o f e i t o com e s s e s nós ê m o s t r a d o 

na F i g u r a 4.8. Como f o i d e s c r i t o no a l g o r i t m o , o nõ 11 ê d u p l i c a d o , 

p o r q u e no g r a f o o r i g i n a l e x i s t e m d o i s e x c e s s o s de s a l d a n e s s e nõ. 

Um a c o p l a m e n t o de p e s o mínimo é m o s t r a d o p o r l i n h a s g r o s s a s n e s s e 
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g r a f o , no q u a l os nós 2 e 13 sao a c o p l a d o s com o 11 (o nó 11 5 du zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 ' 

F i g u r a 4.7: O g r a f o o r i g i n a l 

F i g u r a 4.8: A c o p l a m e n t o com p e s o mínimo 
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p l i c a d o ) , e o nõ 5 com o 6. I s t o i m p l i c a em que o c a m i n h o m a i s c u r 

t o e n t r e o nõ 2 e 11 no g r a f o o r i g i n a l d e v e s e r d u p l i c a d o e a s s i m 

p o r d i a n t e . O g r a f o com duplicações a p r o p r i a d a s ê m o s t r a d o na F i g u 

r a 4.9; e s s e g r a f o p o s s u i um c i r c u i t o E u l e r i a n o . 

O p r o b l e m a ' de a c o p l a m e n t o b i p a r t i d o será d i s c u t i d o no c a p i 

t u l o 5 e veremos que e s s e p r o b l e m a ê um c a s o p a r t i c u l a r do p r o b l e m a 

de a c o p l a m e n t o num g r a f o não-bipartido e que o mesmo a l g o r i t m o de 

a c o p l a m e n t o não b i p a r t i d o pode r e s o l v e r e s s e p r o b l e m a . P o r t a n t o , o 

p r e s e n t e a l g o r i t m o do p r o b l e m a no c a s o d i r e c i o n a d o não n e c e s s i t a s e r 

t o t a l m e n t e p r o g r a m a d o , p o i s p s p r o g r a m a s i m p l e m e n t a d o s p a r a o c a s o 

não-direcionado podem s e r u s a d o s como s u b - r o t i n a s p a r a r e s o l v e r " o 

p r o b l e m a no c a s o d i r e c i o n a d o . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-->---zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- - * - -

F i g u r a 4.9: O g r a f o com duplicações a p r o p r i a d a s . 
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4.3 Caso de um G r a f o M i s t o 

0 p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês no c a s o de' um g r a f o m i s t o t o r 

na-se m u i t o c o m p l i c a d o . I s t o ê p r i n c i p a l m e n t e d e v i d o às condições 

necessárias e s u f i c i e n t e s p a r a existência de um c i r c u i t o E u l e r i a n o 

que f o r a m c i t a d a s no c a p i t u l o 3. Na r e a l i d a d e , só t e s t a r p a r a v e r 

se e x i s t e um c i r c u i t o E u l e r i a n o num g r a f o m i s t o , e x i g e r e s o l v e r um 

p r o b l e m a de f l u x o em r e d e s . 

O p r o b l e m a de a d i c i o n a r a l g u n s ramos a um g r a f o m i s t o g e r a l 

de modo que o g r a f o r e s u l t a n t e p o s s u a um c i r c u i t o E u l e r i a n o de c u s 

t e de p e r c u r s o mínimo a i n d a não está r e s o l v i d o . P a r a g r a f o s m i s t o s 

p e q u e n o s , o p r o b l e m a do c a r t e i r o Chinês pode s e r r e s o l v i d o com um 

p r o b l e m a de programação l i n e a r i n t e i r a . Dado um g r a f o m i s t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G = ( NJA) J podemos f o r m u l a r o p r o b l e m a como o s e g u i n t e : 

(4.1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA MinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E X . . 67.. + E (X. . + X . J 67.. 

( i 3 j ) e D *3 1 3 ( i 3 j ) e U % 3 d % t J 

( 4 . 2 ) X. . > 1 ¥(i,j)eD zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

13 

( 4 . 3 ) X . . + X . . > 1 V ( i s j ) e U 

13 31 — 

( 4 . 4 ) ' E X . . - Z X = 0 VjeN 

( i 3 j ) e A % a (33k)eA
 3 K 

( 4 . 5 ) X . . > 0 e i n t e i r o ¥(i3j)eA 

13 ~  

Onde : 

N - 0 número de nós do g r a f o 

4 - 0 c o n j u n t o de t o d o s ramos ( i 3 j ) 

D - O c o n j u n t o de ramos d i r e c i o n a d o s 

U = O c o n j u n t o de ramos não d i r e c i o n a d o s (A = DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U U) 
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X i j ~ 0 n í i m e r o d a s v e z e s que o ramo é p e r c o r r i d o do nó i ao 

nó j . 

c i j ~ 0 c u s t o de p e r c u r s o do ramo do nõ i p a r a o nõ j . 

De ( 4 . 1 ) a ( 4 . 5 ) tem-se um p r o b l e m a l i n e a r i n t e i r o . P a r a r e 

s o l v e r e s s e p r o b l e m a podem s e r a p l i c a d o s a l g o r i t m o s de programação 

i n t e i r a . Como a m a i o r limitação dos m o d e l o s de programação i n t e i r a 

é o p o r t e do p r o b l e m a [ 1 0 ] , então só p r o b l e m a s p e q u e n o s ( a p r o x i m a d a 

mente até 50 ramos) podem s e r r e s o l v i d o s com e s s e s a l g o r i t m o s . 

No c a s o e s p e c i a l , q uando o g r a f o m i s t o contêm somente um r a 

mo d i r e c i o n a d o , o a l g o r i t m o p a r a g r a f o s não d i r e c i o n a d o s pode s e r 

a p l i c a d o . I s t o sempre ê possível, p o r q u e o c i c l o E u l e r i a n o d e t e r m i 

nado p o r e s s e a l g o r i t m o pode s e r p e r c o r r i d o em ambas as direções. 

Então, se e x i s t i r somente um ramo d i r e c i o n a d o , a i n d a o p r o b l e m a po 

de s e r r e s o l v i d o p e l o a l g o r i t m o do g r a f o não d i r e c i o n a d o . A i n d a , se 

h o u v e r vários ramos d i r e c i o n a d o s s e p a r a d a m e n t e distribuídos num g r a 

f o ( i . e . e n t r e q u a l q u e r d o i s ramos d i r e c i o n a d o não e x i s t a m c a d e i a s 

de c a r d i n a l i d a d e menor que d o i s ) , ê aconselhável u s a r o a l g o r i t m o de 

g r a f o não d i r e c i o n a d o . 



CAPITULO V 

P 

PROBLEMA DE ACOPLAMENTO 

5.1 Introdução 

5.1.1 A c o p l a m e n t o com Peso 

C o n s i d e r e - s e um g r a f o não d i r e c i o n a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G - (N3A). Um a c o p l a 

mento é d e f i n i d o como um s u b c o n j u n t o X de A3 e s c o l h i d o de modo que 

nenhum dos ramos de X s e j a a d j a c e n t e ( i . e . t e n h a um mesmo nó em co 

mum). Então o p r o b l e m a do a c o p l a m e n t o com p e s o pode s e r a s s i m d e f i 

n i d o : 

Ache um a c o p l a m e n t o X* com pe s o máximo, sendo o peso de um 

a c o p l a m e n t o X i g u a l a: 

WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  E W. 
x a . e X 3 

J 

onde W.. ê o p e s o a s s o c i a d o com o ramo a .. X* será chamado 0 A c o p l a 

m ento com Peso Máximo. No e x e m p l o da F i g u r a 5.1 o a c o p l a m e n t o com 

pes o máximo ê m o s t r a d o com l i n h a s g r o s s a s , onde o pe s o t o t a l do aco 

p l a m e n t o é W =18. 

x 



F i g u r a 5 . 1 : A c o p l a m e n t o com p e s o máximo 

5.1.2 Casos P a r t i c u l a r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Problema de Acoplamento de Cardinalidade Máxima 

0 p r o b l e m a de a c o p l a m e n t o com p e s o c o n s i d e r a d o na seção 

5.1.1 ê o c a s o g e r a l . No c a s o e s p e c i a l , onde t o d o s os p e s o s dos r a 

mos W. são u n i d a d e s , o p r o b l e m a de a c o p l a m e n t o ê r e d u z i d o ao P r o b l e 

ma de A c o p l a m e n t o de C a r d i n a l i d a d e Máxima. Se um g r a f o G t i v e r n 

nós, o b v i a m e n t e a c a r d i n a l i d a d e de um a c o p l a m e n t o em G não pode ex 

c e d e r n/2. A i n d a e s t e número não ê sempre alcançado; p o r e x e m p l o , 

o g r a f o da F i g u r a 5.2 t e m um a c o p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima 

de v a l o r 1 . 

O 

ò 

F i g u r a 5.2 
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Acoplamento num Grafo B i p a r t i d o 

No c a s o e s p e c i a l onde o g r a f o é b i p a r t i d o , 

r a r os s e g u i n t e s p r o b l e m a s : 

Acoplamento B i p a r t i d o de Cardinalidade Máxima 

Dado um g r a f o b i p a r t i d o , e n c o n t r e - s e um a c o p l a m e n t o c o n t e n d o 

um número máximo de ramos. Um e x e m p l o i m p o r t a n t e e n v o l v e n d o a c o p l a 

mento em g r a f o b i p a r t i d o ê 0 P r o b l e m a de Designação; há m operários 

disponíveis que devem s e r d e s i g n a d o s a n máquinas {m ^ n no c a s o ge 

r a l ) , cada operário pode t r a b a l h a r com al g u m a s máquinas e cada má 

q u i n a só p r e c i s a de um operário. Q u a l ê o m a i o r número de operários 

que podem s e r d e s i g n a d o s ãs máquinas? 

C o n s i d e r e - s e um g r a f o b i p a r t i d o G = (S,T,A) onde S c o r r e s p o n 

de ao c o n j u n t o de operários e T ao c o n j u n t o de máquinas. E x i s t e uma 

ligação ( i , j ) e n t r e S. e t ., se o operário S. .pode t r a b a l h a r com a má zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 3 1 
q u i n a t .. Ve-se que o p r o b l e m a de designação é nada m a i s que um áco 

3 

p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima em G. C o n s i d e r e - s e o g r a f o da F i g u 

r a 5.3 onde os nós do c o n j u n t o S são operários e de T são máquinas; 

o operário 1 pode t r a b a l h a r com a máquina 1 e a máquina 4 e a s s i m 

p o r d i a n t e . Um a c o p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima (designação óti_ 

ma dos operários ãs máquinas) ê m o s t r a d o com l i n h a s g r o s s a s n e s s e 

g r a f o . 

podemos c o n s i d e 



4 8 
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Problema de Acoplamento Max-Min 

Dado um g r a f o b i p a r t i d o com p e s o s a s s o c i a d o s ãs ligações, en 

c o n t r e - s e um a c o p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima p a r a o q u a l o me 

n o r dos pe s o s das ligações no a c o p l a m e n t o s e j a máximo ( E s t e p r o b l e 

ma também é chamado o p r o b l e m a de " B o t t l e n e c k " ) . Um e x e m p l o comum 

ê o s e g u i n t e . Há n operários p a r a serem d e s i g n a d o s a n t a r e f a s numa 

l i n h a de produção. S e j a W. . a eficiência com a q u a l o o p e r á r i o ^ po 

de r e a l i z a r a t a r e f azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j . A t a x a de produção ê l i m i t a d a p e l a eficiên 

c i a do operário m a i s l e n t o . Que designação dos operários ãs t a r e f a s 

m a x i m i z a a t a x a de produção? Como e x e m p l o , c o n s i d e r e - s e a m a t r i z da 

F i g u r a 5.4 que r e p r e s e n t a um g r a f o b i p a r t i d o c o m p l e t o ; cada l i n h a 

da m a t r i z r e p r e s e n t a um operário e c a d a c o l u n a uma t a r e f a . Por exem 

p i o o operário 1 pode r e a l i z a r as t a r e f a s 1 , 2, 3, 4, 5 e 6 r e s p e c 

t i v a m e n t e com t a x a s de 8, 3, 5, 10, 6 e 7. A designação õtima nes 

se e x e m p l o ê m o s t r a d a p o r círculos. 

T a r e f a s 

1 2 3 4 - 5 6 

Operários 3 

4 

5 

6 

8 3 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG) 6 7 

f \ 
9 9 5 8 3 

6 5 2 6 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ 
5 G) 10 1 7 5 

6 5 Q 6 4 10 

3 3 12 4 G) 6 

F i g u r a 5.4: A c o p l a m e n t o Max-Min 

Problema de Acoplamento B i p a r t i d o com Peso 

Dado um g r a f o b i p a r t i d o com p e s o s a s s o c i a d o s ã cada ligação, 

e n c o n t r a r o a c o p l a m e n t o p a r a o q u a l a soma dos p e s o s das ligações 

ê máximo. 
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C o n s i d e r e - s e um t i m e de f u t e b o l dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n j o g a d o r e s que devem s e r 

d e s i g n a d o s a-m posições. S e j a W.. a eficiência do j o g a d o r i na p o s i 

ção j . Que designação dos j o g a d o r e s m a x i m i z a a eficiência t o t a l 

d e l e s ? E s t e p r o b l e m a pode s e r f o r m u l a d o como se s e g u e : S e j a 

G = (SyT,A) um g r a f o b i p a r t i d o c o m p l e t o no q u a l S c o r r e s p o n d e ao 

c o n j u n t o de j o g a d o r e s e T ao c o n j u n t o de posições e s e j a W. . p e s o s 

a s s o c i a d o s â cada ligação que s i g n i f i c a a eficiência do j o g a d o r i 

na posiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j . C l a r a m e n t e , e s t e p r o b l e m a é nada m a i s que um p r o b l e m a 

de a c o p l a m e n t o com p e s o . A m a t r i z da F i g u r a 5.5 m o s t r a um g r a f o b i 

p a r t i d o ; cada l i n h a da m a t r i z r e p r e s e n t a um j o g a d o r e cada c o l u n a , 

uma posição. O a c o p l a m e n t o com p e s o máximo n e s s e g r a f o ê m o s t r a d o 

p o r círculos. 

Posições 

1 2 3 4 5 

J o g a d o r e s 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

(a) 3 7 2 3 

4 1 5 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG)  
6 5 7 8 6 

8 3 G)  5 2 

5 9 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ 5 

5 G)  8 i 1 

F i g u r a 5.5: A c o p l a m e n t o b i p a r t i d o com p e s o 

Todos os p r o b l e m a s de a c o p l a m e n t o num g r a f o b i p a r t i d o podem 

s e r r e s o l v i d o s com a l g o r i t m o s de f l u x o em r e d e s . O p r o b l e m a de aco 

p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima num g r a f o b i p a r t i d o pode s e r t r a n s 

f o r m a d o em um p r o b l e m a de f l u x o máximo, e o de a c o p l a m e n t o com p e s o 

em um p r o b l e m a de f l u x o máximo com c u s t o mínimo. O p r o b l e m a de aco 

p l a m e n t o no c a s o g e r a l não pode s e r r e s o l v i d o p e l o s a l g o r i t m o s e x i s 

t e n t e s de f l u x o em r e d e s . 

No capítulo p r e s e n t e será m o s t r a d o um método e f i c i e n t e de so 
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lução d e s s e p r o b l e m a no c a s o g e r a l em que o g r a f o não é b i p a r t i d o . 

A implementação de um p r o g r a m a p a r a e s t e c a s o é incluído n e s t e t r a 

b a l h o . Esse p r o g r a m a é capaz de r e s o l v e r o p r o b l e m a de a c o p l a m e n t o 

em t o d o s os c a s o s p a r t i c u l a r e s já d i s c u t i d o s . 

5.2 A c o p l a m e n t o de C a r d i n a l i d a d e Máxima 

5.2.1 Nós E x p o s t o s 

Dado um a c o p l a m e n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X, um nó i que não é o nõ t e r m i n a l de 

q u a l q u e r ligação em X3 ê chamado de e x p o s t o . Na F i g u r a 5.6 onde o 

a c o p l a m e n t o é m o s t r a d o p o r l i n h a s g r o s s a s , os nõs 6 e 9 são expôs 

t o s . 

5.2.2 C a d e i a s A l t e r n a d a s , C a d e i a s de Aumento 

Uma C a d e i a A l t e r n a d a é uma c a d e i a e l e m e n t a r c u j a s ligações 

estão a l t e r n a d a m e n t e em X e não em X. ( 8 , 7, 5, 3, 4, 10, 1) é um 

e x e m p l o de t a l c a d e i a na F i g u r a 5.6. 

Uma C a d e i a de Aumento é uma c a d e i a a l t e r n a d a c u j o s nõs i n i 

c i a i e f i n a l são e x p o s t o s . ( 9 , 10, 4, 1 , 2, 3, 5, 6) é u m e x e m p l o 

de t a l c a d e i a no g r a f o da F i g u r a 5.6. 

F i g u r a 5.6: A c o p l a m e n t o X 
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TEOREMA 5.1 Um a c o p l a m e n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X é um a c o p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e mãxi 

ma, se e somente se não-existir nenhuma c a d e i a de aumento em G. 

Prova 

NECESSIDADE. Suponha-se .que e x i s t e uma c a d e i a de aumento P e que P 

também r e p r e s e n t a o c o n j u n t o de ligações na c a d e i a . Nenhuma ligação 

no c o n j u n t o X - P f l X pode s e r a d j a c e n t e com q u a l q u e r ligação ém P, 

p o r q u e os d o i s nõs t e r m i n a i s de P são e x p o s t o s ( p o r definição, e 

t o d o s os o u t r o s nõs em P são nõs t e r m i n a i s de a l g u m a s ligações em 

PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x .  Então, o c o n j u n t o de ligações X'' = (X - P fl X)U 

(P - P fí X) - X U P - P f l J também é um a c o p l a m e n t o . 0 c o n j u n t o X' 

pode s e r f o r m a d o t r o c a n d o a q u e l a s ligações em P não p e r t e n c e n t e s a 

X ( i . e . P - P fl X) com a q u e l a s ligações em P que estão em X ( i . e. 

P D X ) . P orque ambas as ligações e x t r e m a s de P não estão em X3 o 

c o n j u n t o P - P D X contém uma ligação a m a i s que o c o n j u n t o P fl X 

e, p o r t a n t o , \ x ' \  -  \ x\  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1,  e X não ê um a c o p l a m e n t o de C a r d i n a l i 

dade máxima. 

SUFICIÊNCIA. S e j a X um a c o p l a m e n t o que não a d m i t e nenhuma c a d e i a de 

aumento e s e j a X* o a c o p l a m e n t o de c a r d i n a l i d a d e máxima. S e j a o g r a 

f o p a r c i a l Gp c o m p o s t o de ligações X U X* - X 0 X*. Nenhum nõ de Gp 

pode t e r g r a u m a i o r que 2, p o r q u e i s t o i m p l i c a r i a em duas ou m a i s 

ligações em X (ou X*) a d j a c e n t e s , o que v i o l a a definição de um aco 

p l a m e n t o . Então Gp ê f o r m a d o de um ou m a i s c o m p o n e n t e s c o n e c t a d o s , 

cada um dos q u a i s ê, ou um nõ i s o l a d o , uma c a d e i a s i m p l e s , ou um c i 

c i o s i m p l e s , como é m o s t r a d o na F i g u r a 5.7. 

Uma c a d e i a do t i p o (b) não pode e x i s t i r , p o r q u e e l a é uma c a 

d e i a de aumento em relação a X, e ê contrário ã suposição i n i c i a l . 

Uma c a d e i a do t i p o ( c ) não pode e x i s t i r , p o r q u e e l a ê uma c a d e i a 

de aumento em relação a X*, e é contrário ã suposição de que X* é 
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N ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cr'' . 

F i g u r a 5.7: Ligações emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X - - - - Ligações em X* 

máxima. Um c i c l o do t i p o (e) com um número Impar de ligações nao po 

de e x i s t i r , porque então duas ligações de X ou duas ligações de X* 

serão a d j a c e n t e s em algum nô. Então, os que sobram, são componentes 

da forma ( a ) , (d) e (e) com um número par de ligações. Para cada um 

desses componentes, o núemro de ligações n(X) em X é i g u a l ao núme 

r o de ligações n(X*) em X*. Como i s s o se a p l i c a a cada componente 

conectado k de então temos 

I nh (X) = Z nv ( X * ) 
k • k K 

onde n^(X) e n^(X*) são os números de ligações do componente k per 

tencendo r e s p e c t i v a m e n t e a X e X*. Então: 

\X\ = \X(\X*\ + l nv(X) = \XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n i * | •+ l ny(X*) = \x*\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K
 K

 K
 K 

p o r t a n t o X ê um acoplamento de c a r d i n a l i d a d e máxima. 

Como exemplo, c o n s i d e r e - s e o g r a f o da F i g u r a 5.6. Trocando 
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al t e r n a d a m e n t e as ligações na c a d e i a de aumentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P = (9, 4, 10, 1, 

2' 3> 5r 6),'as q u a i s não estão em X, com aquelas ligações na cade 

i a que estão; i s t o produz o novo acoplamento X' mostrado na F i g u r a 

,5.8. Nessa f i g u r a não e x i s t e nenhum nó e x p o s t o ; então, nenhuma ca 

d e i a de alimento pode e x i s t i r e, p o r t a n t o , conforme o teorema 5.1, 

X', ê um acoplamento de c a r d i n a l i d a d e máxima. 

F i g u r a 5.8: Acoplamento de c a r d i n a l i d a d e máxima X' 

O teorema 5.1 parece que por s i mesmo é s u f i c i e n t e para p r o v e r uma 

solução para o problema de acoplamento de c a r d i n a l i d a d e máxima; po 

demos começar com um acoplamento q u a l q u e r no g r a f o , depois aumentar 

a c a r d i n a l i d a d e do acoplamento por d e s c o b r i m e n t o de cadeias de au 

mento e c o n t i n u a n d o e s t e processo até que o g r a f o não admita nenhu 

ma c a d e i a de aumento. Conforme o teorema 5.1, o acoplamento o b t i d o 

é de c a r d i n a l i d a d e máxima. E n c o n t r a r c a d e i a s de aumento para g r a f o s 

pequenos não ê difícil, mas o número das c a d e i a s possíveis aumenta 

exponencialmente com o número de nós; então, para g r a f o s grandes é 

p r a t i c a m e n t e impossível t e s t a r todas as c a d e i a s . 
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Uma solução e l e g a n t e para esse problema f o i d e s c o b e r t a por 

EDMONDS, a q u a l será apresentada n e s t e c a p i t u l o . EDMONDS a d i c i o n o u 

c o n c e i t o s de árvores a l t e r n a d a s e f.l o r e s ao c o n c e i t o de c a d e i a a l 

t e r n a d a . 

5.2.3 A r v o r e s A l t e r n a d a s 

Uma A r v o r e A l t e r n a d a em relação a um acoplamentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X ê uma ãr 

vo r e A para- a q u a l : 

(a) Um nó de A é exposto e é chamado r a i z de A; 

(bj Todas as cad e i a s começando na r a i z são ca d e i a s a l t e r n a d a s ; 

(c) Todas as ca d e i a s p a r t i n d o da r a i z contêm um número par de l i g a 

ções. 

Agora, o e n c o n t r o de ca d e i a s de aumento pode ser f e i t o cons 

t r u i n d o árvores a l t e r n a d a s no g r a f o . Um pro c e d i m e n t o sistemático pa 

r a c o n s t r u i r uma árvore a l t e r n a d a e d e s c o b r i r uma ca d e i a de aumento 

pode ser e l a b o r a d o por designação de rótulos aos nós como se segue 

[ 1 4 ] : 

Dado um acoplamento X, designamos rótulos S e T aos nós da 

s e g u i n t e maneira, p r i m e i r a m e n t e designamos um rótulo "S:b" a um nó 

expo s t o . Depois, quando um rótulo S em um nó i pesquisado, a cada 

ligação ( i , o ) \ X i n c i d e n t e a i, ò rótulo " T : i " é dado ao nó j, a me 

nos que o nó j tenha um rótulo-7. Quando um rõtulo-T é pesquisado, 

a única ligação (i}g')eX é i d e n t i f i c a d a , e rótulo " S : i " é dado ao 

nó j. 0 procedimento.é c o n t i n u a d o até que um rótulo-T s e j a dado a 

um nó exp o s t o , ou mais rótulos não possam ser a p l i c a d o s . No p r i m e i 

r o caso, uma ca d e i a de aumento ê e n c o n t r a d a . No segundo caso, a ár 
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v o r e de nós r o t u l a d o s é chamada "Húngara" e uma o u t r a árvore pode 

ser construída a p a r t i r de um o u t r o nó e x p o s t o . 

Este procedimento pode l e v a r ao d e s c o b r i m e n t o f a l s o de uma 

c a d e i a de aumento, como mostrado na F i g u r a 5.9. 

F i g u r a 5.9: Descobrimento f a l s o de uma c a d e i a de aumento 

Podemos s u s p e i t a r que o processo de designação de rótulos, ãs 

vezes, e n c o n t r a uma c a d e i a de aumento não e x i s t e n t e , porque é permi 

t i d o d e s i g n a r ambos os t i p o s dos rótulos a um nó. Será m u i t o facíl 

a d i c i o n a r a restrição que, uma vez que é dado um t i p o de rótulo a 

um nó, não pode ser dado o o u t r o t i p o de rótulo ao mesmo. Obviamen 

t e , i s t o e l i m i n a a p o s s i b i l i d a d e de formação de ca d e i a s f a l s a s , mas 

também pode p r o i b i r o de s c o b r i m e n t o de c a d e i a s f a l s a s , mas também 

pode p r o i b i r o descobrimento de ca d e i a s de aumento válidas, como 

mostrado na F i g u r a 5.10. 

Estas deficiências serão r e s o l v i d a s p e l a definição de f l o r e s 

e p e l a maneira e s p e c i a l de designação.de rótulos aos nós de uma 

f l o r . 
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T:3 

F i g u r a 5.10: A c a d e i a de aumento nao e n c o n t r a d a 

5.2.4 F l o r e s 

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X um acoplamento no g r a f o G - (N3A). Seja N~ÇkH um 

s u b c o n j u n t o de 2r + 1 nós, r _> 1, e s e j a B o c o n j u n t o de todos os 

ramos, que sao i n c i d e n t e s ao nós em N„. B ê chamado uma F l o r com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
D 

r e s p e i t o ao acoplamento X se: 

\XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f l B\ = v. 

I s t o s i g n i f i c a que o acoplamento X ê máximo d e n t r o de B. O único nó 

b de N deixado exposto por X fl B ê a Base da f l o r . 

E x i s t e uma c a d e i a a l t e r n a d a T, chamada o T a l o da f l o r , onde 

[T] é par e T 0 B - $, estendendo-se da base da f l o r a um nó expôs 

t o por X, chamado a r a i z do t a l o . 

Para cada nó i e N„ há uma c a d e i a a l t e r n a d a S, . ̂  onde 
D Dy Z-

|S, .lê par, e n t r e o nó i e a base da f l o r . I s t o r e s u l t a que há 

uma c a d e i a a l t e r n a d a da forma T, 5^ ^ e n t r e a r a i z do t a l o e o nó i. 

A forma mais s i m p l e s de uma f l o r ê aquela que B é um c i c l o 
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5 mostrado um g r a f o no q u a l os ramos ( 3 , 4 ) , ( 4 , 5 ) , ( 5 , 6 ) , (6,7) e 

(7.3) formam uma f l o r com r e s p e i t o ao acoplamento mostrado no mes 

mo. O g r a f o da F i g u r a 5.11 (b) é o mesmo g r a f o no q u a l a f l o r ê enco 

I h i d a a um pseudo-nó. Agora nesse g r a f o encontramos a c a d e i a de au 

mento ( 1 , 2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B3 8 ) . 0 teorema 5.2 g a r a n t e que podemos e n c o n t r a r uma 

cad e i a de aumento no g r a f o o r i g i n a l . I s t o é baseado no f a t o que en 

t r e q u a l q u e r nó de uma f l o r e a base, e x i s t e uma c a d e i a a l t e r n a 

da de c a r d i n a l i d a d e par. No exemplo, essa c a d e i a ê (5, 4, 3) e a ca 

d e i a de aumento nesse g r a f o ê (8, 5, 4, 3, 2, 1 ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ca ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- © -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fl o r ' ' 

f b l Pseudo-no 

F i g u r a 5.11: Exemplo para o teorema 5.2 

Agora podemos f a z e r o esboço de um a l g o r i t m o que será apre 

sentado com um exemplo. Considere-se o acoplamento no g r a f o mostra 

do na F i g u r a 5.12. E x i s t e uma c a d e i a de aumento d o nó 1 para o 10. 

Nossa t a r e f a é c o n s t r u i r essa c a d e i a s i s t e m a t i c a m e n t e . 
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I n i c i a l m e n t e , estabelecemos o nó 1 como a r a i z de uma árvore 

a l t e r n a d a . O nó 1 recebe o rótulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "S:§"; os nós 2 e 3 recebem o ró 

t u l o "T:l" e assim por d i a n t e ( F i g u r a 5 . 1 3 ( a ) ) . Observamos que aos 

nós 6 e 7 são dados rótulos-T e um ramo do acoplamento é e n c o n t r a 

do e n t r e e l e s . P o r t a n t o , uma f l o r B\- ê formada e substituída por 

um pseudo-nô B\ como i n d i c a d o na F i g u r a 5 . 1 3 ( b ) . O pseudo-nó Bx r e 

cebe o mesmo rótulo-S que a base da f l o r r ecebeu, e esse rótulo ê 

c o n s i d e r a d o ser não pesquisado. Continuando o procedimento de desi_ 

gnação de rótulos, r e s u l t a o d e s c o b r i m e n t o e e n c o l h i m e n t o das f i o 

r e s B2 e S 3 como mostrado na F i g u r a 5.13 (c) . F i n a l m e n t e , uma cade 

i a de aumento ê en c o n t r a d a na F i g u r a 5.13 (d) . 

A construção de uma c a d e i a de aumento no g r a f o o r i g i n a l p r o s 

segue d e s t a maneira: P r i m e i r o , "retraçando" do nó 10 no g r a f o f i _ 

n a l ( F i g u r a 5.13 ( d ) ) , e n c o n t r a - s e a sequência de nós B3, 10. Então 

ê necessário e n c o n t r a r uma c a d e i a a l t e r n a d a d e n t r o de fí3 no g r a f o 

F i g u r a 5.12: Gra f o para exemplo 

da F i g u r a 5 . 1 3 ( c ) . A c a d e i a a l t e r n a d a a p r o p r i a d a os nós 1, 3, 5, 

B2, 2. A c a d e i a desejada d e n t r o B2 na F i g u r a 5.13 (b) ê B\, 8, 9 e 

a c a d e i a d e n t r o B\ na F i g u r a 5.13 (a) ê 7, 6, 4. Colocando essas ca 

d e i a s j u n t a s , obtemos a sequência desejada 1, 3, 5, 9, 8, 7, 6, 4, 

2, 10. 
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F i g u r a 5.13: A r v o r e a l t e r n a d a para exemplo 

Agora nos i n t e r e s s a a implementação do a l g o r i t m o de EDMONDS 

para o computador. Nos desenvolveremos um pr o c e d i m e n t o de design a 

ção de rótulos, o q u a l não exigirá e n c o l h i m e n t o de f l o r e s . 0 proce 

dimento provê um método sistemático e e f i c i e n t e para o "retraçamen 

t o " d e n t r o das f l o r e s [ 1 4 ] . 
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5 . 2 . 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R e g i s t r o de F l o r e s 

Nos precisamos guardar um r e g i s t r o somente das f l o r e s mais 

e s t e r n a s , e essas f l o r e s são i d e n t i f i c a d a s por seu nó base. Ass o c i a 

mos um índicezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h ( i ) a cada nó i, i n d i c a n d o o nó base da f l o r mais 

e x t e r n a na q u a l e l e é c o n t i d o . Se um nó i não e c o n t i d o numa f l o r , 

então h(-i) = i. P o r t a n t o , d o i s nós i s j estão na mesma f l o r mais ex 

t e r n a , se e somente se b ( i ) = b ( j ) . 

Quando uma nova f l o r é formada, o nó base da nova f l o r ê i _ 

d e n t i f i c a d o e b ( i ) f i c a i g u a l a b para t o d o s os nós i na f l o r . I s t o 

s i g n i f i c a que ê necessário manter uma l i s t a g e m de todos os nós den 

t r o de uma dada f l o r . 

5 . 2 . 6 Descobrimento de Cadeias de Aumento e F l o r e s 

Ê possível começar com uma árvore a l t e r n a d a , e, quando a ãr 

vo r e t o r n a - s e húngara, começar uma o u t r a num novo nó ex p o s t o . Ou po 

demos começar e n r a i z a n d o uma árvore a l t e r n a d a em cada nó exposto e 

simultaneamente ampliá-las. Por razões técnicas motivadas p e l a modi_ 

ficação das variáveis d u a i s p a r a o problema de acoplamento com pe 

so, e s t a segunda a l t e r n a t i v a ê p r e f e r i d a . P o r t a n t o , nós adaptamos 

e s t e p l a n o a q u i . 

I n i c i a l m e n t e , o rótulo "S:§" é dado a todos os nós exp o s t o s . 

Depois, rõtulos-T e rõtulos-S são a p l i c a d o s aos nós. Um rótulo-S i n 

d i c a a existência de uma c a d e i a a l t e r n a d a de c a r d i n a l i d a d e par para 

o nó r a i z , e um rótulo-?7 i n d i c a a existência de uma c a d e i a a l t e r n a 

da de c a r d i n a l i d a d e ímpar (Um nó recebe ambos os t i p o s de rótulos, 

se e somente se e l e ê um nó não-base de uma f l o r mais e x t e r n a ) . Ca 

dei a s de aumento estendem-se e n t r e nós r a i z e s de duas árvores d i f e 

como ê mostrado na F i g u r a 5.14. 
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F i g u r a 5.14: Exemplo de c a d e i a de aumento 

Agora, suponha-se que o proce d i m e n t o de designação de rõtu 

l o s descobre um ramozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( i 3 j ) $ X onde i e j tem rótulos -S ou um ramo 

( i 3 j ) z X , onde i e j têm r o t u l o s - 7 . Suponha-se b ( i ) ̂  b ( j ) 3 i s t o s i 

g n i f i c a que os nós i e j não estão c o n t i d o s d e n t r o da mesma f l o r . 

Então, uma ca d e i a de aumento ê e n c o n t r a d a , se í e j estão em árvo 

r e s a l t e r n a d a s d i f e r e n t e s , e uma nova f l o r ê e n c o n t r a d a , se i e j 

estão na mesma a r v o r e . A p e r g u n t a é: q u a l dessas situações e x i s t e ? 

A r e s p o s t a ê conseguida p e l o retraçamento dos rótulos dos nós í e j . 

Se d i f e r e n t e s nós r a i z e s foram e n c o n t r a d o s , então uma c a d e i a de au 

mento ê d e s c o b e r t a . Se o mesmo nó r a i z ê e n c o n t r a d o em ambos os r e 

traçamentos, então uma f l o r ê formada. 

5.2.7 0 Procedimento de Designação de Rótulos 

O procedimento de designação de rótulos, que f o r n e c e um a l 

g o r i t m o para d e s c o b r i m e n t o de f l o r e s e ca d e i a s de aumento ê o se 

g u i n t e : 

Quando um rótulo-S em um nó i ê pesquisado, o pr o c e d i m e n t o 

s e g u i n t e ê f e i t o p ara cada ramo ( i 3 j ) \ x i n c i d e n t e a i . Se b (i) =b (j)3 

então nada ê f e i t o , porque i e j estão c o n t i d o s d e n t r o da mesma 

f l o r (No momento que uma f l o r ê formada, t o d o s os rótulos possíveis 
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são a p l i c a d o s ; V e j a a b a i x o ) . Senão, se o nózyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j tem um rótulo-S_, o 

retraçamento é f e i t o do nó i e do nó j para d e s c o b r i r uma cade i a de 

aumento ou uma f l o r . Se,o nó j não tem um rõtulo-5 nem um rõtulo-T., 

então o rótulo " T : i " ê a p l i c a d o ao nó j . 

Quando um rõtulo-T em um nó i é pesquisado, o único ramo 

(ij,j)eX i n c i d e n t e a i é e n c o n t r a d o . Se b ( i ) = b ( j ) 3 então nada ê 

f e i t o . Senão, se o nó j tem um rótulo-?7,, o retraçamento ê f e i t o do nó 

i e do nó j para d e s c o b r i r uma c a d e i a de aumento ou uma f l o r . Se o 

nó j não tem rõtulo-S nem um rótulo-77., então o rótulo " S : i " é a p l i _ 

cado ao nó j . 

• 5.2.8 A Construção de F l o r e s 

Uma vez que uma f l o r é formada, ê necessário i d e n t i f i c a r os 

nós da f l o r e o seu nó base. I s t o é f e i t o da s e g u i n t e maneira: 

0 retraçamento dos nós i, e j produz duas sequências de nós: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2-1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j T-2 j • • • j 1 

J 1 J J 2 j • • • 3 C[ 

onde i\ = j t (o nó r a i z da árvore a l t e r n a d a ) e i = i 3 j = j 

(onde o retraçamento começa). Como i\ = j i e i ? j . há alguns ín 

d i c e s m, t a i s que i\ = 3\* * 2 = 3 2, • • • <-m = 3m> °u ^m

 = * o u 

7 - , 7" . ou i , í à f A base da nova f l o r é ú , í < fflj onde 

i„ = b ( i ). e seu t a l o p e r c o r r e os nós i \ 3 i 2 , ... i g . A nova f l o r 
L m *-

contêm todos os nós k,•ãe modo que: 

b ( k ) e i b ( i m ) , b ( i m + 1 ) } ... b ( i p ) 3 b ( o m + 1 ) 3 b ( J m + 2 ) 
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De acordo com i s t o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b ( k ) é f e i t o i g u a l a p a r a t o d o s os nós k na 

nova f l o r . I s t o , mais a adição de "rótulos a u s e n t e s " a nós da f l o r 

(a ser d e s c r i t a a b a i x o ) , é tu d o que ê necessário para e n c o l h i m e n t o 

,da f l o r . 

Como exemplo, c o n s i d e r e a situação mostrada na F i g u r a 5.15. 

Há rõtulos-27 nos nós 8 e 9 e (8,9)eZ. Por i s t o uma f l o r é descober 

t a . Retraçando dos nós 8 e 9, r e s u l t a m as sequências: 

1, 2 , 3 , 4, 6, 8 

e 

1, 2, 3, 4, 6 , 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 

nesse caso i - ,j = 6 e b(6) - 3, porque o nó 6 já f a z p a r t e de 
m m 

uma f l o r , com o nó 3 em sua base. Os nós 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 estão 

na f l o r , e os nós 1, 2 e 3 formam o t a l o . 

5.2.9 Rótulos dos Nos nas F l o r e s 

E n t r e cada nó não-base na nova f l o r e a r a i z da árvore a l t e r 

nada e x i s t e uma cadeia' a l t e r n a d a de c a r d i n a l i d a d e para e uma de c a r 

d i n a l i d a d e impar. Esse f a t o deve ser i n d i c a d o p e l a existência de um 

rõtulo-S e um rõtulo-i' em cada nó da f l o r . 

Suponha-se que a f l o r f o i d e s c o b e r t a por retraçamento de nós 

i - i © d = Ú onde i e j têm rõtulo-S e ( i y j ) \ x . Nós nos i n t e r e s 

samos somente p e l o s nós i 7J i 9, i ( n a t u r a l m e n t e as r e g r a s 

para os nós j j . O J j são s i m i l a r e s j . No retraçamento f o 
r m+1 m+2 q 

ram usados rótulos-5 em i p J ip_2>
 i

m + 2'
 G r ^ t u l o s ~ T e m 

i , i , i Por i s t o , q u a l q u e r rótulo ausente deve ser 
p-1 P~3 m+A 

rótulo-T em ip-2' " '3 im + 23 ° U r ô t u l o ~ 5 e m ^ p - l ' Íp-3* 

m 
f_J . 0 rótulo designado a q u a l q u e r nó i^ será t a l que o retraçamen 
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S:0 

T: 6 

T: 6 

neva Flor 

F i g u r a 5.15: Exemplo de construção de f l o r e s 

t o daquele rótulo r e s u l t e a sequência de nószyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i. 3 i 
V 

Sejam designados rótulos ausentes a i + j a ^rn + 2: 

P 
Su 

ponha-se que i nao tem um rõtulo-S. Afirmamos necessariamente quê 

(i , i J e I e que i , não tem um rótulo-?7. Então, damos a i o 
r r+1 T+1 v 

rótulo "S:i 
r-hl 

Agora suponha-se que i nao tem um rótulo-?7. Afirmamos neces 

sariamente que (i 3 i^^^ Se ^T + i também não tem um rõtulo-S,, 

então damos o rótulo " T : i 
v + 1 a ^ 

Mas agora suponha que i^ não tem rótulo-?7 e i r + j já tem um 

rõtulo-S. Então i deve s er o nó base de uma f l o r a n t e r i o r m e n t e e 
v — 

x i s t e n t e , contendo i +^, e o retrançamento do rõtulo-S em yr+^
 v o l . 

tarã a i . P o r t a n t o , ê completamente e r r a d o dar o rótulo " T : i ^ + 1 " 

ao nó i . 

O que fazemos para r e s o l v e r e s t e problema, ê e n c o n t r a r o úl_ 

t i m o nó i, na sequência i ^, i , OJ .. ., i que está c o n t i d o nessa 
K v + 1 v+Ó p 
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f l o r mais e x t e r n a a n t e r i o r m e n t e formada comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i sendo sua base. Ne 
v — 

c e s s a r i a m e n t e k >_ r + 2. Então designamos um rótulo e s p e c i a l 

"T:ij.+2* * li" a * " Esse rótulo é i n t e r p r e t a d o como o s e g u i n t e : E 

x i s t e uma c a d e i a a l t e r n a d a de c a r d i n a l i d a d e impar e n t r e i e o nó 

r a i z . Para achar essa c a d e i a , r e t r a c e - s e do rótulo-S no nó i , , pa 

k + 1 — 
r a a r a i z , também do nó ao próprio i . Os ramos d e s c o b e r t o s j u n 
t o com o ramo (i-,, i 1 ~), c o r r e t a m e n t e ordenados, c o n s t i t u e m a ca 

k k + 1 — 
d e i a a l t e r n a d a desejada. 

Um exemplo da designação de rótulos d e n t r o de uma f l o r ê mos 

t r a d o na F i g u r a 5.16. 

s'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s:5 szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:3 
T:2 T:6 

F i g u r a 5.16: Designação de rótulo d e n t r o de uma f l o r 

5.2.10 R o t i n a de Retraçamento 

A introdução do rótulo e s p e c i a l - T com índice d u p l o c o m p l i c a 

um pouco o retraçamento. Por exemplo, no retraçamento t a l v e z encon 

tramos o rótulo " T : i , j " no nó k. Retraçando de j para k3 t a l v e z en 

contremos " T : i x , ,ii " n o n o K i - Retraçando de j\ para kx , t a l v e z en 

contremos " T : i 2 } j 2 " no nó kz, e assim por d i a n t e . I s t o pode ser 
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c o n t i n u a d o t a n t a s vezes quantas f l o r e s forem aninhadas. Basta d i z e r 

que a r o t i n a de retraçamento pode ser implementada e f i c i e n t e m e n t e 

num computador. 

0 a l g o r i t m o completo de acoplamento de C a r d i n a l i d a d e máxima 

pode ser assim resumido:-

5.2.11 A l g o r i t m o de Acoplamento de C a r d i n a l i d a d e Máxima 

PASSO 0 (Início) 

0 g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G = (N3A) é dado, s e j a X q u a l q u e r acoplamento, possívelmen 

t e o acoplamento v a z i o . Coloquemos b ( i ) = i 3 para todos os nós i e N. 

nenhum nó é r o t u l a d o . 

PASSO 1 (Designação de Rótulos). 

(1.0) Apliquemos o rótulo "S.-tj)" a cada nó e x p o s t o . 

(1.1) Se não houver nenhum rótulo não-pesquisado, desviemo-nos ao 

passo 4. Senão encontremos um nó i com um rótulo não-pesquisado. Se 

o rótulo ê um rótulo-5, desviemo-nos ao passo 1.2: Se e l e é um rótu 

l o - T j desviemo-nos ao passo 1.3. 

(1.2) Pesquisemos o rótulo-5 no nó i p e l a execução do s e g u i n t e p r o 

cedimento para cada ramo (i3j)§X i n c i d e n t e ao nó i . Se b ( i ) = b ( j ) , 

não façamos nada. Senão se o nó g tem um rõtulo-5, retracemos dos 

rótulos-5 nos nós i e j ; se d i f e r e n t e s nós r a i z e s forem encontrados, 

desviemo-nos ao passo 2; se o mesmo nó r a i z f o r e n c o n t r a d o , d e s v i e 

mo-nos ao passo 3. Se o nó j não tem um rótulo-S nem um rótulo-T., 

apliquemos o rótulo " T : i " ao nó j. Quando o nó i ê pesquisado, v o l 

temos ao passo 1.1. 

(1.3) Pesquisemos o rótulo-T no nó i como a s e g u i r : Encontremos o 

único ramo ( i 3 j ) e X i n c i d e n t e ao nó i . Se b ( i ) - b ( j ) não façamos na 

da. Senão, se o nó j tem um rótulo-T, retracemos dos rótulos-T dos 

rótulos-T nos nós i e Q; Se d i f e r e n t e s nós r a i z e s foram e n c o n t r a 
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dos, desviemo-nos ao passozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 ; Se o mesmo nó r a i z f o r enc o n t r a d o , des 

viemo-nos ao passo 3 . Se o nó j não tem um rõtulo-S nem um rôtu 

l o - T j apliquemos o rótulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " S : i " ao nó j. Voltemos ao passo 1 . 1 . 

PASSO 2 (Aumento) 

Uma ca d e i a de aumento ê e n c o n t r a d a no passo 1 . 2 ou 1 . 3 . Aumente-rse 

o acoplamento X, Retirem-se todos os rótulos dos nós e faça 

b ( i ) - i para todos os i. V o l t e - s e ao passo 1 . 0 . 

PASSO 3 (Floração) 

Uma f l o r é formada no passo 1 . 2 ou 1 . 3 . Determinem-se os nós da no 

va f l o r e o seu nó base, como d e s c r i t o no t e x t o . Forneçam-se rótulos 

au! ^ntes para todos os nós não-base na nova f l o r . A t u a l i z e m - s e b ( i ) 

para todos os nós i, na nova f l o r . V o l t e - s e ao passo 1 . 2 ou 1 . 3 . , 

como l h e f o r a p r o p r i a d o . 

PASSO 4 (Arvor e s Húngaras) 

As a r v o r e s formadas por designação de rótulos são Húngaras. Não e 

x i s t e nenhuma c a d e i a de aumento e o acoplamento X ê de c a r d i n a l i d a 

de máxima. Os rótulos e os números das f l o r e s podem ser usadas para 

c o n s t r u i r uma solução d u a l ótima ( v e j a seção 5.3). 

5 . 3 Acoplamento com Peso 

5 . 3 . 1 Formulação p e l a Programação L i n e a r do Problema do Acopla 

mento com Peso 

Consideremos agora o problema de acoplamento no caso g e r a l 

para um g r a f o G - (N,A)} com pesos W. . a s s o c i a d o s a cada ramo 

Seja 

X . . - 1 se o ramo ( i . j ) é e s c o l h i d o para o acoplamento; 
1-3 
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X. . = 0, em caso contrário. 

A formulação p e l a programação l i n e a r do problema é 

Maximizar W x (5.1) 

A x <_ I (5.2) 

x - { # . 1 } 

onde A ê a m a t r i z de incidência do g r a f o p a r a o q u a l o acoplamento 

deve ser c a l c u l a d o . EDMONDS [5] mostrou que a restrição (5.3) pode 

ser substituída por um s i s t e m a l i n e a r de restrições e provou o se 

g u i n t e teorema: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  

TEOREMA 5.3 Para q u a l q u e r g r a f o , o p o l i e d r o convexo d e f i n i d o p or 

(5.2) e (5.3) ê o mesmo d e f i n i d o por (5.2) e em adição: 

( i ) Para q u a l q u e r s u b c o n j u n t o R-^zN contendo 2l** + 1 nos ( i . e . 

um numero par de nõs) 

E £ X . . < v (5.4) 

e 

( i i ) x > 0 (5.5) 

Obviamente, q u a l q u e r acoplamento em G s a t i s f a z restrições 

(5.4) e ( 5 . 5 ) ; o que não ê óbvio ê que essas restrições também são 

s u f i c i e n t e s . Nós mostramos i s t o c o n s t r u t i v a m e n t e p e l o f o r n e c i m e n t o 

de um acoplamento em G, o q u a l ê a solução do programa l i n e a r d e f i _ 

n i d o por ( 5 . 1 ) , ( 5 . 2 ) , - (5.4) e (5.5) para q u a l q u e r c o n j u n t o dado de 

pesos. 

O d u a l para o programa l i n e a r acima ê: 
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M i n i m i z a rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u . + E r , Z, 
t 1 * * fe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t t .  + u + E Z > W ¥(i3j)eA 
X 3 R. { ( i 3 j ) } K %* 

u, z > O 

P o r t a n t o , uma variável u . é as s o c i a d a a cada nó i de G, e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  
uma variável a cada c o n j u n t o ímpar de nós R.. 

De acordo com o teorema de f o l g a complementar de programação 

l i n e a r [ 1 4 ] , as condições de o r t o g o n a l i d a d e necessárias e s u f i c i e n 

t e s para que as soluções p r i m a i e d u a l sejam õtimas, são: 

X . . > 0 •* u . + u . + E Z=W... (5.6) 
% a 3 Rk l ( i 3 j ) } k %d> 

u. > 0 + l X. . = 1 (5.7) 
t . ^J 

Zk > 0 •*• RkX = r. • (5.8) 

Agora porossigamos provando e teorema 5.3 para descrição de 

um procedimento que e n c o n t r a um acoplamento viável X, e também um 

v e t o r [u . 3 s.J que s a t i s f a z as condições (5.4) e (5.5) e as condi_ 

ções de o r t o g o n a l i d a d e ( 5 . 6 ) , (5.7) e ( 5 . 8 ) . 

0 procedimento c o m p u t a c i o n a l mantém a v i a b i l i d a d e do p r i m a i 

e do d u a l em todos os momentos, e além d i s s o mantêm todas as c o n d i 

ções de o r t o g o n a l i d a d e s a t i s f e i t a s , menos a condição ( 5 . 7 ) . O nume 

r o de t a i s condições não s a t i s f e i t a s ou s e j a , o número de nós expôs 

t o s i para os q u a i s u . ê p o s i t i v o , ê diminuído monotonicamente du 

r a n t e os cálculos. 

Começamos com o acoplamento viável X = (j> e com a solução 
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d u a l viável zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u . •= W3 para todos os i 3 

Z^ - 03 p a r a t o d o s os k3 

onde W é adquadamente .grande, digamos 

WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - — ~ — max {W. . } 

Essas soluções i n i c i a i s do p r i m a i e do d u a l c l a r a m e n t e s a t i s 

fazem todas as condições (5.6) e ( 5 . 8 ) , mas não a condição ( 5 . 7 ) . 

No passo g e r a l do p r o c e d i m e n t o , X é viável, todas as cond-L 

ções (5.6) e (5.8) são s a t i s f e i t a s , mas algumas das condições (5.7) 

não são. Então, procuramos e n c o n t r a r uma c a d e i a de aumento d e n t r o 

do s u b g r a f o o b t i d o por e n c o l h i m e n t o de todas as f l o r e s k para as 

q u a i s Z^ > 0, usando somente os ramos ( i 3 g ) para as q u a i s 

u . * u . + l Z. = W. .. 
i> j k tg 

Se uma c a d e i a de aumento ê e n c o n t r a d a , e l a estende-se e n t r e 

d o i s nós expostos i e j , para os q u a i s u . = u . > 0. P o r t a n t o , de 

p o i s de aumento do acoplamento mais duas das condições (5.7) se t o r 

nam s a t i s f e i t a s . A alteração do acoplamento d e n t r o de cada uma das 

f l o r e s e n c o l h i d a s é de t a l modo que o acoplamento c o n t i n u a sendo má 

ximo d e n t r o da f l o r . P o r t a n t o , cada uma das condições (5.8) de p o i s 

do aumento do acoplamento c o n t i n u a sendo s a t i s f e i t a , porque a ca 

d e i a de aumento e n v o l v e somente os ramos p a r a os q u a i s 

u. + u. + 1 Z' = W. .; então todas as condições (5.6) continuam 
i 3 k t j 

sendo s a t i s f e i t a s . 

Se o aumento não é possível, então um v a l o r a p r o p r i a d o 6 > 0 
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ê e s c o l h i d o , e as s e g u i n t e s alterações são f e i t a s nas variáveis du 

a i s . Para cada nózyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i com'um rótulo-o e cada nõ i c o n t i d o d e n t r o de 

uma f l o r mais e x t e r n a , 6 é subtraído de u .. Para cada nõ i com um 

i 
rõtulo-21, 6 é a d i c i o n a d o a u.. Para cada f l o r mais e x t e r n a k, ' 2<5 

são a d i c i o n a d o s azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z, . 

k • •. 

Se um ramo (i.sò
m) ê c o n t i d o d e n t r o de uma f l o r , não há nenhum 

e f e i t o sobre u . + u . + 1 Z, causado p e l a s alterações nos v a l o r e s 

das variáveis d u a i s . Mas, se o nõ i tem um rõtulo-5 ou é c o n t i d o den 

t r o de uma f l o r mais e x t e r n a e o nõ j não é r o t u l a d o , então o e f e i 

t o líquido é -ô. Outros casos são i n d i c a d o s na F i g u r a 5.17. como an 

t e s os quadros representam pseudo-nós. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  T S 

F i g u r a 5.17 E f e i t o de alteração nas variáveis d u a i s 

Há três restrições pa r a o v a l o r máximo de 6 que sao as 
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g u i n t e s : 

(5.9) SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i é um nó com um rõtulo-S ou é c o n t i d o d e n t r o de uma f l o r 

mais e x t e r n a , é necessário que u . - ô >_ 0. 

(5.10) Se ê um ramo t a l que ambos os nós i e j têm rótulo-S 

ou estão c o n t i d o s d e n t r o de f l o r e s d i f e r e n t e s , ê r e q u e r i d o que 

(u . -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6) •+ (u . -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ô ; > W. . 
^ 3 ~ ^3 

(5.11) Se (Í,Q) ê um ramo t a l que i é um nó com um rõtulo-S ou ê 

c o n t i d o d e n t r o de uma f l o r mais e x t e r n a , enquanto j ê um nõ a i n d a 

não r o t u l a d o , então ê necessário que 

(u . - 5) + u . > W . .. 

^ . 3 — 1 3 

Suponha-se que 6 ê e s c o l h i d o tão grande quanto possível, su 

j e i t o ãs restrições (5.9) a ( 5 . 1 1 ) . Se a condição (5.9) está c e n t r o 

lando o v a l o r de 6, então a nova solução d u a l ê de t a l modo que 

todas as restrições (5.7) são s a t i s f e i t a s . Ambas as soluções p r i m a i 

e d u a l são õtimas e um acoplamento de peso máximo ê o b t i d o . (Lem 

bramos que v a l o r e s i n i c i a i s u n i f o r m e s foram e s c o l h i d o s para as va 

riáveis u.. P o r t a n t o , o mesmo v a l o r mínimo de u. e x i s t e em cada nõ 

exposto i . ) . 

Se a restrição (5.10) está c o n t r o l a n d o o v a l o r de ô, então 

ou uma ca d e i a de aumento pode ser enco n t r a d a ou uma nova f l o r é f o r 

mada. Quando o mesmo o c o r r e para ( 5 . 1 1 ) , p e l o menos um novo ramo po 

de ser a d i c i o n a d o a uma das árvores a l t e r n a d a s . 

Agora podemos esboçar o a l g o r i t m o da s e g u i n t e maneira: 



75 

5.3.2 Esboço do A l g o r i t m o de Acoplamento com Peso Máximo 

PASSO 0 ( I n i c i o ) 

Comecemos comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X = <|) e u . = max í W . .} como as soluções p r i m a i e 
v 2 Z J 

d u a l . 

PASSO 1 (Designação de. Rótulos) 

Geremos uma r a i z para uma árvore a l t e r n a d a em cada nõ exposto e' p r o s 

sigamos a construção da mesma p e l a designação de rótulos, usando so 

mente os ramos ( i 3 j ) para os q u a i s 

^ j k ^J 

Se uma ca d e i a de aumento é e n c o n t r a d a , desviemo-nos ao passo 2. Se 

uma f l o r ê formada, desviemo-nos ao passo 3. Se as árvores se t o r 

nam Húngaras, desviemo-nos ao passo 4. 

PASSO 2 (Aumento) 

Encontremos a c a d e i a de aumento, trançando a c a d e i a d e n t r o das f i o 

r e s e n c o l h i d a s . Aumentemos o acoplamento, removamos todos os rõtu 

l o s dos nós e pseudo-nós e voltemos ao passo 1 . . .. 

PASSO 3 (Floração) 

I d e n t i f i q u e m o s a f l o r e encolhamo-la no g r a f o . O pseudo-nó r e p r e s e n 

tando a f l o r recebe um rõtulo-5 e a sua variável-Z é f e i t a i g u a l a 

ze r o . Voltemos ao passo 1. 

PASSO 4 (Alteração nas Variáveis D u a i s ) . 

Determinemos o - v a l o r máximo de ó de acordo com as restrições (5.9) 

a (5.11) e façamos as alterações a p r o p r i a d a s nas variáveis d u a i s . Se 

a restrição (5.9) está c o n t r o l a n d o o v a l o r de ô, paremos; o a c o p l a 

mento e a solução d u a l são õtimos. Caso contrário, removamos todos 
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os rótulos dos nós e voltemos ao passo 1. 

5.3.3 Implementação do A l g o r i t m o de Acoplamento com Peso 

Agora consideremos a implementação do a l g o r i t m o de acoplamen 

t o com peso esboçado na seção a n t e r i o r . 

0 procedimento de designação, o e n c o n t r o das cadeias de au 

mento e a formação de f l o r e s são semelhantes aos que foram c o n s i d e 

rados na implementação do a l g o r i t m o do acoplamento de c a r d i n a l i d a d e 

máxima. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Variável -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A -

Uma variável A é i n t r o d u z i d a e a t u a l i z a d a p e l o p rocedimento 

de designação de rótulos. Essa variável é para i n d i c a r o v a l o r má 

ximo de ô que pode ser e s c o l h i d o , s u j e i t o ãs restrições (5.10) e 

(5.11) . 

Variável - W . . 
13 

Para a b r e v i a r cálculos, uma variável W. . é usada para r e p r e 
*- 3 

s e n t a r u. + u . - W . .. Cada vez que nos cálculos os v a l o r e s de u ._, 
t 3 ^3 . ^ 

u . e W. . são e n c o n t r a d o s , também será c a l c u l a d o W . . = u . + u . -
3 13 *0 1 3 

W . .. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i>3 

5.3.4 0 A l g o r i t m o de Acoplamento com Peso 

PASSO 0 (Início) 

O g r a f o G - (N3A) é dado com um peso W . . a s s o c i a d o a cada ramo 
13 

( i 3 j ) . Coloquemos u.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - - = — max {W. . } , para cada nõ i £ N Façamos 
3 2 %3 

. A = + 0 0 . Coloquemos X = §. Não há nehuma f l o r e nenhum nõ õ rótula 
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do. FaçamoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b ( i ) = i para todos os nós i e N. 

PASSO 1 (Designação de Rótulos) 

(1.0) Apliquemos o rótulo-"S:§" a cada nós e x p o s t o . 

(1.1) Se não houver nenhum nó não-pesquisado, desviemo-nos ao pas 

so 4. Caso contrário, encontremos um nó i com um rótulo não-pesqui_ 

sado. Se o rótulo é um rõtulo-S, desviemo-nos ao passo' 1.2; se ê um 

rõtulo-T, desviemo-nos ao passo 1.3. 

(1.2) Pesquisemos o rõtulo-S no nó i p e l a execução do s e g u i n t e p r o 

cedimento p a r a cada ramo (ijj)í\.X i n c i d e n t e ao nó i: Façamos 

W. . - u. + u. - W. .. Se b(i)- = b (,j) , não façamos nada. Caso c o n t r a 
í-jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  3 va *  -

r i o , se o nó b ( j ) tem um iótulo-5 e W. . = 0, r e t r a c e m o s dos rótu 

lofí-S nos nós i e j. Se d i f e r e n t e s nós r a i z e s forem e n c o n t r a d o s , des 

viemo-nos ao passo 2; se o mesmo nõ r a i z é e n c o n t r a d o , desviemo-nos 

ao passo 3. Se o nõ b ( j ) tem um rõtulo-5 e W., > 0, façamos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A - min { A , — W. . } . Se o nõ g não é r o t u l a d o e W. . - 0j apliquemos 

o rótulo " T : i " ao nó j . Se o nõ g não ê r o t u l a d o e W.. > 0, faça 

mos A - min { A , W. . } . Quando o nõ i ê pesquisado, v o l t e m o s ao passo 

13 

1.1. 

(1.3) Pesquisemos o rótulo-?1 no nõ i p e l a execução do s e g u i n t e p r o 

cedimento para o único ramo ( i 3 g ) z X i n c i d e n t e ao nõ i. Se 

b ( i ) = b(j')3 não façamos nada; caso contrário, se o nõ g tem um rõ 

t u l o - ? 1 , r etracemos dos rótulos-T nos nós i e j . Se d i f e r e n t e s nós 

r a i z e s forem e n c o n t r a d o s , desviemo-nos ao passo 2. Se o mesmo nó 

r a i z é e n c o n t r a d o , desviemo-nos ao passo 1.1. 

PASSO 2 (Aumento). 

Uma c a d e i a de aumento ê enc o n t r a d a no passo 1.2 ou 1.3. Aumentemos 

o acoplamento X. Retiremos todos os rótulos dos nós e façamos 

b ( i ) - i para todos os i e N façamos A = + °°. Todos os nós são 

não-pesquisados. Desviemo-nos ao passo 1.0. 
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PASSO 3 (Floração) 

Uma f l o r ê formada no passo 1.2 ou 1.3. Determinemos os nos da nova 

f l o r e o seu nó base. Forneçamos rótulos ausentes p a r a todos os nós 

da nova f l o r , menos o nõ base. A t u a l i z e m o s o v e t o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b ( i ) para todos 

os nós na nova f l o r . Voltemos ao passo 1.2 ou 1.3, como l h e f o r a 

p r o p r i a d o . 

PASSO 4 (Revisão das Variáveis Duais) 

Encontremos: 

ôi - min {u .} 
^ 

ô 2 - min {<$i , A} 

Coloquemos u. = u. - ô para cada nó i em que o nó b ( i ) tem um rótu 

lo-S. Coloquemos u . = u . +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 para cada nó i em que o nõ i tem um ró 

t u l o - T j mas não ê c o n t i d o numa f l o r . Coloquemos W. . - W. . - 26 pará 

todos os ramos ( i , j ) em q u a l q u e r f l o r . Se 6 = ô x, paremos; X é o 

acoplamento de peso máximo. Caso contrário, coloquemos todos os rõ 

t u l o s - S no estado não pesquisado i n c l u i n d o os nós c o n t i d o s nas f i o 

r e s . FaçamoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A = + ro. Voltemos ao passo 1.1. 

A codificação de um programa para e s t e a l g o r i t m o é i n c l u i 

da n e s t e t r a b a l h o . Este programa pode ser usado como uma s u b - r o t i n a 

na solução do problema do c a r t e i r o Chinês, nos casos de um g r a f o 

d i r e c i o n a d o e não-direcionado, como f o i d i s c u t i d o no capítulo 4. 

Relembramos que o a l g o r i t m o de acoplamento c o n s i d e r a d o a c i 

ma e n c o n t r a o acoplamento de peso máximo, e sabemos que o a l g o r i t m o 

do problema do c a r t e j . r o Chinês p r e c i s a de um acoplamento de peso mí 

nimo (Veja o a l g o r i t m o do problema do c a r t e i r o Chinês no Capítulo 

4 ) . Por i s s o a s e g u i n t e transforimação deve s e r f e i t a para todos os 

http://cartej.ro
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pesos de todos os ramos no g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G*: 

W . . - -M - a . . 

onde a . . é o c u s t o de p e r c u r s o do caminho mais c u r t o e n t r e nos 
13 

i e j, M é uma v a l o r grande e W . . ê o peso t r e i n s f ormado do ramo 
13 

( i j j ) em G*. Agora um acoplamento de peso máximo em G* usando os pe 

sos W.. ê q u i v a l e n t e a um acoplamento de peso mínimo em G* usando-
13 

os pesos a . .. 
13 



CAPITULO V I 

O PROBLEMA DE COLETA DE LIXO 

6.1 Introdução 

Consideramos neste C a p i t u l o o problema da c o l e t a de l i x o e a 

implementação do a l g o r i t m o do problema do C a r t e i r o Chinês para r e 

solvê-lo. 

0 problema da c o l e t a dê l i x o pode ser d e f i n i d o da s e g u i n t e 

forma: 

Dada uma rede de rua s (por exemplo, um b a i r r o ) na q u a l o l i 

xo deve ser c o l e t a d o , a l g u n s r e c u r s o s l i m i t a d o s (por exemplo cami 

nhões de c o l e t a e o tempo disponível para o serviço) , e algumas r e s 

trições (como as capacidades dos caminhos), f a z e r um p l a n o viável 

para a c o l e t a de l i x o em c u s t o mínimo. 

Como f o i d e s c r i t o no capítulo 2, uma rede de rua s pode s e r 

r e p r e s e n t a d a por um g r a f o no q u a l os segmentos das ruas são r e p r e 

sentados p e l o s ramos e as interseções p e l o s nôs. 0 comprimento ou 

c u s t o de p e r c u r s o de cada segmento pode s e r atribuído como um peso 

aos ramos (uma definição mais p r e c i s a de c u s t o de p e r c u r s o será a 
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p r e s e n t a d a na seçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 3 ) . Agora o a l g o r i t m o do problema do C a r t e i , 

r o Chinês pode achar n o - g r a f o c o r r e s p o n d e n t e um c i c l o (ou c i r c u i t o ) 

que p e r c o r r e todos os ramos p e l o menos uma vez, de forma t a l que 

o peso totíil do c i c l o (ou c i r c u i t o ) , s e j a mínimo. 

Com a definição do problema da c o l e t a de l i x o , observa-se 

que o mesmo ê uma generalização do problema do C a r t e i r o Chinês e 

que esse a l g o r i t m o não pode s e r a p l i c a d o para resolvê-lo. Mas v e r e 

mos que, combinando o a l g o r i t m o com algumas técnicas heurísticas, pq 

demos o b t e r soluções boas (e não necessariamente õtimas) para o p r o 

blema. 

Existem algumas restrições a d i c i o n a i s no problema da c o l e t a 

de l i x o que não e x i s t i a m no modelo clássico do problema do C a r t e i r o 

Chinês. A q u a n t i d a d e de l i x o de uma c i d a d e ê m u i t o mais que a capa 

ci d a d e de um caminhão. P o r t a n t o , um caminhão só não pode f a z e r o 

serviço de uma c i d a d e i n t e i r a numaviagem. 0 caminhão deve v o l t a r 

ao depósito de l i x o cada vez que está c h e i o , e, de p o i s de d e s c a r r e 

gar, deve novamente c o n t i n u a r o serviço. Chamamos de " r o t e i r o " o c i 

c i o que p e r c o r r e um caminhão na sua viagem para uma c o l e t a i g u a lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 

sua capacidade, e de " j o r n a d a " , o c i c l o que um caminhão p e r c o r r e num 

d i a de t r a b a l h o . Obviamente, uma j o r n a d a ê composta de um ou mais 

r o t e i r o s . I s t o s i g n i f i c a que devemos achar um c o n j u n t o de c i c l o s na 

rede t a l que a q u a n t i d a d e de l i x o de cada c i c l o s e j a i g u a l ã c a p a c i 

dade de um caminhão. Normalmente, são u t i l i z a d o s vários caminhões 

para f a z e r o serviço da c o l e t a de uma c i d a d e . Então, temos que de 

t e r m i n a r o p l a n o de c o l e t a de cada caminhão, de modo a m i n i m i z a r o 

c u s t o t o t a l de c o l e t a . 

Nesse capítulo será c o n s i d e r a d o o problema da c o l e t a de l i x o 

usando m-veículos. 
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Como f o i d e s c r i t o , o a l g o r i t m o do problema do C a r t e i r o Chi_ 

nês f o r n e c ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uma solução õtima para um v e i c u l o e um r o t e i r o único. 

Veremos que e s t e a l g o r i t m o a i n d a pode usar uma solução boa (mas 

não necessariamente ótima) para o caso g e r a l onde temos w-veículos 

e a j o r n a d a de cada veículo ê composta de vários r o t e i r o s . 

^•^ 0 Problema da C o l e t a de L i x o Usando w-Veículos 

O o b j e t i v o p r i n c i p a l ê m i n i m i z a r a distância (ou c u s t o '. de 

pe r c u r s o ) t o t a l p e r c o r r i d a p e l o s veículos, e na m a i o r i a das vezes, 

como uma consequência, m i n i m i z a r o número de veículos necessários 

par a f a z e r o serviço t o t a l da c i d a d e . 

Nessa seção consideramos métodos heurísticos que geram s o l u 

ções aproximadas ãs õtimas. Todos os a l g o r i t m o s e x i s t e n t e s para r e 

s o l v e r e s t e problema podem ser c l a s s i f i c a d o s em d o i s grupos: 

A l g o r i t m o s de "Divisão P r i m e i r o - R o t e i r o Depois" e algorít 

mos de " R o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois" [ 3 ] , 

6.2.1 0 Procedimento de " R o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois" 

Neste método, p r i m e i r a m e n t e , sem l e v a r em consideração o nú 

mero de veículos, resolvemos o problema p a r a um só r o t e i r o , i s t o ê, 

c o n s t r u i r um c i c l o E u l e r i a n o envolvendo a rede i n t e i r a ( " r o t e i r o 

g i g a n t e " ) . Depois d i v i d i m o s o c i c l o em um c o n j u n t o . d e c i c l o s meno 

re s p ara m - v e i c u l o s (m não ê c o n h e c i d o ) , t a l que cada c i c l o s e j a um 

r o t e i r o viável. Um r o t e i r o ê chamado viável, se a q u a n t i d a d e de l i 

xo n e l e não f o r maior que a capacidade de um veículo. Ãs vezes, uma 

restrição de tempo de p e r c u r s o também é c o n s i d e r a d a . 

Numa boa divisão, não devem ser c r i a d o s nós de g r a u ímpar, por 

http://conjunto.de
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p a r , porque i s t o implicará novas duplicações e n t r e esses nos de 

gr a u Impar. Felizmente,.não e difícil d i v i d i r um c i c l o E u l e r i a n o em 

c i c l o s menores (como f o i d e s c r i t o na prova da suficiência do t e o r e 

ma de E u l e r no c a p i t u l o 3, um c i c l o E u l e r i a n o ê composto de um. con 

j u n t o de c i c l o s menores). O que devemos f a z e r ê d i v i d i r o g r a f o em 

seções menores, assegurando que cada seção tenha uma f r o n t e i r a con 

t l n u a , e que para q u a l q u e r nõ na f r o n t e i r a as ligações c o i n c i d e n t e s 

no nõ sejam d i v i d i d a s em número par p e l a f r o n t e i r a . 

Agora consideremos o procedimento com um exemplo. Suponhamos 

que o g r a f o da F i g u r a 6.1(a) r e p r e s e n t a uma rede de r u a s , e que o 

comprimento de cada ligação mostra a distância r e a l , e a i n d a para 

f a c i l i t a r mais, a q u a n t i d a d e de l i x o a s s o c i a d o a cada ligação s e j a 

i g u a l a uma t o n e l a d a , e a capacidade dos caminhões s e j a i g u a l a 12 

t o n e l a d a s . P r i m e i r a m e n t e , c o n s t r u i m o s um " r o t e i r o g i g a n t e " nesse 

g r a f o ; as duplicações a p r o p r i a d a s para c o n s t r u i r t a l r o t e i r o sao 

mostradas p e l a s l i n h a s t r a c e j a d a s nessa f i g u r a . . A g o r a d i v i d i m o s o 

" r o t e i r o g i g a n t e " (que é um c i c l o E u l e r i a n o ) -em c i c l o s menores de 

modo que a q u a n t i d a d e de l i x o de cada c i c l o não s e j a maior que a 

capacidade de um caminhão. Conforme o pr o c e d i m e n t o , uma divisão vã 

l i d a pode ser a que ê mostrada p e l a s l i n h a s i n t e r r o m p i d a s na f i g p 

r a . Na F i g u r a 6.1 (b) as seções são mostradas separadamente. Podemos 

o b s e r v a r que cada seção contém um c i c l o E u l e r i a n o e conforme a supq 

sição que a q u a n t i d a d e de l i x o de cada ligação ê uma t o n e l a d a , a 

q u a n t i d a d e do l i x o de cada seção s e r i a menor ou i g u a l a 12 t o n e l a 

das (a capacidade de um caminhão), então cada seção tem um r o t e i r o 

viável. Na s e g u i n t e t a b e l a esses r o t e i r o s são construídos p e l a s se 

quências de nõs. 
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F i g u r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 1 O exemplo do método " R o t e i r o P r i m e i r o Divisão 

Depois" 



85 

R o t e i r o Ordem de nós a q u a n t i d a d e 
de l i x o 

A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 , 8, 9, 4, 3 , 8, 1 3 , 12, 7, 2 9 

B 1 8 , 1 7 , 1 6 , 1 1 , 6 , 7 , 2 , 1 , 6 , 7 , 1 1 , 1 2 , 1 7 , 1 8 1 0 

C 1 8 , 1 9 , 2 0 , 1 5 , 1 0 , 9 , 1 4 , 1 5 , 1 0 , 5 , 4 , 9 , 1 4 , 1 9 , 1 3 , 1 8 12 

Se v e r i f i c a r m o s que em algumas seções a carga ê maior que a 

capacidade de um v e i c u l o e em algumas o u t r a s é m u i t o menor, podemos 

m o d i f i c a r as f r o n t e i r a s através de d e s v i o de c i c l o s de uma seção pa 

r a o u t r a . Por exemplo, se na F i g u r a 6 . 1 ( b ) achamos que a carga da 

seçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C ê m u i t o grande e a da seção A ê m u i t o pequena, então pode 

mos d e s v i a r o c i c l o ( 1 8 , 1 9 , 1 3 , 18 ) da seção C p a r a a A. Podemos 

c o n t i n u a r as modificações dessa maneira até f i c a r m o s s a t i s f e i t o s com 

a distribuição de cargas. 

Se a rede ê d i v i d i d a em k seções (ou k r o t e i r o s ) e cada veí 

c u l o pode f a z e r o serviço de n r o t e i r o s , então o número de veículos 

necessários m s e r i a . 

m >_ k/n, 

onde m ê o menor v a l o r i n t e i r o i g u a l ou maior do que o q u o c i e n t e . 

Obviamente, i s t o ê no caso de que os caminhões tenham i g u a l c a p a c i 

dade. 

A solução de " R o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois" não ê õti 

ma por causa de duas razões: p r i m e i r a , a técnica de divisão de g r a 

f o em seções é heurística; segunda, o depósito de l i x o não f o i con 

s i d e r a d o no g r a f o . No problema r e a l , cada vez que o serviço de um 

r o t e i r o ê completo, o veículo deve p a r t i r para o depósito e nova 

mente v o l t a r . Numa solução ótima essas distâncias também devem s e r 

min i m i z a d a s . 
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E x c l u i n d o o depósito de l i x o no g r a f o , obtemos uma f l e x i b i l i d a d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r 

na decisão de onde começar as divisões do " r o t e i r o g i g a n t e " , proque 

normalmente temos m u i t a s opções para d e f i n i r um c o n j u n t o de r o t e i 

r o s , enquanto que com a inclusão do depósito i s t o não acontece. 

6.2.2 0 Procedimento de "Divisão P r i m e i r o - R o t e i r o Depois" 

No método "Divisão P r i m e i r o - R o t e i r o Depois", p r i m e i r a m e n t e 

d i v i d i m o s a rede em seções de modo que a carga de cada seção s e j a 

aproximadamente i g u a l â capacidade de um veículo e de p o i s em cada 

uma das seções aplicamos o a l g o r i t m o do problema do c a r t e i r o Chinês 

e encontramos c i c l o s E u l e r i a n o s . Cada c i c l o E u l a r i a n o s e r i a um r q 

t e i r o p ara um veículo. Na divisão da red e , como no procedimento an 

t e r i o r , deve-se e v i t a r que não sejam c r i a d o s nós de gra u ímpar na 

que l e s que eram o r i g i n a l m e n t e do grau p a r . 

Como exemplo consideremos o g r a f o da F i g u r a 6.2 ( a ) . Supq 

nhamos a i n d a que o comprimento de cada ligação mo s t r a a distância 

r e a l e que a q u a n t i d a d e de l i x o de cada ligação ê uma t o n e l a d a . Mes 

sa f i g u r a o g r a f o ê d i v i d i d o em duas seçõeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e B. A p l i c a n d o o a l g o 

r i t m o do problema do C a r t e i r o Chinês em cada uma das seções, encon 

tramos as duplicações õtimas mostradas na F i g u r a 6 . 2 ( b ) . Agora cada 

uma das seções dessa f i g u r a contêm um r o t e i r o viável (como no exem 

p i o a n t e r i o r , a capacidade de um caminhão são 12 t o n e l a d a s ) . 

Pelas mesmas razões mencionadas no proc e d i m e n t o a n t e r i o r , ge 

r a l m e n t e não consideramos.o depósito de l i x o na r e d e . 
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F i g u r a 6.2: O exemplo do método "Divisão P r i m e i r o - R o t e i r o 

Depois" 

6.2.3 Comparação dos d o i s Métodos 

Agora desejamos comparar os d o i s métodos d i s c u t i d o s e mos 

t r a r q u a l u t i l i z a r : se " R o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois" ou "Di 

visão P r i m e i r o - R o t e i r o Depois". 

Podemos v e r i f i c a r que, quando o depósito não é incluído, o 

procedimento " R o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois" sempre p r e c i s a de 

menos duplicações que o o u t r o , porque as duplicações no p r i m e i r o mé 

todo são õtimas g l o b a i s , mas no segundo método a solução ê ótima l q 

c a l . Apesar desse f a t o , a e s c o l h a de um dos d o i s métodos é mais uma 

decisão a d m i n i s t r a t i v a que uma decisão algorítmica. Normalmente, c i 
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dades têm divisões a d m i n i s t r a t i v a s e, m u i t a s vezes, não ê desejável 

a interferência dessas divisões através de r o t e i r o s de c o l e t a de 11 

xo. 

Uma combinação dos d o i s métodos d i s c u t i d o s dá r e s u l t a d o s me 

l h o r e s . Nas divisões a d m i n i s t r a t i v a s , as cidades são d i v i d i d a s em 

b a i r r o s e, m u i t a s vezes, a carga de um b a i r r o ê mais que a capa c i d a 

de de um caminhão. Então um proc e d i m e n t o aconselhável ê p r i m e i r o 

d i v i d i r a c i d a d e em b a i r r o s (de acordo com as divisões a d m i n i s t r a 

t i v a s ) , e depois em cada b a i r r o a p l i c a r o p r o c e d i m e n t o " R o t e i r o P r i 

me i r o - Divisão Depois". 

6.3 Alguns- D e t a l h e s na Implementação do A l g o r i t m o do Problema do 

C a r t e i r o Chinês para r e s o l v e r o Problema da C o l e t a de L i x o . 

Os a l g o r i t m o s apresentados no capítulo 4 e as técnicas c o n s i 

deradas no p r e s e n t e c a p i t u l o provêem uma base p a r a uma solução do 

problema r e a l da c o l e t a de l i x o . Nessa seção consideramos os d e t a 

l h e s de sua implementação. 

Admitimos que as seções são determinadas de acordo com as 

técnicas d i s c u t i d a s a n t e r i o r m e n t e , agora deve s er determinado um r q 

t e i r o , d e n t r o de cada seção, que p e r c o r r a , p e l o menos uma vez, a 

cu s t o mínimo, as ruas onde se f a z a c o l e t a . 

A definição de c u s t o ê i m p o r t a n t e . Um veículo pode p e r c o r r e r 

um segmento de r u a , pa r a c o l e t a r o l i x o , ou simplesmente p e r c o r r e r 

a rua para chegar a um ponto onde f a z a c o l e t a . Um princípio impor 

t a n t e ê que o c u s t o t o t a l r e f e r e n t e ãs passagens que têm c o l e t a , ê 

f i x o . Então o c u s t o que deve s er miryimizado ê o r e f e r e n t e ãs passa 

gens que não têm c o l e t a . Os c u s t o s a s s o c i a d o s a essas passagens i n a 

t i v a s são de d o i s t i p o s : Os c u s t o s de mão de obra (que gera l m e n t e 
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são função de tempo), e os c u s t o s do veículo (que gera l m e n t e são 

função da distância). Podemos a s s o c i a r a cada segmento de r u a um 

c u s t o de p e r c u r s o que ézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a. soma desses d o i s c u s t o s e r e p r e s e n t a o 

c u s t o da passeigem sem c o l e t a . M u i t a s vezes, podemos u s a r a distân 

c i a de cada segmento para d e t e r m i n a r o c u s t o de p e r c u r s o , porque 

normalmente o tempo de passagem também ê função de distância. 

Devemos n o t a r que o c u s t o de p e r c u r s o a s s o c i a d o a cada r u a 

não p r e c i s a ser necessariamente um c u s t o v e r d a d e i r o ; é s u f i c i e n t e 

que o v a l o r s e j a p r o p o r c i o n a l ao c u s t o v e r d a d e i r o de t a l forma que 

os c u s t o s de p e r c u r s o s de to d a s as ruas sejam r e l a t i v a m e n t e c o r r e 

t o s . 

Há um o u t r o c u s t o também que ê associado ao t i p o de pavimen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tacão de r u a . Se a pavimentação de to d a s as ruas da rede ê u n i f o r 

me, podemos d i s p e n s a r esse c u s t o . Mas se e l a s não são u n i f o r m e s , en 

tão podemos d e f i n i r um peso a s s o c i a d o a cada t i p o de pavimento, de 

modo que o p r o d u t o da distância de cada r u a e o peso associ a d o ã 

sua pavimentação representem o c u s t o de p e r c u r s o da r u a . Normalmen 

t e , para as ruas bem pavimentadas, esse peso pode ser d e f i n i d o i _ 

g u a l a um e para as ruas mal pavimentadas ou não pavimentadas terá 

um v a l o r aumentado, a ser d e f i n i d o p e l o serviço público i m p l i c a d o . 

Um caso que o c o r r e f r e q u e n t e m e n t e na c o l e t a de l i x o é quan 

do e x i s t e m a l g u n s segmentos das ruas (ramos) nos q u a i s a c o l e t a não 

é necessária. T a i s ramos serão p e r c o r r i d o s somente se e l e s se encon 

t r a m num caminho mais c u r t o acoplando d o i s nós de g r a u ímpar. Além 

d i s s o , o gr a u de cada nó ê c a l c u l a d o c o n s i d e r a n d o somente os ramos 

que pre c i s a m do serviço. Em o u t r a s p a l a v r a s , esses ramos não estão 

incluídos no g r a f o , quando estamos c a l c u l a n d o o g r a u dos nós, mas 

os mesmos são usados na determinação dos caminhos mais c u r t o s e n t r e 

nós de g r a u ímpar. Assim, o a l g o r i t m o de acoplamento d e t e r m i n a que 
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numa solução_õtima t a i s ramos devem ser p e c o r r i d o s ou não. Como e 

xemplo, suponhamos que o g r a f o da F i g u r a 6.3 (a) r e p r e s e n t a uma rede 

de r u a s ; os pesos rep r e s e n t a m os c u s t o s de p e r c u r s o . Queremos d e t e r 

minar um c i c l o de c u s t o mínimo nesse g r a f o , que p e r c o r r e todos os 

ramos p e l o menos uma vez, e x c e t o os ramos (2,3) e ( 4 , 8 ) . 

Eliminando, esses d o i s ramos do g r a f o , os nós do grau Impar 

serão os nós 4 e 5. As duplicações ótimas para esse exemplo são mos 

t r a d a s na F i g u r a 6 . 3 ( b ) . Embora o ramo (4,8) não p r e c i s e ser p e r c o r 

r i d o , e l e 5 usado para l i g a r os nós de g r a u Impar, enquanto que pa 

r a o ramo (2,3) i s t o não acontece. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Este procedimento pode f a l h a r , se a omissão dos ramos que 

não pr e c i s a m ser p e c o r r i d o s , r e s u l t e um g r a f o não conexo. No exem 

p i o da F i g u r a 6.3, i s t o acontece se o ramo (3,7) também não p r e c i s e 

ser p e r c o r r i d o . 

Uma o u t r a complicação no problema da c o l e t a de l i x o é o caso 

de que algumas ruas devem t e r c o l e t a em ambos os l a d o s . Normalmente 

em ruas r e i s d e n c i a i s , numa passagem só ambos os la d o s podem ser, c q 

l e t a d o s , porém i s t o não ê viável em ruas movimentadas, porque p r e j u 

d i c a o tráfego. Consequentemente, essas ruas devem ser p e r c o r r i d a s 

duas vezes. 

F e l i z m e n t e , e s t e caso pode ser levado em consideração p e l o 

a l g o r i t m o do problema do C a r t e i r o Chinês simplesmente a d i c i o n a n d o 

um nó e duas ligações, para cada ligação que deve ser p e r c o r r i d o 

duas vezes, A maneira de combinar essas ligações a d i c i o n a i s com 

a ligação o r i g i n a l ê mostrada na F i g u r a 6.4. Suponhamos que na F i g u 

r a 6.4(a) a ligaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( i , g ) deve s er p e r c o r r i d a duas vezes; então de 

f i n i m o s um riõ a d i c i o n a l k e duas ligações a d i c i o n a i s ( i , k ) e ( j 3 k ) 

(que não e x i s t e m no g r a f o o r i g i n a l ) . A F i g u r a 6.4 (b) mostra como 

devem ser combinados o nõ e as ligações a d i c i o n a i s com a o r i g i n a l . 

Notamos que a soma dos c u s t o s de p e r c u r s o das ligações a d i c i o n a i s de 

ve ser i g u a l ao c u s t o de p e r c u r s o da o r i g i n a l . Agora o a l g o r i t m o do 

problema do C a r t e i r o Chinês e n c o n t r a uma solução õtima na q u a l o se 

gmentc e n t r e os nós i e j ê p e r c o r r i d o p e l o menos duas vezes (uma 

vez p e l a ligação o r i g i n a l e uma vez através das ligações a d i c i q 

n a i s ) . Obviamente, quando desenhamos o r o t e i r o , o segmento ( i 3 j ) de 

ve ser p e r c o r r i d o uma vez do nõ i para o j e o u t r a vez do nõ j para 

o i. Para a t e n d e r i s t o , a ntes da construção do r o t e i r o , d e t e r m i n a 

mos uma direção para o c i c l o (i, Q3 k, i 3 ) ; em o u t r a s p a l a v r a s , f o r 

mamos um c i r c u i t o . Agora, e l i m i n a n d o esse c i r c u i t o do g r a f o , no r e s 

t a n t e a i n d a e x i s t e um c i c l o E u l e r i a n o ; combinando o c i c l o com o c i r 
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0> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a ) 

(b)  

o no e as I ujaçoes 
adicionadas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F i g u r a 6.4 

c u i t o , obtemos o r o t e i r o d esejado. 

A construção de c i c l o s (também c i r c u i t o s ) E u l e r i a n o f o i con 

s i d e r a d a no capítulo 3. É i m p o r t a n t e n o t a r que, se num g r a f o e x i s t e 

um c i c l o E u l e r i a n o , então, g e r a l m e n t e , podemos d e f i n i r uma grande 

família de t a i s c i c l o s no mesmo, onde cada um d e l e s tem o mesmo cus 

t o de p e r c u r s o . Esta f l e x i b i l i d a d e nos p e r m i t e o b s e r v a r algumas r e s 

trições, as q u a i s não conseguimos l e v a r em consideração p e l o a l g o r i _ 

tmo. Por exemplo, podemos c o n s t r u i r um r o t e i r o de t a l maneira que o 

serviço das ruas mais movimentadas s e j a r e a l i z a d o nos horários p e r 

m.itidos. Uma o u t r a restrição que não ê consderada no a l g o r i t m o , são 

as interseções nas q u a i s o r e t o r n o ã esquerda ê p r o i b i d o . Na maio 

r i a dos casos podemos e n c o n t r a r f a c i l m e n t e um r o t e i r o que' observe 

t a i s restrições. 

Raras vezes, não se consegue achar um c i c l o E u l e r i a n o que 

satisfaça as restrições a d i c i o n a i s . Em t a i s casos, devemos co n s i d e 

r a r um aumento do c u s t o de p e r c u r s o do r o t e i r o ; em o u t r a s p a l a v r a s , 

devemos c r i a r algumas o u t r a s duplicações dos ramos no g r a f o , de mo 

do que, no g r a f o r e s u l t a n t e possamos o b s e r v a r as restrições. De 
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q u a l q u e r maneira, o g r a u de todos 

do p a r . I s t o i m p l i c a que as novas 

c i c l o s c o m p l e t o s , ou que os ramos 

'trocados num c i c l o . 

os nós do g r a f o deve c o n t i n u a r sen 

duplicações também devem for m a r 

d u p l i c a d o s e não d u p l i c a d o s sejam 



CAPÍTULO V I I 

RESULTADOS COMPUTACIONAIS 

F o i incluída ne s t e t r a b a l h o a codificação de um programa, 

em linguagem WATFIV para r e s o l v e r o problema de acoplamento com pe 

so num g r a f o q u a l q u e r . A codificação é baseado no a l g o r i t m o da se 

ção 5.3.3. Como f o i c i t a d o a n t e r i o r m e n t e , o programa também pode 

r e s o l v e r o problema do acoplamento nos casos p a r t i c u l a r e s menciona 

dos no Capítulo 5. Realmente, nesses casos o volume dos cálculos ê 

r e d u z i d o . Por exemplo, no caso do problema do acoplamento de c a r d i 

n a l i d a d e máxima ( i . e.'quando todos os pesos dos ramos são u n i tá 

r i o s ) , o programa não e n t r a na p a r t e da solução d u a l . A i n d a , no pro 

blema do acoplamento b i p a r t i d o , não podem ser formadas f l o r e s , p or 

qeu num g r a f o b i p a r t i d o , não e x i s t e m c i c l o s de c a r d i n a l i d a d e ímpar. 

Consequentemente, nesses casos, o tempo de execução do programa se 

rpa • r e d u z i d o . 

F o i c o d i f i c a d o . u m o u t r o programa, para r e s o l v e r o problema 

do C a r t e i r o Chinês, no caso de um g r a f o não d i r e c i o n a d o , no q u a l o 

programa do acoplamento com peso é u t i l i z a d o como um subprograma. Co 

mo f o i d e s c r i t o no capítulo 4, esse programa também pode s e r u t i l i 

zado para o problema do C a r t e i r o Chinês no caso de um g r a f o d i r e c i o 
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nado e cm a l g u n s casos p a r t i c u l a r e s de um g r a f o m i s t o (quando o g r a 

f o m i s t o tem poucos ramos d i r e c i o n a d o s , distribuídos dispersamente 

no g r a f o ) . A eficiência desse programa f o i t e s t a d a p e l a solução de 

um problema r e a l de c o l e t a de l i x o no B a i r r o dos Estados da cidade 

de João Pessoa. 

O B a i r r o dos Estados ê composto de 309 segmentos de ruas e 

180 interseções. das q u a i s 80 são interseções ímpares. A F i g u r a 7.1 

ê um mapa desse b a i r r o . O serviço de c o l e t a do l i x o , nesse b a i r r o 

a utualmente ê f e i t o p o r um caminhão e através de d o i s r o t e i r o s . 

0 p r i m e i r o passo na solução do problema f o i a representação 

gráfica do mapa. I s t o f o i f e i t o designando um nô a cada interseção 

e um ramo a cada segmento de r u a . Então, o g r a f o c o r r e s p o n d e n t e tem 

180 nôs, dos q u a i s 80 são de gra u ímpar, e 309 ramos. Como todas 

as ruas do b a i r r o tem tráfego nos d o i s s e n t i d o s , então todos os r a 

mos são não-direcionados. 

O c u s t o de p e r c u r s o de cada segmento f o i c a l c u l a d o em função 

do comprimento do segmento. Nesse b a i r r o e n c o n t r o u - s e v a r i e d a d e de 

t i p o s de pavimentação das r u a s . As ruas são sem calçamento ou calça 

das, com d i f e r e n t e s q u a l i d a d e s de calçamento. P o r t a n t o , e l a s foram 

c l a s s i f i c a d a s em c a t e g o r i a s d i f e r e n t e s , e a cada uma das c a t e g o r i a s 

f o i a s s o c i a d a urn peso, os q u a i s são dados na t a b e l a s e g u i n t e : 

Boa Razoável Má 

Calçada 1,0 1,2 1,4 

• Não-Calçada 1,2 1,4 1,7 

Normalmente, os v a l o r e s dos pesos são c a l c u l a d o s de acordo 

com as experiências dos s e t o r e s responsáveis p e l a c o l e t a do l i x o ; 



F i g u r a 7.1 O Mapa do B a i r r o dos Estados da Cidade de João Pessoa 



porem, no nosso exemplo sao e s t i m a t i v a s . O c u s t o de p e r c u r s o de ca 

da segmento de rua f o i c a l c u l a d o , m u l t i p l i c a n d o o comprimento do se 

gmento p e l o peso a s s o c i a d o ao seu t i p o de pavimento. 

A q u a n t i d a d e de l i x o nesse b a i r r o a t u a l m e n t e ê i g u a l ã 

cidade de d o i s caminhões (ou d o i s r o t e i r o s para um caminhão). 

t a n t o , devemos d e t e r m i n a r d o i s r o t e i r o s viáveis nesse b a i r r o , 

mos f a z e r i s t o p e l o método " r o t e i r o P r i m e i r o - Divisão Depois 

P r i m e i r a m e n t e , aplicamos o a l g o r i t m o do problema do C a r t e i r o 

Chinês ao g r a f o c o r r e s p o n d e n t e , para e n c o n t r a r as duplicações 5 t i _ 

mas e d e p o i s d i v i d i m o s o g r a f o r e s u l t a n t e ( i n c l u i d a s as d u p l i c a 

ções) em duas seções, de modo que a q u a n t i d a d e de l i x o de cada uma 

s e j a i g u a l ou menor do que a capacidade de um caminhão. 

Os dados de e n t r a d a do programa são os s e g u i n t e s : 

(a) Um cartão e s p e c i f i c a n d o r e s p e c t i v a m e n t e o número dos nós 

e o número dos ramos, e também a p a l a v r a 'MINIMAL1 (essa 

p a l a v r a e s p e c i f i c a que o subprograma de acoplamento deve 

p r o c u r a r um acoplamento com peso mínimo). Os dados são 

p e r f u r a d o s em f o r m a t o l i v r e . 

(b) Cada segmento de r u a (ramo) é e s p e c i f i c a d o por três núme 

r o s : os d o i s p r i m e i r o s são os números dos nós . t e r m i n a i s 

do ramo e o t e r c e i r o ê o seu c u r s o de p e r c u r s o . Deve-se 

p r o v e r dados para todos os ramos e x i s t e n t e s no g r a f o . Ca 

da cartão pode c o n t e r dados de mais de um ramo. Esses da 

dos também são em f o r m a t o l i v r e . 

Com esses dados de e n t r a d a o programa começa i d e n t i f i c a n d o t o 

• dos os nós de g r a u Impar no b a i r r o . Depois d e t e r m i n a os caminhos 
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mais c u r t o s e n t r e t o d o s esses nós e as d i s t a n c i a s c o r r e s p o n d e n t e s . 

Essas informações entram no subprograma de acoplamento com peso e, 

f i n a l m e n t e , a saída do programa é uma l i s t a g e m -dos pares de nós de 

grau ímpar, que devem s e r conotados através dos caminhos mais c u r 

t o s e n t r e e l e s , para o b t e r um c i c l o E u l e r i a n o de c u s t o mínimo no 

g r a f o . 

A p a r t i r da s a l d a do programa podemos i d e n t i f i c a r os cami_ 

nhos que devem ser d u p l i c a d o s no g r a f o o r i g i n a l . Apesar do p r o g r a 

ma só d e t e r m i n a os pares de nós a serem conectados e não i d e n t i f i _ 

car q u a i s são os ramos que devem ser d u p l i c a d o s , não ê d i f i c i l en 

c e n t r a r t a i s caminhos e n t r e os pares de nós dados p e l o programa. Ge 

ra l m e n t e os caminhos mais c u r t o s numa solução õtima são de c a r d i n a 

l i d a d e i g u a l ou menor qeu 2, e em r a r a s vezes pode s e r maior. Então 

f a c i l m e n t e podemos i d e n t i f i c a r e d u p l i c a r t a i s caminhos. 

A F i g u r a 7.2 mostra as duplicações õtimas p a r a o exemplo do 

B a i r r o dos Estados. Observa-se que de 40 caminhos d u p l i c a d o s , 31 

são de c a r d i n a l i d a d e um e somente 9 são de c a r d i n a l i d a d e d o i s ou 

maior. A solução desse problema l e v o u 43 minutos no IBM/370-145, dos 

qu a i s aproximadamente 30 min u t o s foram para e n c o n t r a r os caminhos 

mais c u r t o s e n t r e t o d o s os nôs de grau impar, e 13 minutos para a 

execução do subprograma de iicoplamento. 

Como a carga de l i x o do b a i r r o ê i g u a l ã capacidade de 2 ca 

minhões, então o g r a f o da F i g u r a 7.2 deve ser d i v i d i d o em duas se 

ções, t a i s que a q u a n t i d a d e do l i x o , de cada uma não s e j a maior que 

a capacidade de um caminhão. I . e. a segunda etapa do método " R o t e i 

r o P r i m e i r o - Divisão Depois". Como nós não tivemos dados sobre a 

qu a n t i d a d e de l i x o de cada r u a , então não podemos f a z e r t a l divisão 

para o exemplo. Mas uma divisão típica pode ser a que é mostrada 

com a l i n h a i n t e r r o m p i d a na F i g u r a 7.2. 
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F i g u r a 7.2 : A Solução do Problema do C a r t e i r o Chinês para o B a i r r o 

1 L i n h a s - - - - - representam as passagens a d i c i o n a i s 

L i nhas d i v i d e o mapa em duas seções 



.10 0 

O último passo na solução do problema é d e t e r m i n a r o r o t e i 

r o do v e i c u l o em cada seção. Simplesmente nós devemos f a z e r um c i 

c i o E u l e r i a n o em cada seção do g r a f o . A prova da suficiência do teo-

rema 3.1 f o r n e c e u um pr o c e d i m e n t o para f a z e r t a l c i c l o . Como f o i 

d e s c r i t o na seção 6.3, normalmente temos muitas opções p a r a d e f i n i r 

um c i c l o E u l e r i a n o e essa f a c i l i d a d e nos p e r m i t e o b s e r v a r c e r t a s 

restrições a d i c i o n a i s (Veja o c a p i t u l o 6 ) . Por i s s o , esse passo não 

f o i programado e deve ser f e i t o manualmente. 

Certamente, um modo de t e s t a r a eficácia do programa ê compa 

r a r os seus r e s u l t a d o s com o r o t e i r o e x i s t e n t e p ara a c o l e t a de l i _ 

xo nesse b a i r r o . O r o t e i r o do caminhão f o i seguida num d i a de t r a b a 

l h o nesse b a i r r o e f o i traçado no mapa. A F i g u r a 7.3 mostra o r o t e i _ 

r o r e s u l t a n t e , onde as passagens a d i c i o n a i s são mostradas p e l a s l i _ 

nhãs t r a c e j a d a s . 

Usando a solução mostrada na F i g u r a 7.2, O B a i r r o dos Esta 

dos com 33, 92 Km-de r u a s , p r e c i s a de 4,73 Km de duplicações. Porém 

da F i g u r a 7.3, at u a l m e n t e 11,31 Km são d u p l i c a d o s . A solução r e p r e 

s e n t a uma economia de 58 por c e n t o dos percursos não necessários, e 

14,5 por cen t o da distância t o t a l p e r c o r r i d a . 

Uma vez que os r o t e i r o s de c o l e t a de l i x o são e s c o l h i d o s a l e 

a t o r i a m e n t e em todos os b i r r o s da ci d a d e de João Pessoa, sem dúvida 

nenhuma será possível alguma economia também para e l e s . 

Na implementação c o r r e n t e do programa, no computador 

IBM 370/145 do Centro de Ciências e T e c n o l o g i a da UFPb, as v a r i a 

v e i s foram dimensionadas para solução de problemas constituídos até 

800 segmentos de rua e 350 interseções aproximadamente, desde que 

o número de interseções ímpares não s e j a maior que 160. Nessa i m p l e 

mentação, o programa p r e c i s a de aproximadamente 357 k b y t e s de memo 
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F i g u r a 7.3 : As Passagens A d i c i o n a i s na Solução E x i s t e n t e para a C o l e t a 

de L i x o do B a i r r o 
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r i a para as variáveis dimensionadas. No caso g e r a l as variáveis po 

dem ser dimensionadas da s e g u i n t e maneira: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

REAL*4 G ( i 3 j ) 3 U(-i) 

INTEGER*2 C(n3n)3 W(m33)3 DEG(n), B ( i ) , SCAtUi), 

L A B ( 2 3 i ) 3 M I S S ( 2 3 i ) 3 TRACE (2, i ) 3 X ( i ) 3 

PATH(i)3 SPEC(23-C)3 TCAN(i), 

onde n é o número dos nós do g r a f o , i ê o número dos nós de g r a u Im 

pa r e m é o número dos ramos. 



CAPITULO V I I I 

SUMÁRIO E CONCLUSÕES 

Neste t r a b a l h o , f o i c o n s i d e r a d o o problema da distribuição de 

serviços públicos. 0 esforço p r i n c i p a l f o i concentrado na solução 

do problema da determinação do r o t e i r o dos veículos para uma c l a s s e 

de problemas nos q u a i s o serviço deve ser distribuído ao longo das 

r u a s . A c o l e t a de l i x o , a l i m p e z a de ruas p e l a s vassouras mecâni 

cas, a distribuição de c a r t a e t c são exemplos de t a l c l a s s e de p r o 

blemas. 

O modelo do problema do C a r t e i r o Chinês f o i usado como s o l u 

ção. Esse modelo f o i c o n s i d e r a d o em três casos d i f e r e n t e s : no caso 

de que todas as ruas são de s e n t i d o d u p l o ; quando todas as ruas são 

de s e n t i d o único e no caso de que algumas ruas são de s e n t i d o único 

e algumas o u t r a s não o são. Para o p r i m e i r o e o segundo casos foram 

apresentados a l g o r i t m o s m u i t o e f i c i e n t e s , enquanto o t e r c e i r o ê um 

problema não r e s o l v i d o atê agora. 

Devido ã s i m p l i c i d a d e dos princípios dos a l g o r i t m o s 

t a d o s , m u i t o s problemas podem ser r e s o l v i d o s manualmente e 

ser e n c o n t r a d o s soluções p e l o menos razoáveis. 

apresen 

podem 



10 4 

A codificação de um programa para r e s o l v e r o problema do aco 

plamento com peso num g r a f o q u a l q u e r f o i também incluída ne s t e t r a 

ba l h o . E l a f o i u t i l i z a d a como um subprograma do programa c o d i f i c a d o 

para o problema do C a r t e i r o Chinês. O programa f o i t e s t a d o por um 

exemplo r e a l de c o l e t a de l i x o ; a comparação dos r e s u l t a d o s o b t i d o s 

com a solução e x i s t e n t e mostrou que o mesmo pode ser m u i t o bem a p l i _ 

cado em t a i s problemas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 

A versão a t u a l p e r m i t e a solução de problemas de p o r t e r e l a 

t i v a m e n t e grande. 0 tempo de execução do programa é razoável, porém 

por alguns r e f i n a r a e n t o s p o d e r i a ser diminuído. 

Ê m u i t o i m p o r t a n t e n o t a r que o a l g o r i t m o do problema do Car-

t e i r o Chinês f o r n e c e uma solução õtima, mas geralmente ó problema 

da distribuição de serviços públicos não tem uma solução õtima; as 

técnicas apresentadas podem ser u t i l i z a d a s como i n s t r u m e n t o s para 

e n c o n t r a r uma solução boa. Esse f a t o f o i c o n s i d e r a d o e x p l i c i t a m e n t e 

na implementação' do a l g o r i t m o do problema do . C a r t e i r o Chinês para 

r e s o l v e r o problema da c o l e t a ' d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l i x o d i s c u t i d o no c a p i t u l o 7. Pode 

mos d i z e r que as técnicas e x i s t e n t e s para r e s o l v e r t a i s problemas 

de serviços públicos a i n d a devem s e r usadas em c o n j u n t o com proce 

dimentos manuais e j u l g a m e n t o s i n t u i t i v o s . 

Ainda e x i s t e uma série de problemas na distribuição de s e r v i 

ços públicos para serem r e s o l v i d o s , dos q u a i s os mais i m p o r t a n t e s 

são: 

(a) O problema da determinação de r o t e i r o numa rede na q u a l 

algumas ruas são de s e n t i d o único e algumas o u t r a s não o 

são. 

(b) 0 problema da determinação de r o t e i r o s numa rede parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m-
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veículos. 

(c) O problema da localização das f a c i l i d a d e s / determinação 

de r o t e i r o s , no q u a l a interdependência e n t r e os r o t e i _ 

r o s e a localização das f a c i l i d a d e s s e j a c o n s i d e r a d a ex 

p l i c i t a m e n t e . 
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