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RESUMO

Este trabalho apresenta o algoritmo da fungao de pena
lidade exata globalmente convergente, baseado nos trabalhos
de Colemann & Conn (1982a) e (1982b), que se destina a resol
ver o problema geral de programacao matematica. O trabalho
contem os resultados numéricos de testes feitos com varios
problemas que representam diversos niveis de dificuldade,
incluindo o problema de fluxo de carga otimo associado a

sistema de potencia de 23 barras.



CONTRIBUICAO DO AUTOR

0s sequintes resultados, apresentados neste trabalho,

podem ser considerados como contribuigao original do autor

para a comunidade cientifica brasileira:

i - apresentacao da teoria do algoritmo da fungao de

11

11

iv

penalidade exata globalmente convergente [Co1eman
& Conn (1980 b)] em forma compacta e em idioma por

tugues;

compilacdo e apresentacdo das tecnicas computacio
nais especiais indispensaveis para o desenvolvimen

to do algoritmo computacional robusto e eficiente;

desenvolvimento do algoritmo computacional, que se
baseia na teoria exposta, e sua implementacao no
computador incorporando as tecnicas computacio

nais especiais;

verificagao de desempenho do algoritmo computacio

nal com varios problemas de teste incluindo o pro



blema de fluxo de carga otimo associado ao sisterm

de potencia de 23 barras.



1.

LISTA DE SIMBOLOS

Escalares:

RELAGOES BASICAS

escalar positivo

pequeno escalar positivo

pequeno escalar positivo

pequeno escalar positivo

numero de variaveis

numero de restrigoes de

igualdade

numero de restrigoes de desi

gualdade

numero total de restrigoes
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numero de restrigdes e-at
vas de igualdade na k-esim:

iteracgao

numero de restricoes e-ati
vas de desigualdade na k-esi

ma iteracao

numero total de restrigoes

e-ativas

multiplicador- de Lagrange as
sociado a i-esima vrestrigao

e-ativa de igualdade

multiplicador de Lagrange as
sociado a i-esima restrigao

e-ativa de desigualdade
multiplicador de Lagrange as
sociado a i-esima restrigao
e-ativa

funcao objetivo

funcao que define a i-esima

restricao de igualdade



b.(x), i = my + T,....m - funcao que define a i-esima

restricao de desigualdade

m
1 m
p(x, w) = p(x) = F(x) + L2 [os(x)| - 235  min(0,6,(x))
ot 2 i=m]+1

- funcao de penalidade exata

Li{k, &) = F(x)] - ¥ Aibs(x) - funcao Lagrangeana ordinaric
i€l
8 associada ao problema geral
de programagao matematica

Laum(x’ A) - funcao Lagrangeana aumentada

L(h, A) = Vp](x)Th 5 % hTVZp](x)h

! T 5. T2
+iéIE A]i(v¢i(x) h + 5 h'v ¢i(x)h)

Al
- £ Ay (0 (x)Th + 5 hTve. (x)h)
el i i i
A2
- funcao Lagrangeana associado
ao problema que utiliza ter
mos de segunda ordem para mi
nimizar p(x)
2. Conjuntos:
Iy = (i1 = 1,...omyd - conjunto de Tndices associa

dos as restrigoes de igualda

de



I"J'Z:{-ili :m+]:---sm2}

M IM1tJ IME

15, = Ulles(x)] < e, iely}
Iiz = {il ¢i(x) < €, 1eIM2}

conjunto de indices associa
dos as restrigoes de desi
gualdade

conjunto de indices associa

dos a todas as restrigoes
conjunto de Tndices associa
dos as restrigoes e-ativas
de igqgualdade
conjunto de Tndices associa
dos as restricoes e-ativas

de desigualdade

conjunto de indices associa
dos as todas as restrigoes
e-ativas

conjunto de indices associa
dos as restricoes claramente
violadas de igualdade
conjunto de indices associa

dos as restricoes claramente

violadas 1e desigualdade



v 151 U I;Z - conjunto de indices associa
dos a todas restrigoes clara

mente violadas

3. Vetores:

A= [x1"--’xn]T - vetor de variaveis com di=
sac nxl
VF(x) - vetor gradiente da funcgao

jetiva ccm dimensiae nxl

V¢i(x) , 1€l - vetor gradiente da i-esima

restricao com dimensao nx]

T
,...,lztk
2

- vetor dos multiplicadores de
Lagrange, associados as res

tricoes e-ativas, com dimen

sdo tFx1
l = .
vpi(x) = Vf(x) + & ‘LIE sinal(e,(x)) Vs, (x)

1€

'R

1

- — I Vo, (x)

¥oter,

- vetor pseudo-gradiente com

dimensao nx]



h = Z(ZTHZ)_]ZTVp](x) - vetor com dimensao nx] que
representa a direcao de pes
quisa horizontal para aproxi
macao com polinomios de pri
meira ordem

h = g, il o ; - i a

ngk\g k\JV¢J(x) vetor com dimensao nxl que
representa a direcao de pes
quisa horizontal para aproxi
magao com polinomios de pri
meira ordem

v = -A(ATA)'1®(x+h) - vetor com dimensao nxl que
representa a direcao de pes
quisa vertical

4, Matrizes:

_ - ol RR
Ak = [V¢T(X)a--~:?¢tk(x)]‘0k _k
0
- matriz dos gradiertes das
restrigoes ativas com dimen
sio nxtf

H - matriz Hessiana positiva de
finida de ordem n

H = ZTH Z, = LD LT - matriz Hessiana projetada de

Py K kK k“k"k

ordem (n—tk)
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5. Dutros:

matriz ortogonal de ordem

n

submatriz superior da matriz

: - k
ortogonal com dimensao t xn

submatriz inferior da matriz
ortogonal com dimensao

(n-tk

)Xxn
matriz triangular superior
de ordem tk

matriz com dimensao nx(n—tk

¥s
cujas colunas sao linearmente
independentes e cue satisfaz

a condigdo: AjZ,= 0 e Z'Z= 1

j-esima linha da matriz

subespaco gerado pelos gra
dientes das restricoes e-ati

vas linearmente independente



matriz de Hessenberg supe

rior de ordem h

matriz de Hessenberg infe

rior de ordem h
matriz identidade

matriz identidade com as ¢

lunas na ordem reversa

matriz triangular inferior

nitaria de ordem Urtk)

matriz diagonal de ordem

(n-t*)

matriz que representa o pro
jetor ortogonal e que satis

faz as relacoes: P2=P e P=PT

matriz de Givens de ordem
h embutida na matriz dden
tidade (quando aplicada a um
vetor z:[z1,...,z£]-r, reduz
o elemento Z5 a zero pel.
combinacao deste elemento cc
o elemento z, e modifica 0

elemento zil



£
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- subespaco ortogonal de Si

- indice que denota o valor
timo de um escalar ou de

vetor

0

um
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1 INTRODUGAO

1.1 Objeto Deste Trabalho

Este trabalho apresenta o algoritmo da fungao de pena
lidade exata globalmente convergente, baseado, principa:n
te, nos trabalhos de Coleman & Conn (1982a) e (1982b), que
pode ser utilizado para resolver o problema geral de progra
macao matematica, ou seja, o problema de minimizagao de wuma
fungao objetivo nao linear sujeita a restrigoes nao linear

de igualdade e de desigualdade.

Muitas areas de ciencias e de engenharia, frequentemen
te enfrentam a necessidade de resolver o problema geral de
programacao matematica nas varias formas, Um exemplo impor
tante de aplicacao pode ser encontrado na area de sistemas
de potencia, onde a solucao confiavel e eficiente do proble
ma de fluxo de carga otimo, que e um problema geral de pro
gramacao matematica, pode diminuir o custo da energia eletri
ca e o custo de operacao das empresas de geragao de energia
eletrica. Varios pesquisadores tem aplicado varias tecnicas

para resolver o problema de fluxo de carga otimo [Lipowski



(1980a), Muklerjee & Chor (1974), Sasson (1969), Sasson et
alii (1972)]. As tecnicas mais recentes e populares de pro
gramagcao matematica nao-linear sao os metodos de programa
cao quadratica recursiva[Biggs (1975), Han (1976), Han
(1977a), Han (1977b), Powell (1969), Powell (1978a)l e  como
exemplos de aplicacao desses metodos para a solugao do pro
blema de fluxo de carga otimo, podem-se citar os trabalhos de

Biggs & Laughton (1977) e Lipowski (1980b) e (1981).

A estrutura do trabalho € como segue: o capitulo 2
apresenta a teoria associada ao algoritmo da fungao de pena
lidade exata globalmente convergente; o capftu1o 3 mostra os
detalhes das operacoes computacionais importantes para o de
senvolvimento do algoritmo computacional; o capitulo 4 apre
senta todos os passos do algoritmo computacional; eocapitulo
5 contem os resultados de testes feitos com quatro problemas
de teste que incluem o problema de fluxo de carga otimo asso
ciado a um sistema de potencia de 23 barras e no capitulo 6

se encontram as conclusoes.

1.2 0 Problema Geral de Programacgao Matematica

0 problema geral de programacao matematica pode ser ex

presso da seguinte forma:

minimize f(x) " x € R" £
X
sujeito a ¢i(x} = 0 = 1 & 1 5iwa my
b.(x) >0 . i=m+1, , M



onde

n - numero de variaveis;

m - numero de restricoes de igualdade;

m - numero total de restricoes;

X = [x], ias xn]T - vetor de variaveis de ordem n x 1;
Fix) - funcao objetivo;

05 (x) - funcao que define a i-esima restrigao.

1.3 Alguns Conceitos Matematicos

Nesta secao sao apresentados alguns conceitos matema*’
cos basicos indispensaveis ao bom entendimento da teoric

sociada aos algoritmos de programagao matematica nao-linear.

a) Convergencia Global - Um algoritmo iterativo & glo
balmente convergente quando, para qualquer ponto inicial x1,
gera uma sequencia de pontos {xk} que converge para um mini

mo local x*.

b) Taxas de Convergencia - A sequencia de pontos{xk} =

n . = g ;
c R convergindo para um ponto x* e dito convergir:

(i) - linearmente, se existe uma constante L, O0<L <1,

e um inteiro positivo kO > 1 tal que

Il <L kK - x*)l . para todo k > kg (1.2)



(ii) - superlinearmente, se

% + 0 , quando k== , {1.3)
Ix* - x*||
(iii) - quadraticamente, se existe uma constante L,

L >0, e um inteiro kO > 1, tal que

[ka+] - x*il = L Eixk - x*}iz . para todos k > k, (1.4)
(iv) - superlinearmente com passo 2, se existe uma

constante L, L > 0 e um inteiro k0 > 1, tal que

ka+] - x*]] <L ﬁxk_] - x*[iz, para todo k > kq. (1.5)
Neste trabalho ||.]|| indica a norma-2, salvo indicagao

em contrario. Para maiores detalhes sobre taxa de convergen

cia veja Ortega & Rheinbolt (1970).

c) Expansao de Taylor - Suponha que f(x) seja uma fun
cao uma vez continuamente diferenciavel em R". Entdo para al
giung x,4" & R", a expansao de Taylor e definida como sendo

(x = x") (1.86)

onde



que e equivalente a

onde 0(c) esta para uma expressao que satisfaca O0(a) /a~+0,

quando o« ~+0.

Se f(x) e duas vezes continuamente diferenciavel,

F(x) = f(x') + UF(x') (x-x") + %(x—x‘)Tvzf(g)(x-x') , (1.8)

onde

E = %" + g(x - x*) , 0O

| A
@

| A
—
-

que & equivalente a

F(x) = F(x') + 9F(x')(x - x') + %(x - x ) Te%F(x")(x - x') +

£ o(llx - x'11%). (1.9)

Gill & Murray (1974a) e Zangwill (1967) sao citados pa

ra maiores esclarecimentos.

d) A Fungao Lagrangeana - A funcao Lagrangeana ordina
ria (funcao Lagrangeana de Kuhn-Tucker) associada com o pro

blema geral de programacao matematica e:



m

L(xs A) = f(x) - £ ki¢i(x) , (1.70)
=1

onde X, e 0o multiplicador de Lagrange associado a i-esima

restrigao.

0 vetor das derivadas parciais da fungao Lagrangeana
com respeito a x e:
m
%

v . L(xs A) = VFf(x) -

x AVeL(x) (1.11)

i=

A matriz das derivadas parciais de segunda ordem da
funcdo Lagrangeana com respeito a x e:

m

2f(x) - T A0%.(x) . (1.12)

Existe uma extensa literatura sobre o uso de fungoes

Lagrangeanas, por exemplo, Avriel (1976), Fiacco & McCormick

(1968), Hestenes (1969), Miele et alli (1971), Miele et alli

(1972), Osbourne (1972), Polyak & Tret'yakov (1973), Powell
(1969), Powell (1978a) e Tapia (1974).

e) Um Ponto Viavel - Um ponto x e (estritamente) via

vel para o problema (1.1), quando satisfaz



f) Um Ponto Regular - Um ponto x° & dito ser um ponto

reqular para 0 conjunto de restricoes se:

(i) - este ponto e um ponto viavel para o conjunto de

restricoes, e

(i1) - os gradientes das restricoes de igualdade e res

tricoes de desigualdade ativas neste ponto,

(V(bi(xo) ) 1 & {d‘.l(xo) =0 s 1 <1 < ITI}) 4

sao linearmente independentes McCormick (1967)

Esta condicao de regularidade e uma condigao suficien
te para que a qualificacao das restrigoes seja satisfeita no

ponto xo.

g) Restrigoes Aproximadamente Ativas e Claramente Vio

ladas - Fazendo Im 2 e 24 susw m2} eIM2 = {m1 +1,..., m},

os conjuntos de indices das restricoes de igualdade e de de

sigualdade ativas no ponto x sao, respectivamente,

—
1

{i € 1 0

Al mp ooy (x)

—
1]

e 1 0}

>
~—
I

az = 1 M2 | %

Similarmente, se € > 0 e um pequeno escalar positivo,

o conjunto de Tndices de restricoes aproximadamente ativas



(e-ativas) para as restricoes de igualdade e de desigualdade
e claramente violadas (e-violadas) para as restrigoes de

igualdade e de desigualdade, sac respectivamente:

Iy = {ie Iy, | 6. (x)| < e} (1.13)

e 1 |
Iyp = 1€ Iy | ley(x)] > e}
In, = (i€ Iy, | ¢.(x) < -€}

h) 0 Minimo Global - Denotando a regido viavel para o
problema (1.1) por F, pode-se dizer que x* & um minimo glo
bal de f(x) em F se
F{x*)y <« #({x} , perz todo X€ F

e que x* & um minimo global forte de f(x) em F se

f(x*) < f(x) , para todo x&€ F

i) Um Minimo Local Um ponto x* & dito ser um minimo

local se existe um escalar positivo &6, tal que
f(x*) £ f(x) , para todo x& N(x*, §) N F ,

onde N(x*, &) e uma vizinhanca do ponto x* definida como



Mix*; 8] = fx | |l x = x*]|] £ 8, & # ¥*}.

Similarmente, x* e vm minimo local isolado (ou forte)

Fiacco & McCormick (1968) se
flx*) < f(x) s para todo x € N(x*, §) |

j) Um Projetor Ortogonal - Seja A uma matriz de dimen
saon x t (t <n) com colunas linearmente independentes, en

tao a matriz de ordem n,

p=1- A(ATA) TAT, (1.14)

e um projetor ortogonal, onde I denota uma matriz identidade
de ordem n. Se w€ R” e w = AW para algum w G:Rt, entao

Pw = 0. Alternativamente, se w < R" e ATw

0, entao Pw = w.
Em adicao P satisfaz as propriedades[ Ben & Greville (1974),
Hanson (1974), Stewart (1973) e Conn (1976)]

P = P e (1.15)

k) Fatoracao Ortogonal QT[%] de uma Matriz Retangular
A de dimensao m x t, (n > t), com Columas Linearmente Inde
pendentes, (posto (R) = t) - A fatoracao ortogonal QT[S] de
uma mafriz retangular A de dimensao n x t (n < t) com colu

nas linearmente independentes [(posto(A) = t)] e da forma



TIR| -
Q iﬁ! = A ou (1.16)
I
R
o -
onde
0, -
Q = | matriz ortogonal de ordem n nao unica;
2
Q] - submatriz superior da matriz ortogonal Q com dime:
830 t % n unicas
02 - submatriz inferior da matriz ortogonal Q com dimen
sao (n - t) x n nao unica;
R - matriz triangular superior de ordem t

Esta fatoracao e utilizada para

- solucao eficiente de um sistema hiperdeterminado de
equacgoes: Ax = b,

- solucao eficiente de um sistema hipodeterminado de
equagoes: Alx = b,

- determinacao da matriz Z = Qg cujas colunas formam

uma base do subespaco nulo da matriz AT, tal que

ATz =0 e 2'z = 1.

Para maiores detalhes veja Stewart (1973).
1) Fatoragdo por Valores Sinaulares U 7 V' de uma Ha

triz A com dimensao n x t, (n > t), com Colunas Linearmente

Dependentes ou Linearmente Independentes, (posto (A) <t) -
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A fatoracdo do valor singular U T VT de uma matril Rde or

demn x t, (n > t), com colunas linearmente dependentes ou

linearmente independentes (posto (A) < t) e da forma

Uz v o= A, (1.17)
onde
U - matriz ortogonal de ordem n nao unica;
v - matriz ortoagonal de ordem t nao unica;
N 0
7 = ....E... - matriz retangular com dimensao n x t unica;
0 . 0
L 4
D = diag(Gi) - matriz diagonal de ordem posto (A) x post
(A) com valores siaulares . na diagonal
o, - valores siqulares (parametros positivos

unicos) associados a matriz A.

Esta fatoracao deve ser utilizada nas mesmas situagoes

TR

em que a fatoracao ortogonal - 5’ auando a matriz A tem

posto deficiente (posto (A) < t)[Hanson (1974ﬂ

n) Fatoracgao LDL! de uma Matriz Simétrica Positiva De
finida Hp - A fatoracao oL’ (fatoracao de Cholesky) de wuma

matriz simetrica positiva definida H e da forma
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onde

L - matriz triangular inferior unitaria;

D - matriz diagonal com elementos diagonais positivos.

Esta fatoracao e utilizada para a solugao eficiente de
um sistema determinado de equagoes pr = b, especialmente
quando a solugdo precisa ser computada varias vezes para a

mesma matriz Hp e varios vetores b.

Ma secao 3.5 e mostrado o alaoritmo computacional para

executar esta fatoracao [Martin,Peters e Wilkinson (1965)].

0) Fatoracao LDL' Modificada de uma Matriz Simétrica
Positiva Definida ou Positiva Semi-Definida ou Indefinida
Hp - A fatoracgao LoLT modificada (fatoracao modificada de
Cholesky) de uma matriz simetrica definida ou pesitiva ou se

mi-definida ou indefinida H_ e da fovrma:

onde

L - matriz triangular inferior unitaria;
D - matriz diagonal com elementos diagonais positivos;
E - matriz diagonal com elementos diagonais:
iguais a zero, quando a matriz Hp e positiva definida;

nao negativos (incluindo alguns elementos positivos)
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quando Hp e positiva semi-definida ou indefinida.

Esta fatoracao e utilizada para:

i

(i)
oes, H_x
g p
da;

solugao exata de um sistema determinado de equa

b, quando a matriz A e simetrica positiva defini

(i1) - solucao aproximada de um sistema determinado de
equagoes, pr = b, quando a matriz A e positiva semi-defini
da ou indefinida (neste caso se resolve o sistema LDLTx = b

no lugar do sistema original pr = b).

Na secao 3.6 e mostrado o algoritmo computacional para
executar esta fatoracdo [Gi11 & Murray (1978h) e  Lipowski

(1980b)].

1.4 Condicoes Necessarias e Suficientes para a Existencia
de uma Solucao do Problema Geral de Programacao Matema

tica

a) Condicoes Necessarias de Primeira Ordem - Se x* e
um ponto de minimo lecal para © problema (1.1) e um ponto regu
lar para o conjunto de restricoes, entao existe um vetor dos
multiplicadores de Lagrange A* tal que:

v, L(x*, A*) =0 (1.20)

A$¢i(x*) =it 5, A = my + 1{ e BT



14

R, 2 " 1= m, + 1o sieg W
-— - - - o * -—

b) Condicoes de Suficiencia de Segunda Ordem - Se x e
um ponto de minimo local forte rara o problema (1.1) e um ponto
regular para o conjunto de restricoes, entao existe um vetor

*

dos multiplicadores de Lagrange » tal que [ Charalambous
(1979)] :

(i) - as condigbes necessarias de primeira ordem sao
satisfeitas, e
* *

(A1} - ZTVXXL(X , A )z > 0, para qualquer z # 0 tal que

z € M, onde

T *
M= (z | 2z v¢i(x Y=l 5 1% Ty sswms m

2. i8] =0 5 1€ d;3;

} (1.21)

1.5 Transformacao do Problema Geral de Programagao Matema
tica em um Problema de Minimizacao de uma Funcao ' de

Penalidade Exata e a Relacdo entre suas Solucoes

0 problema (1.1) pode ser transformado em um problema
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de minimizacao irrestrita de uma fungao de penalidade exata

p{x,u)
T, 1 M
minimize p(x, n) = f(x) += L |o.(x)] - = I min(0, ¢.(x))
. By F H i=m,+1 L

onde p e algum parametro positivo.

Se o parametro p e suficientemente pequeno, 0s minimos
Jocais do problema (1.22) sao tambem as solugoes do problema
(1.1 [Pietrzykowski (1969)]. Este fato justifica o porque
da funcao de penalidade p(x, u) se chamar de funcao de pena

lidade exata.

Podem-se fazer as seguintes observacoes sobre a fungao

de penalidade exata:

(i) - o nivel de complexidade das restricoes do proble
ma (1.22) corresponde ao nivel de complexidade das restri

coes do problema (1.1);

(ii) - nao e necessario aproximar p de zero para se ob
ter uma solugao precisa para o problema (1.1), como seria o

caso quando a funcao de penalidade classica e usada.
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1.6 Condigoes Necessarias e Suficientes para a Existencia
de uma Solucao do Problema de Minimizacao sem  Restri

rnoes de uwma Funcao de Penalidade Exata

Definem-se 05 conjuntos de indices das restrigoes ati
vas de igualdade (IA1) e de desigualdade (IAZ)’ das restri

coes violadas de igualdade (IV1) e de desigualdade (IVZ) co

mo segue:
g = {1 | 8(x) =0 » =1, ooy md (1.23)
IAZ = {i | ¢i(X1 =0 , i-= my + Py coey B}

= < =
IV2 (i | ¢1(x) g &' @ my + T, o MY
e
Ipy = I Y Tae o
(1.24)
Iy = Iy U Iy,
a) Condicoes Necessarias de Primeira Ordem - Assumin

do-se que f(x) e ¢i(x), i=1, ..., m, sao continuamente di
ferenciaveis e que {ve,(x) | 1€ I,(x)} e um conjunto de gra
dientes linearmente independentes, entao as condigoes neces

sarias de primeira ordem para que x* seja um minimo local de
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(i) . existe ) tal que

* ‘k\ ] - * '] *
Vp](x ) =Vf(x)+— £ sinal(4.(x ))ve.(x*)-— E Vo.(x )
H el ! ! M ojel !
Vi Ve
(x) + = (x) (1.25)
= - 2% A aViby (X + Kz Vi (% g L9)
134 21
1eIA] 1eIAﬁ
iz 1 1 :
(11) - _]:l- < )‘I.I iz ) 1EIA] )
(141} D= dgy za v €L,

onde K]i’ ie IA]’ e AZi’ i & IAZ’ sao, respectivamente os
multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes ativas

de igualdade e de desigualdade.

b) Condicoes Necessarias de Segunda Ordem - Assumindo-
* * -
-se que (f(x ) e ¢i(x ), i =1, ..., m, sao duas vezes conti
% *
nuamente diferenciaveis e que {V¢i(x )y | i € IA(x Y} & um

conjunto de gradientes linearmente independentes, entao as

—~— — " * -
condicoes necessarias de segunda ordem para que X seja um

minimo local de p(x, u) sao:

(i) - sejam satisfeitas as condicoes necessarias de
primeira ordem; ' (1.26)

*

(ii) - para todo vetor y que satisfacga yTV¢i(x ) =0,
onde i & IA

*
yT[yzf(x*) el p sinal(e. (X)) (x) - L 5 voe.(x) +
" iely, ! ! Wielys

1 2 * 1
¥= I Aq:V 9.(x") = =
B el Vel



c¢) Condicoes de Suficiencia

*

do~-se que f(x*) e o(x ), i =1,.

nuamente diferenciaveis, entao as

*
de sequnda ordem para que x seja um minimo local isolado de
p(x, u) sao:
(1) existe X tal que
* * 1 . * ] *
Up.(x ) = vf(x ) + = I sinal(¢.(x ))vo.(x )-= I Vé.(x)
1 el i i Hosel i
V1 V2
* *
= - iél A1iv¢(x ) 4+ iél x21v¢i(x | - (1.27)
Al A2
(i) . ‘- 1&£1 ;
u 1i —p Al ’
S 1 ) _
{1 B B day 2 » €Iy, ;
u
(iv) para todo vetor y # 0, que satisfaca
T | o .
(y'96.(x) = 0 i €1 e A,. >0), e
y ‘f¢-! = ’ AZ 99 ’
T * . - O
(y Vﬁ)_i(x ) >0, i€I,, e i,. = )
e a sequinte desigualdade seja satisfeita
* *
yﬂ?zf(x*) + 13 5 sinal(¢.(x ))v2¢. i ¥ V2¢.(x ) +
u el 1 1 u'iEI 1
'S V2
* *
+ %— oz A11V2¢1(x ) - %- I X21V2¢.(x i]y >0
1651m 'HEIAZ

Estas condicdes necessarias e suficientes sao

.,m, sao duas vezes

18

de Segunda Ordem - Assumin
conti

condicoes de suficiencia

mostra
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das com detaihes por Coleman & Conn (1978).

1.7 Descricao Geral do Algoritmo da Funcao de Penalidade

Exata Globalmente Convergente

0 algoritmo apresentado a seguir e numericamente esta
vel e e baseado em um metodo auto-consistente e unificado pa
ra que pessua as propriedades de cnnveraencia glabal " ‘e
assintoticamente uma taxa de convergencia superlinear.
Este algoritmo pode ser usado como um eficiente instrumento
para a solucao do problema geral de programagao matematica

mostrado na secao (1.2).

0 problema geral de programacao matematica definido
por (1.1) pode ser transformado em um problema de minimiza
¢ao irrestrita de uma fungao de penalidade exata p(x, u) dado
por (1.22). 0 termo "exata" e usado para denotar que, no ca
so convexo, 0 minimo global da funcac de penalidade p(x, u)
coincide exatamente com o minimo do problema (1.1) para um
parametro de penalidade p finito. A funcao de penalidade exa
ta p(x, pu), em um ponto corrente, pode ser subdividida em
duas partes [Conn & Pietrzykowski (I977?]: uma parte diferen
ciavel (incluindo a funcao objetive e as restricoes violadas)
e uma parte ndo diferenciavel (incluindo as restrigoes quase

ativas).

Foram determinadas [Coieman & Conn (1978)] as condi

coes de primeira e de segunda ordem que devem ser satisfei
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tas por x em um minimo loeal dep(x, p). Para que se obtiyessem di
recoes de pesquisa descendentes para p(x, u), foi discutido
o comportamento do p(x, u) quando longe ou proximo de um mi
nimo local de p(x, n) e foi feito o usc da expansao de
Taylor. Quando proximo da solucao, para que se obtivesse uma
taxa de convergencia superlinear, foi necessaria a inclusao
de informacoes de segunda ordem sobre as restrigoes ativas,
para isto, foi feito o uso de um método que utiliza a funcao
de penalidade exata p(x, p) e a funcao Lagrangeana aumentada

Loum(X> A). Quando proximo da solugcao, o conjunto ativo e
conhecido e os multiplicadores de Lagrange {Ai} podem ser es

timados com alguma precisao.

A versao original do algoritmo [Co]eman & Conn(]982b)]

foi estendida para incluir as restricoes de igualdade.

0 algoritmo e baseado em um processo iterativo, cacda

iteragao contendo tres nassns nrincipais:

(i) - determinagao de uma direcao de pesquisa Otima pa
ra um dado conjunto de restricoes ativas e um dado conjunto
de restricoes violadas;

(ii) - determinacao do novo ponto de pesquisa ao longo

da direcao de pesquisa otima;

(iii) - verificacdo das condicoes necessarias e suficien
tes para a solucao, sendo que, quando estas condigoes sao sa

tisfeitas no novo ponto de pesquisa, conclui-se 0 processo
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computacional.

Dentro deste processo sao identificados os conjuntos

de indices das restricoes violadas, ativas e inativas, e com

putada a fatoracao ortogonal - Ql A

ou a decomposigao do va
lor singular U L VT da matriz dos gradientes das restricoes
ativas A, a fatoracao LoL’ (fatoracao de Cholesky) ou fatora
cao LOL' modificada (fatoracao modificada de Cholesky) da ma
triz Hessiana projetada aproximada Hp, e atualizada a matriz
Hessiana projetada aproximada Hp e sao modificados os parame

tros que controlam o progresso do processo computacional.

1.8 0 Problema de Fluxo de Carga Otimo

0 problema de distribuicao de cargas entre as unidades
geradoras de um sistema de potencia e de sura imnortancia pa
ra a industria de aeracan e distribuicao de notencia, noroue
¢ modn como as cargas sac Zistribuidas afetam os custos ope

racionais e A2 ceracac de esnergia.

Un pre-requisito para um despacho otimo de potencias
ativas e reativas (para condicoes estaticas em sistema de po
tencia) @ a solucao do problema de fluxo de carga otimo. A
solugcao do problema de fluxo de carga otimo define as gera
coes de potencia ativa e potencia reativa de todos gerado
res. Essas geracoes satisfazem o critério de operacao otima

escolhido a priori.
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Em termos matematicos, o problema de fluxo de carga

otimo pode ser expresso como um problema geral de  programa

cao matematica definido na segao 1.2.

A escolha da funcao objetivo depende do critério assu

mido para definir a operacao otima do sistema de potencia.

Em sistemas como usinas termicas, o custo global de ge
racao de potencia ativa e frequentemente escolhido como a
fungao objetive a ser minimizada. Em sistemas com unidades
hidraulicas, as perdas de potencia ativa nas linhas de trans
missao sao frequentemente escolhidas como a funcao objetivo

a ser minimizada.

As restricoes impostas a serem satisfeitas sao devidas
as leis que regem o sistema elétrico (restrigoes de igualda
de para os nos do sistema), as limitacoes técnicas do proje
to e as regras estabelecidas pelos estatutos das empresas
(1Timites para voltagem nos nos, limites para cargas de gera
dores, limites para transmissao de potencia nas Tlinhas de
transmissao, limites para diferencas entre angulos de fase
das voltagens, limites devido a necessidade de garantir a

operagao segura do sistema, etc.).

A escolha das variaveis independentes para o problema
e feita entre os componentes das tensoes nas barras, gera
coes de potencia ativa e reativa e os componentes da razao

de transformacgao dos transformadores reais ou complexos.
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0 problema de fluxo de carga otimo associado a sistema
de 23 barras que corresponde ao problema geral de  programa
cao matematica com 75 variaveis, 46 restricoes de igualdade
e 136 restricoes de desigualdade [Lipowski (]980a)] e descri

to nos apendices 4 e 5.



2 0 ALGORITMO DA FUNCAO DE PENALIDADE EXATA
GLOBALMENTE CONVERGENTE

2.1 A Funcao de Penalidade Exata

0 problema geral de programacao matematica dado por
(1.1) pode ser transformado em um problema de minimizagao

sem restricoes de uma funcao de rnenalidade exata:

m
minimize p(x, y) = f(x) + |¢i(x),— e "5y min(0, ¢i(x)),
1 1'i:m1+1

X

3

1
B

(2.1)
onde yu e aiqgum parametro positivo. Para facilidade de nota

¢ao, a funcao de penalidade exata p(x, p) sera representada

por p(x).

Se o parametro p e suficientemente pequeno, 0s minimos
locais do problema (2.1) sao tambem as solucoes do problema
(T.’l){?ietrzykowski (1969)] Pode-se, ainda, fazer as se

guintes observacoes sobre a fungao de penalidade p(x):

(i) - o nivel de complexidade das restrigoes que defi
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nem p(x) corresponde ao nivel de complexidade das restrigoes

do problema (1.1);

(ii) - nao e necessario p se aproximar de zero para se
obter uma solucao precisa para o problema (2.1), como seria

o caso quando a funcao de penalidade classica e usada.

Contudo, a funcao de penalidade exata p(x) nao e dife
renciavel em toda sua extensdao. Conn e Pietrzykowski (1977)
contornam esta dificuldade dividindo a fungao de penalidade
p(x) em duas partes: uma parte diferenciavel contendo a fun
cao objetivo e as restrigoes violadas e uma parte nao dife

renciavel contendo as restrigoes ativas.

Far-se-a o uso de um pequeno escalar positivo € para
identificar os conjuntos de indices das restricoes anroxima
damente ativas (e-ativas) nara as restricoes de inualdade
(TEA]\ e de Adesiaualdade (Iep?\ e cs conjuntos de indices

das restricoes claramente violadas (e-violadas) nara as res

tricoes de inualdade (IEV]) e de desiqualdade (IEVZ) ou seja,
IE'| = {i | i¢i(x)1 4 B3 1= s wsms m]} , (2.2)
Inp = Ui | foy(x)] < ey i =m#l, ooy m}

IE = {-] H | ( )' S ] - }

'R | (9:(X) ] > €, 1 5 % 1 v

152 = [i ] #¥%) =ep, 4 = m1+1, s iy kg
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e para identificar 1; = IE] U 1;2 e 15 = 131 U 132.

A parte diferenciavel da funcao de penalidade p(x) po

de ser representada por

2 g.) ; -1 i
py(x) f(x) - 16%51 sinal(o.(x))e,(x) : 16%3? 5 (x) .
(2.3)
Entao, a funcao de penalidade exata p(x) e dada por
MX)=pﬁx)+%-_z€ shmu¢ﬁxn¢ﬁx)—gi.2€ min(0, ¢, (x)).
1EIA] WEIAZ
(2.4)

2.2 A Direcao de Pesquisa Horizontal

el

—

Um Metodo de Primeira Ordem para Minimizar p(x)

Para se desenvolver um método diferenciavel de primei
ra ordem, pode-se assumir um pequeno incrementoh no valor de X
e aplicar a expansao de Taylor (veja segao 1.3) na fungao

de penalidade exata p(x) nas vizinhangas de x,
p(x + h) = p(x) + Vp(x) h + 5 h" v p(&)h. {2.5])
Desprezando-se o termo de segunda ordem, tem-se

p(x + h) = p(x) + vp(x)'h , ou (2.6)
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ul I min(0,4,(x) +

p(x + h) = py(x) + - I sinal(4,(x);6;(x) -

+ Vpl(x)Th L sinai(¢i(x))v¢i(x)Th Ly ”V¢i(x)Th",
" ielh, Wiel,, -

onde as aspas sao usadas para indicar que o termo entre elas
e zero ou -|V¢i(x)ThI. Desprezando-se os termos constantes,
pois eles alteram o valor da funcao mas nao alteram o ponto
de minimo, tem-se

minimize Vp](x)Th + %— % sina1(¢i(x))v¢i(x)Th = dopip V9. (x)

. H
ih]| <8 i€l A?

onde B & um pequeno escalar positivo (utiliza-se 'h' no 1u

gar do usual 'd' para constrastar com a direcao de pesquisa

vertical 'v' a ser introduzida posteriormente, satisfazendo

th = 0, visto que o desenvolvimento conduzira para uma dire

cao de pesquisa denominada direcao de pesquisa horizontal).

Para simplificar a computacao da direcao de pesquisa
h que minimiza a funcao de penalidade exata p(x), porque re
solver o problema (2.7) nao seria trivial, providencia-se

que a mudanca no conjunto das restricoes e-ativas seja zero,
i 5 £
Vé.(x) h =0 , i€ (2.8)

Logo, o problema para encontrar a direcao de pesquisa restri

ta sera



minimi ze VpIh (2.9)
h, |||} <8

L. T 1
sujeito a v¢i(x) h =0 . i = IA'

Denotando-se o subespaco gerado pelo gradiente das res
tricoes e-ativas linearmente independentes por Si e se Pi
for um projetor ortogonal (veja secao 1.3) que projeta algum
vetor de R" sobre o complemento ortogonal de Si, denotado

et .
por (Sl) , pode-se dizer que
h = —aREVp1(x) (2.10)

& uma direcdo de pesquisa descendente para o problema (2.9),

desde que

IPY + vpy(x)il # O, (2.11)
onde o & um pequeno escalar positivo e escolhido de forma
que ||h*]| = B e f(x) e ¢1(x), i=1, ..., mysao duas vezes

continuamente diferenciaveis.

0 metodo de Conn e Pietrzykowski (1977) e, em geral,
baseado nas dedugoes acima. Este metodo possui propriedade
de convergencia global, mas possui, em geral, somente uma

taxa de convergencia linear.
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2.2.2 Um Metodo de Sequnda Ordem para Minimizar p(x)

Pode-se fazer uma tentativa para encontrar uma direg50

de pesquisa que minimize p(x), utilizando termos de segunda
ordem de tal forma que as mudangas nas restrigoes ativas se
jam nulas para os termos de primeira ordem, ou seja, conside
rando-se a solucao do problema

minimize Vp](x)Th + % hTVZp](x)h (2.12)

h

sujeito a V¢](x)Th 9 ., &1

M

Seja A uma matriz com dimensaon x t formadapeles t qra
dientes das restrigoes ativas linearmente independentes que
formam a base do subespaco gerado pelos gradientes de to

das restrigoes ativas e seja Z uma matriz com dimensaonx(n-t)

definida como parte da fatcracao ortoconal da matriz dos ara

dientes das restricoes ativas A,
A = [V¢1(x), Bl V¢t(x)J g (2.13)
entao Z satisfaz

A'Z=z0 , (2.14)

(n=-1)x(n-t) .,

Entdo, todos os pontos viaveis para o problema (2.12) sao da
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forma

h=2zw , weght (2.15)

Substituindo a equacao (2.15) no problema dado por
(2.12) tem-se
I Talaé

minimize Vp1(x)TZw t W 7'V p](x)Zw, (2. 16}

w

T 20(x)2 & positiva defi

onde se pede ver claramente que se Z
nida, a solugao para o problema (2.16) corresponde a solugao

do seguinte sistema linear de equacgoes

"%, (X)Z w = -2Tvp, (x). (2.17)

Logo, a solug3ao para o problema (2.12) sera

* *

h = Zw , {2.18)

onde w @ a solucao da equagao (2.17).

Apesar de se obter uma convergencia global, a taxa de
convergencia quadratica ou superlinear n3o & alcangada, ja
que as restricoes ativas sao aproximadas por polinomios de

primeira ordem.

Considere, entio, uma direcao de pesquisa que minimiza
p(x), utilizando termos de segunda ordem de tal forma que as

mudancas -nos termos ce sequnda ordem das restricoes ativas
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sejam nulas,

minimize VpT(x) h #i%- TV2p1( x)h + 1l 5 sina](¢.(x))[§¢.(x)Th -
Hidg = d :
h Al
+lth2¢.(x)h] L AN +lh Vo6, (x)h", (2.18)
2 i U s.1E i
1EIA2

que equivale claramente a
minimize Vp{(x)h + % thzqﬂx)h (2.19)

h
sujeito a v, (x)'h + 12- hTvZe (x)h = 0., i€ I}

Infelizmente, uma solugao do problema (2.19) nao
pode ser computada em contraste Eomc)que acontece no ~'problema
(2.12), ou seja, a determinacan de th?¢ (x)h exige mm grance esforco
computacional, ja que h satisfaz o problema (2.13). Pode-se, en

tretanto, obter uma aproximacao computacional para o proble

ma (2.19) por meio do problema Langrangeano equivalente,

min  max  L(h, 3) = 9y (x)Th + ZhTV%py(0h + B Ay (7 () Th +
iy & : elh

+ hTvZ, (x)h) - = AZT.(\7¢_i(x)Th+lthV2¢1.(x)h).

J o "
1€IA2
(2.20)
A solucao do problema (2.20) nao pode ser obtida

computacionalmente. Entretanto, pode—sesubgﬁtﬁir o problema
(2.20) por um problema solucionavel, cuja sclugao fornece ' as

aproximacnes das variaveis {A1i} a {AOi} (conjuntos de multinlicadores
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lanranre assnciados as restricnes anvexiradamente ativas de igualda

de e de desiaualdade, resrectivamente).

Para um ponto estacionario x de p(x), existem vetores

e AEi tals que

Perntando-se a solucap do sistema hirerdeterminado de

ecuacnes,

Vp(x) = - ieie A11V¢i(x) + iefIE A21v¢i(x), {2.21)
Al Az
or % e A, e 1€ = 1 e avel adot X m
D 1 AZ se § = K’ e razoavel adoetar 1i como a aero

ximacao de X e X?i comop anrcximacao de Aoy (se xk + X e €

11
e suficientemente pecuenn, entao existe um X tal cue

-

Ii(xk) = T5(x) rara tedo k > K, e portanto % » &, por  con

tinuidade). Portanto, o nrobleme (2.19) pode ser aproximado

por
min max f(h, A) = Vp1(x)Th . % th2p1(x)h + % 'z AlihTV2¢i(X) h -
h \ 1€IAT
1 v 1.2 : 1
"7 Ee fal VHIEEE Z, AyRlah
<22 Al
- T A,.96.(x)Th 12.22)
ielf 21" 7] ’



33

Juntando-se os termos Hessianos de segunda ordem, po

de-se escrever a fungao L(h, X) como

- i . %Ziv ¢1(x)h + I " Aliv¢1(x)Th -
ie] ie ]
A2 Al
- 2 Agivqpi(x)Th. (2.23)
(=
A2

Supondo-se as condicoes

e 1t

Al ou

A A .9, i E I

3 Y
Ao

tem-se

vo.{(x)Th = 9 i € 16

PR = ! ; A

e,portanto,pode-se fazer

-t

= o
1l

w ., wE R (2.24)
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0 problema (2.22) torna-se

minimize Vp](x)TZw + % wTZTHZw, {2.85)

W
onde
Ho= vop (x) + 1 W2, (x) - 1z X .vfe.(x)

1 joe 15 11 i e & 21 i
Al A2
Ho = 2'H.
Assumindo que H e positiva definida, a solucac  do

problema (2.25) e obhtida pela solucao de

2'HZw = -2 p, (x) (2.26)
e,por conseqguinte, a solucdo do problema (2.22) e dada por
h* = Zw*, (2.27 a)

onde w* e a solucao da relacao (2.26).

A direcao de pesquisa horizontal h, expressa pela equa
cao (2.27 a), pode ser apresentada na forma
h* = 2(2'HZ)" 279, (x). (2.27 b)

Desde que ZTVp](X) # 0, a direcao de pesquisa h* e uma
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direcao descendente para p(x). Em adicao, h* e o analogo de

segunda ordem da direcao de primeira ordem dada pela equacao
(3.4), usado por Conn e Pietrzykowski. Na pratica, a matriz
Hessiana projetada (ZTHZ) nao precisa ser computada, mas, de
preferencia, aproximada por uma matriz positiva definida.
Desde que as condicoes de suficiencia para p(x) assequrem
que a matriz Hessiana projetada verdadeira e positiva defini
da para um minimo local de p(x), e razoavel restringir a ma
triz Hessiana projetada para esta classe.

Quando I\ZTVp1(x)i] e grande (x esta longe de um ponto
estacionario),os {i,.}, i € Igl, e {A,:), 1€ Iiz, estima
dos possuem pouco significado. Quando longe de um ponto esta
cionario de p(x), a funcao objetivo e as restrigoes viola
das poderiam dominar a mudanca da funcao de penalidade exa
ta p(x). Portanto, & razoavel ignorar as mudangas nas restri
goes ativas correntes e Z'Hz & uma aproximacao positiva defi

T2

nida de Z'V p1(x)2 e 0 vetor X nao e computado (pode ser

aproximado pelo vetor zero).

Pode-se interpretar h como uma aproximacao do passo de
Newton restrito (com respeito a x) para a fungao Langrangea
na (no subespaco gerado pelas colunas de Z e contendo o pon
to x). Este passo de Newton € baseado na informagao do gra
diente da funcao Lagrangeana aproximada no ponto x e e uma

tentativa do metodo de Newton para satisfazer irVL(x+h,k) = 0.

Computacionalmente, a equacao (2.27 b), que gera a di



recao de pesquisa horizontal, pode ser resolvida com m
eficiencia se a fatoracao LDLT da matriz Hessiana proje

Hp, equacao (2.25), for computada primeiramente,

LoL! = H_. (2
p

Entdo, a nova forma da equacao (2.26) sera:

LDLTw = —ZTVpI(x). (2.

A equacao (2.29) pode ser resolvida em duas etapas.

primeira etapa, a equacao

=1

Ly = -Z VpT(x), L

pode ser resolvida para obter o vetor v por substituicao

aressiva. “a serunda etapa

LTw = D7y, (2.

pode ser resolvida para obter o vetor w nor substituicao

garessiva.

2.3 0s Multiplicadores de Lagrange

Supondo-se que a sequencia de pontos {xk},k 213 i »

obtidos de um processo iterativo, tende para um ponto

36
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LA |
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cionario x, de p(x), pelas condicoes necessarias de primei

ra ordem, existe um vetor X que satisfaz

Vpy(X) = vf(X) + 1 £ sinal(e, (x)Vo,(x) - 1 s we(®
Hiely W iely,
= - 'ei Ay V05 (x) + _E%__ Ao Vo (X) (2.32)
TS0 Ll Vi

onde Iﬁ], IK? e lv], IVZ’ sao, respectivamente, os conjuntos
de indices das restricoes ativas de igualdade e de desigual
dade e os conjuntos de indices das restrigoes violadas de

igualdade e de desigualdade para x, isto e,

lgp = 48| e (X) = 0,1 =1, ..oy m)} (2.33)
Iy, = U | 6.(X) = 0,4 =m+l, ..., om},

Igq = 41 ] W, (X >0, 8 =1, cooumi

[y, = U | ¢i(§) < 0, i = m+l, , m}

Claramente, para toda iteracan k, k suficientemente

€y K 3
_arande, IA(X Y = IK e IV(X ) = IV’ onde Iﬁ = IET U Iﬁg e
Iy = 1 U entao ¥ e Y, onde A @ uma solucao do sequin

te sistema hiperdeterminado de equagoes

[

V1 V2>

k k

'A¥ 1 . k
Vpy(x7) = Ay X = Vf(x") + = I sinal(¢,(x"))Ve,(x")
2

15 ve.(xMy. (2.34)
¥ ek
V2



38

onde
k - - ,

t - numero de restricoes de igualdade
e-ativas que formam a base do sub
espaco Sf na k-esima iteragao;

t; - numero de restricoes de desigual
dade e-ativas que formam a base
do subespaco Si na k-esima itera
cao;

k i
Ay = RT], ; Ak K L vetor dos multiplicadores de La
1t
] grange associados as restrigoes
ge-ativas de iqgualdade que formam
a base do subespaco Si na k-esima
iteracao;
kK _ k T y o
Az SlAoys cees X - vetor dos multiplicadores de La
i
2

grange associados as restricoes
e-ativas de desiqgualdade que for

€ =,
mam a base do subespaco ?inak—esl

ma iteracao.

Se as restricoes ativas foram corretamente identifica
das, entao HZTVp[(X)H + 0 quando x* X, onde

vpy(x¥) = vr(k) + 1 £ sinal(e, (xX))ve (xF) - 1 :

H iez§] ielt,

chama-se pseudo-gradiente de p(x) no ponto xK
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Quando HZZVp](xk)H torna-se suficientemente pequeno, a
solucdo da equacao (2.34), usualmente, fornecera estimativas
para  0s multiplicadores de Lagrange {i;;}, i € IE], e
xS

{hpsd, 1 €1 usados em (2.32). Quando ]IZEVp](x

E

A2?
grande, a solucao da equagao (2.34), provavelmente, possui
pouca similaridade com T] e 72 (particularmente se Ii(xk) #

Folg).

Computacionalmente, 3 equacgao (2.34), que determina os
multipiicadores de Lagrange, pode ser resolvida com maior
eficiencia utilizando-se a fatoragao ortogonal da matriz dos

gradientes das restrigoes r-ativas A,
R
w b 2 .36
QA [0], ( )
onde

Q - matriz ortogonal de ordem n

R - matriz triangular superior de ordem t

A matriz ortogonal Q pode ser particionada da seguinte

forma

g =|— |’ (2.37)

onde
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Q; - submatriz superior da matriz ortogonal Q com dirensao
I % h,
02 - sybmatriz infetrior da matriz ortogonal Q com dimensao
(n - t) x n.
Pre-multiplicando ambos os lados da equacao (2.34) pe
la matriz ortogonal Q e considerando as equacoes (2.36) e

(2.37), obtem-se:

-A Q
R 13- 1

A parte da equacao (2.38) que define a solugao de 'mi
nimos quadrados', do sistema hiperdeterminado de equagoes, po

de ser escrita na forma

_)\_I

R T | Q7P (%), (2.39)

e pode ser resolvida para obter o vetor A por substituicao

regressiva.

2.4 A Direcao de Pesquisa Vertical

A direcao de pesquisa horizontal dada pela equacao
(2.27b) T2z decrescer p(x) encuanto tenta manter as restrigoes
e-ativas constantes. Supondo-se que x* satisfaga as condi
¢oes de suficiencia de segunda ordem para o problema (2.19),

que € e lek - x*|| sao suficientemente pequenos  tal que
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k * * k

I;(X ) = Iy e I%(xk) = Iy, onde as reftrigﬁes no ponto X

nao sao precisamente nulas,e que o paéso horizontal mudara
os valores das restrigoes e-ativas de alguns 'graus', parece
razoavel tentar satisfazer as restricoes e-ativas mais pre
cisamente, quando xk e proximo de x*. Pode-se fazer isto in
troduzindo uma diregao de pesquisa vertical v.

k

€ I - . :
Supondo-se que IA(x ) = {1], Tos ey k}, onde s

t

i, ..., i sdo os Tndices das restricoes e-ativas na k-esi
i
ma iteracao,cujos gradientes sao linearmente independentes,
k

t < n, e que

JT ) (2.40)

obtem-se,usando a expansao de Taylor,

b v) = o(xK) + ALy O(IvI®). (2.41)

Ignorando-se o termo de segunda ordem e icualando esta

expressaoc a zero, tem-se

v = -0(x"). (2.42)

=~ —

Este sistema de equacoes & hipodeterminado.e a solugao

exata da ecuacan (2.42) e dada por -
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), (2.43)

se as colunas da matriz A sao linearmente independentes.

Conn e Pietrzykowski mostraram que nas vizinhancgas da
solucao D(Xk + v) < p(xk), portanto, a direcao de - pesquisa
vertical v & usada juntamente com a direcao de pesquisa hori

zontal h nas vizinhancas de um minimo.

Se v& & somado apos hk, entio v€ & uma tentativa para

k

- k ;
resolver &(x + h~ + v ) = 0. Parece razoavel que Vv seria

melhor avaliado se as atualizagoes das matrizes e de suas fa
k

toracoes fossem feitas apos determinar xK & nk. Tad computa

cao Coleman & Conn (1982a) seria injustificavelmente cara.
Entretanto consideracoes de convergencia alobal Coleman &
Conn (1982b) exicem que as restricoes e-ativas @i(xk),

i I;, sejam avaliadas apos determinar xk + hk, embora este

procedimento nao destrua a superlinearidade com a execugao

do passo 2. Logo, define-se

-k T -1 k k

Ve o= =A (AA)TTe(xT + hT) (2.44)
e

Pt L L P I X

= k k = .
Somente os valores das fungoes ®(x + h ) sao obtidos
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rara xk + hk e 2 matriz Pk nao @ atualizada nara os valores

de xk + hk, mas &, contem a informacao nrecisa scbre os ara
K
dientes das restricoes e-ativas linearmente incependentes no

ponto xk

Computacionalmente, a equacgao (2.42), que gera a dire
¢ao de pesquisa vertical v, pode ser resolvida com maior efi
ciencia se a fatoracao ortogonal da matriz dos gradientes
das restrigoes e-ativas for computada primeiramente.

Das equacgoes (2.36) e (2.37), obtem-se

%! e RTQ, (2.45)

logo, a equagao (2.42) torna-se

=
—
O
il
<
1

-o(x + h). (2.46)

A relagao (2.46) pode ser resolvida em duas etapas.

Na primeira etapa, a equagao

Rlw = -6(x + h), (2.47)

pode ser resolvida por substituigdo regressiva para obter o

vetor w. Ma senunda etapa, calcula-se

.
i L (2.48)
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2.5 Queda de Uma Restrigao

Supondo-se que [x¥} = Xx*, X* & um ponto de minimo para

p(x), e que !fZIVp](xk)}[ seja pequeno, entao os multiplicado

res de Lagrange )\ sao computados e 'satisfazem a equacao
1 1 ] . £

(2.34). Supondo-se que ,\”¢ [- T EJOU )\qu-: [O, EJ JEIA,

e levando-se em consideracao as condicoes necessarias de pri
meira ordem para um minimo local de p(x), deve-se tentar en
contrar uma direcao de pesquisa de primeira ordem que faca
decrescer n(x) em um subesnaco serado nelns ~radientes das
restriches c-ativas que nio contenham a restricao j, isto e,

k

0 subesrago cerado por {Vo,(x") i Ii = {435

Supondo oue seja um projetor ortogonal no subespaco ge
rado por {v¢1(x) i e IE - {j}} e considerando-se Aque Aj
exista, o multirlicador de Laqranne associado a restrigao

que nao pertence ao intervalo definido pelas condicoes neces

sarias de primeira ordem, a direcao de pesquisa horizontal

N j \

K = o.PdVd, (x), 2.49
‘3 500 ( !

onde

gy = -sina](kj)

e uma direcao de pesquisa descendente para p(x). Escolhendo

T
k\jzk\j, onde zk\j

e determinado pela fatoracao ortogonal da matriz A cujas co

-se 0 projetor ortogonal PY como sendo Z
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lunas sao os gradientes {V¢i(x) 'Y & Ii - {j}}, tem-se

v T ‘k
= g, ) Vo . . 2.50
h onk\Jzk\Jv¢J(x ) _ ( )
Paraverificar que esta direcao de pesquisa decresce

p(x) [Co1eman & Conn (1982b)], nota-se que

kT _ ki Tap il Eows : £ . P4

Vos (xT) H = 0,96 (x7) 77 ;V05(x7) =0 T & T {j}.
{2.51)

Por outro lado, tem-se
p(xX + af) < p(xT) + ag(x*)TR® + 0(a?), (2.52)
onde

Ky k 1 & k

g(X ) - VD](X ) i H m1n{0,cj) . VLI!J(X )‘

Considerando a equagao (2.50), tem-se
¢1(Xk + af) = ¢i(xk) + 0(a2) , i = IE -{jt . (2.53)

Lojo, podem-se fazer as seguintes observacoes:

CASO 1: supondo-se que A < 0, entao o5 = 1 e
g(xk)T% = VP1(Xk)Tﬁ , usando a equacao (2.53)
k, To ‘ -
= (A,x") h , usando a equacao (2.34)

k
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ky T

= A;V¢j(x ) 'h , usando a equacgao (2.51)
= Allzgueg (< 11 < 0

CASO 2: supondo-se que Aj > %, entao g ™ -1 e

Q(Xk)TR = VD1(Xk) 3 V¢j(xk) Tﬁ, usando a equacao (2.53)
i (KE = %)V¢j(xk)Tﬁ , usando a equacgao (2.51)
5 (1_ - )\;.(\ 1|zE\jv¢j(xk)[* g 0.

2.6 Uma Estratégia da Escolha da Direcao de Pesquisa

Foram definidas tres direcoes de pesquisa

k _ T -1 k
h" = Z,(Z,H Z,) 2, 9p,(x") , (2.54)
k T -1 k k
v & -Ak(AkAk) o(x" + h) , (2.55)
~k T k
h® = w2, 2 Vb (x"), 2.56
MR S RN ¢J( ) ( )
Pode-se sugerir uma estratégia simples e razoavel para
o bom desempenho do algoritmo, . emdbora estrategias mais

complicadas nossan ser utilizadas sem a violagao das pro

priedades de convergencia.

Quando !|ZEVp](xk)|I e qrande, isto e, quando
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ilZle](xk)I|>J\ pode-se escolher a direcao de pesquisa h*, on

i - ) =
de ZkaZk € uma aproximagao de

Ze: 5ina1(¢i(xk))v2¢1(xk) -— I V.(x )]Zk.

Quando ]iZkVp](xk)!{hijos multiplicadores de Lagrange
tornam-se importantes. A direcao de pesquisa ﬁk e tentada
quando os multiplicadores de Lagrange nao estao dentro dos
dominios definidos pelas condigoes necessarias de  primeira

] 1
> ﬁ] ou )‘21'¢ {0, al. Neste ca

& aceita somente se um decresci

ordem, ou seja, AHQEZ [-

TPe|—

so, a direcao de pesquisa
mo suficiente da funcdao de penalidade exata p(x) pode ser ga

& A —_ v
rantido, isto e, usa-se h se

Vpl(xk) + min(D,o?) LI L e (2.57)
para algum § > 0 e
k . k k 1 1
- & .1 1 2.58
o s1na1(A1j) se )y [ + u}’ ou ( )

Q
|
1
n
-
=
)
—
—
-
~o
=y

se Ag. e [O,lJ.
J M

Se ocorrer outra situacao, pode-se determinar um com

primento do passo o obtido pela pesquisa linear ao longo

k,
da direcao de pesquisa, e adotar-se-a

S (2.59)
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0 segundo uso dos multiplicadores de Lagrange serve para
incluir informacoes de curvatura das restricoes na matriz
Hessiana aproximada, isto e, quando |[21Vp](xk)H <A, entao

ZIHka € uma aproximacao de

ZT[sz(xk)+l £ sinal (o 9% %) - 2 = 9%, (x5
kL boier 1 1 biels,
V1 V2
+ I A].v2¢.(xk) - L A .vz¢.(xk)}2k
ielt i i i€t 2i i

Al A2

Se os multiplicadores estdo em seus dominios Ay (o
[~ %, %J e Xy, = [0, %J, a direcao de pesquisa torna-se
4% el (2.60)

Aqui, tenta-se um comprimento de passo a,  igual a 1; se um
suficiente decrescimo nao e observado, entao a pesquisa 1i

near e feita ao longo da diregac de pesquisa B

Se a direcao de pesquisa determinada pela equagao
(2.56) ou o passo de Newton determinade pela equagao (2.60)
sao tentados sem sucesso, entao reduz-se ¢ e A, A escolha de

e e/A & arbitraria desde que ¢ > 0 e /A > 0.

A escolha da direcao de pesquisa acima @ arbitraria.
E possivel que atraves de experimentos numéricos mais especia

lizados podera surgir uma estratéegia seletiva alternativa.



49

2.7 Pesquisa Linear ao Longo da Diregao de Pesquisa

Para um dado ‘ponto xk e uma diregao de pesquisa dk

(por exemplo, hK dada pela equagao (2.54)), a minimizagao da

¥ & adk), ao longo da diregao

fungao de penalidade exata p(x
de pesquisa dk, pode ser feita aplicando algum algoritmo
apropriado para a minimizacao da fungao univariavel nao dife

renciavel y(a), onde
o(a) = p(x* + ad"). (2.61)

*
Quando se esta em uma vizinhanga de x , num ponto que
satisfaga as condi¢des de suficiencia de segunda ordem, 0

comprimento do passo a adotado sera uma unidade (a = 1). Es

nera-se que o procedimento da pesquisa linear seja usado

quando um nonto esta longe do nonto de solugao x*.

k

Se as fungoes f(x ) e ¢1(xk), = 1y smry M5 S30 todas

lineares, duas situacoes noder-se perceber: (i) a fungao de

penalidade exata p(xk + udk) nao tem um limite finito na di

recao de pesquisa dk, ou (ii) um minimo ao longo da direcao
. k S N

de pesquisa d ocorre num ponto de descontinuidade x tal

que ¢j(¥) = 0 para pelo menos um jJ & IA(xk). Desde que esta

sendo descrita uma situagao linear, pode-se assumir que = 0.

Entao, para este caso, um algoritmo simples para a pesquisa

linear e:

. 5 "y
(i) - determine todos os pontos de descontinuidade X,

tais que ¢j(}) = 0 para todo j & IA(xk) e
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(11) - encontre o valor minimo da funcao de penalidade

exata p(x) para estes pontos.

Usando a expansao de Taylor de ¢i(xk + adk) e despre

zando-se o0s termos de segunda ordem, pode-se obter 0

2 ~ . k
comprimento do passo a« , ao longo da direcao de pesquisa d-,

k

para 0os pontos de descontinuidade, ¢i(x + adk) = 0, por

k ,

-0 (x7)

oy = —pr ) i€ 1, - IA(xk) , (2.62)
V¢i(x ) 'd

onde
IM « {5 14 = 1 caua Wl

Desde que dk seja uma direcao de pesquisa descendente
para p(x) em Xk,samm-seque Vp](xk)T. 4 < @, Supondo  que
}] = Xk + Ot]dk seja o primeiro ponto de descontinuidade ao
longo da diregao de pesquisa d e correspondendo a fungao

k

$., tem-se que ¢j(§1) =0 e ¢1(X ) #0. 0 vetor Vp](x) nao

J
mudara ate que ;1 seja alcancado, por conseauinte, p(x) con

tinuara a decrescer,

Apos um incremento Ad er X,, 0 vetor Vp1(u) torna-

=5.E

T
Tpy(X) + ad) = Tpy(x) + T sinal(ve (X)) ) ves(x),  (2.63)
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onde Ad e alguma pequena quantidade positiva. Assume-se, pa

ra a finalidade de descricao que os pontos de descontinuidade se

jam distintos. Se

T k = STk ;
)

¥ , | P : T k
Vpy(x + ad) d" = Vp](x] d" + LTsma](‘cfcbj(x]) d

)\7¢j(x.|)dk <0 (2.64)
significa que f(x) continua a decrescer ao longo da direcgao

de pesquisa dk. Logo, determina-se o proximo ponto de descon

tinuidade e o argumento e repetido.

Se progredir atraves de uma lista distribuida de pon
tos de descontinuidade e p(x) continuar a decrescer, depois
do ultimo ponto de descontinuidade, o procedimento retorna
indicando que a funcdo de penalidade exata nao tem limite in

ferior finito ao longo da diregao de pesquisa dk para o va

lor dado ao parametro u.

No caso nao linear, onde o minimo de p(x) ao longo de
dk nao precisa ser um ponto de descontinuidade, se depois do
Ultimo ponto de descontinuidade p(x) continuar a decrescer,
nao significa que p(x) seja ilimitado. Neste caso, toma-se o
menor comprimento do passo « obtido pela equagao (2.62) e ve
rifica se um suficiente decrescimo 4a funcao de nenalidade
exata p(x) & oarantido. Se um suficiente decrescimo de
p(x) nao & assegurado ou se nao existirem pontos de desconti
nuidade, tenta-se, entao, uma pesquisa linear com interpola

¢cao quadratica.



Para esta pesquisa linear,

ser utilizado

o sequinte algoritmo

5

Passo 1
ag Vpl(xkﬂﬁk < 0 (por suposicao)
o ol i gk Tk
w © =0y (x6) /70, (x)
+ i = | s
IO 1= IM IA oy 0}
k « O
L « 0
ag © 0
Passo 2
Se'l, =pek=0,0a, «0, va para 0 passo b
k Ek
Se I, = ¢ e k >0 , ap * 0p , va para 0 passo S
k k-1
Passo 3
determine £, tal que « - o., para todo iE& I
k Ck i k
kT k . kT k
a1 ¥ ) V¢£ (x") d°, onde a, * s1na](v¢£ (x')'d
k k k k
Passo 4

Be akﬂ"i 0

3

vi para 0 passo 5

2

pode

)
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Lo e I {Ek}
k « k + 1 ; va para o passo 2
Passo 5
Xk+] = xk + o dk
£y
k+1 k "
Se p(x" ') < p(x") - 8, onde A & um peaueno escalar po

sitivo, retorn®;”

faca a pesquisa linear com interpolacao quadratica mi
. k k k

nimizando entre x e x + 1td , onde T > 0,

retorne.

Para maiores esclarecimentos veja Murray & Overton

(1970).

Como o algoritmo proposto, que apresenta baixo custo
computacional, necessita de uma pesquisa linear auxiliar,
propoe-se, aqui, a pesquisa linear com interpolagao quadrati

ca.

Sera apresentado a seguir um algoritmo computacional
eficiente de pesquisa linear com interpolagao quadratica, ba
seado nos trabalhos apresentados por Gill & Murray (1974c),
Armijo (1966) e Powell (1977).

Desde que Vp1(xk + rdk)Tdk e p](xk + Tdk) sao continua

mente diferenciaveis com respeito a T no intervalo

[Xk, xk + Tdk], t > 0, uma rotina quadratica pode ser usada
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com Sucesso.
Seja a fungao’
+ adk). (2.65)

Esta funcao pode ser aproximada pela expansao de Taylor,

ate termos de segunda ordem, nas vizinhancas do ronto =0, por
y(a) =« y(0) + vy(0)a + i ¥V ov{0)o . {2+

0 vetor gradiente da funcao y(a), da pesquisa linear

com interpolacao quadratica, pode ser expresso como
Vy(a) = Vy(0) + VZY(O)R. (2.67)

0 minimo da funcao vy(a), da pesquisa linear, ao longo
da direcao de pesquisa dk ocorre no ponto determinado pelo
valor otimo do comprimento do passo e Neste ponto, a se

guinte equacao e satisfeita

VY(aOt) = Vy(0) + V Y(O)aOt = 0. (2.68)
Apos substituir vzy(O) da equacao (2.67) na equacgao

(2.66), obtem-se

vy(a) = 2 X&) = ¥(0) _ g (). (2.69)
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Se y(0), Vy(0), y(a) e o sao conhecidos, entao das
equagoes (2.67), (2.68) e (2.69) pode-se obter a seguinte
formula para se determinar o valor otimo do comprimento ° do

passo a ao longo da direcao de pesquisa -

agy = R(a)a, (2.70)
onde
R(a) = 1 vy(0)
2 ovio) - Yie) - (0)
a

Para se nhter um termino do processo computacional
eficiente da pesquisa linear com interpolacgao quadrati

ca, as seguintes condicoes devem ser satisfeitas:

o vy(0) « Xl = Y0 5 gy(0), (2.71)
a

onde

o. - constante que determina o valor minimo aceitavel para

|
o comprimento do passo « (usualmente se escolhe: o, <

0, = constante que determina o vaior maximo aceitavel para

o comprimento do passo a (usualmente se escolhe: 0 <

£ Gs < 0.8).

2 =

0 parametro P niao pode ser maior do que 0.5 porque sea

funcao p(a) & uma funcao quadraticaso minime somente pode
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ser encontrado se s < 0.9,
Na pratica, a pesquisa linear com interpolacao quadra
tica e feita iterativamente usando a equacdo (2.70) para con

secutivas redugoes do comprimento do passo a:

ate que as condicoes dadas em (2.71) sejam satisfeitas.

2.8 Atualizagao da Matriz Hessiana Hk ou da Matriz Hessia

na Projetada Hpk

Usam-se geralmente, duas estratégias para se obter uma
sequencia de aproximacoes da matriz Hessiana projetada Hpk
que tende para ZT 2L(x*, A*)Z, ou seja, uma estrategia
para um ponto que esta em uma regiao distante do ponto de so
Tugao x e outra estratégia para um ponto que esta nas proxi

midades do penta de solucao x*.

" *
2.8.1 Uma Regiao Distante do Ponto de Solugao x

*
Quando em uma regiao distante do ponto de solugao X ,
desde que a matriz Hessiana projetada permaneca positiva de

finida e a propriedade de convergencia global seja mantida,
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pode-se escolher uma entre cuas das tecnicas que naoutilizam a in

formacao associada aos multiplicadores de Lagrange e que nao

sejam computacionalmente caras.
a - Tecnica 1

Atualiza-se a matriz Hessiana Hk de acordo com a
formula BF@GS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)
[Powe11 (1977)]:

.
Kk k Hkékék Hy
Heop = H LML B , (2.72 a)
KT K LI
§° 1 8 Hké
onde
P S o B K ,
= op (Ky - e k)
.
K™k
EzaTé ’
sk nek
A ,
1 =« 2
Yk se s
k
n = k k
By + (1 - 8)H, 6 se £ < 0.2,

em seguida calcula-se a matriz Hessiana projetada atualizada

H de acordo com a equagao
Pr+1
H 2 20 o f o F
k41 k+17k+1 ’ {E.72 b)

Pr+1
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b - Tecnica 2

Quando no novo ponto de pesquisa xk+1, 0 conjunto de

k+1

restricoes e-ativas Ii(x ) e diferente que o conjunto de

y g B ; - -, k+] e, k
restricoes e-ativas no ponto xk, ou seja, I;(x ) # IA(X ) s
aproxima-se a matriz Hessiana projetada Hp de acordo com

k+1
a seqguinte formula:
H = 7] . (2.73)

Z
pk+1 k+17k+1

€

Quando IA(xk+1 €k

) = IA(x \, atualiza-se a matriz Hessia

na projetada Hp de acordo com a seguinte formula BFGS.
k
Coleman & Conn (1984)

T
k k
2L Hpks 5 Hpk
e R - — - , (2.74)
Py Py k! K k! K
VG SRS
Pk
onde
Ko ZE(Xk+1 3 xk) ’
k T k+1 K
yo = 2, up (XYY - wpy(xY)

2.8.2 Nas Proximidades do Ponto de Solucao x*

Quando nas proximidades do ponto de solugao x*, havera,

em geral, convergencia superlinear se a matriz Hessiana pro

* * .
jetada Hp tenda para ZTsz(x , A )Z, para que isto ocorra,

k
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pode-se escolher uma entre duas das tecnicas que utilizam a

informacao associada aos multiplicadores de Lagrange.
a - Tecnica 1

Atualiza-se a matriz Hessiana projetada Hpk de acordo
com a sequinte formula que utiliza as diferengas dos gradien

tes ao longo das colunas da matriz Zk Gi1l & Murray (1974a) :

T

75
(Zie1 Vi Tl

’ T
L = * W

Pr+1

Zye1)s

!
2

onde

' matriz cujas colunas sao formadas por

k+1

k
vy (x¥*1 s g ) - wp (x|

id
g

zj - j-esima coluna da matriz Zk+1 s

£ =~ pequeno escalar positivo.
b - Tecnica 2

Utilizando-se a informacdo associada aos multiplicado
res de Lagrange, atualiza-se a matriz Hessiana projetada Hpk
de acordo com a seguinte formula BFGS Coleman & Conn(1984) :

(2.76)
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onde
k + k k :  Fe . ;
X = X + h - ponto intermediario quando o passo hori
zontal e feito
k T, k+ k
s = Zk(x - X )

k k
) - A 2 -]

(x — + v - 0 novo ponto quando o passo vertical e
feito).

Esta tecnica e menos cara computacionalmente do que a

tecnica que utiliza as diferencas dos gradientes, porem, a

presenta menor precisao.

2.9 Algumas Consideracoes Sobre o Algoritmo

0 algoritmo da funcao de penalidade exata globalmente
convergente e destinado a minimizar a fungao de penalidade
exata com u fixo. 0 usuario, entretanto, precisa fornecer o0s
valores iniciais para xO, fO,Jxo, § e uo que sao

arbitrarios. As propriedades de convergencia global nao
sao afetadas por estas atribuigoes de valores iniciais. En
tretanto, a eficiencia do algoritmo pode ser adversamente
afetada por uma escolha impropria. Na secao que aborda como

tema os resultados numericos, serao fornecidos os valores u
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tilizados para o ponto inicial de pesquisa e os parametros

do algoritmo.

No algoritmo, o parametro & e mantido constante duran
te todo o processo iterativo e com valor suficientemente pe
queno, entretanto, os valores de ¢, A e u podem mudar de ite

racao para iteracao.

A estrategia de reduzir € e A quando proximo da solu
cao e arbitraria e com o intuito de reduzir o intervalo para

as restrigoes e-ativas.

Em todos os casos existe um valor limite para u, repre
sentado por Koo tal que, se u < Mg o um minimo local para a
funcao de penalidade exata p(x) & tambem uma solugao local
para o problema (1.1). Este valor nao e conhecido inicialmen
te, pois & uma fungao dos multiplicadores de Lagrange. 0 va
lor inicial de p escolhido pode ser maior que Hg e gerar uma
solucao otima para p(x) que & inviavel para (1.1), ou ainda,
p(x) pode ser ilimitado abaixo. Todavia, a experiencia suge
re que, quando se reconhece que u e grande durante a minimi
zacdo de p(x), parece adequado fazer uma simples reducao de
U, u<u/10. Um nimero finito de reducoes de u nao afeta a pro

priedade de convergencia global do algoritmo.

No algoritmo, pode-se verificar,periodicamente, duas pos

sibilidades:
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. ks & =
(1) {x"} e convergente para um ponto viavel, e

k)} + - para algum j.

(11)  {o;(x

Para a primeira possibilidade, basta reduzir u e conti
nuar a descrescer p(x). Para a segunda possibilidade, reduz
-se u e recomeca o procedimento do ponto inicial original.
Uma estrategia alternativa para contornar a segunda possibi
lidade & de primeiro encontrar um ponto viavel para o pro
blema (1.1), atraves da aplicacdo do proprio algoritmo, subs
tituindo-se a funcao objetivo por uma fungao constante. Se
um ponto viavel e encontrado, entao,pode-se escolher este
ponto como ponto inicial para o problema (1.22). Estas estra
tegias nao garantem a eficiencia do algoritmo, entretanto,
elas sao razoaveis e tem sido utilizadas com sucessoO pelos

autores.

2.10 Criterios de Convergencia

Na pratica, pode-se considerar que um minimo local do

problema (1.1) foi alcancado quando as seguintes  condi

coes sao satisfeitas:
(1) A € [~& ; % J, para todo i & Ii] (2.77)

(i1) 2 € [0 : % ] para todo i & If\z (2.78)

(1) || Z0vpy (x) || € toe (2.79)
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(iv) |l¢(xk)l| £ fot (2.80)

Powell [Powel] (1977)] tem utilizado a seguinte medida

de convergencia:

m
k)Tdki + T k

i=1

¢ = [Vp](x [ Ai¢i(x J1 < tot (2.81)

Esta medida de convergencia pode ser interpretada da
seguinte forma: se o primeiro termo e suficientemente peque
no, significa que a funcdo objetivo nao pode decrescer signi
ficativamente ao Tongo da direcao de pesquisa dk; se 0 se

gundo termo & suficientemente pequeno, significa que as res

o s : : e k
trigoes sao satisfeitas o suficiente no ponto x

No algoritmo da funcao de penalidade exata globalmente
convergente pode-se fazer o uso de uma estrategia que verifi
ca, logo apos o decrescimo da funcao de penalidade exata
p(xk) ao longo de uma direcao de pesquisa vertical, se as
condicoes dadas pelas equagoes (2.79) e (2.80) sao satisfei
tas e, opcionalmente, se a condicao dada pela equagao (2.81)

€ satisfeita.



3 OPERACDOES COMPUTACIONAIS RELEVANTES AO DESENVOLVIMENTO
DO ALGORITMO COMPUTACIONAL

3.1 Fatoracao Ortogonal da Matriz dos Gradientes das Res

tricoes Ativas Ay

A fatoracao ortogonal da matriz dos gradientes das res
tricoes ativas A e utilizada na determirarao da direcao de
pesquisa vertical resolvendo o sistema hipndeterminado de
equacgoes dado por (2.55) e na determinaran dos multiplicado
res de Lagrange resolvendo o sistema niperdeterminado de
equacoes dado por (2.34). Em adicao, sera mostrado que a ma
triz Zk e obtida da matriz ortogonal Ok’ consequentemente,
as diregoes de pesquisa horizontais dadas pelas equacoes

(2.54) e (2.56) a utilizam em sua determinacao.

A fatoracao ortogonal da matriz Ak dada pela equacao
(2.36) pode ser encontrada em duas etapas computacionais dis
tintas. Na primeira etapa, efetua-se a fatoragao ortogonal
da primeira coluna da matriz Ak. Na segunda etapa, adiciona-
- -se, consecutivamente, coluna por coluna, as demais colunas

da matriz A a primeira coluna e atualiza-se a fatoragao or

k!
togonal de acordo com o esquema apresentado na secao 3.2.1.
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A fatoracao ortogonal da primeira coluna da matriz Ak

e da forma
p
0
onde
Hy 0
Qg = | »nmmzons - matriz ortogonal de ordem n
0 1
o, - matriz de Hessenberg superior de ordem
h
I - matriz identidade de ordem £
"o - matriz triangular superior de ordem I
ay - primeira coluna da matriz Ak;

A dimensao £ e maior que zero somente se a parte infe
rior do vetor a4 for um subvetor nulo, entao £ & a dimensao
deste subvetor. A matriz de Hessenberg superior H, e deriva

da do produto de uma sequencia de matrizes de Givens embuti

das em matrizes identidades P§+I, i = g soam B= 1y
] 2 3 h-1
Hy = Py « Py o Py oo P70 (3.1)

As matrizes de Givens embutidas nas matrizes identida
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des, P;+1, de ordem h sao da forma
i =
r -
] 0
]
B Yisiiainina £ S
i b (3.2)
Pi+1 g .
T+ o 5l -C
1 1
1
L 0 ]d

onde c. e s, sao elementos das matrizes de Givens. Se um ve
G b e et e .

tor z com dimensao n x1 e pre-multiplicado pela matriz Pi+1’ en

tdo o (i+1)-esimo elemento deste vetor e reduzido a zero e o

i-esimo elemento e modificado,

- T
z = [21, e Zoqs Zys 0, Zy0s e, Zn] . (3.3)

0s elementos c, es, das matrizes de Givens sao

definidos da seguinte forma:

A 2 2 172 (3.4)
=2y + 7y} ,

c1 = zi/a §

5; = Zijyp/b-

Logo, os elementos modificados do vetor z saoy



A transformacao feita por uma matriz de Givens corres
ponde a uma rotacao no plano seguido por uma reflexao sobre
um eixo. Se todos os elementos do vetor s (um dos vetores
que definem as matrizes P1+], i=1, ..., h - 1) sao diferen
tes de zero, pode-se tirar vantagem de uma estrutura espe
cial da matriz de Hessenberg superior Hu, dada pela equacgao
(3.1), e esta matriz pode ser apresentada como uma matriz de
Hessenberg superior na forma especial Hu (p, B, y) definida

pelos vetores p, B e ¥y

P18, PoBy  --- Pho1By PhB
Y1 poBy . Ppo1B2 P2
Y p B PP
- _ 2 h=1%3 h*"3
HU - HU(O’ 59 Y) - .
4 Ph-18h-1 PhPh-1
Yn-1 ohBh
(3.6)
Para uma dada sequencia de matrizes P}+], T & Ly coey

h - 1, os vetores p, B e y sao definidos por qualquer uma



das sequintes relacoes de recorrencia:

Recorrencia progressiva

Passo 1,

Passo 2,

faca:s

calcule:

Recorrencia regressiva

Passo 1,

facga:

-

h-1

68
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Passe 2, calecule: Yic1 0 Si-1
o ol
1 1
> i=nh-1, y B
B.]' X _Ci_'l/n
n ) *{.1" )
B'I =% n

By = Eyily

3.2 Atualizagao da Fatoragao Ortogonal da Matriz dos Gra

dientes das Restricoes Ativas Ak

Uma mudanca de base do subespago definido pelos gra
dientesdas restricdes ativas implica na inclusao ou exclusao
de uma coluna da matriz dos gradientes das restricoes ativas
Ak’ consequentemente a fatoracao ortogonal da matriz Ak deve

ra ser atualizada @111 & Murray (1978)].

3.2.1 Inclusao de uma Coluna na Matriz Ak

Apos incluir uma nova restricao no conjunto das restri
coes ativas, cujo gradiente seja linearmente
independente dos outros gradientes das restrigoes ativas que
formam a base do subespacgo Si, a nova matriz dos gradientes

e sua fatoracao ortogonal sao:

R+

) T
L [Ak’ aL] R N (3.7)
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onde
Ry
Ak = Qg g2 - antiga matriz dos gradientes das restrigoes
0 ativas com dimensao n x tke sua conhecida fato
racao ortogonal,
a - vetor gradiente da nova restrigao ativa com

dimensao n x 1.

Pre-multiplicando ambos os membros da equagao (3.7) pela

matriz ortogonal Qk, obtem-se

Q A - - 3.8

KOk+T = [QkAk,QkaL . ; (3.8)
o sz a,
onde
Qlk - submatriz superior com dﬁenséc1*xn da matriz ortogo
nal Qk, k
Qs - submatriz inferior com dimensao (n - t°) x n da matriz
k

ortogonal Qk'

Ambos os merbros da equacao (3.8) podem ser pre-multipli
N

cados pela matriz ortonal Qk que reduz o vetor Q.3 para

um maltiplo da primeira coluna da matriz identidade de ordem

k

(n - t") dande
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Rk . QTkaL
REREREE Rk+l
’L .
- = 3
U1k 0 B At 0 U > (3.9)
s w8 0
0 0
onde
4]
Quer = QQ - matriz ortogonal de ordem n
By » Rp®
Reaq = [-reeeioessee - matriz triangular superior de or
0 : u dem tk+]

0 gradiente da nova restrigao e-ativa nao e incluido
na base do subespaco definido pelos gradientes das restri

coes ativas quando

u <
2 hax o
onde
0 - pequeno escalar positivo,

-'s
1
3
-
<
-
-
—d s
"
e—
A
4
| A
-
=

max

risooT elemento diagonal da matriz triangular superior Rk'



Neste caso, assume-se que o gradiente da nova restrigao

ativa e uma combinacao linear dos gradientes das restri
coes ativas que formam a base do subespago Sf.
V)

A matriz ortogonal transformada Qk e da forma,

[ ;
Q . 0
n Tk
Q, = Pesaw | (3.10)
k o
g ¢ sz
onde
ny
Q]k & I'l ]
Hu 0
N
sz = e w0 e W 5
0 12
I] - matriz identidade de ordem tk
By © matriz de Hessenberg superior de ordem h
12 - matriz identidade de ordem £

A dimensdo £ e maior que zero somente se a parte infe
rior do vetor ngaL for um subvetor nulo, entao £ e a di

mensao deste subvetor.

A matriz de Hessenberg superjor H, 8 o produto de wuma
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sequéncia de matrizes de Givens embutidas nas matrizes iden
tidades dada pelas equacoes (3.1) e (3.2). Se todos os ele
mentos do vetor s (um dos dois vetores que definem as matri

Zes P?

jp1r L= 1y wown b = 1) sao diferentes de zero, a ma

triz de Hessenberg superior pode ser apresentada como uma ma
triz ' de: Hessenberg soperior na forma especial
H,(ps B, v), definida pelos vetores p, B, e y(dada pela equa
cao (3.6)).

Sendo a matriz de Hessenberg superior dada em sua for
ma especial Hu(p, B, v), entao a matriz atualizada Qk+1 =
Y

= Qka pode ser calculada eficientemente usando o  processo

de recorrencia regressiva similar a proposta na secgao 3.1.
Para calcular eficientemente a matriz B = Hy(p, B> y)A
com dimensao h x t, onde B & uma ratriz reral com dimenszo h x t,

podem ser usados as seguintes relagdes de recorrencia:

Recorrencia progressiva

Calcule w : A'p
b]’* s B]WT
Mg ¥ W P et i8 1, sous t
bsi © Yjo135o1,i * ByYy § & By sess N

Recorrencia regressiva

Calcule W < phah
3 %
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-
byt * Tyer¥ger,a t By¥y > i S e
L R TSR 1« hs 5 ¢
b1’* « ‘5]wT 5

3.2.2 Exclusao de uma Coluna da Matriz Ak

A exclusao da j-eésima co]una(ad)da matriz dos gradien

tes A, equivale a remocao da j-esima restrigao do  conjunto

k
das restrigoes ativas e a remocao da j-esima coluna (rd) da
matriz triangular superior Rk (uma das matrizes componentes
da fatoragao ortogonal da matriz Ak).

As matrizes A e Rk podem ser particionadas da seguin

k
te forma:

4 "1 ¥R

A, = |A, , a,, A g
k [ 1k d Zk}

-1 1 tkej

= R, , r., R }
K [ T R

=~
|

Se QA = |... | (3.11)

entao
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R+
QkAk+1 = TR (3.12)
0 N
onde
A - FA : A e
k+1 T 2,
Reor = | Ry R, | = .
k+1 ] ]k . Rzk‘ , } J-]
P
AURERS
Ambos os merbros da equacao (3.12) podem ser pre-multi
plicados por uma matriz ortogonal de transformacao Q, que

transforma a matriz §k+1 em uma matriz triangular superior
Ri41 Pela reducao dos seus elementos subdiagonais a zero. Co
mo resultado, & obtida a fatoragao ortogonal da matriz  dos

gradientes atualizada Ak+1'

o ~ k+1 R
UeetPrer = RUAer = K fooor |7 [ k+]] 3. 15

A matriz ortogonal Q, e da forma
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1 0 0 ]
1 ;
i
Qk = 10 HL 0 (3.14)
0 0 I,
onde
I] - matriz identidade de ordem (j - 1)
HL - matriz de Hessenberg inferior de ordem h
I, - matriz identidade de ordem (n - tk)

ho=th = 41

A matriz de Hessenberg inferior & o produto de uma se

quencia das matrizes de Givens embutidas nas matrizes identi
k

dades P}+], i=3, ..., t° -1, (veja a equacao (3.2)),
o = pte-d pi*lpd (3.15)
L tk Tt T i+2 41 '

Quando todos os elementos do vetor s (um dos dois vetores

que definem as matrizes P}+], T & Js wsws tk—1) sao diferen
tes de zero, a matriz de Hessenberg inferior pode ser dada
em sua forma especial HL(p, B, v), onde HL(p, B, vy) = H (p,

B Y)T. (veja a equagao (3.6)).

e ’ i F :
Para uma dada sequencia dematrizes P, 45 1 5 Js «v0s
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1l

- 1, os vetores p, B e y sao definidos pela relagao de re

correncia mostrada na segao 3.1.

Qk+1 =

onde

Tinhas ecuivalentes

va-se que somente a primeira linha da submatriz Qp . @

‘e

A matriz ortogonal Qk+1

..

Se as linhas da submatriz 02k+1 sao comparadas com

submatriz da

submatriz da

(n - tk+1)

submatriz da
nl
submatriz da

submatriz da

n.

matriz

matriz

X Ny

matriz

matriz

matriz

ortogonal Qk+1com dimensao tk+]

ortogonal ﬂk+] com

ortogonal Qk com dirensao (n-tk,

tem a forma

(3.16)

Xn,

dimensao

ortogonal 0, com dimensao (j - 1)x

ortogonal Ok com dirmensac h x n,

Y &%

as

da matriz Q, (veja equagao (3.16)), obser

tro
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cada (esta Tinha e a ultima linha da submatriz HLQIZ); se es

k
ta linha e denotada por zT, entao
21 )
Q 3 P - {3.17)
241
Q
|2y
3.3 A Escolha da Matriz Zk
Da fatoracao ortogonal da matriz dos gradientes das
!
restrigoes ativas Ak obtem-se a matriz Zk‘
Considerando-se a equacao (2.36) e a partigao da ma
triz Q dada pela equacao (2.37), tem-se
"y
Ak = qu1k 4 (3.18)
PGs~multiplicando membros os lados desta equagao por
Q; , obtem-se
k
F 0 | T, T
A, Q = R,Q, Q = 0. (3.19)
k Zk k ]k 2k

: T
Este resultado mostra que as colunas da submatriz sz

sao ortogonais aos vetores normais das restrigoes ativas e

podem ser usados como as colunas da matriz Zk. As colunas da



/Y

matriz Zk nio precisam estar na mesma ordem que as colunas

da submatriz Qg . Entao, a matriz pode ser escolhida como
c : :
sendo
T’\;
Z, =0, 1 (3.20)
k 2,
onde
< k
I - matriz identidade de ordem n - t com as colunas na or

dem reversa.

As colunas da matriz Zk sao escolhidas na ordem rever
sa das colunas da submatriz ng para facilitar o processo
de atualizacao da fatoracgao LDLT da matriz Hessiana proje
tada HpK quando for rudada a base do subespaco gerado pelos

gradientes das restrigoes ativas.

3.4 Atualizagao da Matriz Zk

Uma mudanca da base do subespaco definido pelos gra
dientes das restricoes ativas implica em uma atualizacgao
da matriz dos gradientes das restricoes ativas Ak e,

» . k
consequentemente, deve-se atualizar a matriz Z°.

3;4.1 Inclusao de uma Coluna na Matriz Ak

k+1

As (n - t ) Ultimas linhas da matriz ortogonal atua
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lizada Qk+1’ na ordem reversa, constituem as colunas da ma

triz Zk+]’ ou seja,

z Ty
=Q 1, 3.21

k+1 2 ( )
onde
Q, - submatriz inferior da matriz ortogonal Q com di

k+1 k+1 -

mensac (n - tk+1) X D,

I - matriz identidade de ordem n - t**1 com suas celu

nas na orden reversa.

3.4.2 Exclusao de uma Coluna da Matriz A

k

As Ultimas (n - tk+T) linhas da matriz ortogonal atuali
zada.Qh+], na ordem reversa, constituem as colunas da ma
triz atualizada Zk+1’ ou seja,

i 4"
: = Q I, 3.22)
kel Ve, (
onde
sz+1 - submatriz inferior da matriz ortogonal Q, , com di
mensao (n - tk+]) X B

” k1
I - matriz identidade de ordem n - t'' ' com suas colu

nas na order reversa.
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Se a equacao (3.17) & considerada, entao a atualizagao

k+1

da matriz Z dada pela equagao (3.22) torna-se

= &

k+1 - [Zk : 2]. (3.23)

3.5 Fatoracgao LDL' de uma Matriz Simétrica Positiva Defi

ida H
nida P

A fatoragao oL’ (fatoracao de Cholesky) de uma matriz

simetrica rositiva definida H_ e da forma

LoL! « o (3.24)

0 algoritmo computacional para efetuar esta fatoragao

[Martin et alli (1965)] e mostrada a seguir.
Notacao
Hp(N, N) - matriz simetrica nositiva definida

L(N, N) - matriz triangular inferior e unitaria

D(N) - vetor dos elementos diagonais positivos da matriz

diagonal D(N, N)
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AUX(N,N) - matriz auxiliar

Algoritmo ‘

1. Facga D(1)=Hp(1,1)

3\

se (I<N), L(I,d)=0 J=I+1,...,N
b I=T,. N
L(I,1)=1
Y,
2. Calcule AUX(L,1)=H (I,1)
S 1=2,..,N
L(I,1)=AUX(I,1)/D(1)

I-1
D(I)=H_(I,1)-Z AUX(I,K)*L(I,K)
P K=1

se I=N, PARE \ 1=2,..,N

I-1
AUX(3,1)=H_(J,1)=8 AUX(J, K)*L(T,K)
K=1

J=I+1,..,N

L(J,1)=AUX(J,1)/D(I)

/

3.6 Fatoracao LDI.T Modificada de uma Matriz Simetrica Hp

A fatoracgao LDLT modificada (fatoracao de Cholesky mo

dificada) de uma matriz simetrica Hp e da forma

LpL® = & = B (3.25)
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0 algoritmo computacional para efetuar esta fatoragao

¢ baseado no trabalho apresentado por Gi11 & Murray (1384c).

0 algoritmo & identico ao algoritmo da fatoragao oL’ (fato

racao de Cholesky) exceto o fato de Timitar o valor dos ele

mentos fora da diagonal da matriz LD”2 quando a matriz H

p
nao for positiva definida e de assegurar que todos os elemen

tos diagonais da matriz D sejam positivos. Cada elemento fo

ra da diagonal da matriz Lp'/2 € menor em modulo que um  pa
rametro BETA. A matriz E & uma matriz diagonal que e zero
quando a matriz Hp e suficientemente positiva definida. Um

parametro DELTA & introduzido para otimizar o processo de fa
toracao quando a matriz Hp € positiva definida mas muito mal

-condicionada.

Notacao
Hp(N, N) - matriz simetrica
L(N, N) - matriz triangular inferior e
unitaria
C(N, N) - matriz auxiliar
D(N, N) - vetor dos elementos diagona

is da matriz diagonal positi

va D(N, N)



BETAS = max(GAMMA, LAMBDA, TAU)

142

BETA = BETAS -

GAMMA .

KSI -

LAMBDA = KSI/N

ANORM .

TAU =

84

vetor dos elementos diagona
is da matriz diagonal nao-ne

gativa E(N, N)

parametro que limita o valor
dos elementos diagonais da

matriz LD”2

maximo valor (em modulo) dos
elementos diagonais da ma
triz H

riz H
maximo valor (em modulo) dos
elementos fora da diagonal

da matriz A

norma-1 da matriz Hp

precisao relativa da maquina
(computador) definido como
sendo o menor numero TAU tal

que 1 + TAU > 1
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Algoritmo

6

1. Faga: TAU =,2.2*10°° (no caso de equipamentos IBM)

2. Calcule:  GAMMA = max(al(I,I)[) s 1 = Tauuu,N

il
—h
"
-
—
]
—
2]
—
n
(%]
-
-
=

KSI = max(]Hp(I,J)I), J

LAMBDA = KSI/N

BETAS = max(GAMMA, LAMBDA, TAU)
N

ANORM = max( I |H (I,d)]) , J = 1,...,N
=1 P

DELTA = max (TAU*ANORM, TAU)

se I = N, va para 3
I =0 , 3 m T # Jpueasl g I 8 ToueeuB
3. L(I,I) =1 , I =4, ..., 1
PHI(1) = H (1,1)
PHIAB = |PHI(1)]

se N =1, va para 5



((1,1)

H (1,1)

P

THETAS 2

(max(|C(I,1)]))

R = THETAS/BETAS

D(1) = max(DELTA, .PHIAB, R)
E(1) = D(1) - PHI(1)
LETTY = CEENNBIYY o, T = Zeusssl

1=}

4. Calcule:  PHI(I) = H(I,I)- I C(I,K)*L(I,K)
K=1
PHIAB = |PHI(I)]
se I = N, va para 5
C(J,I) = Hp(J,I) .
I1-1
- L C(J,K)*L(I,K), 3 = I+1,...,N
K=1

THETAS = (maXHC(J,I)l))2

R = THETAS/BETAS

D(I) = max(DELTA, PHIAB, R)



5. Calcule: D(N) max (DELTA, PHIAB)

m
—
=
—
1]

D(N) - PHI(N)

3.7 Atyalizacao da Fatoracao LDLT da matriz Hessiana Proje

tada

A fatoracao LDLT da matriz Hessiana projetada simétri
ca positiva definida Hp e utilizada na determinagao da dire
cao de pesquisa horizontal dada pela equacao (2. 54) e pode

ser expressa por

LOL Y = HP , onde Hp = ZTHZ . (3.26)

A cada itetagﬁo do processo computacional, os fatores
da matriz triangular inferior unitaria L e da matriz diago
nal D devem ser atualizados para incluirem a nova informacao
sobre a mudanga nos gradientes (veja a secao 2.8) e a nova
informagao que reflete a mudanga na matriz Z. Para incluir
esta nova informacdo que reflete a mudanga na matriz Z deve

-se considerar tres subproblemas:

(1) a inclusdo dos gradientes das restrigoes ativas a base
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do subespago Sf que implica na diminuigao da. dimensao
da matriz Hessiana nrojetada Hp;

‘e

(ii) a exclusao dos gradientes das restrigoes ativas da ba

se do subespaco Si que implica no aumento da ' dimensao

da matriz Yessiana nrojetada HP; e

(iii) a nao mudanca da dimensao do subespacgo §E que implica

na manutencao da dimens?o da matriz Hessiana projetada.

3.7.1 Atualizagao da Fatoragao LDLT com Diminuicao da Dimen

sao da Matriz Hp
A antiga matriz Hessiana projetada e
o = Ll (3.27)

e a nova matriz Hessiana projetada e

T

T 28
1 L (3.28)

D k+1

H =
Pr+1

HZ = L

k+1 k+1 k+1

A sequinte equagao e satisfeita para uma matriz Zk+1

k+1

(matriz onde as primeiras (n-t ) colunas sdao identicas as

colunas da matriz Zk+1):

2,47 = [zk+]5 z] (3.29 a)



onde

forma

ferior HL pode ser dada em sua forma especial

a

I
I,
I

, da equacao (3.20)

, da equacgao (3.23)
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(3.29 b)

pode ser encontrada da seguinte forma:

0 | [H, o] [o L.
E J . teidl Foaswians | }ansivss (3.30)
I, .0 0 I, I, 0
=1 LI,I, 0 I, 0
0 I'IHull 0 HL
Se a matriz de Hessenberg superior Hu e dada em sua

especial Hu(p, B, Y), entao a matriz de Hessenberg in

- -

HL(D, Bs Y)>

ou seja, HL(E, B, v) = HU(E, B, v) (veja equagao (3.1))

H

L(a,

(3.31)



onde

da matriz H

f
Pr+1

triz H

H

pk+'|

ol |

<1

A

Considerando-se as equagoes (3.32 a) e (3.29b) @

= 1Q, 17

= 10Q,

= I]B s
= I'lp ’
= I_IY

nova matriz Hessiana projetada H
Pk+1

definida como

Pk+1
zk+1TH2k+1
T | o [2ie]
zT
-Hpk+1 Zk+]THz
i e

e dada por
k+1

T

i
kHZkIQZkI

k

= 1/2.1/2, T,.~T
kILka D, Lquzk I

50

& uma submatriz

(332 a)

(3.32 b)

ma



T |
=48 (3.332)
onde
. wm RS D
S, = 10, IL, D, X (3.33 b)

k

Considerando-se as equagoes (3.33 b) e (3.30), pode-se

representar Sk por

e I, -0 A _ A, i \E [1 [h—I ’
k ........ ik PO = N . , (334)
* o i M
A R H Ay U ™
LT
onde
A1 - submatriz superior com dimensao Ex(n—tk) da ma
- 5
triz Lka .
A, - submatriz inferior con dinensac hx(n-tk) da ma
triz LkD”2

A matriz B = HL(B, 8, ?)Azcom dﬁensac}nqn-tk) node ser
calculada com eficiencia por qualquer uma das seguintes rela

¢oes de recorrencia (para simplificagao, assume-se que A=A,):

" Recorrencia progressiva

Calcule W pqay o«

]
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LV R T LI R L )
}i & L yow eyt
T T J= 2y sall
s | J Jal
J
b+ * F-’h"‘T
Recorrencia regressiva
W o« ATB
5
D w * By
W € W.o- BJaJ,i =1 ,n-tk
= - J:h, ’
PI-1,1 T Y513, Y Pyt

fie=s

A matriz Sk pode ser particionada para separar sua U

tima linha

A
T W
N I
" I - 3.35
Sy = % 14 , , h-1 ( )
w
,T 1
entao,
s v wwl deet = ot
ey = 5,50 =l il 2 0ys i
wC " ww (3.36)

Pela comparacao entre as equagoes (3.32 b)e (3.36) a ma

triz Hessiana projetada H e
‘ Pr+1

H - get (3.37)
Pr+1
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A fatoragao LDLT atualizada da matriz Hessiana projeta

da atualizada pode ser obtida se a transformacao ortogonal

for aplicada a matriz C, que resulta em uma matriz triangu

. : 12
lar inferior LkHDki1 , dada por

- T . saelal . T/ e: 12 7
Hpk+] CC' = CPP'C = [Lk+1Dk+]:0} Dyl Lia »  (3.38)
0

_ T

= L1 Deartysr
Betde £+h-1 t4h-1

| t+h-1 1/, T
syl £ 0 Dy stlice
P C = P <l - R IR RCECE SR
h-1 Bl 0
m B L+2 L+

e P' = Poan  voeve Praa Piyo

A matriz de transformacao P dada pela equacao (3.2) e
um produto das matrizes de Givens embutidas nas matrizes i

dentidades, Pi U 2 i [ o il

i+l °?

A matriz P & utilizada exclusivamente para transformar
a matriz C e, consequentemente, nao precisa ser armazenada
em sua forma explicita. A matriz P ndo & utilizada em calcy

Tos posteriores.



94

3.7.2 Atualizagao da Fatoracgao LDLT com Aumento da Dimenmsao

da Matriz Hp

Considerando a equagdo (3.23), @ matriz Hessiana proje

tada atualizada H e dada por
k+1
1
T H oy M2
h Z D Tkk
- = 3-
LR TS LT B Hk[zkz] kT o 1389
T i :
z z Hka:z sz

Pode-se ver pela equacao, que a atualizagao da matriz

Hessiana projetada simetrica Hp e equivalente a inclusao de
k
uma linha e uma coluna adicionais a esta matriz.

A matriz Hessiana projetada atualizada H pode ser
k+1
= . s o T
expressa, tambem, em termos da atualizagao da fatoragao LDL
. - 1 i
; 5 " LT . Lk : 0 Dk 0 _Lk :-u
pk+] k+'| k+'l k+1 .-i‘.: ............. : - .
v L 0 o - -
Hpk :Lkau
u'D Ly iuTDuto (3.40)
0 vetor u e o escalar o podem ser determinados pela

comparagao entre as equag6e§ (3.40) e (3.39), ou seja, pela

solugcao das equagoes
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Ty 2 (3.41)

1
~

Lkau

Qa
1
N
o=
LN
t
=

Para uma matriz Hessiana positiva definida Hk’ ) ele

mento o sera sempre positivo.

Caso nao se tenha a matriz Hessiana H, ou a matriz Hes
siana projetada (tem-se a fatoracgao LkaLI), pode-se estimar
a ultima Tinha ou coluna. Pode-se estimar esta ultima 1linha

-
ou coluna pelo vetor [O,...,O,l] e obtem-se

B " =

L
" k . 0
Lk+1 . or:}-l:-'-n e (3‘42)
T
k+1 ol

Este procedimento & algo arbitrario. Entretanto, nota
-se que a direcao de pesquisa horizontal gk obtida pela que
da de uma restricdo & feita ao longo da nova coluna de Zk+1‘
Se a queda de uma restricao e chamada pelo algoritmo, na pro
xima iteracao, a ultima linha de Lk+1 refletira com maior
precisdao a informacao da verdadeira matriz Hessiana projeta

da.
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3.7.3 Atualizacao da Fatoragao LOL" sem Mudanca de Dimensdo

da Fatriz H
p

Quando nao ocorrer uma mudanga da dimensao do subespa

k+1) + Ii(xk) , a atualizagao da fatora

co s€ , ou seja, Ii(x
cao Lo’ da matriz Hessiana projetada Hp inclui- a nova infor
macao associada a matriz Z, 41 - Esta estrategia e conseguida
em duas etapas: na primeira etapa, atualiza-se a matriz Hes
siana projetada (veja a secao 2.8) utilizando a matriz Zk+1
e, na segunda etapa, efetua-se a fatoracgao LDLT da matriz
Hessiana projetada atualizada. Entretanto, pode-se atualizar
a fatoragio LDLT da matriz Hessiana projetada Hp fazendo a

correcao da fatoracao LDLT antiga com uma matriz de posto um

aplicando as atualizacoes da secao 2.8
3.8 Cotregio da Fatoragio LDLT com uma Matriz de Posto Um

0 algoritmo computacional (apresentado a seguir) para

T

efetuar a correcgao da fatoragao LDL ' aplicada na atualizagao

da matriz Hessiana projetada, expressa por

L L. o« DLt +rrny = 55" (3.43)

k41 k41 bk 41 kPklk

€ baseado no trabalho apresentado em Gill et alli (1975).



Notagao

LA(N, N)

LN(N, N)

DA(N)

DN(N)

VA(N)

VN(N)

a. Correcgao

1. Faga:

2. Faga:
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- antiga matriz triangular inferior e unitaria
- nova matriz triangular inferior e unitaria

- antigo vetor dos elementos diagonais da matriz

diagonal

- novo vetor dos elementos diagonais da matriz

diagonal
- vetor que define a correcdo da fatoragao LDLT

- vetor auxiliar

vetor auxiliar

da fatoracgao LDLT com uma matriz de posto um (+):

% T T
Les1Pretbier © Lilili * vV
TA = 1
VACT) = DA(I) » I =1,...,N

TA + A*VA(I) ]



4.

b.

1.

2.

B = TN/TA

DN(I) = B*DA(I)

]
L]

C = A/TN

se I = N, va para 4
VN(K) = VA(K) - V
se B < 4 LN(K,I) = LA(K,I) +
se B > 4 LN(K,I) = LA(K,I)/B +
VACK) = VN(K), K =

TA = TN

Faca: LRCI.I) =1 & I =
Correcao da fatoracao LDLT

-
Lk+Dk+Lk+
Faga: VN(1) = V(1)

se N=1, wva para 3

Calcule: VN(I) = V(I) -

I 1=

T
& LkaLk - Vv

K=1

A(T)*LA(K, 1))

C*VN(K)

C*VA(K)

L ||

| e

> K=I+1,..,N

98

% 1=7,..N

com uma matriz de posto um(-):

T

LA(I,K)*VN(K)



<

Calcule:

se TA < 0,

4.

Calcule:

se J = N

5.4

B.

Faga:

Facga:

VN(K)*VN(K)/DA(K)
1

-y
>
1
—t
i
netM=

K

14

TA = 2.2%10°

N - I+1

.
I

b
i

VN(J)/DA(J)

TN = TA + A*VN(J)

B = TA/TN

DN(J) = B*DA(J)

C = -A/TA

va para 5

LN(K,J) = LA(K,J) + C*VN(K)

K = Jd+1,...,N

YN(K) < VN(K) + VN(J)*LA(K,J)

?I

9

1,N



4 SUMARIO DO ALGORITMO DA FUNCAO DE PENALIDADE EXATA
GLOBALMENTE CONVERGENTE

A seguir sera apresentado o sumario do algoritmo da
fungao de penalidade exata globalmente convergente que se
destina a minimizar uma funcao de penalidade exata com 0

parametro u > 0 fixo.

Sumario do algoritmo

Inicio:

- escolha xo, co, 6,_}9, uo

- escolha Ho (aproximacao inicial da matriz Hessiana)
- facga k = 0 (contador de iteragoes)

Processo iterativo:

1 - faga k o« Kk & 1
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identifique Ii e 17 (conjunto de ndices das restri

v
goes e-ativas e e-violadas)

determine a matriz Ak (matriz dos gradientes das restri

coes ativas no ponto xk)

determine a fatoragao QTIB‘ (ou a fatoracao UEVT) da ma
0

triz Ak

. T B P
identifique a matriz Zk tal que Ak Zk =0 e Zkzk' 1

calcule o pseudo-gradiente VpI(xk)

calcule o pseudo-gradiente projetado ZEVpl(xk)

T k —
se ”Zkvp](x M < A » Va para 4

computacao da direcao de pesquisa horizontal

k T -1,T, k
h* = —Zk(ZkaZk) Zkvp1(x )
determine a fatoracao L D LT da matriz H = ZTH z
§ k“k K P k'k“k
resolva Lkﬁ = -ZEVp1(xk) , para W por substituigao pro
gressiva
resolva Llw = DE] w oo, para w por substituicao regressi

va
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faca hk = ka

pesquisa 1ine§r ao longo da direcao de pesquisa hori

zontal hk

se p(xk+ akhk) nao tem um limite inferior finito para

@ > 0, va para 7

k+1 k k+1

encontre x = X + ahk, tal que p(x
k+1

k
) < p(x7) (pes
quisa linear aproximada) ou p(x ) =p(xk+'akhk) =

= min p(xk + ahk) (pesquisa linear exata)
a

atualize a matriz Hessiana projetada Hp

va para 1

computacdo dos multiplicadores de Lagrange (solugao do

sistema sobredeterminado de equagoes AX = Vp](x))

k k
M K 2
resolva R | — |= kaDT(x ), para o vetor | —— |por subs
k k
AZ Az
tituicao regressiva

k 1 1 ’ €
se Mjé [i g E:I para qualquer J & IA1 ou

Ak Eﬁ 0 , 1|para qualquer j & 15, va para 5
%5 m Ay

computacao da direcao de pesquisa horizontal

k T -1,T k
h = -2, (Z,H,2,)7 2, %p1(x")
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g 5 3 : . |
- determine a fatoracao LkaLk da matriz Hpk = ZkaZk
— = k — e
- resolva Lkw = —ZRVp1(x ), para o vetor w por substitui
cao progressiva
- resolva Llw = DE1W , para o vetor w por substituicao re
gressiva
= Tara hk = Zk W

computacdo da direcdo de pesquisa vertical (solucao do

I, k

sistema hipodeterminado de equagoes Akv‘= ¢(xk+ h™), on

de ¢(xk+ hk)é o vetor das funcgoes das restrigoes  ati

vas em xE mas avaliadas em xk+ hk)

- resolva RTV = -¢(xk+ hk},para o vetor v por substitui
¢cao progressiva

- determine vk = le

k k

+V)zp(xk X

- se p(xk + h + h™) - & HZIVPI(Xk)|[ +

+ z El¢i(xk)!, va para 6
ieIA
determinacio do novo ponto de pesquisa (nas proximida

des da solugao)

- faca xk+1 < xk + hk + vk
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- faga o teste de convergencia

T
- se ||z Vp1(xk+]

(ou, se [”Vp1(x

)il2 < tol , pare

k+1 k+1

)+ R A]iv¢i(x ) -

k+1
21.Vct:i(x ) ] < tof , pare)

- atualize a matriz Hessiana projetada Hp

- va para 4

computacao da direcao de pesquisa horizontal hk (queda

de uma restricgao)

k .
= F .= - 1(A,
aga o, sinal( J)

3 b ol g T k
determine h™ = 4 Zk\j Zk\j v¢j(x )

- 5@ Vp](xk) % 1 min(O,o?)V¢j(xk) .
U

- faca: ¢ « /2
A+« /2

€
IV

- jdentifique Ii e
- atualize a matriz Ak

- determine a fatoracao QTIE (ou a fatoragao U I V) da ma
0

triz Ak



identifique a matriz Zk

=

calcule o pseudo-gradiente UpT(x
calcule o pseudo-gradiente projetado
se HZIVp](xk)ll =0 , va para 6
va para 2

reducao do parametro u
faca u « u/10

va para 1

Z

k

vpy(x7)



5 RESULTADOS NUMERICOS

0 algoritmo computacional da funcao de penalidade exa
ta globalmente convergente, apresentado no capitulo 4, foi
desenvolvido e implementado em linguagem Fortran com preci
sdo extendida no computador IBM-4341 da Universidade Federal

da Paraiba.

0 desempenho do algoritmo foi verificado utilizando

quatro problemas de teste:

- o problema de teste de Rosen-Suzuki com 4 variaveis

e 3 restricoes de desigualdade, apresentado no apendice 1;

- o problema de teste de Powell com 5 variaveis e 3

restricoes de igualdade, apresentado no apendice 2 e;

- o problema de teste de Wong com 10 variaveis e 8

restricdes de desigualdade, apresentado no apendice 3;

- 0 problema de fluxo de carga otimo associado a um

sistema de potencia com 23 barras, 30 linhas e 15 geradores
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que corresponde a um problema geral de programagao matemati
ca com 75 variaveis, 46 restrigoes de igualdade e 136 restri

coes de desigualdade, apresentado no apendice 5.

Nos apendices 1, 2 e 3 sao apresentados, para cada pro
blema de teste, a fungao objetiva, as restricoes de igualda
de e de desigualdade, o ponto inicial de pesquisa, 0 valor
da fungao objetiva no ponto inicial de pesquisa, o ponto de
solugao e o valor da funcao objetiva no ponto de solugao. No
apéndice 4 sao apresentados os simbolos, as relagoes basicas
e 0s circuitos equivalentes para a descricao de um sistema
de poténcia e para a definigao de um problema de fluxo de
carga otimo. No apendice 5 sao apresentados os dados, a con
figuracao de um sistema de potencia com 23 barras, 30 linhas
e 15 geradores e a formulagao do problema de fluxo de carga

otimo associado a este sistema.

Os resultados numericos para os problemas de testes
sao apresentados em tabelas que contenham os valores utiliza
dos para os parametros u, €, A e 8, 0 numero de jteracoes,
o valor da funcao objetiva no ponto de solugao, a norma do
vetor das restricoes ativas (CNORM) no ponto de solugao e 0

numero de passos de Newton utilizados em cada teste.

Assume-se, para todos os casos, a aproximagao da ma

triz Hessiana inicial como sendo igqual a matriz identidade.
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a) Resultados numericos para o problema de teste de Rosen -

Suzuki, apresentado no apendice 1

PARAMETROS

NUMERO DE FUNGAO CNORM PASSOS DE
1/u € AL § ITERAGOES OBJETIVA NEWTON
10 0.05 5 0.00001 12 -44 0.22E-11 6
5 0.01 5 0.00001 14 -44 0.57E-11 o
5 0.05 5 0.00001 13 -44 0.17E-12 g

Ponto de solugao encontrado:

*

x" = [7-0.00001, 0.99997, 2.00002, -0.99998 ]'

Valor das restricoes de desigualdade no ponto de solu

cao encontrado:

¢y = 0.2420 E-13
¢, = 0.2178 E-11
¢y = 0.1000 E 01

b) Resultados numericos para o problema de teste de Powell,

apresentado no apendice 2

PARAMETROS
NUMERO DE FUNGAO CNORM PASSOS DE

ITERACOES  OBJETIVA NEWTON

1.5 £ %, 8 )

10 ..0.01. . 5, 0.1 30 -2.9195 0.31E-09 03
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Ponto de solucao encontrado:

*

< = [-1.721725, 1,601006, 1.818720, -0.763157, -0.763030 '

Valor das restrigoes de igualdade no ponto de solucao encon

trado:

0.6039 E-13

)
=="]
1]

0.1230 E-1D

=9
~no
n

= 0.3012 E-09

-
w
I

c) Resultados numericos para o problema de teste de Wong,

apresentado no apendice 3

PARAMETROS NOMERO DE  FUNCRO  cyopy  PASSOS DE
N
T : ITERACDES  OBJETIVA NEWTO
5  0.001 2 0.00001 24 24.3 0.83E-12 2
8 0.001 1 0.00001 32 24.3  0.47E-12 2
5 0.001 1 0.0000] 22 20.3  0.226-12 2

4 0.001 1 0.00001 22 24.3 D.25E-T1 2

Ponto de solucgao encontrado:

x* = [2.17199, 2.36368, 8.77392, 5.09598, 0.99065, 1.43057,
1.32164,; 9.82872, 8.28009, 8.37592:]T
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Valor das restricoes de desiqualdade no ponto de solugao en

contrado:

4, = 0.1776 E-13
6, = 0.9592 E-13
by = 0.2131 E-13
6q = 0.5115 E-12
6 = 0.1847 E-12
bg = 6.1485

6, = 0.1776 E-14

¢g = 50.0239

d) Resultados numericos do problema de fluxo de carga otimo
associado a um sistema de potencia com 23 barras, 30 11

nhas e 15 geradores, apresentado no apendice 5

EARAME ] RDS NMERO DE  FUNCRO  (yopy  PASSOS DE
o R ,  ITERACDES  OBJETIVA NEWTON
300 0.001 10 0.00007 153 3843 0.01 0

Valores otimos encontrados para as tensoes nas barras e para

as geracoes de potencia.
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TENSAO NA BARRA POTENCIA GERADA
BARRA GEPADOR -
VALOR ABSOLUTO ANGULO DE FASE POT. ATIVA POT. REATIVA

01 0.964468 0.000000 1 0.4500 0.3721

02 0.978687 0.040202 2 0.1500 0.1857
3 1.2200 0.4161

03 0.960536 0.008314

04 0.950152 -0.001778

05 0.963921 0.044938

06 0.951952 0.029477

07 0.950012 0.013066

08 0.980823 0.081948

09 0.959625 0.027870

10 1.001786 -0.027218

11 1.095920 -0.011737
4 0.5750 0.4816
5 0.5850 0.4695
6 0.5850 0.4695
7 0.5850 0.4695

12 0.970518 0.138389

13 0.975888 0.172158

14 1.005182 0.155012 8 5.0030 3.2540

15 0.953124 0.171668

16 0.973075 0.307383

17 0.963796 0.273885

18 0.969315 0.263090

19 0.972621 0.266304

20 1.050156 0.403644 9 1.1200 0.9978
10 3.3400 1.6150
11 3.5700 1.6150

21 1.009727 0.335320

22 0.998846 0.323843

23 1.006427 0.394548 12 1.7110 0.6554
13 1.1200 0.6554
14 3.3400 0.6554
15 3.5700 0.6554

Observacgao: - Este problema de teste foi executado uma unica

vez, portanto, e possivel obter melhores resulta
dos com menor numero de iteracoes pela manipula

¢ao dos parametros p, €, A e §.

- 0 problema fisico em questao apresenta pequenas
variacoes de iteracao para iteragao (quinta casa

decimal) que esta alem da capacidade de controle
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dos sistemas usuais. Portanto, o ponto encontira
do pode ser considerado um ponto otimo de solu

cao para o sistema.



6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentado o algoritmo da funcgao
de penalidade exata globalmente convergente, destinado a resol
ver o problema geral de programagao matematica, e 0S resulta
dos dos testes feitos com quatro problemas de teste, incluin
do o problema de fluxo de carga otimo associado a um sistema
de potencia com 23 barras, 30 linhas e 15 geradores. Pelos re

sultados destes testes pode-se verificar que:

- em todos oS casos, o algoritmo atingiu a solugao com
a precisao exigida, mostrando a propriedade de conver

gencia global;

- 0 algoritmo apresentou a taxa de convergencia superli

near com passo 2, quando proximo da solugao;

- a convergencia global, durante o processo iterativo,

nao depende da escolha dos parametros u, €, A e §;

- a eficiencia do algoritmo depende da escolha dos para

metros u, ¢, Ae &;
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- o numero de passos de Newton, he @ vk, e pequeno em
comparacao com o numero total de iteragoes requeridas
para resolver os problemas de teste e, portanto, 0
uso do metodo das diferencas dos gradientes na atuali
zagao da matriz Hessiana projetada nao e, computacio

nalmente, proibitivamente dispendioso;

- a eficiencia do algoritmo e mantida com a wutilizagao
; T ; s ; i
da matriz Z Z como aproximagao da matriz Hessiana pro

jetada, quando longe da solugao;

- a dependencia linear entre os gradientes das restri
¢oes ativas afetam o desempenho do algoritmo, mas nao
e claro como contornar este problema de maneira  oti

ma;

- 0 algoritmo pode ser um instrumento util na solugao
de problemas gerais de programacao matematica, inclu
indo o problema de fluxo de carga otimo, pois pode ge

rar resultados com eficiencia e precisao requerida.

Pode-se fazer as seguintes sugestoes para um futuro tra

balho:

- incluir a dependencia linear dos gradientes das res
tricoes ativas aplicando, por exemplo, a teoria desen

volvida por Senad Bussovaca (1984) no algoritmo;
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otimizar as atualizagoes de u, €, Ao e &, durante 0

processo iterativo, para que a eficiencia do algorit
mo seja menos dependente da escolha inicial destes

parametros;

verificar se a normalizagao das variaveis podem influ

ir no desempenho do algoritmo;

verificar se outras tecnicas de atualizagoes (fatora
cao ortogonal, fatoracgao LDLT, matriz Hessiana ou ma
triz Hessiana projetada) podem melhorar o desempenho

do aTgoritmo;

incluir a informagdao de segunda ordem na diregao de
pesquisa que e utilizada quando ocorre a queda de uma

restricaos

verificar a dependencia entre a eficiencia do algorit
mo e a pesquisa linear (fazer o uso de pesquisa line
ar exata ou aproximada ao longo da direcao de pesqui

sa).
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APENDICE 1

PROBLEMA  TESTE DE ROSEN-SUZUKI [ROSEN & SUZUKI (1965) ]
COM 4 VARIAVEIS E 3 RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Funcao objetivo:
— 2 2 2 5 5 4
f(x) = x7 + X5 + 2X3 + X; - 5x; - 5%, 214 TXq » X ER .

Restricoes de desigualdade:

. w2 B2
0 (x) = -2x, Xp = Xq = 2X{ * X + Xg + Xg 2 0,
b, (x) = -x2 o X2 e %S = oxf e g = X = N, * X, + 8 >0
2 ] 2 3 4 1 2 3 4 - ’
d,(x) = —x2 s 2x= & w" = e Pxs 4 X, # X, + 10 20
3 1 2 3 4 1 4 =



f(x*) = =44,

Ponto inicial viavel:

126



APENDICE 2

PROBLEMA  TESTE DE POMWELL [POHELL (l978a)] COM
5 VARIAVEIS E 3 RESTRICOES DE IGUALDADE

Funcao objetivo:

e
(]
—
>
S
1}
>
(%]
>
w
1
wn
bad
s
>
o
I
{=)

Ponto de solucao:

*
X = P1.717144, 1.595709, 1.827245, - .763643, - .763643]T



*
f(x ) = -2.9197004

Ponto inicial



APENDICE 3

PROBLEMA  TESTE DE WONG [ASAADI (1973) | com
10 VARIAVEIS E 8 RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Funcao objetivo:

f(x) = x% + Xg tXqX, - 14x1 - 16x2 + (x3 - 10)2 +

2

2 +2(xg - 1)° + 5x

Falxg - 5)2 (xg - 3)° -

4

2 2

¢ 7(x - 11) + 45 , xR

8

+ 2(xg = 10)% + (x79 - 7)

9
Restricoes de desigualdade:

£ 2

o1(x) = =3(x; = 2)7 - 4(x, - 3)" - 2x3 + Txy + 120 > 0 ,
05 (x) = =5xy - 8x, - (x5 - 6)2 + 2x, + 40 > 0 .
¢3(X) = -%(x] - 8)2 - 2(x2 - 4)2 - 3x§ + Xp ¥ 30 >0 ,
64(x) = -x2 = 2(x, - 2) + 2x;x, - 14xg + 6xg > 0 |
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dg(x) = -4x - 5x, + 3x5 - Ixg * 1056 > 0 ,

dg(x) = =10x; + Bx,"+ 17x5 - 2xg > 0 ‘
2

9,(x) = 3x; = 6x, = 12(xq = 8)° + Txyg > 0 ,

bg(x) = 8xq = 2x, = 5xg +2xq4 + 12 > 0
Ponto de solugao:
e [ 2.17, 2.36, 8.77, 5.09, 0.99, 1.43, 1.32, 9.82, 8.27, 8.37]T

f(x') = 24.3062

Ponto inicial viavel:



APENDICE 4

STMBOLOS, RELACOES BASICAS E CIRCUI

TOS EQUIVALENTES RELEVANTES PARA A

DESCRICAO DE UM SISTEMA DE POTENCIA

E PARA A DEFINICAO DE UM PROBLENA DE

FLUX0O DE CARGA OTIMO CORRESPONDENTE

1 Simbolos e Relagoes Basicas

- numero de
- numero de
- numero de
- numero de

- numero de

barras;
linhas;
geradores;
compensadores;

transformadores;

= V, +jV = Vie i - fasor da tensao debarra na barra i;

sV - componentes real e imaginario da

tensao de

barra na barra i;

0 - magnitude e angulo de fase da ten

sao de barra na barra i



P

min

i

max .

min

G. * P
b !

ma x
.I
. = B8.-0.
3, 1 8.J
ma X
%444
1
max min max
s 1 » Q
Gi Gi Gi
2 2
Pe. * 0
i
i
ist¥s Ve Y. ¥s ) #
iJ Ri RJ Ii IJ
Bij(VR-VI “Vp V1)
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limites inferior e superior
da magnitude da tensao de bar

ra na barra i;

diferenca do angulo de fase
das tensoes de barra associa
do com a linha k que conecta

a barra i a barra i;

limite superior da diferencga
do angulo de fase associado
com a linha k que conecta a

barra i a barra j;

geracao de potencia ativa e

reativa do gerador i;

limites inferior e superior
das geracoes de potencia ati

va e reativa do gerador i;

geracao de potencia aparente

do gerador i;

valor nominal de potencia apa

rente do gerador i;

Potencias ativa e reativa

consumidadas na barra i;

Potencia ativa que flui da

barra i para a barra j;
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potencia reativa que flui da

barra i para a barra j;

potencia ativa injetada na

barra i;

potencia reativa injetada na

barra 1i;

perda na transmissao de poten
cia ativa na linha k que co

necta a barra i a barra j;

perda na transmissao de poten
cia reativa na linha k que co

necta a barra i a barra j;

Timite superior das perdas na
transmsissao de potencias ati

va e reativa;
perda total da transmissao de

potencia ativa;

perda total da transmissao de

potencia reativa;

custo total da geragao de po

tencia ativa;

custo da geracao de potencia

ativa do gerador i;
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Ay s 3y ag - coeficientes da fungao de cus
to de geracao de poténcia ati

va do gerador i;

P, e tR_+jt = tie E - razao de transformacao comple
xa do transformador comple

X0 13

t - componentes real e imaginario
da razao de transformagao com
plexa do transformador comple

Xn 13

t.s ¢ - magnitude e angulo de fase
da razao de transformagao com
plexa do transformador comple

¥0 a3

min
i gmax

min
i = e 3 i

max
i - i

3 - limites inferior e superior

t

¢ ¢

da magnitude e do angulo de
fase da razao de  transforma
cao complexa do transformador

complexo i

L(1) - conjunto de Tndices das bar

ras conectadas a barra i;

+ij, - impedancia complexa da 1linha
k que conecta a barra i a bar

ra js;



L L
§ otk
Ru’ 1J
k. . ;
Yij - Gij-JB
L I
Gij’ Bij
yL3H _ gLSH_
1 13
LSH LSH
Gi5 » Bij
Gbus = [Gij]
Bbus N [Bij]
Ybus 3

= Bpys IBpys * [Yij]

<>

jel(i)
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resistencia e reatancia de 1i
nha da linha k que conecta a

barra i @ barra j;

admitancia complexa de Tlinha
da linha k que <conecta a bar

ra i a barra j;

condutancia e susceptancia de
Tinha da 1inha k que conecta

a barra i a barra j:

admitancia shunt de Tinha com
plexa da linha k (que conecta
a barra i a barra j) na  bar

a1

condutancia e susceptancia

shunt da linha k (que conecta
a barra i d@ barra j) na bar

ra 13

matriz da condutancia de bar

ras

matriz da susceptancia de bar

re;

matriz admitancia, tal que:

- ey
T %)

/\L . _
(Y ) i=1, w..y Ny



~ _ /\L ¥

Yij = —Y1.j R s Ng
I . g
i %3

2 Circuito Equivalente para uma Linha de Transmissao com

um Transformador Complexo

Uma linha de transmissao e um transformador complexo
ideal conectado em série (Figura A4.1) pode ser representado

por um circuito m equivalente (Figura A4.2).
Linha de Transmissao

Barra i  Transformador Complexo P Barra j
Y _ (97 Vi35 L
O— 1:t - ! I } e ¥
1\ J i
e - yon yerk V.

V. tV. 1] N J

1 1
k74 TITTTT 7777 : T
Fig. A4.1 - Uma linha de transmissao e um trans-
formador complexo conectado em serie.
1 yL
Barra i eq; Barra J
o, ' f ' t O
O
A ?L A
€q; 5
Vi ?EEH §LSH G.
1J EjS J
m W

Fig. A4.2 - Um circuito m equivalente.
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As admitancias de um circuito m equivalente podem ser
expressas como uma funcao dos parametros conhecidos da linha

de transmissao e do transformador complexo:

"\L A*AL
Y = ¥ Y.,

eqij 1J
/'\L ,\*AL
) A A g

QjS Y1J

(Ad-1)
vLSH 2o B SLSH ]
= ) 1R . B L i

quij SHGTRR v d
o R R L LR

eq;; b R i
Das relagoes (A4-1)

L = -
feq. ” MRO15 " trPiy

1]

L
B - t 8L, + t 6t

€q; 5 R™ij 1“1

L -
Geqji = tRGij + tIB1J
B = g.BY. - .6

eqji R71j I71]

LSH 2 2 L LSH L
G = by + & G . gy G

€q (tg 1) (65 1] ) 1eq1J

LSH 52 2 LSH, _ oL
Beqij = (tR + tI)(B1J + Bij ) Beqij

LSH L LSH L
G = (Gs, + G;2)- G
eq 5 ij iJ €q;;
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APENDICE 5

SISTEMA DE POTENCIA COM 23 BARRAS, 30 LINHAS E 15 GERADORES

E O RESPECTIVO PROBLEMA DE FLUXO DE CARGA OTIMO

0s dados para o sistema foram obtidos de Lipowski

(1980a). Todos os valores sao dados na forma 'por unidade'.

1 Configuragao do Sistema e os Dados de Linha

TABELA A5.1 - CONFIGURAGAO DAS LINHAS E 0S DADOS DE LINHA

L DESIGNAGRO DAS LINHAS DADOS DE LINHA

N

RESISTENCIA REATANCIA SUSCEPTANCIA POT. ATIVA

i SERIE  SERIE SHUNT ~ LIM. CARGAS
1 1 = 3 0.02420  0.05400  0.00580  0.02420

2 1 - 4 0.03090  0.06930  0.00755  0.03090

3 2 - 5 0.04040  0.08880  0.00985  0.04040

4 5 - g 0.03250  0.07090  0.00785  0.03250

5 2 - 7 0.06150  0.16200 0.01710  0.06150

6 3 - 6 0.05760  0.15200  0.01600 0.05760

7 & - 9 0.02660  0.07000  0.00740 0.02660

8 7 - 9 002290  0.05040  0.0050  0.02290

g 6 - 8 0.04460  0.10030  0.01090  0.04460
10 10 -1 0.02330  0.05140  0.02280  0.09320
11 8 - 10 0.05970  0.13150  0.01455  0.05970
12 9 - 10 0.05970  0.13150  0.01455 0.05970
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L

© DESIGNACRO DAS LINWAS . . DADOS DE LINHA
N -
RESISTENCIA REATANCIA SUSCEPTANCIA POT. ATIVA

5 HRRRR - BARRA. SERIE  SERIE  SHUNT  LIM. CARGAS
13 13 - 14 0.00430  0.03510  0.11865  0.16530
14 12 - 14 0.00430  0.03510  0.11865  0.16530
15 12 - 15 0.00380  0.03070  0.10360  0.14610
16 15 - 18 0.00350  0.02880  0.09755  0.13450
17 13 - 23 0.00890  0.07200  0.24355  0.34210
18 16 - 17 0.00100  0.00800  0.02715  0.03840
19 17 - 18 0.00210  0.01670  0.05665  0.08070
20 18 - 19 0.00160  0.01270  0.04310  0.06150
21 19 - 20 0.00450  0.03620  0.12255  0.17300
22 18 - 22 0.00240  0.01920  0.06490 0.09230
23 20 - 2] 0.00190  0.01560  0.05280  0.07300
2 ol - 2 0.00140  0.01140  0.03850  0.05380
25 16 - 23 0.00200  0.01640  0.05545  0.07690
2 g8 - 12 0.00230  0.08390  0.00000  0.00550
27 8§ - 13 0.00230  0.08390  0.00000  0.00550
28 2 L 12 0.00185  0.13000  0.00000  0.00600
29 § 13 0.00230  0.08390  0.00000  0.00550
30 foss.8 0.00250  0.20000  0.00000  0.00200

Os valores atribuidos as susceptancias shunt sao iguais a me
tade dos valores totais de sus¢eptancias das .linhas.

TABELA A5.2 - LOCALIZAGCAO DOS GERADORES E DOS TRANSFORMA

DORES
GERADOR BARRA TRANSFORMADOR LINHA BARRA
1 1 1 26 i
2 2 2 27 13
3 2 3 28 1.2
4 11 4 29 13
b 11
6 11
7 11
8 14
9 20
10 20
11 20
12 23
13 23
14 23
15 £d




2 Potencia Consumida nas Barras

TABELA A5.3 - POTENCIA CONSUMIDA NAS BARRAS

CARGA
fiitil POTENCIA POTENCIA
ATIVA REATIVA

1 0.6400 0.1600

2 1.0100 0.2500

3 0. 0.

7 0.4700 0.1200

5 0.5100 0.1300

6 0.4100 0.1000

7 0.4800 0.1200

8 0.0100 0.

9 1.5000 0.3800
10 1.7700 0.4400
1 1.3000 0.3200
12 0.0600 0.

13 ~0.0400 0.

12 1.8000 1.2000
15 2.0100 0.5000
16 1.3200 0.3300
17 3.4400 0.8600
18 1.0400 0.2600
19 37600 0.9400
20 -1.0000 -0.2500
21 3.7500 0.9400
22 -2.1000 -0.5200
23 1.2900 0.3200

3 Problema do Fluxo de Carga Dtimo

0 problema associado do fluxo de carga otimo:e
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defini

do como um problema geral de programacao matematica com:

75 variaveis;

46 restricoes de igualdade;



Fig.

A5.1 - Configuracao do Sistema.
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- 136 restricoes de desigualdade.

sob a condigao imposta que as razoes de transformagao de todos

0os transformadores (reais) sao fixadas: t. =l 12 la wive &

3.1 Funcao Objetivo - Custo Total da Geracao de Potencia

Ativa
15
f(x) = C(P,) = % C.(P. )
G j=1 1 Gy
onde
C,(Pg.) =2y Po + 2, Pé + a2, Pé - funcado custo de gera
i i i i i 1 1 cao de potencia ativa

associado ao i-esimo
gerador.

TABELA A5.4 - COEFICIENTES DA FUNGAO CUSTO DE GERAGCAO DE PO
TENCIA ATIVA E 0S LIMITES DAS GERAGOES DE PO
TENCIA ATIVA E POTENCIA REATIVA

COEFICIENTES LIMITES
GERADOR . -
2, a, ag PE1n PEaX Qg]n sgém
1 322.00 0.0 0.0 0.450 1.820 - -0.300 2.400
2 322.00 0.0 0.0 0.150 0.610 -0.100 0.800
3 219.40 0.5 0.0 0.600 1.220 -0.200 1.600
4 221,37 -13.5 11.25 0.430 0.575 <0.100 0..750
5 218.14 1.0 0.0 0.430 0.585 -0.100 0.750
b 228.90 -29.0 23.50 0.430 0.585 -0.100 0.750
7 225.90 -29.0 23.50 0.430 0.585 -0.100 0.750
8 85.00 0.0 0.0 5.003 5.004 -1.200 6.600
9 170.56 1.0 0.0 0.220 1.120 =0.250 1.500
10 139.30 1.0 0.0 1.350 3.340 -0.650 4.000
11 118.14 1.0 0.0 1.430 3.570 -0.650 4.200
12 166 .56 0.5 0.0 0.440 2.240 -0.500 3.000
13 170.56 1.0 0.0 0.220 1.120 +0.250 1.500
14 132.30 1.0 0.0 1.350 3.340 -0.650 4.000
15 11218 1.0 0.0 1.430 3.570 -0.650 4.200
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3.2 Variayeis (75)

X, = VR. I = 1y surs 23
i
Xi403 = VLi T =2 15 ssss 22
Xis45 = PGi i=1, i3 18
x1+60 = QGi 1 &8 )l sass 15
(v = R 3 na
123 = 0 - componente de referencia da tensao

barra.)

3.3 Restricoes de Igualdade (46)

Equacoes nodais de fluxo de carga para barras nao gera

doras (34):

= E = f(1 i = s VI
c; (x) P + PLk 0 k = f(i) 5 = 1,
Cierz(X) = Q QLk = k = f(i) s Bg amey AT

Equacoes que relatam a geracao total e as geragoes in

dividuais nas barras geradoras (12):

tot

€. (x) = P - % p = 0 e, susg B
i+34 Gi jed(i) Gj
tot .
€. (x) = Q - I P =0 2 3, cnsg B



onde
tot g :
Pe'" = P, + P v o= (i) i=1, , 6
1 '3
tot ; .
QG. =Q)?.+Q|_ g = f(i) i = i, ; B
1 b
i 1 2 34 5 6 7 89 16 11.12 13 .14 15 16 17
k 34 56 7 8 91012 13 15 16 17 18 19 21 22
£ 1 27 14 20.23
& Conjunto de indices das barras nao geradoras.

A% Conjunto de indices das barras geradoras.

J(1)

n

1]

I

{1}
{2, 3
8, B, b, 7}
{8}
{9, 10, 11}
{12s 18: 144 15}
i = Ty s 23 - potencia ativa e

das na Tabela A5.3.

3.4 Restricoes de Desigualdade (136)

145

poten

cia reativa consumida da

Restrigoes correspondentes aos limites das tensoes (46):
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coyqpl®) = // vgi + vfi . v?i" >0 = s gty 3
ciipg(x) = VI o vgi + V§1 > 0 = 140 7
Restricoes correspondentes aos limites de geracoes
Ciyg2(x) = Pg - Pg:” >0 = 15 vo.s 1B
Cie107(%) = PE?X " Pa, =0 g ity 25
ip122(X) = Qg _ gmin x4 e Blra 18
i Gi
Cip17(X) = Sgo - //_;E;h:—ag i s

.i

Restricdes correspondentes aos limites de potencia ati

va transmitida (30):

Ci+152(x) PE?X Pp1 >0 5 i=1,
onde

VI = 095 { =1, voos 23
VTax = 1.05 i=1, y &3
Pg:n, PE?x’ Qg:n’ Sg?m T = Ty wews b

.5 30

- 1imites dados na
Tabela A5.4.
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max $ =1, ..., 30 - limites dados na
Py Tabela A5.1.



