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Resumo

O presente trabalho se propde a comparar o desempenho dos métodos iterativos
basicos de Jacobi e de Gauss-Seidel e dos métodos de aceleracdo de convergéncia, Sobre-
Relaxag@o Sucessiva (SOR), de Chebyshev adaptativo, de Chebyshev ndo-adaptativo, o método
dos Gradientes Conjugados e dos Gradientes Conjugados acelerado, para soluciio de sistemas de
equagdes lineares.

Procurou-se estabelecer critérios praticos para decidir em que condi¢gdes o emprego
dos métodos de aceleragdes € recomendavel em lugar dos métodos iterativos bésicos quando as
condig¢des de aplicabilidade desses métodos sdo satisfeitas.



Abstract

The pupose of this work is to compare the performance of the basic Jacobi and
Gauss-Seidel iterative methods, Successive over-relaxation, Chebyshev non-adaptative and
adaptative convergence acceleration methods, the conjugate gradient and accelerated conjugate
gradient methods for solution of systems of linear equations.

Provided applicability conditions for iterative methods are satisfyed, practical criteria
to decide under wlich conditions acceleration methods should be used instead basic iteration
methods are sought.
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Capitulo I

Introducao

1.1 Métodos Iterativos

Resolver sistemas de equagdes lineares cuja matriz dos coeficientes € esparsa, de
ordem elevada e estruturada € muitas vezes um dos passos da solugdo de um problema maior.
Exemplos tipicos sdo os problemas que envolvem a resolu¢do de sistemas de equagdes

diferenciais parciais dos tipos parabdlico, eliptico e hiperbélico.

Devido as dificuldades e, na maioria dos casos, a impossibilidade de se obter uma
solug@o analitica de equagdes diferenciais, elas sdo resolvidas por métodos numéricos, o que
envolve uma resolugdo de um sistema de equagdes lineares cuja matriz dos coeficientes possui
estruturas especiais que podem ser exploradas. Solugdo de sistemas lineares com essas

caracteristicas ocorrem na solug@o de problemas de difusdo de néutrons, de escoamento de fluido,

1



de elasticidade, de transmissdo de calor em sdlidos, de previsdao de tempo, além de problemas de

engenharia [Young 71].

A resolugiao de sistemas lineares de grande porte e esparsos € praticamente impossivel
sem o uso do computador. Usualmente sdo utilizados métodos iterativos que ndo destroem a
estrutura da matriz dos coeficientes, ao contririo dos métodos diretos que introduzem elementos
nao nulos nas posi¢des que inicialmente continham elementos nulos. Métodos iterativos sdo mais
adequados que os métodos diretos na solucio de sistemas quando se procura minimizar o tempo
de processamento e o espago de armazenamento requerido no computador [Varga 62], devido a
simplicidade e uniformidade das operacdes realizadas nas iteragdes. Contudo, deve-se chamar a

atengdo para o fato de que ndo ha regras rigidas para escolher um método direto ou iterativo

[Ralston 65]. Na verdade, existem controvérsias quanto a essas regras.

Serdo tratadas duas classes de métodos iterativos. A primeira, baseado na iteragdo

linear em uma varidvel, para encontrar uma raiz de uma equagao néo linear
- (m+1) _ (m)
u-g(u)=0,u =g(u™).

A segunda, a dos gradientes conjugados, baseado na minimizagdo da forma quadratica
1
Qu)=-u"Au—-u’b.
2

1.2 Objetivos do trabalho

O objetivo do trabalho é estabelecer critérios préticos para a escolha de um método

iterativo que possa ser aplicado com sucesso na solugio de um sistema de equagdes lineares.

Para alcangar esse objetivo, inicialmente serdo revistos os fundamentos da teoria dos
métodos iterativos. Serd feito um estudo de um método iterativo linear estacionério de primeiro

grau que se caracteriza por fornecer a cada iteracdo uma aproximagdo do vetor solugdo

satisfazendo a equacdo



u™=Gu"P+k, m=12,,... (1-2.1)

Na andlise do método genérico, definido pela equagdo (1-2.1), ndo ha preocupagio
quanto a forma da matriz G e do vetor k. Escolhendo-se formas particulares de G e de k, obtém-
se os métodos iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel e de Sobre-Relaxagdo Sucessiva. Todos os
métodos serdio aplicados a problemas comuns para observar qual deles produz o melhor
resultado. As condigbes de convergéncia desses métodos, que variam de acordo com as
propriedades da matriz dos coeficientes, sdo consideradas em seguida. A ateng¢#o serd dada para
o caso da matriz dos coeficientes ser real. Além disso, para limitar o escopo deste trabaltho, sé
serdo vistos os casos em que a matriz dos coeficientes tem, pelo menos, uma dentre as

propriedades abaixo, o que garante a convergéncia do método:

1. Matriz estritamente diagonal dominante;
2. Matriz irredutivel com diagonal dominante;
3. Matriz simétrica positiva definida e

4, Matriz consistentemente ordenada.

Serao discutidos, ainda, procedimentos gerais para aceleracdo de convergéncia dos
métodos iterativos de Jacobi e de Gauss-Seidel (métodos iterativos basicos). Esses procedimentos
de aceleragdo, chamados aceleragao polinomial, envolvem a formagao de uma nova sequéncia de
vetores que sdo combinagbes lineares de aproximagdes obtidas pelo método bdsico. O
procedimento polinomial € uma das muitas abordagens usadas para acelerar a convergéncia de
métodos iterativos basicos.

A Aceleragdo de Chebyshev, que é uma otimizagio da aceleragfio polinomial, é
obtida com um custo baixo e nfio requer armazenamento de grandes quantidades de dados
adicionais na memdoria como na aceleragdo polinomial. A aceleragao usa aproximagdes obtidas

nas iteragdes m-1 e m para obter uma nova aproximagao

nl) _ m k)= o "
u(’l+)—pm+1{Y[Gu +k)_(1_7)“ }+(1_pm+l)u(n ) (1-2.2)

emque P,y € Y sfo pardmetros de aceleragioe m 2> 1.



No procedimento (1-2.2) um teste sera feito durante cada iteragio para determinar se
os pardmetros de aceleragio satisfazem ou ndo as condigdes de convergéncia. Se ndo
satisfizerem, o procedimento adaptativo faz uma nova estimativa para eles. As decisdes tomadas
pelo procedimento adaptativo serdo baseadas na comparagido da redugédo do erro observado nas

iteragdes (1-2.2) com a redugio esperada do erro quando o parimetro estimado for aceitavel.

O método dos Gradientes conjugados, uma outra classe de métodos, é baseado na

minimizacgio da forma quadritica

Q(u):%uTAu—bTu.

Desde que
0w = O+ (u-W)" A(u-T),

onde 1= A™'b ¢ a solugdo do sistema linear Au=Db, em que A é uma matriz simétrica positiva

definida, resolver o problema Au =Db é equivalente ao problema de minimizar Q(u).

1-3 Estrutura da dissertacao

O trabalho contém 6 capitulos, dos quais o primeiro ¢ uma introdugdo e os cincos

restantes seu desenvolvimento,

O capitulo 2 trata dos métodos iterativos basicos. Sdo definidos os métodos iterativos
de Jacobi e de Gauss-Seidel, e as matrizes de iteragio desses métodos s@o apresentadas. O tdpico
sobre convergéncia apresenta teoremas relacionando raio espectral e taxa de convergéncia com os

autovalores das matrizes de iteragfo.

O capitulo 3 apresenta 0 método de Sobre-Relaxagio Sucessiva (SOR) e o método de
aceleracdo de Chebyshev. Uma breve apresentagio do método SOR ¢ feita enfatizando a
consisténcia do método com o sistema Au=Db. E apresentado de forma detalhada o método da

acelerac@o de Chebyshev, finalizando o capitulo com um algoritmo global do método.



O capitulo 4 trata do método dos gradientes conjugados e do método dos gradientes
conjugados acelerado com base na matriz de iteragido de Jacobi, finalizando o capitulo com um

algoritmo global do método da aceleragio dos gradientes conjugados.

O capitulo 5 apresenta uma descri¢io das matrizes dos coeficientes dos sistemas

usados em testes, um plano de testes, os resultados dos testes realizados e uma avaliagio

comparativa dos métodos.

O capitulo 6 apresenta conclusdes e sugestdes para trabalhos adicionais.



Capitulo 11

Métodos iterativos basicos

2-1 Introducao

Este capitulo estuda uma classe de métodos iterativos para resolver sistemas de

equacgdes lineares
Au=b, (2-1.1)
em que A é uma matriz real ndo singular n X n e b € um vetor coluna real n X 1 conhecido.

Todos os métodos considerados neste capitulo sdo métodos estacionarios lineares de

primeira ordem, que podem ser expressos na forma

u™ =Gu"” +k, n=1,2,... (2-1.2)



em que G é a matriz de iteragio real associado ao método dependente de A, ¢ Kk € um vetor

conhecido que depende de A e de b. O método ¢ de primeiro grau se u("H) depende unicamente

(n—-1) oy

de u(") e ndo de oy » o - O método € linear se nem G nem k dependem de l.l(”] é

b

estaciondrio, se nem G nem k dependem de n. Neste contexto, qualquer método da forma (2-1.2)

* serd chamado método iterativo bastco.

2-2 Convergéncia

O método iterativo definido por (2-1.2) é convergente se e somente se para qualquer

. e (o e _—
aproximagdo inicial ", a sequéncia gerada converge para algum u.

Definicio 2-2.1 O raio espectral S(A) de uma matriz A de ordem #n X n é o maior dentre os

moédulos dos autovalores de A. Assim

S(A)=max

I1€ign

A

Se os autovalores de A forem reais, denotamos por m(A) e M(A) algebricamente o

menor e o maior autovalor de A, respectivamente, isto €,

m(A)zlmin A M(A)= max A (2-2.1)

<isn ¢ I<i<n !
O teorema a seguir ¢ importante no estudo da convergéncia. Ele estabelece a

condi¢do que os autovalores de G devem satisfazer para haver convergéncia de um meétodo

iterativo.

Teorema 2-2.1 O método iterativo definido por (2-1.2) é convergente se e somente se o raio

espectral da matriz G, $(G), satisfaz a condi¢do S(G) < | [Young 71].

O teorema 2-2.1 estabelece uma condigdo necessaria e suficiente para a convergéncia
do método. Entretanto, ndo garante a convergéncia para a solugdo Unica do sistema. Para se

determinar quando isto ocorre, é necessdria a introdugdo do conceito de consisténcia.



Defini¢io 2-2.2 O método iterativo definido por (2-1.2) € consistente com a equagdo (2-1.1) se

e somente se toda solugdo da equagdo (2-1.1) for solugdo da equagao

(I -Gu=k, (2-2.2)

em que / é a matriz identidade de ordem n.

O teorema seguinte estabelece que o método converge para a tnica solugdo do

sistema (2-1.1) qualquer que seja a aproximagdo inicial.

Teorema 2-2.2 Se a equagdo (2-1.1) tiver solugdo e o método iterativo (2-1.2) for consistente
com a equagio (2-1.1) e convergente, entdo A € ndo singular e a convergéncia se da para a tnica

solugdo do sistema qualquer que seja a aproximacdo inicial [Young 71].

Se um método iterativo for consistente com o sistema (2-1.1), e se em alguma
iteracdo, a solug@o U desse sistema for obtida, em todas as iteragdes subsequentes o mesmo vetor

u serd repetidamente encontrado. Esse fato evidencia também a importincia do conceito de

consisténcia.
Até o momento foram consideradas as condi¢bes sob as quais o método iterativo
definido por (2-1.2) converge para a solugdo tnica do sistema Au=b, sem se preocupar com a

velocidade de convergéncia. A taxa de convergéncia € um conceito que surge da necessidade de

se analisar essa velocidade. Para medir a rapidez de convergéncia do método iterativo

estacionario linear (2-1.2), o vetor erro g("” ¢ definido por
e = um _g. (2-2.3)
Usando (2-1.2) com o fato de que U também satisfaz a equagdo (2-2.2), tem-se
e =(Gu"D +k)—u=Gu" D +(I-Gu-u
=Gu" D _Gu+u-u=Gu"™" -u)

=G "=, =G e, @24



Portanto, para qualquer norma, tem-se

Hg(m)“g"Gm"_HE(O) | -

Assim, "Gm" d4 uma medida pela qual a norma do erro foi reduzida depois de m iteragdes.

Define-se taxa média de convergéncia de (2-1.2) por

R, (G)=-mtlog|G™|. (2-2.6)

. 1
Pode-se mostrar que, se S(G) < 1, entdo Amﬁ("(}m") i =S5(G) [Young 71]. Isso

permite definir taxa assintética de convergéncia que € dada por

R..(G)= r%i_rgoRm(G) =-1og(S(G)). (2-2.7)
Observe que Rm(G) depende da normae R (() independe de qualquer norma.

Defini¢do 2-2.3 Sejam G| e G7 duas matrizes de iteragdo. A iteragdo (2-1.2), com G = Gy, é

chamada assintoticamente mais rdpida que a iteracdo com G = G2, se §(G1) < S(Gp) < 1.

Da definicdo de taxa de convergéncia conclui-se que a velocidade de convergéncia

serd tanto maior quanto menor for S(G).
2-3 Propriedades de matrizes

Nesta secdo sdo revistas algumas propriedades basicas de matrizes e notagdes da

teoria de matrizes que serdo usadas neste trabalho.

Definic¢ao 2-3.1 Uma matriz A de ordem n X n € simétrica positiva definida (SPD), se e somente

se, A for simétricae v’ Av>0, para qualquer vetor de ordemn x 1, v # 0.



Definicido 2-3.2 O método iterativo (2-1.2) é simetrizdvel se para alguma matriz W a matriz

W(I - G)W™ é SPD. A matriz W é chamada matriz de simetrizago.

Definic¢do 2-3.3 Uma matriz A, de ordem n X n € irredutivel, se n = 1 ou se n > 1 e dados dois

subconjuntos ndo vazios S e T de W, o conjunto dos n primeiros inteiros positivos, satisfazendo

S+T=W,existirem ie Seje T tal que a; #0.

Definicio 2-3.4 Uma matriz A de ordem n X n € diagonal dominante se

n
1) |a,-,-| > j=§}$i \a,-j

=T, i=1,2; ...

2) se existe, pelo menos um k tal que |akk I >

A ¢ estritamente diagonal dominante se

n
aii| > 3 _‘aiji, i=1,2,...,n
g=k, 30

Defini¢ao 2-3.5 Uma matriz A, n X n, é consistentemente ordenada, se e somente se, existirem f

subconjuntos disjuntos de W, o conjunto dos n primeiros inteiros positivos, tais que sua unido seja

igualaWejeS,,, quando i€ S, e i> j enquantoque j€S§,  sei<j.

As normas comumente utilizadas sdo

i /2
b =7 = S

2

chamada norma euclidiana que é equivalente ao comprimento ou distdncia da geometria

analitica.

M, =X

chamada norma 1 ou uniforme,

10



I¥l.. = max (]}

1€isn

chamada norma <= ou de Chebyshev, e

vl =1z, .
em que L € uma matriz quadrada ndo singular chamada norma L.

2-4 Métodos iterativos basicos

Na sec¢do anterior foram tratados métodos iterativos genéricos definidos pela equagio
(2-1.2) sem especificar a forma da matriz G e do vetor k. A escolha desses pardmetros define

métodos particulares tais como o de Jacobi e o de Gauss-Seidel.

Dada a equagdo (2-1.1), o vetor solu¢io U existe e é tinico se, e somente se, A for

ndo singular e esse vetor solugédo é dado por

i=Alp.

Assume-se daqui para frente que a matriz A seja ndo singular e os elementos da

diagonal principal 4 sejam todos niimeros nio nulos.
[

A matriz A pode ser decomposta em
A=D-L-U,

em que D = diag {q,,.q,,.....q4,, }, L e U sdo, respectivamente, matrizes triangulares

estritamente inferior e superior de ordem n X n, cujos elementos sdo aqueles, respectivamente,

abaixo e acima da diagonal principal da matriz A.
2-4.1 Método iterativo de Jacobi

De acordo com a equagao (2-1.1), o sistema de equagdes pode ser reescrito na forma

11



Du= (L+U)u+b. (2-4.1.1)

Desde que os elementos 4. . de A ndo sejam nulos, obtém-se o seguinte método iterativo,
L

derivado de (2-4.1.1):

n a. . b. (2-4.1.2)
¥; =
ul.(’"“) = Z —Ju;" +——,1<i<n, m20.
j=1,j#i 4 Qi

em que u® sdo estimativas iniciais dos componentes da solugo tnica u de (2-1.1). Na notagio

matricial, (2-4.1.2) pode ser expresso na forma:

u(m+1) - D—](L+ U)ll(m) +D_1b, iSO (2-4.1.3)
Este € o método iterativo de Jacobi.
Observando a correspondéncia entre os elementos das equagdes (2-1.2) e (2-4.1.3)
G=D' L +U) e k=D"b. (2-4.1.4)
A matriz B = D' (L + U) é chamada matriz de iteragdo de Jacobi associada a matriz A. Além
disso, tem-se:
(I-G)=((-B)=1-D'(L +U)=1-D"'(D-A)=D"A.
Considere o seguinte sistema linear:
3u, + U, + Uy =5

u o+ 2w, =3 (2-4.1.5)

u, +%u2 + 2u; = 6.

Rescrevendo o sistema Au=Db
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(m+1) 1 (m) (m |3
u = i e | R Sl
1 32 3 3
u§m - _lul(m) "

2 2
|
u%m+l) — _Eufm) __%uém) 3.,

que € da forma uD = Bu™ 4k em que

)
01 B 53 Y

B= —? 01 0 ,k=(§,5,3] e S(B) =0,63.
2 "3 Y

2-4.2 Método iterativo de Gauss-Seidel

Examinando o método iterativo de Jacobi (2-4.1.3), observa-se que em geral deve-se

(m) (m+1)

salvar todos os componentes do vetor u enquanto calcula os componentes do vetor u

Intuitivamente parece mais atraente usar as Ultimas estimativas u,-("'H) do componente u; do

vetor solugdo tnico U, em todos componentes subsequentes, para obter o método iterativo

(2-4.2.1)

1 i—la!.. +) n ai' b.
u}”’”=~2-—~"—u§-’” -y L W gk § ST S, 20,
' S i e

j-—l i,f _]—-I+1 ,’! [}

Este € o método iterativo de Gauss-Seidel e tem a vantagem de ndo exigir o armazenamento

(m+1) (m)

simultaneo de dois vetores U e U em cada passo como no método iterativo de Jacobi.

Na notagdo matricial, (2-4.2.1) fica

u(m+]) = D—lLu(ﬂ’H'l) + D—lUu(l?!) + D_lb
Como (D - L) é uma matriz triangular inferior, det(D — L) # 0 e, portanto, inversivel. Logo,

u™D = (p-L)'va™ +((D-L)'D.
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Assim o método de Gauss-Seidel pode ser expresso na forma

a®™ = fu™ +k , m>0, (2-4.2.2)

em que

l=-L)'U ,k=D-L)'b

A matriz £ é chamada matriz de iteracdo de Gauss-Seidel associada a matriz A. Além disso, tem-

se.
I-G)=U-L=1-(D-L)'U=I1-(D-L)"'[(D-L)-A]

=I-D-L)'O-L)+(D-L)y'A=D-L)" A

Para o sistema (2-4.1.5), obtém-se a iteragdo de Gauss-Seidel

(m+1) Loy 1 m 3
u = == == 3 + =,
1 3 3 3
u§mD = —lul(’"“”) e
2 2
1
ufmD o 2y (meD __!_ugmﬂ) 4
2 4
Substituindo ul(mH) e ué"m) no lado direito pelos valores ufm), ugm), ugm) observa-se que a

matriz de iteragdo de Gauss-Seidel €:

o -1 _1
13 13 54 Y
Il 2 =1 .22 Sd) = 0,29.
0 = —
8 8

Observa-se que £ nunca é formada explicitamente no célculo dos vetores ut™
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Para o sistema (2-4.1.5), foi obtido S(B) = 0,63 ¢ S(;ﬂ) = 0,29. Entdo, a iteracao de

Gauss-Seidel converge assintoticamente mais rdpida do que o método de Jacobi.

Definidos esses métodos iterativos bdsicos pode-se concluir pela construgdo das
matrizes de iteragdo, que uma condi¢do necessdria para que qualquer um dos métodos seja

aplicavel, é que todos os elementos da diagonal principal dessa matriz dos coeficientes sejam

diferentes de zero.

Por outro lado, conforme foi visto, para os métodos em questdo, € possivel expressar
k por Mb e (I - G) por MA, onde M é uma matriz que pode ser identificada em cada situagao.
Assim considerando-se o sistema (2-1.1), tem-se que (/ - GYA"'b=MAA"'b=Mb=ke A 'bé
também solucdo de (2-1.2). Isto mostra que o método definido pela equagdo (2-1.2) é

consistente com o sistema (2-1.1) de acordo com a defini¢do de consisténcia.

Com base no exposto acima, pode-se afirmar que os métodos iterativos de Jacobi e de

Gauss-Seidel sdo consistentes com o sistema (2-1.1) que tem solugdo dnica.
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Capitulo 111

Aceleracao de métodos iterativos

3-1 Introducao

Neste capitulo serdo discutidos uma variante do método iterativo de Gauss-seidel, o
método iterativo de Sobre-Relaxacido Sucessiva (SOR) e os procedimentos gerais para aceleragdo
da convergéncia de métodos iterativos basicos. Esses procedimentos de aceleragdo, chamados de
aceleragdo polinomial, envolvem a formacdo de uma nova sequéncia de vetores que sdo
combinagdes lineares de aproximagdes obtidas pelo método iterativo bdsico. O procedimento
polinomial é uma das muitas abordagens para a aceleragdo da convergéncia de métodos iterativos

basicos.

O procedimento polinomial geral é definido supondo apenas que o método bdsico seja
consistente. De qualquer maneira, mais tarde, logo depois de considerar a Aceleragdo de

Chebyshev, assumir-se-a que os métodos basicos também sdo simetrizaveis .
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3-2 Método iterativo de Sobre-Relaxacao Sucessiva (SOR)

Um terceiro método iterativo para resolver o sistermna de equagdes lineares (2-1.1) estd
relacionado com o método iterativo de Gauss-Seidel. E o método de  Sobre-Relaxagdo Sucessiva
{SOR) que € definido por

i—1 n

a.: . a. . b.
u™h = _Ziuﬁml) _ z__y_ujgm) + 2 o™,
= Qi st G A
I€i<n, m20. (3-2.1)

Aqui ® € um numero real conhecido como fator de relaxagéio. Quando ® = 1, o
método SOR se reduz ao método de Gauss-Seidel. Se @ > 1 ou @ < 1, tem-se sobre-relaxagio

ou sub-relaxagdo, respectivamente.

De acordo com a equagao (3-2.1), o método SOR pode ser expresso na forma

(m+1)
u

= (O(D—-l Lu™+D + D-——lUu(m) + D—lb) +(1- (O)ll(m) , (3-2.2)

reescrevendo (3-2.2)

Du* Y —@ra™*D = oUu'™ + ob+ (1- @)D 'a™

(D-aLyu®™*Y = (@U +(1-0)DHu™ + wb.
Como (D - WL) é uma matriz triangular inferior, det(D — L) # 0 e, portanto, inversivel. Logo,

(m+1)

a U=(D-ol) (U +(1-0)D "™ +(D- ol) ' ob.

Esta equag@o pode ser rescrita na forma

D =2 u™ 4k, m20, (3-2.3)
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3-3 Aceleracao polinomial de métodos iterativos basicos

Suponha o método iterativo basico u”*"” =Gu” +Kk (2-1.2) consistente com o
problema matricial Au=b com A nio singular. Considere a seqiiéncia {w"™ } de aproximagdes

geradas pelas iteragdes do método bisico (2-1.2), isto €, dado w'”, a seqiiéncia {w™ } é gerada

por
w™ =Gw™V +k,m=1,2,... (3-3.1)

De acordo com a equagdo (2-2.4), o vetor erro £ =w™ — @, associado com a m-ésima

iteracdo de (3-3.1) satisfaz
€M = G"g® (3-3.2)

Como forma de acelerar a convergéncia das aproximagdes W, considere uma nova

seqiiéncia de vetores {u } determinado por uma combinagio linear

s 5 oy
u=3v,;w’, m=0,1,2,...
i=0 (3-3.3)

A tinica restrigio imposta aos nimeros reais v,_,, €

m
Sv,.=1, m=0,1,2,...
g (3-3.4)

Essa condi¢do € imposta para garantir que u™ =qa para todo m = 0, sempre que o vetor inicial
w'” for igual & solugdo UW. Como um exemplo, escrevendo Vmi = 1/(m+1), m 2 0, os vetores

(m

21 gt (i) 3
u™ representam a média aritmética dos vetores w ', 0 < i < m.

Se €™ = ul™ _{q denota o vetor erro associado ao vetor u™ de (3-3.3) e
(3-3.4) resulta
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Usando (3-3.2) pode-se expressar £ na forma

e = 208" = 3v,,,G'E® = (z Vi G’ F(O).
i= =

1=
De (3-3.3) e (3-3.4) resulta E(O) = 8(0). Assim, pode-se expressar €™ na forma
glm — Qm(G)E(O), (3-3.5)

em que O, (G) € o polindmio matricial @, (G) =v,  J+v, ,G+...+v_ G".Se Q (x) =v,,

m

+vox+. .. +v, x" € o polindmio algébrico associado, entdo a condi¢ido (3-3.4) requer

que Q. (1) = 1. Essa condig¢io € a tinica restricdo imposta para Q_ (x).

Devido a forma (3-3.5) associada ao vetor erro, o procedimento de (3-3.1) e (3-3.3) é
chamado de Mérodo de Aceleragao Polinomial aplicado ao método bdsico (3-3.1). Esse

procedimento € chamado método semi-iterativo com respeito ao método iterativo (3-2.1)
[Varga 62].

O alto custo de operagdes aritméticas envolvidas e a grande quantidade de dados
armazenados na memoéria usando (3-3.3) para obter u'”’, implica na necessidade de buscar
alternativas menos dispendiosas para a computagdo de u”’ . Mostrar-se-4 que uma computagio

simples de u™ ¢ possivel sempre que o polindmio Q _ (x) satisfizer a relagdo de recorréncia

QO (x)= ]1
Qx)=vy,x-v,+1,
Qm+l(x) = p m+l(Y m+lx+ l - ’Ym+l )Qm(x) * (I - p m+1) Qm—l(x)’ m 2 1 (3—36)
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com Y, ,pP,,Y,,-.-.ndmeros reais. Note que Q_ (x), definido por (3-3.6), satisfaz Q (1) =

I para todo m = 0. Observe que o conjunto das sequéncias polinomiais {Q, (x)} satisfazendo
(3-3.6) € grande.

Teorema 3-3.1 Suponha que o método basico (3-3.1) seja consistente. Se a seqiiéncia {Q, (x)}

for dada por (3-3.6), entdo as aproximagdes u™ de (3-3.3) podem ser obtidas usando a relagdo

de trés termos, assim chamada por envolver aproximagdes fornecidas por trés iteragdes

consecutivas.

u® =y (Gu¥ + k) + (1-7 )u @,

u™=p Y G+ R+ -y, pu™ ea-p  u™D,

m+1

param =1 (3-3.7)

Reciprocamente, qualquer procedimento iterativo com aproximagoes u™ definidas por (3-3.7) é

equivalente ao procedimento polinomial (3-3.1) e (3-3.3), com os polindmios dados por (3-3.6)
[Young 81].

Defini¢fio 3-3.2 O raio espectral virtual da matriz O (G) € definido por
q = (3-3.8)
SO @)= 28K, ,|Cn )

em que, m(G) e M(G) denota, respectivamente, algebricamente o menor e o maior autovalor de
G.

O método polinomial particular, obtido pela escolha da seqiiéncia polinomial {Q,, (x)}
tal que S (Om (G)), m=1,2,...seja minimizado, € chamado método de aceleragdo polinomial

de Chebyshev.

Na seccio seguinte serd explicado que, na verdade, o polindmio matricial Q,, (x) que

minimiza S ( Q,, (G)) pode ser definido em fungdo do polindmio de Chebyshev.
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3-4 Aceleragio de Chebyshev
Primeiramente serd mostrado que o polindmio matricial Q, (G) que minimiza

g(Qm(G)) € unica e pode ser definida em termos de polindmios de Chebyshev. Para qualquer

inteiro ndo negativo m, o polinémio de Chebyshev de grau m em w pode ser definido por

T, (w) =%[(W+'\/W2 —1)™ + (wHVw? - 1)'”]

= l[(w—\/w2 -+ (w=w? -—l)m]

T2
(3-4.1)
= cosh(ncosh™ w), w> 1
=cos(ncos™' w), -1 <w<l.
e satisfaz os trés termos da relagdo de recorréncia
T,w=1,T, (W=w,
I,.,.w=2wl, (w)-T, ,(w), m21. (3-4.2)

As propriedades fundamentais do polindmio de Chebyshev que serdo usadas sdo

enunciadas no seguinte teorema.

Teorema 3-4.1 Seja m um inteiro fixo e d qualquer real fixo tal que d > 1. Se
H,(w)=T,(w)/T,(d)

em que 7' (w) € o polindmio de Chebyshev (3-4.2), entdo

1
Tu(d)

H,d)=1e mpax |[Ha(W)|=
~1=w<l
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Além disso, se Q(w) for qualquer polindmio de grau menor ou igual a m tal que Q(d)=1 e

e oW < ax |H
—1<w<l]

entao

OQw)=H_(w)
[Young 81].

Retornando agora ao problema de minimizar S(Q, (G)), procura-se um polindmio

P.(x) talque P (I)=1e

Ba@s oax O (3-4.3)

m(G)<x<M(G) m(G)SxM(G)

em que @, (G) € qualquer polindmio de grau menor ou igual a m satisfazendo Q, (1)=1. A

existéncia de cada polindmio € assegurada pelo teorema 3-4.1. Seja
w(x) = (2x — M(G) - m(G)[(M(G) — m(G)) (3-4.4)

uma transformacao linear que mapeia o intervalo m(G) £ x £ M(G) no intervalo -1 < w< l e
Hw=T (w(x))/ T, (w(1)). Como o método bésico (2-1.2) € simetrizavel, M(G) < 1. Observe

que w(x) € uma fung@o linear crescente em x. Logo, w(1) > 1. Se agora P, (x) for definido como

_~r [2x—M(G)-m(G) 2— M(G)-m(G) (3-4.5)
Pm(X)-Tm[ M(G)—m(G) )/Tm( M(G)——m(G) ),
entao
| P (%)] = max IH (w)].
m(G)<x<M(G) 1<

Pelo teorema 3-4.1 P, (x) definido por (3-4.5) € o tnico polindmio que satisfaz (3-4.3).
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Teorema 3-4.2 Seja jm o conjunto de polinémios {Q, (x)} de grau menor ou igual a m que

satisfaz Q, (1) =1. Entdo, o polinémio P,(x) de (3-4.5) € o tnico polindmio no conjunto o

m

que satisfaz

|Pm(x)|S

X
m(G)reM (G) m(G)g}%(G)IQm( )

para qualquer Q, (x) € </, [Young 81].
Considere agora os aspectos computacionais e de convergéncia da aceleragdo

polinomial, quando P, (x) for aplicado ao método iterativo bdsico (2-1.2). Da equagido (3-4.2),

pode-se mostrar que o polindmio P, (x) satisfaz a relagdo de recorréncia

P,(x)=1, P(x)=y-y+1,
P, (x)=p,,(x+1-7)P,(x)+(1-p,,, )P, (x) param =1, (3-4.6)
em que
Y=2/2- M(G)-m(G)), (3-4.7)
Pt =2w() T, (W())/T,,,, (w(1), (3-4.8)

e w(x) € definido por (3-4.4). Logo, pelo teorema 3-3.1 as aproximagdes do procedimento

polinomial baseado em P, (x), podem ser obtidas usando a relagdo
u™ =p  fY (Gu™ +K)+ A=Y} (A=p, u". G4

O método definido por (3-4.9) com ¥ e p,,,, dados por (3-4.7) e (3-4.8), respectivamente, serd

chamado procedimento de aceleragdo de Chebyshev.
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Outra vez fazendo uso da relagio de recorréncia do polinémio de Chebyshev (3-4.2),
os parimetros p, ., de (3-4.8) podem ser escritos na forma computacionalmente

conveniente

pi=1 P2=(1—%02]—1,
1 5 ~1 (3-4.10)
Pm+1=(l_j4"° pmJ , m22,
em que
o = I/w(l) = (M(G)-m(G))/(2- M(G) - m(G)). (3-4.11)

Agora, a taxa de convergéncia do procedimento de Chebyshev serd examinado. O

raio espectral virtual de P, (G) é dado por

S(P,(G)=IT,w)I" =T, (/o).

Usando (3-4.1) e uma pequena arrumagdo algébrica, T, (1/0) pode ser escrito na forma

H:M
"™ o) 2pm2”° (3-4.12)

em que
r=(1—41—02)/(1+\/1~02). (3-4.13)

Assim, obtém-se
S(P(G)=2r"*[(1+r™).
Desta forma, a taxa de convergéncia para o método de Chebyshev pode ser escrita assim
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Ry (P (G) =~(Y/2)log(2r™?[(14+r™))

=—ilo r—ilo( 2 )
IR YT b

A taxa assintética de convergéncia pode ser expressa na forma

R(P,,(G))= R..(P,(G))= —-%logr.

3-5 Aceleracio de Chebyshev adaptativa

Agora serd estudado o processo de aceleragdo de Chebyshev, em que as estimativas

m; € M, sdo usadas no lugar de m(G) e M(G), respectivamente. Usando essas estimativas, o

polindmio de Chebyshev normalizado (3-4.5), serd escrito como

_ o [2X—Mp—mg 2-Mg-mg ) T,(wg(x))
Pm,E(x)“Tm( ME—mE J/Tm( ME"'mE _Tm(WE(l)) ;

€m que
Se
YZQ/(Z—ME—mE),
GE=(ME -—mE)/(Z—ME _mE)
(4]

P, =2wg (DT, (we (1))/T,,, (we (1)),

resulta como antes, que P, . (x) satisfaz a relagdo de recorréncias (3-4.6), em que as estimativas

m, e M, substituem m(G) e M(G), respectivamente [Young 81]. Assim, pelo teorema 3-3.1, as
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6("1) =(G- I)E(m). (3-5.6)

Observe que, sendo Kk = (I —G)u, (3-5.6) seri obtida diretamente de (3-5.5). Além disso,

sendo o método simetrizavel, (I - G) é ndo singular. Portanto,
e =(G-n718m.
Para qualquer norma ""
e l=l-~"}s]
e, em particular,

e™| <a-m@n | din

, contanto que M(G) seja

Assim, um limite superior para ’lﬁ(m) “ pode ser obtido de “8("')
w w

conhecido.

A relagdo (3-4.2), pode ser expressa em termos de 8('") como
O™ =P (GO
Assim, a norma-wde O satisfaz
[6| <S(P, (GHPRP| <5(P,GNB?) . Ar8)

O procedimento de parada das iteracOes serd baseado na desigualdade (3-5.7) e o
procedimento de estimativa de pardmetros na desigualdade (3-5.8). Para o procedimento dado

aqui, assume-se que a estimativa M ; para M(G) poderd sofrer mudangas durante o processo

iterativo. A seguinte notagdo serd usada:
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Pp. g (X) denota o polindmio de Chebyshev normalizado de grau p usando a

mais recente estimativa M de M(G);
q denota a ultima iteragdo na qual a estimativa M , foi usada;

m denota a iteragdo.

Se a estimativa corrente M, de M(G) satisfizer M g <M(G), resulta de (3-4.8) que

o

B, 2R 50,

emque p=m-q e r édado por (3-4.13).

Se os parAmetros de aceleracdo nao forem satisfatérios, uma nova estimativa deve ser obtida. Nas

condigdes da hipétese (3-5.4), requer uma nova estimativa M g para M(G). Para obter a nova

estimativa M g » Novamente a desigualdade (3-5.8) é usada. Como M g <M(G), (3-5.8) pode

Ser expresso na forma
3], 18], <3(P,(G)= P, (MG)=T (w (M(G)/T (w, (D).

A nova estimativa pm E para M(G) serd o maior real x que satisfaz a equagao de Chebyshev

il

O seguinte teorema resume as afirmagdes acima.

Ty (wg (x)) / T, (w(l))= “5 (m)

5((1)“w _ (3-5.9)
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Teorema 3-5.1 Seja

B=[p], /Bl

0=YT,(wg(D)=2r"2/(1+rP),

em que 7 € dado por (3-4.13). Se as condigdes da hipitese (3-5.4) forem satisfeitas e se B > Q,

entdo , a maior solugdo real M . para a equagio de Chebyshev (3-5.9) é dada por

1 1
com Y um nimero real positivo dado por

v=|B/0)+(B/0 —J}Vp.

Além disso, M satisfaz My < My < M(G) [Young 81].

Para o teste de parada, [Young 81] recomenda

1 . “s(m)ﬁ St..s
0 i

em que C € o grau de aproximagdo desejado, M ; € a melhor estimativa de M(G), e "”ﬂ e

""n sdo normas. Na implementagdo foi utilizado outro teste de parada que serd descrito no

capitulo 5.
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3-6 Procedimento computacional

Um procedimento adaptativo para a aceleragdo de Chebyshev baseado nas discussdes

acima pode ser descrito pelo Algoritmo 3-5.1 [Young 81]. O procedimento estima pardmetros

adaptativos utilizando a norma-2 do pseudo-residuo O . As varidveis e constantes usadas sio:

nimero de iteracdes executadas,
€ o grau do polindmio de Chebyshev usado,

¢ o mimero de diferentes estimativas M ¢ usadas para M(G),

Limite superior para s-ésima estimativa M  para M(G), e

Cada polindmio de Chebyshev deve ter grau pelo menos maior que p* antes de

mudar a estimativa M .

As entradas necessdrias para o algoritmo sao:

IE

ILIM

a tolerancia desejada,

estimativa para o menor autovalor de G; my deve satisfazer a condigdo mg < m(G),

estimativa para o maior autovalor de G; Mg deve satisfazer a condigdo

»

m, <M, <1,
pardmetro estratégico, cujo valor assumido é 0.7 se F estiver fora do intervalo [.1,.9],

aproximacdo inicial do vetor solugdo,

pardmetro estratégico, cujo valor assumido é 0.1 se d estiver fora do intervalo

[.001,.8],

Varidvel de controle que transmite informagbes a respeito da estimativa dos

autovalores:

IE = -1 implica que a estimativa inicial para 0 menor e 0 maior autovalor deve ser
calculada pela subrotina,

IE = 0 implica que as estimativas para 0 menor ¢ o maior autovalor sio dados de

entrada e a subrotina podera atualizar seu valor,

o limite do niimero de iteragOes para obter a estimativa inicial do menor autovalor.

(ILIM deve ser pelo menos 8).
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Algoritmo 3-5.1 - Procedimento adaptativo para a aceleragdo de Chebyshev usando a norma-2.

Entrada:(C.,, ME, mg, F, Ur, d, IE, ILIM) {M_ deve estar no intervalo

mp<M, <1}.
n:=0; p:=-1; M;; = Mg Uyl= 0.5:=0;
fiz:=m; ; DELNP :=1.0; R := 1.0;
if 1E 2 0, then continue
else
Begin
M gr="T .5 myi="T s
End
Préxima iteragdo

n:=n+1; p:= p+ 1; DELNO := DELNP,

if p :=0, then {inicializa o novo polindmio}
Begin
s=s+ L, T=01 M;- > T, then MIE :="T; else continue;
Mp:=M;,P :=10;Y=2/2- Mg - mg);
Cpi=(Mg—mg)/(2-Mg —mg);
r=(-y1-o2)/a+1-c2));
p’ = llog(d)/log(r);
if p*< 6, then p"= = 6, else continue;
if IEZ0 , then continue; else p* =8;
End
else { Continua geragdo do polinémio}
Begin
if p=1,then p:= l/(l - —;Gi): else p:= I/(l - ;Gip);

End
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Nova Iteragao

8:= Guy + k—u.; DELNP := |§|, ; DELNE := ||3|

e
w:=p(Ad + up)+(1- p)ll.,; YUN := "u"n;

U, =up s upi=u;

Cilculo da Nova Estimativa M . :

RO :=R; R := DELNP/DELNO;
if p<2,then
Begin
if p =0, then DELNPI := DELNP; else continue;
Go to Préxima Iteragdo
End
else
Begin
(= 2r"’2/(1 +r1?); B := DELNP/DELNPI,

if B2 1.0, then
Begin
" T=T+1;
if /E > 0, then Go to Proxima Iteragdo
else Go to Teste de esc. de Pardmetros;
End
else
if B> Q, then
Begin

L47P i
X::[( 2” }B+ Bz—-QZ)] :

- 2-M, -m; \( X*+r
M.=—|M_ + + :
E 2[ E™ e [ l+r )( X

End

else Mp = Mg
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End

Teste de Escolha de PariAmetros

if p é par, then continue; else Go to Proxima Iteragio;
if p > p*, then
Begin
if IE 2 0, then continue; else Go to Atualize my;
if B>(Q)", then continue; else Go to Préxima Iteracio;
if T7=0, then
Begin
p =-1; Go to Préxima Iteracio;
End

else continue;
if R>1and T 2 5, then Go to Atualize m;
else Go to Préxima Iteragdo;

End

else Go to Proxima Iteracio;

Atualize mp

m, :00; m, :=00;DR=0:
if R> 1.0, then
Begin

U=[yNr]a+rm/a+rrhR;

: 1
mE;zé[ME—l-mE _E(ME —mE)((U2+l)/U)};

if IRO - Rl <0.1, then DR =1 ; else continue
End
else continue
if B> 1.0, then
Begin

v:=((B/0)+(B/0 - 1]‘”’ ;



1l 1 ; 1
mE:zEl.ME +’"£_E(ME —m)((Y™ + I)IY)J;

End
else
Begin
if IE =0, then Go to Préxima Iteragio; else continue
End
if /E =0, then
Begin
if DR =0, then Go to Pr6xima Iteracdo;
else
Begin

mE Bl mm[llmF ,l-lnlé JnE ]’

ME:=0.1;p:=—1;

End
End
else
Begin
if DR =0 and n < ILIM, then Go to Préxima Iteragdo;
else
Begin

mg:=min[1.1 mg, 1.1 mg, #.,-1.0];

Mp=01;IE:=0;p:=-1;5:=0;
End
End

Go to Proxima Iteracao,
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Capitulo IV

Método dos Gradientes Conjugados

4-1 Introducao

O método dos Gradientes Conjugados empregado para solugdo de sistemas de
equagOes algébricas lineares foi apresentado nos inicio da década de 50 por [Hestenes 56] e
[Stiefel 52]. Embora seja um método iterativo, converge para a solugdo verdadeira, na auséncia

de erros de arredondamento, em um nimero finito conhecido de iteragdes [Young 81].

4-2 Método dos Gradientes Conjugados

O método dos gradientes conjugados (método GC) para resolver o sistema linear

Au=Db, dado por (2-1.1) serd descrito. Supde-se que A seja uma matriz de ordem n, simétrica

positiva definida.
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O método GC pode ser considerado como uma modificagdo do método "steepest

descent". Para deduzir o método "steepest descent", considere a forma quadritica:

1 7 T
=—u' Au-b'u.
o) 2u 4 . (4-2.1)

Pode-se mostrar que o problema de minimizar (4-2.1) € equivalente a resolver

(2-1.1). Supondo que u seja a solucdo de (2-1.1) e considerando u=u+ Vv, tem-se
- Lo T ai= T (=
Q(u+v) —5(u+v) AU+v)-b  (@+v)

Jo 1 1 =
il Au+-viAu+-viAv-bTu-bTv
2 2 2

1 7 i 1 T
a— u+—-v AV+V A"_b - +—v' Av
- Q( ) 2 ( ) Q(u) ) (4_2.2)

Se A for simétrica positiva definida, VTAV > (), a menos que v = 0. Portanto, se w # u, entdo

O(w) > Q(G ). Assim, u ¢ o tinico minimo absoluto de O(u).

£ n (] ” . —~ + .
No método de "steepest descent”, obtém-se uma aproximacao u(m h a partir de

u(m) na forma

uh) = yOm 4 mp(m) ’ (4-2.3)

em que, —p™ € o vetor gradiente de Q no ponto u(m) e A, & uma constante. O vetor p™ ¢é

definido por
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Q") _
du

9Qu'™)_
du

—-p" = _ = Au™ _p=rm (4-2.4)

30(u™)_
Bun e
0Q(u"™)_
du

\ n

Escolhe-se A para minimizar Q(ll(m) il ) p(m)) N Derivando
m m

o™ +lmp(f")) em relagdo a ), levando em conta que pr=pr e u’ Ap=p’ Au-

obtém-se

K (p(m))Tr(m) B (l'(m))Tl'(m) ‘
m ()T Aptm (oM T 4 ) (4-2.5)
Se —p"™ for o gradiente de @, r'™ =p™.
Pode ser mostrado que
r 2
(m+1)y_ (g = @™ ™)
Q(u )— Q™) = T (4-2.6)
2(@"™)" Ar'™)
Assim, a sequéncia Q(u(?)), Q(uV),. . . . € uma sequéncia decrescente limitada por (1)
Desta forma, a sequéncia Q(u(?), Q(u(!),. . . . converge.
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Um modificador para o método de "steepest descent” é apresentado na auséncia de

erros, convergindo em ndo mais que n iteragdes, em que n é a ordem da matriz A. Esse método ¢

conhecido como método dos gradientes conjugados dado por

u" ¢ arbitrério,

u(m+|) = u(m) i lmp(m) m=90,1,2,.

(m) B, m=0,
p=
r™ +o, p" P, m=12,.., (4-2.7)

Gy = —(r(m))TAp(m_])/(p(m_l))TAp(m_]) =2,
'™ _p— Ag™, m=0,1,2,...,
lm — (p(m))Tl'(m)/(p(m))TAp(m) T O S——

Assim, os residuos r(O), r(l), ... e os vetores dire¢do p(o), p(l), . . . gerados por

(4-2.7) satisfazem as relagoes
(l'(i))Tl'(j) =0 para i#],

(p(i))TAp(f)z() para i#j, (4-2.8)

(r(i))TAp(j)=0 para i#j e i#j+ 1.

Os vetores residuos r(O), r(l), ... sdo mutuamente ortogonais e os vetores dire¢ao

p(o), p(l), . . . sdo mutuamente A-conjugados. Da primeira relagdo em (4-2.8), resulta que

(

r' =0 para algum s < n. Dessa forma, o método dos gradientes conjugados, converge na

auséncia de erros de arredondamento, em ndo mais que n iteragdes.
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4-3 Método dos Gradientes Conjugados Acelerado

O meétodo dos gradientes conjugados pode ser modificado, a fim de se adotar o

procedimento de aceleragdo polinomial aplicado aos métodos iterativos basicos.

Considere o método iterativo bésico dado pela equagfio (2-1.2), y{m+h _ Gu™ 4k,

em que para alguma matriz Q nio singular,
G=I1-0'A e k=0b.

Assumindo que o método seja simetrizdvel, existe uma matriz de simetrizacio W nao
singular, tal que, W(I - G)W -1 ¢ SPD. Se A for SPD, a discussao inclui os métodos de Jacobi

bem como qualquer outro método em que a matriz @ seja SPD. A discusséo serd restrita ao

método de Jacobi em que a matriz W tem a forma DY 2 em que D € uma matriz diagonal cujos

elementos da diagonal principal sio os elementos da diagonal principal da matriz A, pois o

método de Jacobi & simetrizével tomando a matriz W = DY? [Young 811].

De maneira andloga a obtencio da equagao (3-4.9), € possivel obter o procedimento

de aceleragiio do método dos gradientes conjugados na forma
1 (m n -1 -3,
“(m+ ) =pm+l{ym+16( )+l.l( )}+(l-_pm+l)u(m )’ (4 3 1)

em que

O™ = Gu"™ +k —u‘™
?

[ (W& T WG :
’Ym+l a (WS("’))TWS('”) ’ Pi

=1,

n)\T m) -1
0 =[_vm+1 W) W™ 1} Cem o1
m+l Y o (WS {nm— )) Wa(m—) Do

= (4-3.2)
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- . . . m . e . P
Pédra-se o processo iterativo e aceita-se u( ) como uma aproximacao satisfatoria da

solugio verdadeira u sempre que u(m) satisfaca a desigualdade,

em que gé o grau de tolerincia desejado, M ém) € uma estimativa para M(G), o maior autovalor

de G [Young 81].

Para o processo de aceleragido de Chebyshev adaptativo descrito no capitulo anterior,
a ultima estimativa para M(G), obtida pelo processo adaptativo, é usada para o teste de parada.
Para o caso da aceleragdo do método dos gradientes conjugados, ndo sdo necessarias estimativas

para M(G) no decorrer do processo iterativo. Entretanto, pode-se obter uma estimativa para

M(G) usando

el
L. A

L
w

5

Mgn) - M(Tm),

onde 7, é a matriz tridiagonal dada por

Para computar M (7)), usa-se o método da bissegéo, aplicado a fungdo A, (A) ,

definida por

P =
P.Y» |
v P3—
1_ 1
L P3Y 3
=1 1
(pﬂz) =1

(PeiYr)

A, (M) =de(T, —AI).
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A avaliagdo de A, (A) para um A dado é obtida usando a relagdo de recorréncia

[ -y |
m+ p +1
Ao =|——2—y A, M+———=L—A (D).
: |— Ym+l 'YJ ( ) plemH mem I( )

Desde que A, (A) e A,, (L) possuam zeros comuns e que todos os zeros de A,, (L) sejam

menores que a unidade, existe precisamente um zero de A, (A) entre M(T,_,) e 1 [Young 81].

Assim,
A, (M(T,_)A,, (1) <O0.
Essa condigao € suficiente para garantir a convergéncia.

Na pritica, entretanto, pode ocorrer que o valor computado para M( Tm_l) nao seja
correto, podendo ocorrer A, (M (T,,_))A,, (1) >0. Neste caso, usa-se M(7,,)= M(T,,,).

Isso serd suficiente para ser usado como teste de parada.
Na implementagao foi utilizado outro teste de parada que sera descrito no capitulo 5.

4-4 Procedimento computacional

Baseado nas discussdes acima, um programa informal é apresentado pelo Algoritmo

4-4.1 [Young 81]. Os dados necessdrios sdo:

E-, grau de aproximagao desejado

o ©
u aproximagcdo inicial para o vetor 3

i ~ -1
Em geral, durante a iteragdo, U representa u(m), U, representa u(m ) eun representa

“(m+1); analogamente, y e Vg4, 0, 8¢ e SN. Também, 6 representa GS('"), Y representa

WGS("I), e T representa WB("') i
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Algoritmo 4-4.1

Entrada : (§, u)

Condigdes iniciais:

n:=0;v:=1.0; U@, :=0 (vetor) ; 64, := 0 (vetor);
0:=Gu+k-u

T := W8; DELNP :=; TTT

Proxima iteragéo:
ni=n+1; Yy =7,
Calculo da nova iteragio:

0 := GY;

DEN T'
DELNP]

y := WO; DEN := ’CT\V; y::[l—

if n=1,then p :=1.0; else p:=[l—[LILIDELNP ﬁ—;

v, | p ADELNO
un:= p(y3 +u) +(1-p)u, ; YUN := |un| ;
DELNO := DELNP,;

dn:=p[y8+(1-7)8]+(1-p)8, ; DELNE := [3nl;

T := Won; DELNP := TTT
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u:=un; § := én;
Teste de parada:

Compute M  (se necessario) para a matriz 1,, usando a bissecio.

5 DELNE

i <&(1— M), then imprima a saida e sto
- E p P

else continue

g0 to proxima iteragéo.
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Capitulo V

Resultados e discussoes

5-1 Introducio

Neste capitulo serdo apresentadas as descricdes das matrizes dos coeficientes dos
sistemas usados em teste, um plano de testes, os resultados dos testes realizados e uma avaliagio
comparativa dos métodos. Nas andlises tomar-se-do como base o nimero de iteragdes, a ordem
da matriz, o raio espectral da matriz de iteragdo, a taxa de convergéncia, a tolerincia requerida, o

tempo de execugdo e a qualidade da solugdo encontrada.

5-2 Descricao das matrizes

No sistema Ax = b usado nos testes, a matriz A dos coeficientes € do tipo banda
simétrica ou nao-simétrica. A simétrica tem bandas superior e inferior de largura 1 (exemplo 5.1).
A nido-simétrica tem banda superior de largura 2 e banda inferior de largura 1 (exemplo 5.2). As
bandas superiores e inferiores sdo compostas de elementos “-1” e os elementos da diagonal
principal sdo escolhidos para que torne a matriz A diagonal dominante ou estritamente diagonal

dominante. O vetor independente b € escolhido de modo que todos os componentes do vetor
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solug@o sejam iguais e conhecidos. Os testes foram realizados com matrizes de ordens 50, 100,
300 e 500.

5-2.1 Matriz simétrica

Em cada linha da matriz simétrica, o elemento da diagonal principal € escolhido para

que a matriz A seja diagonal dominante ou estritamente diagonal dominante.

Exemplo 5.1:
(d,y, -1 0 0 0 0 0 |
A e . . . 2 . : L . . & , (5—21)
O 0 . . . 0 '_]. dn_z‘n_.z _1 0
0 O . . . 0 0 ‘_"l dn—l.n—l _1
B & , .o ® 0 D -1 d,,

em que d;; ,1<i<n, é escolhido de forma que torne a matriz A diagonal dominante ou

estritamente diagonal dominante.

5-2.2 Matriz nao-simétrica

Em cada linha da matriz ndo-simétrica, o elemento da diagonal principal € escolhido

para que a matriz A seja diagonal dominante ou estritamente diagonal dominante.
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Exemplo 5.2:

0 _l d3'3 —1 —1 .0 . . 0
A _ . . . . . . . . . . ’ (5-2‘2)
0 0 0 ]. dnhz'n_z —I _1
0 0 0 0 -1 d_,., -l
00 00 0 -1 d,,

em que d;; ,1<i<n, € escolhido de forma que torne a matriz A diagonal dominante ou

estritamente diagonal dominante.

A escolha das matrizes com essas estruturas particulares se deve ao fato de todos os
métodos serem aplicdveis a essas matrizes. SO € possivel fazer algumas comparagdes praticas de

todos os métodos usando matrizes dos coeficientes que satisfagam as condigdes de convergéncia.

5-3 Plano de testes

Os testes de execugao deverdo servir para

e Estudar a variagdo do nimero de iteragdes com o raio espectral da matriz de
iteragao,

¢ Estudar a variagdo do nimero de iteragdes com o nimero de equagdes,

e Estudar a variagio do tempo de execugdao com o raio espectral,

e Comparar os métodos tendo como base o estudo acima para que um método possa

ser usado.
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5-4 Observacoes sobre implementacao

Na implementacdo dos métodos estudados decidin-se:
1. privilegiar o processamento de matrizes por colunas;
2. minimizar o erro cometido em somatérios utilizando o algoritmo de Kahan;

3. adotar critérios de interrupgdo das iteragdes que fossem econdmicos e ao mesmo

tempo eficientes, evitando que ocorram interrupgdes prematuras ou errdneas;
4. permitir a escolha da norma necesséria nos critérios de interrupgao das iteragdes;

5. somente executar operagdes aritméticas com elementos nao nulos da matriz dos

coeficientes;

6. niio adotar método algum para economizar espaco de memoria para armazenar a

matriz dos coeficientes e nem a matriz de iteragio; essas matrizes sdo inteiramente

armazenadas; e

7. utilizar, sempre que possivel, uma estimativa do raio espectral da matriz de

iteragao.

5-4.1 Processamento de matrizes por colunas

Na implementagio dos algoritmos foi utilizada a linguagem de programagdo Fortran.
Nas operagdes entre matrizes e vetores optou-se pelo processamento por coluna sempre que
possivel, j4 que em Fortran uma matriz é armazenada por coluna; isso significa que elementos
consecutivos de uma coluna ocupam posi¢des consecutivas de memoria e os elementos
consecutivos de uma linha ficam a uma disténcia igual a um multiplo do nimero de linhas que for
declarado para o conjunto que armazena a matriz. Num sistema de computacdo que usa

paginagdo os elementos a; ; e a;,, ; podem estar em paginas diferentes.
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5-4.2 Algoritmo de Kahan

Para minimizar o efeito dos digitos perdidos numa seqiiéncia de adi¢des devido ao
ajuste de poténcia da parcela menor, em todos os somatdrios foi usado o algoritmo de Kahan, que
¢ eficiente e melhora significativamente o grau de exatidio de um somatério. Esse algoritmo é

apresentado a seguir.

Algoritmo de Kahan

5= Xi

C=0

for j = 2 until n
Y=x -C
IT=8+Y
C=(T-5-Y
S=T

endfor

A varidvel C captura os digitos transbordados no ajuste da poténcia de Y na adigdo

S + Y e procura agregar na parcela seguinte (Y =x; - C).

5-4.3 Critérios de interrupcao das iteracoes

Para interromper as iteragdes sdo usados os seguintes critérios:

1. Inicialmente testa a variacdo absoluta: "u("’”) g™ H <€, .

Se €, =10"¢ nu("”l) —u™ " <€, entdo todos os componentes de u™b e

u™ tém os primeiros p digitos coincidentes.

o=

2. Teste de variagdo relativa: A (5-4.3.1)
o
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Quando "u("'”)

m ~
€ ||l.l( )“ forem pequenos 0s seus componentes serao pequenos

e "u("m) —u(m)H também serd pequeno, entdo o Testel pode interromper

prematuramente as iteragoes.
e
<E

R

3. Se a solugiio u = 0 ou muito préximo de 0, entdo ”u('") " serd muito pequeno e

pode causar overflow. Sé aplicar o Teste2 se 1 +||u(”') " >1 , ou seja, se ”u('") "

for maior que o € da maquina.

4. Teste do residuo

Pode haver uma divergéncia lenta. Neste caso ”u("m) —a™ ” serd pequeno, isto

¢, a variag@io na solugdo de uma iteragdo para outra serd pequena. Se "u("') “ for

finito, (5-4.3.1) serd pequeno e o Teste3 € automaticamente satisfeito. Com uma
falsa convergéncia. Para evitar que isso ocorra € necessario ainda fazer um teste do

residuo:

Ib— Au

<g,

emque €, =€, € £, =4[€, .
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Baseado nas condigdes acima a implementagio foi construida da seguinte forma:

indicador de parada falso
if Testel then
if Teste3 then
if Teste2 then
if Teste4 then
indicador de parada verdadeiro
endif
endif
else
if Teste4 then
indicador de parada verdadeiro
endif
endif

Se a convergéncia, de acordo com critérios acima, nao for alcangado em um nimero

pré-estabelecido de iteragdes, a execugdo do programa € interrompida.

5-4.4 Escolha da norma a ser usada

Observando-se o custo operacional de computagdo das normas Euclidiana, um e
infinita, a norma infinita seria a escolhida. Testando os métodos com essas normas, foi observado

que a norma um apresentou melhor resultado para a solugéo procurada. Comparando a norma um

n
e a norma infinita, obtém-se uma explicacdo. Se 8 =u™" —u™  entio D

8!_|2max|8i‘c
i=1 i

(m)

o

¥

i=1

| > maxlui(m) I, 1<i < n, implica
i

i'sil_ il“i(m)l S‘m?x|8£|—m?x|u}m)“, 1i<n.

i=1 i=1
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5-4.5 Raio espectral

Nio havendo dividas, uma estimativa do raio espectral pode ser obtida calculando-se
a norma da matriz uma vez que satisfaz a relagio S(B) < “B” em que B é a matriz de iteragiio de

Jacobi. Para os métodos em que ha necessidade de conhecer os autovalores dessa matriz, foram
obtidos através das rotinas GENRV (matrizes reais gerais) e SYMRYV (matrizes reais simétricas),

da biblioteca SEDAN disponivel no IBM 4381 da UFPB Campus II.

5-5 Resultados de testes

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados de testes de execugdo dos programas
que implementam os métodos vistos.

O Quadro 1 mostra para € = 10° e a matriz 100x100 dos coeficientes, uma relagdo
entre o raio espectral e o nimero de iteragdes. Na matriz simétrica (5-2.1), fazendo algumas

mudancas na diagonal principal da matriz A foram obtidos os seguintes raios espectrais da matriz

de iteragdo de Jacobi.

di; =20, 1<i<n raioespectral igual a0,999516
d; =2.02, 1<i<n raio espectral igual a 0,989602
di; =21, 1<i<n raio espectral igual a 0,951920
di; =22, 1<i<n raioespectral igual a 0,908651
d;; =25, 1<i<n raioespectral igual a 0,799613

O Quadro 2 mostra a variagio do tempo de execugio para € = 10° ¢ a matriz
100100 dos coeficientes com o raio espectral da matriz de iteragio de Jacobi. Os mesmos raios

espectrais usados no Quadro ! foram usados.

O Quadro 3 mostra uma relagdo entre o raio espectral da matriz de iteragfo de Jacobi,
em torno de 0,99, e o numero de iteragdes. Sdo apresentados os numeros de iteragdes para
sistemas de ordens 50, 100, 300 e 500 para toleréncias 102, 10™ e 10°. O raio espectral € obtido,

para cada ordem, da matriz simétrica (5-2.1) fazendo d,;, =2.0 para | <i<n. O valor do raio

cresce ligeiramente com a ordem: 0,9981103 para 50, 0,9999516 para 100, 0,999945 para 300 e
0,999980 para 500.
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O Quadro 4 mostra uma relagio entre o residuo e o niimero de equagdes para uma
tolerdncia 10°. O raiv espectral da matriz de iteragio de Jacobi é obtido para cada ordem da

matriz simétrica (5-2.1) fazendo d,, =2.0 para 1<i<n, o qual cresce ligeiramente com a

ordem: 0,9981103 para 50, 0,9999516 para 100, 0,999945 para 300 e 0,999980 para 500.

O Quadro 5 mostra uma relagéo entre o raio espectral da matriz de iteragio de Jacobi,
em torno de 0,95, e o nimero de iteragdes. Sdo apresentados os nimeros de iteragBes para

sistemas de ordens 50, 100, 300 e 500 para tolerincias 102, 10% e 10 O raio espectral € obtido,

para cada ordem, da matriz simétrica (5-2.1) fazendo d,, =2.1 para 1<i<n. O valor do raio

cresce ligeiramente com a ordem: 0,950574 para 50, 0,951920 para 100, 0,952329 para 300 e
0,952362 para 500.

O Quadro 6 mostra uma relagdo entre o residuo e o nimero de equagdes para uma
tolerdncia 10°. O raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi é obtido para cada ordem da

matriz simétrica (5-2.1) fazendo d,; =2.1 para 1<i<n, o qual cresce ligeiramente com a

ordem: 0,950574 para 50, 0,951920 para 100, 0,952329 para 300 e 0,952362 para 500.

O Quadro 7 mostra uma relagdo entre o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi,
em torno de 0,66, ¢ o nimero de iteragdes. Sdo apresentados os nimeros de iteragdes para
sistemas de ordens 50, 100, 300 e 500 para tolerdncias 102, 10* e 10, O raio espectral é obtido,

para cada ordem, da matriz simétrica (5-2.1) fazendo d.. =30 para 1<i<n. O valor do raio

cresce ligeiramente com a ordem: 0,665402 para 50, 0,666344 para 100, 0,666630 para 300 e
0,666653 para 500.

O Quadro 8 mostra uma relacéo entre o residuo e o nimero de equagdes para uma
tolerdncia 10°. O raio espectral da matriz de iteragiio de Jacobi ¢ obtido para cada ordem da

matriz simétrica (5-2.1) fazendo d,; =30 para 1<i<n, o qual cresce ligeiramente com a

ordem: 0,665402 para 50, 0,666344 para 100, 0,666630 para 300 e 0,666653 para 500.

O Quadro 9 mostra uma relagfo entre o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi,
em torno de 0,86, e o nimero de iteraghes. Sdo apresentados os nimeros de iteragdes para
sistemas de ordens 50, 100, 300 e 500 para tolerdncias 1072, 10 e 10, O raio espectral é obtido,

para cada ordem, da matriz ndo-simétrica (5-2.2) fazendo d,; =30 para 1<i<n. O valor do

53



raio cresce ligeiramente com a ordem: 0,867791 para 50, 0,869612 para 100, 0,8701687 para 300
e 0,870214 para 500.

O Quadro 10 mostra uma relagéio entre o residuo e o nimero de equagdes para uma
tolerancia 10, O raio espectral da matriz de iteragio de Jacobi é obtido para cada ordem da

matriz ndio-simétrica (5-2.2) fazendo d,, =30 para |<i<n, o qual cresce ligeiramente com a

ordem: 0,867791 para 50, 0,869612 para 100, 0,8701687 para 300 e ,870214 para 500.

O Quadro 11 mostra uma relagdo entre o raio espectral da matriz de iteragio de
Jacobi, em torno de 0,65, e o nimero de iteragbes. Sdo apresentados os nimeros de iteragdes
para sistemas de ordens 50, 100, 300 e 500 para tolerancias 102, 10* e 10°. O raio espectral é

obtido, para cada ordem, da matriz ndo-simétrica (5-2.2) fazendo d,, =40 para 1<i<n. O

valor do raio cresce ligeiramente com a ordem: 0,650843 para 50, 0,652200 para 100, 0,652626
para 300 e 0,652660 para 500.

O Quadro 12 mostra uma relagdo entre o residuo e o niimero de equacdes para uma
tolerancia 10°. O raio espectral da matriz de iteragiio de Jacobi é obtido para cada ordem da

matriz nao-simétrica (5-2.2) fazendo d;; = 4.0 para 1<i<n, o qual cresce ligeiramente com a

ordem: 0,650843 para 50, 0,652200 para 100, 0,652626 para 300 e 0,652660 para 500.

O Quadro 13 mostra uma relagdo entre o Raio espectral 5(B) ¢ a Norma ||B|| da

matriz de iteragio de Jacobi. Na matriz (5-2.1), fazendo d;; igual a 2.0, 2.02, 2.1, 2.2 ¢ 2.5 para
1<:i <100, o raio espectral ¢ norma sdo respectivamente 0,999516 ¢ 1,000000, 0,989201 e
0,990099, 0,951920 e 0,952381, 0,908651 e 0,909090, 0,799613 e 0,800000.
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Quadro 1

Raio espectral x Nimero de iteracoes (matriz 5-2.1)

Método Raio espectral
0,999516 0,989620 0,951920 0,908651 0,799613
Nl‘l
Bt 21.882 1.310 310 167 76
de
Soite S ool 11.658 691 166 91 44
Gradientes
L] Contgad 51 51 51 39 25
t
. e 314 100 54 40 27
r Chebysl?ev
iy et 632 167 73 53 38
c Chebyshev
o | ndo-adaptativa 524 120 57 42 28
Aceleragio dos
s gradientes
conjugados 51 51 51 39 25

Matriz de ordem 100x100.

Quadro 2 Raio espectral X Tempo de execuc¢io em segundos(matriz 5-2.1)
Método Raio espectral
0,999516 0,986020 0,951920 0,908651 0,799613
Jacobi 266,80 13,66 3,19 1,73 0,79
Gauss-Sidel 126,16 7,57 1,77 0,98 0,47
Gra‘dientes
Conjugados 1,11 1,15 1,14 0,87 0,56
SOR 11,77 9,31 8,72 8,56 8,42
Chebyshev
adaptativa 9,24 2.46 1,08 0,76 0,54
Chebyshe‘:' ndo-
adaptativa 14,79 9,78 8.96 8,62 8,44
Acelera'tg:ﬁo dos
gradientes 1,16 1,13 1,19 0,90 0,57
conjugados

Matriz de ordem 100x100.
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Quadro 3

(matriz SPD diagonal dominante (5-2.1))

N° de equacoes x N° de iteracoes

Tolerancia 10 10" 10°°
N° de Equacdes | 50 [ 100 | 300 | 500 50 100 | 300 500 50 100 300 500
Nu
i 1086 2846 | 6346| 6366| 3512| 12364 89769 | 222783| 5937| 21882| 174317| 457016
de
Gauss-Seidel | 7571 2140| 8978 12410 1939| 6899 51248| 120020| 3152| 11658| 93522 246137
Gradientes
I.| Conjugados 26| s1| 151 251 26 51 151 251 26 51 151 251
t
¢ SOR 77| 153| 454 56| 118 233| 694 1154] 153| 314 934 1554
r Chebys.hev
* e 163 330 931| 1341 238| 481| 1495 4078 314 632 2067 6815
¢ Chebyshqv ndo
ol B iaciia 110| 217| 646| 1076] 191| 381| 1140 1898 263| 524 1570 2615
e | Aceleragfio dos
dient
s iﬁ&;gdfs 26| 51 151 251 26 51 151 251 26 51 151 251
Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,9981103 para 50, 0,9999516 para 100,
0,999945 para 300 e 0,999980 para 500.
Quadro 4 N° de Equacoes x Residuo
matriz SPD diagonal dominante - Tolerdncia 10
Raio espectral em torno de 0,99
N° de Equacies 50 100 300 500
Yool 0.199561D-05 0.199834D-05 0.199998D-05 0.999994D-05
acobi
& Sidel 0.997324D-06 0.999315D-06 0.999920D-06 0.999959D-06
auss-side.
Gradientes 0.688338D-13 0.497213D-12 0.680013D-11 0.229903D-10
Conjugados
e 0.145671D-06 0.473112D-07 0.236972D-07 0.183541D-07
CEEbt);*_'e"' 0.609838D-07 0.311051D-07 0.134292D-07 0.269916D-06
adaptativa
Chegysltle\j nio- 0.504417D-06 0.422585D-06 0.340120D-06 0.323631D-06
a ap ativa
Aceie{f;fcﬁ? dos 0.336259D-12 0.157017D-11 0.219209D-10 0.759735D-10
gradientes
conjugados

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,9981103 para 50, 0,9999516 para 100, 0,999945 para 300 e

0,999980 para 500.
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Quadro 5

N° de equagdes X N°® de iteragdes
(matriz SPD estritamente diagonal dominante (5-2.1))

Tolerincia 107 10 10°
N°de Equacdes | 50 | 100 | 300 | 500 | 50 100 | 300 500 50 100 300 500
v
Jacobi 107 124 149 160y 197|217 243 254 288 310 337 348
de
Gauss-Seidel 621 71 84 s¢| 108] 119 132 138] 154 166 180 186
Gra‘dientes
I | Conjugados 231 25 26 26 26 39 41 41 26 5] 55 55
t
€ SOR 23| 26 30 32 36 40 44 46 47 34 59 61
r Chebyslhev
8 adptativa 571 33 39 42 58 53 59 63 66 73 81 80
¢ Chcbyshe'v nio
8| adptativa 25| 28 32 34 40 42 46 48 55 57 61 63
e | Aceleragiio dos
] gradicntes
B e 23] 25 26 26 26 39 a1 41 26 51 55 55

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,950574 para 50, 0,951920 para 100, 0,952329 para 300 e ,952362 para 500,

Quadro 6 N° de Equacdes X Residuo
matriz SPD estritamente diagonal dominante
Tolerncia 10 - Raio espectral em torno de 0,95
N° de Equacdes 50 100 300 500
Jacohi 0.196361D-05 0.199202D-05 0.197085D-05 0.199584D-05
acont
Gause-Sidol 0.946739D-06 0.954751D-06 0.954289D-06 0.937264D-06
auss->10e
Gradientes 0.652256D-14 0.119765D-13 0.373722D-06 0.385723D-06
Conjugados
SOR 0.712009D-06 0.280652D-06 0.224327D-06 0.209083D-06
Cgﬂblb’st'_‘e" 0.289912D-06 0.311051D-07 0.222127D-06 0.227961D-06
adaptativa
Chcgyshﬂ_’ nao- | (.270005D-06 0.331923D-06 0.223258D-06 0.206796D-06
adaptativa
Acclctrjffcﬁo dos | 0.101599D-12 0.447087D-12 0.373722D-06 0.385723D-06
gradientes
conjugados

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,950574 para 50, 0,951920 para 100, 0,952329 para 300 e 00,952362 para 500.
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Quadro 7

N° de equagdes X N° de iteragoes
(matriz SPD estritamente diagonal dominante (5-2.1))

Tolerincia 10 10* 10°°
N°de Equacdes | 50 | 100 | 300 | 500 | 50 | 100 | 300 500 50 100 300 500
NII
Pl 20( 21 24 25 31 33 36 37 42 44 47 48
de
Gauss-Seidel 13| 14 15 16 19 20 22 23 26 27 29 29
Grafiientes
1| Conjugados 9 9 9 9 14 14 14 14 18 18 19 19
t
. SOk 10| 10 12 12 14 15 16 17 19 20 21 22
r Chebys'hev
(s 200 21 21 21 29 30 33 34 38 38 42 42
- Chebyshe'v nfio
8 | adpistiva 10| 11 12 13 15 16 17 18 20 21 22 20
e | Aceleragiio dos
s gradientes
ongaics 9 9 9 9 14 14 14 14 18 18 19 19

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,665402 para 50, 0,666344 para 100, 0,666630 para 300 e 0,666653 para 500.

Quadro 8 N° de Equacdes x Residuo
matriz SPD estritamente diagonal dominante
Tolerancia 10 - Raio espectral em torno de 0,66
N° de Equacbes 50 100 300 500
Jacobi 0.164163D-05 0.161840D-05 0.153622D-05 0.172949D-05
acon1
R 0.536540D-06 0.637067D-06 0.529930D-06 0.902459D-06
auss-Side.
Gradientes 0.546648D-06 0.661738D-06 0.265577D-06 0.267506D-06
Conjugados
o 0.388007D-06 0.361272D-06 0.469528D-06 0.306162D-06
Cgebl”i'.'e" 0.172688D-05 0.360201D-05 0.155268D-05 0.266320D-05
adaptativa
Chegyslzet\j nio- | (.317754D-06 0.256466D-06 0.339019D-06 0.590743D-06
adaptativa
Acele(fjéci? dos | (0.546648D-06 0.661738D-06 0.265578D-06 0.267507D-06
gradientes
conjugados

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,665402 para 50, 0,666344 para 100, 0,666630 para 300 e 0,666653 para 500.
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Quadro 9

N° de equacdes X N° de iteracoes
(matriz ndo-simétrica diagonal dominante (5-2.2))

Tolerdncia 10 10" 10°
N° de Equacoes| 50 | 100 | 300 500 50 100 300 500 50 100 300 500
N'O
Heske 114| 204| 541| 897] 154 246| 615 957 190 297 675 1028
de
Gauss-Seidel | 69) 126| 343| 555 86| 147| 374 593| 101| 165 399 623
Gradientes
I Conjugados 336| 712 ®kk koK 410 779 ok ok kkok 495 856 sokk sk ok
t
. e 46| 88| 249| 408 52 95| 258 420 sg| 102 267 430
r Chebyshev
a adptativa Rk | ks *okk *okk *kk - *kk —_— Kk *E *kk ok k
¢ | Chebyshev nio
] adptativa sokok | Rk *k ok ok ok *okk ok *okk *ok ok *ok ok * Kk *okk *okk
e | Aceleragiio dos
s gradientes ok ok sk ok ok ok ok k ok k *kk *kok ok k ok k *okok sk ok ok ok
conjugados
(***) Método ndo converge.
Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,867791 para 50, 0,869612 para 100,
0,8701687 para 300 e 0,870214 para 500.
Quadro 10 N° de Equagbes X Residuo
matriz ndo-simétrica diagonal dominante
Tolerancia 10 - Raio espectral em torno de 0,86
N° de Equagbes 50 ! 100 300 500
S 0.254614D-05 0.243609D-05 0.254939D-05 0.274711D-05
acobi

Gauss-Sidel

0.127742D-05

0.130518D-05

0.160914D-05

0.161669D-05

Gradientes 0.218983D-05 0.218983D-05 b it
Conjugados
e 0.384380D-06 0.301790D-06 0.748022D-06 0.588308D-06

Chebyshev

adaptativa ok *okk *kk *kok
Chebyshev nido-

adaptativa ok ok ok k ¥k ok *k ok
Aceleragio dos

gradientes Hokok *okok * ok K ok ok

conjugados

(***) Método ndo converge.
Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,867791 para 50, 0,869612 para 100, 0,8701687 para 300 e

0,870214 para 500.




Quadro 11

N°® de equacgdes x N° de iteracoes
(matriz ndo-simétrica estritamente diagonal dominante (5-2.2))

Tolerdncia 10* 10* 10°
N° de Equacoes| 50 | 100 | 300 500 50 100 300 500 50 100 300 500
NI,
Higom 25| 28 32 34 40 44 48 50 54 59 64 66
de
SaRpee ) 19 24 25 29 32 35 37 38 43 46 48
Grafiientes
Lo S| o) 9 23 23 45 45 45 45 57 67 67 66
t
& SOR 16| 17 20 21 24 26 29 30 31 35 38 39
r Chebyshev
a adptativa ddk | ko *kok 3k ok * ok *ok ok skok skok *kok Hkok ok dkok
¢ | Chebyshev nio
[0 adptativa sk | kkk o ko *okok ok ok * Kk $kk dkk Kk ok ok ok Hkk
e | Aceleragio dos
s gradientes sk | wxx *kk % *E *k % *okk ok ok *kok o *okk *ok ok
conjugados

(***) Método ndo converge.

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,650843 para 50, 0,652200 para 100, 0,652626 para 300 e 0,652660 para 500.

Quadro 12 N° de Equacoes X Residuo
matriz ndo-simétrica estritamente diagonal dominante
Toleréincia 10 - Raio espectral em torno de 0,65
N°® de Equagdes 50 100 300 500
—_— 0.262846D-05 0.260458D-05 0.260258D-05 0.259159D-05
acobi
) 0.150593D-05 0.138481D-05 0.197046D-05 0.157327D-05
Gauss-Sidel
Gradientes 0.133780D-05 0.216918D-05 0.189690D-05 0.219697D-05
Conjugados
- 0.796831D-06 0.990358D-06 0.106187D-05 0.115700D-05
Chebyshev
adaptativa ok ok ok ok dkk kK
Chebyshev néo-
adaptativa *k %k e sk ok ok %ok k
Aceleragio dos
gradientes ok ok ok ok ok *kokk
conjugados

(***) Método nfo converge.

Raio espectral varia ligeiramente com a ordem: 0,650843 para 50, 0,652200 para 100, 0,652626 para 300 e 0,652660 para 500.




Quadro 13 Raio espectral S(B) x Norma ||B||

na matriz (5-2.1), fazendo d;; igual a2.0,2.02,2.1,2.2 e 2.5 para
1 €i € n, a matriz de iteragio de Jacobi possui respectivamente Raio
espectral e Norma
S(B) 0,999516 0,989201 0,951920 0,908651 0,799613
" B“ 1,0600000 0,960099 0,952381 0,909090 0,800000

Mairiz de ordem 100x100,

5-6 Observacoes sobre os resultados

A partir dos testes realizados foi observado que a convergéncia dos métodos
iterativos estd relacionado diretamente com o raio espectral da matriz de iteragio de Jacobi. O
Quadro 1 mostra a relagéio entre o niimero de iteragdes de cada método com o raio espectral da

mairiz de iteragdo de Jacobi.

O ndmero de iteragdes (Quadro 1) em todos os métodos, exceto o método dos
Gradientes Conjugados ¢ sua versdo acelerada, aumentam com o raio espectral. Por outro lado,
nos métodos bdsicos, quando o raio espectral for superior a 0,951920 o nimero de iteragdes

cresce muito.

Quanto ao tempo de execugdo (Quadro 2), todos os métodos tEm o mesmo
comportamento descrito no pardgrafo anterior, exceto os métodos SOR e Aceleragdo de
Chebyshev nido-adaptativa que apresentaram maior tempo de execugiio devido aos cdlculos

adicionais para obter o maior e menor autovalores, necessario nesses métodos.

O Quadro 3 mostra a variagdo do nimero de itera¢gdes em todos os métodos com o
mimero de equagdes e com tolerincia de erro usadas, com o raio espectral da matriz de iteragdo
de Jacobi em torno de 0,99. O quadro mostra que nos métodos béasicos o crescimento do mimero

de iteragdes com o ntimero de equagdes € muito maior.

Os Quadros 4 e 5 mostram que se o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi for
inferior a 0,95, o nimero de iteragdes necessdrio para satisfazer os critérios de parada € sempre

inferior ao nimero de equagdes independendo da tolerincia requerida.
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Quando a matriz A for nfo-simétrica, os métodos de aceleracio de Chebyshev
adaptativa e nido-adaptativa e o método de dos Gradientes Conjugados acelerado ndo convergem.
Para a matriz ndo-simétrica (5-2.2) usada em teste de ordens 50, 100, 300 e 500 respectivamente,

fazendo d;; = 30 para 1<i<n, o raio espectral da matriz de iteragfio de Jacobi for superior a

0,86. Nessa situagiio os métodos bisicos convergem com um ndmero de iteragBes superior ao
nimero de equagdes como mostra 0 Quadro 6, o método SOR, converge com um ndmero de
itera¢cBes bem inferior a0 dos métodos bésicos. Se nio for conhecido previamente o raio espectral
da matriz de iteragdo, o método SOR nio € indicado, uma vez que o tempo de execucdo para
obté-lo é superior ao tempo que os métodos bdsicos levam para encontrar a solugdo. O método
dos Gradientes Conjugados quando o raio espectral € dessa ordem ndo converge para um sistema
com um nimero superior a 140 equagdes, porque a convergéncia sé € garantida se a matriz dos

coefictentes for simétrica positiva definida (condigio suficiente).
Se o raio espectral da matriz de iteragdo do método de Jacobi for inferior a 0,86 € a

matriz for SPD (5-2.2) o Quadro 7 mostra que o método dos Gradientes Conjugados converge

para todas as ordens das matrizes testadas. Também os métodos bésicos e SOR convergem.
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Capitulo VI

Conclusoes

Baseado nos estudos realizados foi verificado que as caracteristicas da matriz dos

coeficientes associada ao sistema define os métodos a serem aplicados.

1 — Estrutura da matriz.

e Nio-simétrica diagonal dominante.

Métodos que convergem:
de Jacobi,
de Gauss-Seidel,
de Sobre-Relaxagdo Sucessiva (SOR).

O método SOR é recomendado se o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi for
superior a 0,86. Se o raio espectral for inferior a 0,86, os métodos bésicos sdo recomendados,

pela sua simplicidade (ndo precisa do valor do raio espectral).
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» Simétrica positiva definida diagonal dominante.
Todos os métodos convergem.

O método dos gradientes conjugados é o melhor de todos para tolerincias até 107"

em precisdo dupla. Para uma margem de tolerdncia préximo ao £ da maquina recomenda-se a
utilizagdio do método dos gradientes conjugados acelerado. Como o método dos gradientes
conjugados ndo requer nenhum parimetro especial, é o recomendado guando aplicavel. Se o raio
espectral da matriz de iteragdo de Jacobi for inferior a 0,95, todos os métodos se comportam de

maneira uniforme e € indiferente usar qualquer método.
II - Velocidade de convergéncia

A velocidade de convergéncia dos métodos iterativos esta diretamente ligéda ao raio
espectral da matriz de iteragdo. Sendo a matriz de iteracdo de Jacobi obtida com um menor
nimero de operagdes, optou-se pelo calculo do seu raio espectral, pois fornece uma boa idéia
qualitativa sobre a velocidade de convergéncia dos outros métodos. Quanto menor o raio

espectral da matriz de iteragcdo de Jacobi, maior € a velocidade de convergéncia de todos os

outros métodos aplicaveis.

e Nio-simétrica diagonal dominante.

Se o raio espectral da matriz de iteragio de Jacobi for inferior a 0,86, os métodos

basicos bem como os outros métodos aplicdveis convergem rapidamente.
» Simétrica positiva definida diagonal dominante.

Se o rato espectral da matriz de iteragio de Jacobi for inferior a 0,95, os métodos
basicos e todos os outros, com exce¢do do método dos gradientes conjugados e
seus derivados, convergem rapidamente. O método dos gradientes tem velocidade

de convergéncia independente do raio espectral.



Se a matriz dos coeficientes associada ao sistema for SPD estritamente diagonal

dominante, o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi serd inferior a 0,95, é indiferente usar

qualquer método.
IIT —~ Norma

A norma usada nos critérios de interrupgao tem influéncia sobre:

a) tempo de execugéio de um programa que implementa um método e

b) a qualidade dos resultados. Embora a norma infinita seja a mais econdmica dentre
as normas mais comuns, a qualidade dos resultados obtidos medida pela norma do

residuo b — Au ¢ inferior a aquela que se consegue com a norma 1.

A norma euclidiana, embora mais dispendiosa de calcular que a norma 1 forneceu

resultados com qualidade inferior comparados com os fornecidos pela norma 1.
IV — Raio Espectral

Em vez de calcular os autovalores da matriz de iteragdo para obter o seu raio
espectral que é dispendioso, uma estimativa S(B) S”B" da matriz de iteragdo de Jacobi é

suficiente em muitos casos para se ter uma idéia da velocidade de convergéncia.

-

Trabalhos futuros

Este trabalho concentrou sua aten¢io na aceleragio de métodos iterativos para

solucio de sistemas lineares.

Como trabalho adicional € sugerido:
1. estudar métodos basicos nio simetrizaveis;

2. estudar procedimentos nfo polinomiais de aceleragao dos métodos iterativos
basicos;
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3. generalizar o estudo do método dos gradientes conjugados para diregdes
conjugadas;

4. implementar os métodos vistos com economia do espago de memoéria armazenando

somente elementos ndo nulos da matriz dos coeficientes do sistema de equacgdes
lineares.
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