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Resumo

O Diagnéstico Médico se insere numa categoria ampla de problemas, onde a tomada
de decisdo é realizada considerando-se as evidéncias conhecidas e estas apresentando
diferentes niveis de confianca. Além disso, ndo é rara a ocorréncia de diferentes pa-
tologias com sintomas em comum. A particularidade deste cendrio estd presente na
Neurologia, onde patologias raras com sintomas semelhantes tornam a emissao do di-
agnostico diferencial dificil e até mesmo imprecisa.

Com o objetivo de reduzir o grau de incertezas envolvido, utiliza-se geralmente
ferramentas de aquisi¢io de novas evidéncias, como exames clinicos e neuroldgicos.
Acontece que esta obtencdo geralmente nao reduz a complexidade da emissao de um
diagndstico diferencial. Para isto, é necessdrio dispor de ferramentas computacionais
que auxiliem na tomada de decisdo.

Neste trabalho é avaliado o desempenho da inferéncia probabilistica em Redes
Bayesianas no auxilio & tomada de decisdes médicas. O desempenho. dessa técnica
¢ analisado sob bases de dados com diferentes cenarios considerados. Além disso, sao
propostos novos algoritmos de redugdo da complexidade computacional da inferéncia
probabilistica, os quais se baseiam em conceitos da Teoria da Informagao. Os resul-
tados obtidos mostram que a inferéncia probabilistica em Redes Bayesianas pode ser

promissora no auxilio & emissao do diagnéstico médico.
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Abstract

Medical Diagnosis belongs to a wide category of problems, where decision making
is accomplished considering the known evidences with different trust levels. Moreover,
it is not rare the occurrence of different pathologies with common symptoms. The
particularity of this scenario is present in Neurology, where rare pathologies with similar
symptoms make differential diagnosis difficult and even imprecise.

With the objective of reducing the degree of uncertainties involved, acquisition tools
of new evidences are usually used, like clinical and neurological exams. However, these
new evidences usually do not reduce the complexity of the emission of one differential
diagnosis. Thus, it is necessary to make use of computational tools that help decision
making.

In this work the performance of probabilistic inference in Bayesian Networks is
evaluated as an aid to medical decisions. The performance of this technique is evaluated
under databases with different scenarios. Moreover, new algorithms for reduction of
the computational complexity of the probabilistic inference are considered, which use
concepts of Information Theory. The results show that the probabilistic inference in

Bayesian Networks can be promising as an aid to medical diagnosis.
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Capitulo 1
Introducao

Nos tltimos anos, vem crescendo o nimero de sistemas computacionais que utilizam
redes bayesianas para auxiliar a tomada de decisdes. Aplicagoes correntes incluem
diagnéstico médico [5] e visio computacional [28]. Neste trabalho, as redes bayesianas
sao utilizadas no desenvolvimento de um sistema computacional de auxilio & emissdo
do diagnédstico médico de patologias neuroldgicas raras e que apresentam sintomas
em comum. A complexidade presente neste cendrio torna a emissao do diagndstico
diferenciado por parte dos nao especialistas do dominio bastante dificil, nao sendo rara
a ocorréncia de diagnoésticos errados.

As principais contribuicoes deste trabalho sio:

1. Desenvolvimento de um sistema computacional de auxilio & tomada de decisdo
médica, o qual reduz significativamente a complexidade do cendrio envolvido na

tomada de decisdo, assegurando ao usudrio respostas consistentes;

2. Desenvolvimento de métodos de supressdo de arcos baseados em conceitos da
Teoria da Informacédo, os quais apresentam resultados bastante satisfatérios e,
portanto, podem ser usados como novas abordagens no desenvolvimento de apli-

cagoOes praticas baseadas em redes bayesianas;

3. Desenvolvimento de métodos de ordenagdo de varidveis aleatdrias baseados em
medidas da Teoria da Informagdo, os quais proporcionaram um aumento de

eficdcia na realizacdo de inferéncias em redes bayesianas;

4. Formagao da iinica base de casos clinicos de Miastenia Gravis conhecida.



Na préxima segao sao apresentados as abordagens empregadas no desenvolvimento
de sistemas de auxilio a tomada de decisdo. Contudo, caso o leitor deseje verificar logo
as propostas e os testes dos métodos de supressiao de arcos apresentados no Capitulo

2, poderd fazé-lo sem perda de continuidade ou de fundamentacao.

1.1 Abordagens Usadas no Desenvolvimento de Sis-

temas de Auxilio A Tomada de Decisao

Na década de 60, os primeiros sistemas computacionais para dar suporte & tomada
de decisdao médica comegaram a surgir, sendo esses sistemas baseados no tratamen-
to da incerteza segundo a teoria probabilistica de Bayes. Em especial os sistemas
para diagnéstico requeriam que os conjuntos de possiveis doengas a diagnosticar fos-
sem mutuamente exclusivos, com casos clinicos plenamente coletados. As evidéncias
(sintomas observaveis) eram assumidas condicionalmente independentes entre si dada
qualquer doenca possivel, podendo cada paciente possuir apenas uma tnica patologia
[29]. Os sistemas resultantes eram desenvolvidos para dominios com pequeno nimero
de hipéteses e de evidéncia limitada. O interesse no uso de probabilidades diminuiu
em parte, devido & percepcido da época de que esta era uma técnica intratavel e ina-
dequada para expressar a estrutura do conhecimento humano [22], e em parte, porque
em dominios maiores as simplificagoes adotadas em geral produziam resultados mate-
maticamente incorretos, além de ndo existirem mecanismos de explicacdo para os nao
especialistas do dominio.

Nos anos 70, surgem os sistemas especialistas. Eles utilizavam uma linguagem
para representar o conhecimento do especialista em uma forma andloga aos predica-
dos légicos, isto é, coerente com a aplica¢do, empregando algum método de raciocinio
heuristico. Para manipular incerteza utilizavam métodos ad hoc derivados da teoria de
probabilidade, mas em desacordo com os axiomas da probabilidade. Eles podem mani-
pular com éxito dominios de problemas maiores e mais complexos do que os anteriores,
além de proverem facilidades de explicagao, permitindo o seu uso por nao especialistas.
O MYCIN [21] é um exemplo de sistema especialista que obteve grande sucesso.

Contudo, no final dos anos 80, houve uma retomada no interesse por abordagens
probabilisticas, sendo motivada pela descoberta de que se for considerado o relaciona-

mento causal e a independéncia condicional entre varidveis do dominio, é necessario re-



presentar apenas probabilidades condicionais entre varidveis diretamente dependentes.
Essa retomada esta associada ao aparecimento de modelos baseados em representacdes
graficas de dependéncias probabilisticas conhecidas como redes probabilisticas. O uso
dessas redes apresenta as seguintes vantagens com relacdo as abordagens anteriores:
a) permite representar e manipular a incerteza com base em principios matematicos
fundamentados e b) modela o conhecimento do especialista do dominio de uma forma
intuitiva.

Um exemplo de rede probabilistica é a rede bayesiana. A década de 90 marcou o
inicio da maior parte das pesquisas realizadas a respeito das redes bayesianas. Desde
essa época, essas redes vém sendo utilizadas para a solugdo de varios tipos de problemas
em diversas dreas, como por exemplo, diagndstico médico (23] e visdo computacional
[28]. A Figura 1.1 ilustra um exemplo de rede bayesiana formada por cinco nés.

Uma rede bayesiana é uma grafo orientado aciclico, no qual os nés representam
variaveis aleatdrias e um arco unindo dois nés representa a dependéncia probabilistica
entre as variaveis associadas. Cada né armazena a funcao de distribuicao de probabili-
dades condicional dos valores que podem ser assumidos pela varidvel aleatéria associado
a ele, dado os valores de seus nés pais (isto é, aqueles diretamente ligados ao n6é em
questdo). Por meio de um formalismo gréfico, uma rede bayesiana permite tanto repre-
sentar a fungao distribui¢do de probabilidades conjunta (DPC'), quanto dependéncias
probabilisticas entre um conjunto de varidveis aleatérias. A DPC resume o conhe-
cimento sobre um dominio especifico, sendo a caracteristica principal a possibilidade
para reduzir o cdlculo da DPC global a uma séria de calculos locais, utilizando somente
a incerteza local com base no conhecimento dos estados das varidveis adjacentes.

O raciocinio probabilistico em redes bayesianas, a ser utilizado como suporte a to-
mada de decisoes, é baseado na realizagio de inferéncias probabilisticas, isto é, calculos
da probabilidade de um evento, dadas todas as evidéncias disponiveis. Esse cdlculo é
baseado em probabilidade condicional e no teorema de Bayes. A probabilidade condici-
onal é vista como uma medida de crenga no evento dada todas as evidéncias conhecidas.
O raciocinio probabilistico em redes bayesianas é, entdo, entendido como um processo
de atualizacdo de crencas. As inferéncias podem ser do tipo causal, partindo das causas
para relacionar os efeitos; de diagnésticos, dos efeitos parte-se para as causas; inter-
causal, quando diversas causas contribuem para um efeito comum; e misto, quando ha
uma combinacdo de dois ou mais tipos acima.

A independéncia condicional formaliza a nogdo qualitativa de irrelevancia. A no-



tagdo I(A,B,C) representa que A é independente de C, dado B, ou seja, o conhecimento
de C nao afeta a crenga sobre A, quando j4 se conhece B. A independéncia condici-
onal e a dependéncia fornecem a base para expressar a nogao direta e qualitativa de
relevancia na forma grafica de rede bayesiana, antes de fazer-se qualquer atribuicdo
numeérica de probabilidade.

A representacao gréfica de independéncia condicional proposta por Pearl é relevante,
mas a idéia de expressar informacao probabilistica através de representacgoes graficas foi
introduzida inicialmente pelo geneticista Sewal Wright (1921) que utilizou um modelo
causal (grafo aciclico orientado, DAG) “como uma ajuda na analise biométrica de certas
classes de dados”, o qual deu origem as redes bayesianas. Devemos a Pearl a introducao
do uso de redes bayesianas em sistemas inteligentes [33], através do artigo, de enorme

repercussao, intitulado Fusion, Propagation, and Structuring in Belief Networks [39].

N

Figura 1.1: Rede bayesiana com 5 nés com topologia em arvore

Neste trabalho é seguida a abordagem adotada na década de 90 no desenvolvimento
de sistemas de auxilio & tomada de decisdo. Assim, as redes bayesianas sao utilizadas
na realizacdo de inferéncias de base probabilistica, as quais irdo auxiliar & emissao do

diagnéstico médico de patologias neuromusculares raras.



1.2 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao esta organizada como segue:

No Capitulo 2 é apresentada uma caracterizagao das redes bayesianas. Apresenta-
se os principais algoritmos de aprendizagem de redes bayesianas a partir de bases de
dados. Posteriormente, estes algoritmos sdo avaliados e suas principais propriedades
apresentadas. Ainda no Capitulo 2, alguns principios da Teoria da Informagéo empre-
gados em redes bayesianas sdo apresentados. Em seguida, sdo propostos algoritmos
para a simplificagao da rede, os quais se baseiam também em conceitos da Teoria da
Informagao. O final do Capitulo 2 é dedicado a uma analise das redes aprendidas a
partir de diferentes bases de dados e que tiveram seus arcos removidos de acordo com

os algoritmos propostos.

O Capitulo 3 apresenta os principais algoritmos utilizados na realizagdao de in-
feréncias em redes probabilisticas. Este Capitulo também apresenta a Lei Distributiva
Generalizada e ilustra que uma importante técnica de realizagdo de inferéncias em Re-
des Bayesianas é um caso particular desta Lei. O final do capitulo 3 é dedicado a
avaliagdo de desempenho da inferéncia probabilistica nas redes que tiveram os arcos
removidos de acordo com os algoritmos propostos para remogao de arcos e os efeitos da
ordenagao de varidveis, de acordo com medidas de informagao, na eficicia do raciocinio

probabilistico.

O Capitulo 4 descreve as patologias neuroldgicas sob foco e apresenta as carac-
teristicas da base de casos clinicos formada para avaliar o desempenho da inferéncia

probabilistica em redes bayesianas no auxilio & emissao de diagndstico médico.

No Capitulo 5 é apresentado o sistema desenvolvido para auxiliar & emissdo do

diagnostico diferenciado.

O trabalho termina com o Capitulo 6, um espago dedicado as consideragoes finais

e as perspectivas para trabalhos futuros.




Capitulo 2

Redes Bayesianas

2.1 Introducao

Durante as ultimas duas décadas, o interesse no uso de técnicas exatas de inferéncia
probabilistica para o desenvolvimento de sistemas de auxilio & tomada de decisdo tém
chamado bastante a atencao de pesquisadores em universidades e empresas. No entan-
to, o uso de tais técnicas de inferéncia pressupde a disponibilidade de um modelo de
conhecimento valido. Na auséncia deste modelo, surge a necessidade de se desenvol-
ver técnicas capazes de combinar o conhecimento especialista com os dados, obtidos
a partir de uma base de dados, de forma a serem usados no desenvolvimento e, mais
adiante, no refinamento desses modelos de conhecimento. Esta abordagem apresenta
algumas dificuldades como, por exemplo, a impossibilidade, em algumas vezes, de se
contar com a presenca de um especialista do dominio do conhecimento. Sendo assim, a
obtencao do modelo diretamente a partir da base de dados se faz necessiria e permite
uma aprendizagem automatica, livre da supervisdo de especialistas e, portanto, agrega
um interesse maior.

Uma aproximacao promissora a este problema é tentar construir automaticamente,
ou em outras palavras aprender, uma rede probabilistica que represente ou modele o
conhecimento humano embutido nos dados. Especificada uma rede, é possivel utilizar-
se dela como um modelo probabilistico usual do dominio do problema.

Na tentativa de representar o conhecimento humano, a motivagao para utilizacao
de redes probabilisticas é que os seres humanos tém uma certa facilidade em moldar os
fatos e fenomenos em forma de relacionamentos causais. Isto é, o que se busca é uma

forma adequada de modelar o conhecimento humano, com respeito a um determinado



dominio do problema, no qual coloca-se a questdo de realizar prognésticos a respeito de
causas e a partir de observagées de indicadores probabilisticos relacionados com estas
causas. Neste sentido, as redes probabilisticas, ou bayesianas constituem um modelo do
dominio do problema e ndo um modelo de raciocinio; como é comum quando se utiliza
outros esquemas como, por exemplo, Redes Neurais. Devido a isto, a abordagem
Bayesiana ja tornou-se um importante paradigma para a representacdo e tratamento

com incertezas.

2.2 Estrutura das Redes Bayesianas

Um ponto de partida adequado para se visualizar a montagem de uma representacio
eficiente é considerar com atengao o mecanismo de inferéncia humano, entendido como
o meio pelo qual as pessoas integram dados de muiltiplas fontes e geram uma interpre-
tacdo coerente destes dados. A analise deste mecanismo indica que a maneira como
o ser humano armazena e utiliza o seu conhecimento a respeito de um determinado
dominio nao fica bem caracterizada por uma distribui¢do conjunta mas sim através de
distribuicées marginais e distribui¢oes condicionais envolvendo pequenos agrupamentos
de varidveis [5].

Sendo assim, o conhecimento humano acerca de um problema de diagnéstico pode
ser adequadamente modelado utilizando um grafo no qual os nés estao associados
as varidveis aleatérias envolvidas e cada né fica ligado a outros que julgamos serem
diretamente relacionados.

Escolhendo uma ordenagao arbitraria ord das varidveis X, ..., X, considera-se a
fatoracgdo de sua distribui¢do de probabilidade conjunta pela regra da cadeia, da forma
P(Xy, X3, ... Xs) = P(X, | Xa-1,.-, X1)-.P(X3 | X2, X1)P(X2 | X1)P(X1), em que
cada fator contém somente uma variavel no lado esquerdo da barra de condicionamento.

Essa fatoragao pode ser usada como uma prescri¢do para quantificar consistente-
mente as dependéncias entre os nés de um grafo arbitrario. Define-se Pa; como o
conjunto de varidveis que influenciam diretamente z; (i.e. P(X; | Pa;) = P(X; |
X;_1,Xi_2,...,X1), as quais serdo doravante denominadas pais da variavel aleatdria
X;.

Representando P(X; | Pa;) por uma fungdo F;(X;, Pa;) tal que

Y Fi(Xi,Pa) =1, 0< Fi(X; Pa) <1,
X



entdo a fatoragdo acima pode ser reescrita como

P(Xy, Xy, ..., Xp) = [ [ Fi(Xi, Pay).
X
A distribuicdo P(X;, Xs, ..., X},), junto com a ordenagdo ord identifica univocamen-
te um conjunto de nds pais para cada varidvel aleatéria X;, que pode ser associada a
um grafo direcionado aciclico que representa as relagdes de dependéncia probabilistica
entre as varidveis X, X, ..., X,,. Este grafo e a especificagdo das probabilidades condi-
cionais entre cada nd e seus pais constituem uma rede bayesiana (RB). Segue-se uma

defini¢ao formal.

Definigdo 1 [3] Seja U um conjunto de varidveis {Xi,..., X,,}, n > 1. Cada varidvel
X; € U assume um valor do conjunto {z; ...,z }, r > 1, i = 1,...,n. Uma rede
bayesiana B sobre U € um par B = (Bs,Bp) sendo Bs a estrutura da rede que
consiste de um grafo direcionado e aciclico, com um né para cada varidvel em U;
Bp é um conjunto de probabilidades condicionais associadas a Bs.Para cada varidvel
Xi: € U, Bp contém as probabilidades condicionadas P(z;, | Pa;) que consiste nas
probabilidades do né que representa a varidvel X; estar no estado T dados valores das

varidveis no conjunto de pais Pa; de X;.

Deve-se notar que a especificagdo completa de uma rede bayesiana é determinada
pela ordenacdo ord das varidveis X; € U e pela fun¢ao de distribuigdo de probabilidade
conjunta P (Xi,...,X,). A topologia de uma rede bayesiana é fortemente sensivel a
ordenagao ord, sendo possivel que um grafo em drvore se transforme em um grafo
completo pela modificagido da ordenagao das varidveis. A sensibilidade & ordenacao se
deve a relagdo entre causalidade e a estrutura da rede, ou seja, modificar a ordenagao
significa modificar relagdes de causalidade, ainda que a medida global de probabilidade
seja a mesma [41].

Em redes bayesianas, adota-se um critério de separabilidade mais elaborado do que
0 que o senso comum recomenda (ou seja, considerar separagao apenas como auseéncia
de ligagao entre dois nds). Para facilitar o entendimento, considere os trés tipos dis-
tintos de conexdes entre nés ilustrados na Figura 2.1, denominados por Charniak [20]
como linear, convergente e divergente. O conceito de separabilidade em redes baye-
sianas, proposto por Pearl [39] estd intrinsicamente relacionado com as propriedades
das conexdes entre os nds e é parte fundamental na identificagdao das relagdes de inde-

pendéncia estatistica. Para estabelecer esse critério considere as definigoes:
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(a) Linear (b) Convergente (c) Divergente

Figura 2.1: Tipos Diferentes de Conexoes

Definigao 2 (Evidéncia) [37]

e FEuvidéncia em uma rede bayesiana € um conjunto de nds cujos valores sao conhe-
cidos

Definigao 3 (Caminho d-conectado) [37]

e Dado uma evidéncia, E, o caminho entre dois nés X e Y € dito ser d-conectado
(conezdo de dependéncia) em relagdo a E se uma das seguintes condigdes se

verificarem:

1. O caminho entre X e Y € linear ou divergente e ndo possui nés em E.

2. O caminho entre X e Y € convergente e 0s nds no interior do caminho ou

um de seus descendentes estd contido em E.
Definigcao 4 (Nés d-separados) [37]

e Dado uma evidéncia, dois nds sdo ditos ser d-separados (separagdio de dependéncia)

se nao existir nenhum caminho d-conectado que os una.
Defini¢dao 5 (Independéncia entre nés) [37]

e Dado uma evidéncia, E, diz-se que dois nos sao independentes em relagao a E

se forem d-separados.
Definigdo 6 (Grafo em Arvore) [10]

o Um grafo em drvore é um grafo onde todos os nds, exceto aquele denominado de

nd raiz, tem apenas um unico pai.



Defini¢do 7 (Grafo em Arvore Miiltipla) [39]

o Um grafo em drvore miiltipla é um grafo simplesmente conectado, isto €, um grafo

onde ndo existe mais que um tnico caminho entre quaisquer dois nds.

Os grafos cuja topologia é uma arvore multipla (no inglés é utilizada a expressao
polytree), podem ser vistos como uma colegio de virias drvores unidas. Sendo assim,
podem existir nés com mais de um pai, ou diversos nés raizes. Contudo, para quaisquer

dois nds pertencentes ao grafo, existe um tnico caminho que passa por eles.
Definigdo 8 (Grafo com Ciclo) [32]

e Um grafo é dito ter ciclo se entre quaisquer dois nds existe mais de um caminho

que 0s una.

A Figura 2.2(a) ilustra um grafo em arvore. Na Figura 2.2(b) é mostrado um grafo

em arvore miuiltipla, ja a Figura 2.2(c) apresenta um grafo com ciclo.

(a)

(b)

(c)

Figura 2.2: Grafos com topologias diferentes
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Para verificar se uma rede é bayesiana, basta que uma tinica condicao seja satisfeita:
cada no do grafo deve ser condicionalmente independente de todos os nés que nio sio
seus descendentes, exceto seus pais [41]. Segundo Pearl [41], com base nesta condigdo,
pode-se derivar um procedimento recursivo para a construgao de uma rede bayesiana.
Dada a distribuigao de probabilidade conjunta P(X, Xs, ..., X,) e uma ordenagao ord
destas varidveis, inicia-se a construgao do grafo escolhendo o né raiz X e atribuindo ele
a probabilidade marginal P(X;). Em seguida, acrescenta-se mais um né X, no grafo.
Se X, for dependente de X entdo tracamos um arco ligando ambas as varidveis com
a seta apontando para X, e quantificando esta dependéncia ponderando o arco com a
medida’ P(X3|X,), caso contrdrio, mantém-se as varidveis desconectadas a atribui-se
uma probabilidade & priori P(X;) a X,. Repete-se este procedimento para as demais

variaveis e, entao, obtém-se uma rede bayesiana.

Figura 2.3: Exemplo de rede bayesiana mostrando um dos ndés (W) com dois pais

A rede ilustrada pela Figura 2.3 representa a seguinte distribui¢do presente nos
dados:

P(Z,X,Y,W,Q) = P(Q|Y)P(W|X,Y)P(Y|Z)P(X|Z)P(Z). (2.1)

As relacdes de independéncia apresentadas pela rede bayesiana reduzem o esforgo

no célculo da distribuicdo de probabilidade conjunta. A ordenacdo das varidveis pode

i1




ser feita com base no conhecimento humano para identificar as relacdes de dependéncia
entre as varidveis, estabelecendo para isto, relacoes de causalidade entre estas e, para
aquelas que influenciam diretamente outra, é necessario definir pai e filho, respectiva-
mente.

Nem sempre se conhece as relagdes de causalidade que estabelecem a estrutura da
rede (Bg), nem o conjunto de probabilidades condicionais (Bp). Portanto, os principais

problemas envolvendo redes bayesianas sio:

1. Construir uma rede bayesiana a partir de uma base de dados. Isto é, aprender a
estrutura, Bg, e identificar as probabilidades condicionais, Bp, existentes entre
os elementos constituintes, a partir de uma base de dados com amostras das

varidveis aleatérias do dominio da aplicacéo:

2. Construir um método de atualizagdo de crengas (do inglés, Belief) sobre o estado

das varidveis a partir de evidéncias apresentadas a rede.

A préxima se¢do avalia os aspectos envolvidos na aprendizagem automaética de redes

bayesianas a partir de bases de dados.

2.3 Aprendizado de Redes Bayesianas a Partir de
Bases de Dados

O problema que se apresenta consiste em descobrir estruturas arbitrarias de rede a
partir da base de dados sem a necessidade do conhecimento a prior: da distribuigao de
probabilidade que modela esses dados. No caso de Bg, pode-se levar ao aprendizado
de redes com miltiplas conexdes que sdo mais expressivas do que redes de arvore, ja
que na pratica fendmenos aleatérios podem ter mais de uma causa.

Apesar das redes de miiltiplas conexdes nos permitirem uma precisdo maior nes-
tes casos, as suas desvantagens sao numerosas. A complexidade temporal relacionada
com o aprendizado da estrutura dessas redes é alto. Em adicdo, essas redes também
apresentam o problema da complexidade espacial, relacionada com o armazenamento
dos parametros, que aumenta com a conectividade da rede [25]. Redes bayesianas com
mais conexdes entre seus nés requerem um armazenamento de mais parametros de
probabilidade, com o niimero de parametros de probabilidade “armazenados” em cada

né aumentando exponencialmente com o numero de arcos que chegam. Em adigao
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as vantagens computacionais, redes com baixa conectividade também possuem vanta-
gens conceituais. A topologia de uma rede bayesiana expressa a informacao sobre o
entendimento causal e assegura relagdes probabilisticas do dominio. Redes com topo-
logias muito simples sdo mais ficeis de compreender. Isto pode ser particularmente
importante ja que existe o desejo de explicar os resultados calculados utilizando a rede.

Portanto, é preciso haver algum tipo de compromisso entre precisido e usabilidade.
Redes mais conectadas permitem obter modelos mais precisos, contudo, ao mesmo
tempo, sao computacionalmente e conceitualmente mais dificeis de usar. Redes mais
simples, por sua vez, podem levar a perda de precisdo no modelamento dos dados.
Logo, deve-se adotar algum método que opte sempre por uma rede mais simples se
esta rede é suficientemente precisa, mantendo a capacidade de escolher outra mais
complexa se nenhuma rede mais simples possui a precisio desejada. O Exemplo 2.1
[50] ilustra este ponto.

Exemplo 2.1 [50] : Considere as duas redes ilustradas na Figura 2.4, onde todos
os noés assumem valores bindrios. No grafo G1, o né C tem dois pais, A e B; enquanto
em G2, C tem somente um pai, B. G2 é a rede mais simples envolvendo os nés A,B e
C para a dada relacdo de causalidade. Apesar disso, se forem examinados as proba-
bilidades condicionais associadas a C, no grafo G1, descobre-se que o valor de C tem
uma dependéncia maior com os valores de B e com pequena proporcao do valor de A.
Entdo, as relacoes de dependéncia da distribuigao descrita por G1 sdo quase as mes-
mas daquelas obtidas pelo grafo G2. Portanto, estas duas redes bayesianas podem ser
consideradas como estruturas aproximadamente equivalentes, muito embora tenham
topologias diferentes.

As redes bayesianas sio comumente usadas em problemas envolvendo inferéncia
probabilistica, as quais gerenciam atualizages na distribuigao de probabilidade a pos-
teriori (DPP) quando alguns dos nés tornam-se instanciados a valores particulares.
Considerando este aspecto, as duas redes podem ser consideradas como sendo apro-
ximadamente equivalentes se estas exibem resultados semelhantes apds a atualizagao
na DPP. Admita agora que p(a;) = 0,3. Apds a execugao da atualizagao da DPP,
ambas as redes apresentam praticamente o mesmo resultado: p(b;) = 0,31, em ambas,
p(c;) = 0,356 em G1, e p(c;) = 0,336 em G2. Neste caso, hd pouca perda de precisao
no modelamento da distribuicio bésica utilizando a rede mais simples G2 ao invés de
Gl. ¢

A negociacio envolvendo precisdo e usabilidade pode ser feita utilizando um principio
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Figura 2.4: Redes Bayesianas Aproximadamente Equivalentes

bem conhecido, denominado de Minimo Comprimento de Descrigao (MDL, do in-
glés Minimum Description Length) de Rissanen [47]. O principio MDL afirma que o
melhor modelo de um conjunto de dados é aquele que minimiza a soma da codificagao
do modelo e da codificacdo dos dados dado o modelo. Contudo, tentar encontrar a
rede (modelo) que minimiza a soma destas duas componentes é computacionalmente
uma tarefa dificil, devido ao grande nimero de redes presentes no espaco de busca.
Por exemplo, Robinson [45] utilizando o principio de inclusio e exclusido mostrou que
a quantidade de redes que pode ser formada por um conjunto de n nés, G(n), é dada

pela Equagéo (2.2).

G(n) = [i(—l)kﬂ ( "; ” G(n—1) (2.2)

com G(0) = 1.
Assim, para um conjunto de 10 nés existe aproximadamente 4,2 x 10'® diferentes

estruturas possiveis. Devido ao grande nimero de combinacdes, o teste de todas as
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possibilidades é impraticdvel e para tanto deve ser usado um algoritmo que elimine
uma parte dessas estruturas.

A préxima secdo descreve algumas das diferentes abordagens utilizadas no apren-

dizado de redes bayesianas.

2.3.1 Recuperagao de Redes a Partir de Suposi¢coes Sobre a

Distribuicao dos Dados

O trabalho mais simples que pode ser visualizado como modelo de aprendizagem de
rede foi o de Chow e Liu em 1968 [10]. Suas aproximacoes foram capazes de recuperar
a DPP em redes apresentando topologias em arvore, a partir de registros em banco de
dados. Se o banco de dados foi gerado por uma distribuigdo, cuja rede associada possui
uma topologia em drvore, esta poderia ser recuperada com exatidao, desde que existam
dados suficientes. Caso contrério, o método proposto garantia que a distribuicio de
probabilidades da rede aprendida pela estrutura em &drvore seria a mais proxima de
todas as redes em arvore para a distribuigao dos dados. O critério adotado neste caso
para a “proximidade” foi a medida de entropia cruzada de Kullback-Leibler [36]. A
principal restricdo a este trabalho era que o mesmo considerava no aprendizado apenas
as redes com topologias em drvores. Logo, se os dados presentes na base foram obtidos
segundo uma distribuigdo que nao estivesse associada a uma estrutura em arvore, o
aprendizado levaria a uma rede imprecisa. O trabalho subseqiiente de Rebane e Pearl
[43] permitiu extender os métodos de Chow e Liu para a recuperagio de redes com a
topologia de arvore multipla. Se a distribuigdo bésica tem uma rede associada com
topologia de drvore miltipla, esta poderia ser recuperada com exatidao. Contudo,
novamente, se os dados sao oriundos de uma distribui¢ao que nao represente uma
topologia de arvore miltipla, a estrutura aprendida seria bastante imprecisa.

Ambas as aproximagoes falham na recuperaracao de uma classe de redes que apre-
sentem muiltiplas conexdes, a qual é mais realistica do ponto de vista esperado para as
aplicagOes préticas. Isto acontece porque tais métodos compartilham a desvantagem
de se realizar suposi¢des sobre a distribuigao bésica. Acontece que na maioria das ve-
zes nao se conhece, a priori, a distribui¢do bésica, a qual, conforme jd salientado no
comeco deste capitulo, é possivel obter a partir do conhecimento da estrutura da rede
bayesiana aprendida, ou seja, o conhecimento da distribuigdo leva ao conhecimento da

estrutura. Tais métodos poderiam entdo produzir modelos muito imprecisos se a distri-
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buigao basica ndo se encaixa nas categorias de distribui¢des com as quais tais métodos
podem lidar. Apesar disto, estes trabalhos forneceram muita informacao relevante ao
aprendizado de redes bayesianas.

Uma aproximacdo alternativa bastante interessante que permite tratar com redes
de muiltiplas conexdes é a que foi sugerida por Cooper e Herskovits em 1991 [8]. Esta
aproximacao tenta encontrar a rede mais provavel utilizando uma aprozimacdo baye-
siana, ou seja, assume-se uma distribuicdo a priori sobre o espago contendo todas as
possiveis estruturas de rede. Desta forma, foi considerado que a distribuig¢do a prio-
ri era uniforme. Lam e Baccus [50] sugerem que esta consideragao nao leva a escolha
razodvel, ji que, neste caso, 0 método proposto por Cooper e Herskovits [8] sempre pre-
feriria a rede com maior precisao, mesmo nas situagoes onde uma rede muito complexa
é s ligeiramente mais precisa.

De forma a evitar que isto ocorra, pode-se adotar o principio MDL. Uma forma
de visualizar o principio MDL é segundo uma aproximagao bayesiana, na qual a dis-
tribuigdo a priori sobre os modelos é inversamente relacionada aos comprimentos de
suas codificagdes, isto é, as suas complexidades. Por exemplo, seja H = {H;, Ha, ...}
um espago de hipéteses a cerca da origem dos dados. Tendo em vista que nao se co-
nhece a lei de formagao que originou os dados, D, a MDL é obtida por uma busca em
H, ou seja, procura-se obter de ‘H o elemento mais provavel dado o conjunto D, que
matematicamente pode ser expresso maximizando P(H|D), podendo ser expresso de

acordo com o Teorema de Bayes, como:

_ P(D,H) _ P(D|H)P(H)
P(H|D) = FD) =~ — P (2.3)

Aplicando o negativo do logaritmo na base 2 em ambos os lados, tem-se:

—log, P(H|D) = —log, P(D|H) — log, P(H) + log, P(D). (2.4)

sendo P(D) constante quando se varia H, a maximizagdo na Equacdo (2.3) pode ser

feita minimizando-se apenas

—log, P(D|H) — log, P(H), (255)
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Em Teoria da Informacdo, a aplicagio do negativo do logaritmo na base 2 é interpretada
como sendo o tamanho médio da palavra-cédigo, em bits, necesséria para codificar o
modelo, H, e os dados de posse do modelo,D|H.

Portanto, o principio MDL guarda restrigdes quanto aos modelos de aprendizagens
obtidos que sdo tdo simples quanto o possivel. Ja que se H for muito simples esta
poderia ser descrita ou codificada necessitando de poucos bits; contudo, néo iria expli-
car satisfatoriamente os dados, levando a um maior erro na descrigio dos mesmo. Por
outro lado, sendo H complexa os dados seriam explicados de forma mais precisa, mas
também necessitaria de um espago maior para a codificagdo da hipétese ou modelo.
A MDL, como sera explicada a seguir é uma solu¢do de compromisso entre precisao e
complexidade.

Tanto o trabalho de Cooper e Herskovits (8], quanto o de Lam e Baccus [50] de-
senvolveram um método heuristico que busca uma restri¢do no conjunto de estruturas
pertencentes ao espago de busca. No primeiro, a busca termina selecionando a estru-
tura com a mais alta probabilidade a posterior: e, no segundo, a rede com o minimo
comprimento de descrigao. Além disto, no primeiro é necessario uma ordenacgao prévia
das varidveis, enquanto que no segundo tal ordenagao nao é necessaria, o que constitui
uma vantagem em situagoes ohde nao existe informagao suficiente para promover tal
ordenagdo. A ordenagao constitui uma restrigdo no tamanho do espago de busca, visto
que, além de ser formado pelas varidveis que pertencem ao dominio do problema, este
deverd guardar uma relagao de causalidade entre estas, o que sem duvida diminui o
numero de possiveis estruturas.

A préxima segao discute em detalhes o principio do Minimo Comprimento de Des-
crigao de Rissanen (MDL).

2.3.2 O Principio MDL

O minimo comprimento de descrigao (MDL, do inglés Minimum Description Length) é
um formalismo bastante estudado em Teoria da Informagéo, sendo proposto na década
de 70 por Rissanen do Centro de Pesquisas da IBM em Almaden [47]. Assim, a descrigdo
de comprimento é uma medida, expressa na unidade de informacao - bit , de um
conjunto de dados. O principio MDL ¢é baseado na idéia que o melhor modelo de uma

colegdo de itens é o que minimiza a soma do:

1. Comprimento da codificagdo do modelo e,
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2. Comprimento da codificacao dos dados dado o modelo.

Sendo ambos medidos em bits.

O préximo exemplo ilustra que o principio MDL tenta encontrar um compromisso
entre a codificagdo do modelo e a dos dados realizada utilizando-se o modelo.

Exemplo 2.2 (Polinémios) [50]: Considere que os itens de dados consistem
de n pontos no plano, cada ponto especificado por um par de coordenadas reais de
precisdo fixada, (z1,y1), (z2,%2), .., (Tn,yn). Admita que é desejado encontrar uma
fungdo (modelo) que ajuste estes pontos. Neste sentido, um polinémio de grau n que
passe precisamente através destes pontos necessitaria de n+ 1 niimeros para especificar
os coeficientes do polinémio (item 1). Contudo, para armazenar os dados dado o
polindmio, seria necessdrio armazenar as coordenadas X, isto é, zy,zs,...,z, (item
2). Como é possivel observar, ndo é necessario armazenar as coordenadas Y, isto é,
Y1, Y2, - Un, J& que cada y; poderia ser precisamente calculado a partir do polinémio e
da respectiva coordenada X, z;. Logo, a soma dos comprimentos das descrigoes seria
2n + 1 vezes o numero de bits necessdrios para armazenar os numeros na precisao
desejada.

Na tentativa de minimizar esta soma, considere que seja usado um polindémio de
ordem inferior, dito de ordem k. A concordidncia com o item 1 exigiria apenas k + 1
nimeros para armazenar as coordenadas. Ja atendendo observagao do item 2, novamen-
te poderiamos armazenar os pontos de informagao pela especificagdo das coordenadas
X, o que implica em n nimeros. Desta vez, contudo, ndo poderiamos garantir que o
nosso polinomio se “ajustaria” precisamente aos dados devendo, portanto, existir al-
gum erro d; entre o valor y avaliado em z; e a coordenada Y do i-ésimo ponto y;. Sendo
assim, para codificar os pontos seria necessario armazenar estes fatores de erro conjun-
tamente com as coordenadas z. Entretanto, se o max(d,,...,d,) é desprezivel, entdo
seria necessario menos bits para armazenar estes fatores de erro do que os numeros
ordindrios da codificagdo com o polindémio de ordem n. Portanto, podera existir algum
polindmio de grau k < n que resulta na minima descri¢gdo do comprimento.{

O principio MDL pode ser explicado também de forma intuitiva. Para isto, suponha,
por exemplo, que em um grande conjunto de dados observou-se uma lei de formagao, o
que leva a pressupor a existéncia de uma méquina de Turing que modelaria tal conjunto.
Sendo assim, a codificacao dos dados poderia ser feita através da codificacao de um
algoritmo (modelo) e de alguns elementos do conjunto, ditos elementos representativos

(j& que os demais podem ser obtidos a partir desta lei de formagéo e dos elementos
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representativos deste conjunto). Por outro lado, admita a existéncia de um outro
conjunto de dados com o mesmo nimero de elementos do anterior, mas que neste
caso nao foi observado qualquer padrao de regularidade, ou seja, nao foi encontrado
qualquer lei de formacao que explique os dados. Desta forma, a auséncia do algoritmo
leva a uma complexidade da descrigdo, visto que esta implica na descricao de todos os
elementos do conjunto. Naturalmente, a medida da descri¢do neste caso sera maior do
que aquela realizada de posse do algoritmo e dos elementos representativos.

A MDL associada ao problema de obtengdo de uma rede bayesiana a partir dos
dados, implica na codificagdo de duas componentes: a rede propriamente dita e a ade-
quagao dos dados a rede proposta. Estas duas partes serdo discutidas separadamente

nas proximas secoes.

Codificando uma Rede Bayesiana

Uma rede bayesiana é formada de duas partes: a estrutura,Bg, e 0 conjunto de proba-
bilidades, Bp. Portanto, para representar uma rede bayesiana particular, as seguintes

informagdes sdo necessarias e suficientes:

e Uma lista dos pais de cada nd,
e Um conjunto de probabilidades condicionais associadas a cada um dos nos.

Ambas sdo requeridas para parametrizar a rede.

De forma a facilitar o entendimento, estas duas partes serao codificadas separada-
mente. Na codificagdo da estrutura, Bg, para cada né, X;, codifica-se a identifica¢do
dos elementos que formam Pa; (em que Pa; é o conjunto de pais de X; em Bg), segui-
do da codificagdo das probabilidades condicionais envolvendo X; e os nds em Pa;. A
codificacdo de cada um dos elementos de Pa; é dada simplesmente por kfd}, em que k;
corresponde a identificagao do i-ésimo elemento de Pa; e d ao numero de bits usados
na sua codificagao.

Admita que existem n ndés num dominio de um problema. Para um né X; com
cardinalidade do conjunto de pais dado por |Pa;|, sdo necessarios k! °%™ bits para
listar cada um de seus pais. Naturalmente como |Pa;| < n, d pode ser limitado

superiormente por log, n, implicando em:

k{4 < g, (2.6)
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Agora, avalia-se a codificacdo das probabilidades condicionais. Em uma rede baye-
siana, uma probabilidade condicional é necessaria para toda instanciagao distinta dos
nos pais e do préprio né (exceto pelo fato que um das probabilidades condicionais pode
ser calculada a partir de todas as outras, ji que a soma tem que ser 1). Assim em uma
rede bayesiana, as probabilidades condicionais formam um conjunto cuja quantidade
de elementos dependem do nimero de instancias de X;, r;, e de Pa;, ¢;. Assim, para
cada né X; existe armazenada uma matriz de probabilidades condicionais ,[p(z;-|pas)],
a qual representa a probabilidade do né X; estd no estado z; dado que seus pais sdo

instanciados a pa;;.

p(zalpai), p(zalpai), ... p(zalpai,)
p(zi2|pain), p(Ti2lpai), ... p(zilpai,)
[p(zir|pais)] = - T e o m ] (2.7)
| P(zirlpan), p(ir,[pai2), .. p(xir|paig,) |

eomr=1; 2 s, 7 €88= 1,2, c.s.

Para representar as probabilidades condicionais, o comprimento da codificagao sera
o produto do nimero de bits requeridos para armazenar o valor numérico de cada
probabilidade condicional pelo nimero total de probabilidades condicionais que sio
requeridas. Sendo assim, como cada né X; em Pa; possui r; diferentes instancias, o
niumero de elementos de Pa;, ¢;, é dado por HX;ePa; r;.  Assim, em principio seria
necessario realizar a descrigao de uma matriz com r; x [| XiepPa; Tl elementos. Contudo,
ocorre que como o somatdrio das probabilidades de (z;|Pa;;) deve ser igual a unidade,
entdo um elemento nao precisa ser codificado a cada instancia de Pa;, ja que poderia

ser deduzido. Portanto, necessita-se codificar apenas:

dri—=1) I n. (28)
X €Pa;
em que d é o nimero de bits usados na codificagdo de P(z|Paij).
Por exemplo, se um né pode assumir 5 valores distintos e tem 4 pais, cada um dos
quais pode assumir 3 valores distintos, seriam necessarios 3* x (5 — 1) probabilidades

condicionais.
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Assim, a descri¢gdo minima usada para codificar a rede serd dada por:

n

Y k™ pde—1) T nl. (2.9)

i=1 X,€Pa;

Analisando a Equacdo (2.9), observa-se que redes altamente conectadas requerem
codificagdes mais longas. Primeiro, para muitos nds a lista de seus pais tonar-se-
a grande e, desta forma, a lista de probabilidades condicionais, a qual é necessaria
armazenar para cada um dos nés, também aumentard. Em adicgdo, redes nas quais os
nés possuem um grande nimero de valores e com os pais tendo um grande nimero
de possiveis instancias, requerem codificacoes ainda mais compridas. Desta forma, o
principio MDL tenderd a favorecer redes nas quais os nés tem o menor niimero de pais
(isto é, redes que sdo pouco conectadas) e também redes nas quais os nds que assumem
um grande nimero de valores nio sio pais de outros nés que possuam grande niimero

de instancias.

Codificando os dados utilizando o modelo

Neste momento, é preciso definir melhor a forma da base de dados. A tarefa consis-
te em aprender a distribuigao conjunta de um conjunto de varidveis aleatérias U =
{Xi,..., X,}. Cada varidvel X; estd associada a uma cole¢do de valores {z;i, ...,z },
os quais definem as instancia que elas podem assumir. Toda escolha distinta de valores
para todas as varidveis em U define um evento singular na distribui¢ao conjunta, sendo
atribuido a uma probabilidade particular por esta distribuigao.

Por exemplo, admita que temos trés variaveis aleatérias X, Xy e X3, com X, ad-
mitindo valores no conjunto {1,2}, X, tendo como instancias valores em {1,2,3} e X3,
tendo {1,2} como valores possiveis. Logo, existem 2 x 3 x 2 diferentes instanciagoes
completas das varidveis. Cada uma destas é um evento singular na distribui¢do con-
junta, tendo uma probabilidade particular de ocorréncia. Por exemplo, o evento no
qual {X; =1, X; =3, X; =1} é um destes eventos singulares.

Portanto, é possivel admitir que as linhas na matriz que forma o banco de dados
sdo eventos singulares. Isto é, cada linha especifica um valor para todas as varidveis
em U. Além do mais, é possivel admitir que as linhas sdo resultados de experimentos
aleatérios independentes. Entéo, é possivel esperar, via a lei dos grandes nimeros, que
cada instanciacdo particular das varidveis eventualmente aparece no banco de dados

com uma freqiiéncia relativa aproximadamente igual as suas probabilidades.
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Dada uma matriz de N linhas, admita que é desejado codificar, ou armazenar,
as linhas como cadeias bindrias. Existem diversas formas de se fazer isto, mas aqui
o0 interesse reside no comprimento da codificagdo como uma métrica, via item 2 do
principio MDL, para comparar o mérito das redes bayesianas candidatas a modelo
da distribuigdo. Sendo assim, admita que para esta tarefa vamos utilizar cédigos de
caracteres. Com cddigos de caracteres cada evento singular é atribuido a uma 1nica
cadeia bindria. Cada uma das linha sdo convertidas para seus cddigos de caracteres
e as NN linhas sao representados pela cadeia formada da concatenacao dos cédigos de
caracteres. Por exemplo, foi atribuido o cédigo 0000 para o evento e;;; = {X; =
1,X, = 1,X; = 1},7e o cédigo 1011 ao evento esn = {X; = 2, Xy = 3,X; = 2}.
Portanto, se o base de dados consiste de seqiiéncias de eventos singulares, €11, €111, €232
seria entao codificado como a cadeia bindria’ 000000001011 utilizando-se cédigos de
caracteres.

A Teoria da Informagdo apresenta diversas formas para minimizar o comprimento
médio da cadeia concatenada, levando-se em consideracao a freqiiéncia de ocorréncia de
diferentes eventos singulares. De fato, existem diversos algoritmos para a codificagao
6tima, isto é, comprimento minimo, para os cédigos de caracteres. Exemplos destes
sdo o algoritmo de codificagdo aritmético [14] e o algoritmo de Huffman para a geragao
do cédigo de Huffman [6]. No caso do cédigo de Huffman o que se faz é atribuir a
eventos que ocorrem mais freqiientemente, palavras-codigos mais curtas, de tal forma
que o comprimento médio da cadeia representante da informagdo seja menor. Por
exemplo, admita que existam 1000 linhas no banco de dados e os 12 eventos singulares
especificados acima; entdo, utilizando um cédigo de comprimento fixo, este necessitaria
de 4 bits para codificar cada linha e de 4000 bits para codificar toda a base de dados.
Por outro lado, admita que o evento ej;; ocorre 500 vezes, o evento ez3z, 300 vezes, e
todos os outros 10 eventos ocorrem 20 vezes cada. Logo, se for atribuido a palavra-
cédigo 0 a ey, 10 a ez3 e as palavras-cédigo 11111, 11110, 11101, 11100, 110111,
110110, 110101, 110100, 11001, 11000, para os 10 eventos restantes, seriam necessarios
500 + 300 x 2 + 6 x (20 x 5) +4 x (20 x 6) = 2180 bits para codificar todo a base de
dados.

O algoritmo de Huffman requer como entrada a freqiiéncia de ocorréncia de cada
evento no banco de dados. De fato, sua operacdo depende somente das freqiiéncias
relativas de ocorréncia. Isto é, os numeros 500, 300 e 20 usados acima poderiam

ter sido substituidos por 1/2, 3/10 e 2/100, onde o nimero total de linhas acima foi
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fatorado fora.

Sendo assim, admita que na distribui¢io cada evento singular e; tem probabili-
dade p;. Entdo, o algoritmo de Huffman atribuird a cada e;, uma palavra-cédigo de
comprimento aproximado — log,(p;). Admitindo NV linhas, com N muito grande, pode-
se esperar Np; ocorréncias do evento e;. Entdo, o comprimento da cadeia codificada

representante do banco de dados serd aproximadamente:

-N ) pilog,pi, (2.10)

considerando um banco de dados formados apenas de eventos singulares.

E evidente que estas probabilidades p; ndo sdo conhecidas, ja que seu conhecimento
implica na construcao de uma rede bayesiana diretamente a partir desta informagao.
Ao contrdrio, é possivel construir uma rede bayesiana determinada pela base de dados,
a partir de algum esquema de aprendizado. Esta rede bayesiana serve como modelo
da distribuigao, atribuindo uma probabilidade ¢; a todo evento singular e;. Em geral,
¢; nao sera igual a p;, ja que o esquema de aprendizado ndo pode garantir que sera
construida uma rede perfeitamente precisa. Sendo assim, a meta é tornar ¢; o mais
préximo possivel de p; para obter um modelo suficientemente preciso.

A aprendizagem de redes bayesianas é admitida como a representacao da melhor
hipétese da distribui¢do que originou os dados. Portanto, dado que as probabilidades
g¢; determinadas pela rede sdo as melhores suposicdes dos verdadeiros valores, pode-se
projetar o nosso cédigo de Huffman utilizando estas probabilidades. Isto significa dizer
que ser4 atribuido a cada evento e; uma palavra-cédigo de comprimento — log,(g;),
ao invés do valor 6timo —log, p;. A despeito do uso dos valores g; na atribuigao
das palavras-cédigo, a base de dados continuard a ser determinada pelas verdadeiras
probabilidades p;. Isto é, espera-se que para N grande, teremos Np; ocorréncias do
evento e;, sendo p; a probabilidade do evento e; ocorrer. Assim, quando é utilizado o
aprendizado com redes bayesianas para codificar os dados, o comprimento da palavra-

cédigo representante do banco de dados serd aproximadamente:

=N} pilog(a:). (2.11)

Neste ponto, surge a diivida da relagdo entre este comprimento e aquele obtido

do conhecimento das probabilidades verdadeiras, p;. Para esclarecer isto, considere a
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definigdo de Distancia de Kullback-Leibler, também conhecida por entropia relativa
[36].

Definigao 9 (Distancia de Kullback-Leibler) [36]

o A entropia relativa ou Distincia de Kullback-leibler entre duas funcdes massa de

probabilidade p(z) e q(z) € definida como:

d(pllg) = > p() (— (2.12)

zeX )

onde na defini¢ao acima, foi usada a convencgéo Ologg =0eplogf =cc. A distincia
de Kullback-Leibler ¢ sempre nao-negativa e somente € nula se e somente se p =¢q. A
entropia relativa pode ser pensada como uma “distancia entre distribuigdes”.

Agora, pode-se verificar o custo adicional em bits/simbolo por nio utilizar-se a

verdadeira distribuigao p;.

- pilogyai=— pilog, (qn' : %)
1
Pi
=—) pilogypi+ ) pilog a
_ Pi
= H(p) + Zp,-logg %

= H(p) +d(pllq)

Assim, a discriminagao pode ser interpretada como o custo adicional pelo uso de
uma distribuigao diferente da verdadeira distribuicdo para codificar o evento e;. Em
outras palavras, a codificagao deste evento pode ser idealmente realizada usando H(p)
bits por simbolo. Contudo, se for utilizado uma distribuigao ¢ # p para codificar este
mesmo evento, o melhor resultado exigird pelo menos H(p) + d(p||g) bits por simbolo.

O principio MDL afirma que deve-se escolher uma rede que minimize a soma das su-
as préprias codifica¢des de comprimento (dependentes da complexidade da rede), com
as codificacoes de comprimentos dos dados dado o modelo, os quais dependem da pro-
ximidade das probabilidades ¢;, determinadas pela rede, em relacao as probabilidades

verdadeiras p;, isto é, dependentes da precisdao do modelo.
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E possivel usar a Equagio (2.12) para avaliar o segundo item requerido pelo principio
MDL, a codificagdo dos dados utilizando o modelo. Contudo, existem dois problemas
com a utilizagdo direta desta equacdo. O primeiro deles é o desconhecimento dos va-
lores p;. Em alguns casos, apesar disto, este problema pode ser superado. Pela lei dos
grandes numeros, espera-se que o evento e;, aparecerda no banco de dados de N pontos
aproximadamente Np; vezes, no caso de /N grande. Logo, pode-se usar o nimero total
de ocorréncias de e; dividido pelo niimero de pontos de dados como uma estimagao de
p;. O segundo problema é mais dificil de resolver. A Equagao (2.12) envolve uma soma
sobre todos os eventos singulares, os quais sdo exponenciais com o nimero de varidveis.

As limitagoes consideradas nesta Segao tornam o calculo da MDL ideal nao-realizavel,
j& que o tamanho da base de dados pode nao ser grande. Assim, Bouckaert [2] propds
" uma solugdo heuristica que proporciona uma aproximagio para a MDL ideal. Esta
se fundamenta no Teorema 2. Segue-se uma definigdo formal para o comprimento de

descricao.
Definigao 10 (Comprimento de Descrigao) [2]

e Seja U um conjunto de nés { Xy, Xa,.., Xn}, n > 1, em que cada X; pode assumir
valores em {z;1,Tio, ..., Tir, }, 1i > 1,1 =1,2, ..., n. Seja D uma base de dados de
casos em U e para cada varidvel X;, seja Pa; o conjunto de pais de X; em Bg.
Além disso, para cada conjunto Pa;, seja pa;; sua j-ésima instancia em relagdo
aD,j=1,2,..,q, ¢ > 0. Fazendo N;j; ser o nimero de casos em D no qual a
varidvel X; possui o valor x;; e Pa; possui o valor pa;; e sendo Nij = 31" | Nyjk,
entdo o comprimento de descrigio, L(B;, D), de uma estrutura Bs dado uma

base D € definida como:

log N
L(B,, D) = —log P(Bs) + NH(B,, D) + K. (2.13)
Sendo
n qi Ti V ijk
H(B,,D) = ZZ _T BN, (2.14)
i=1 3=1 k=I
e!‘



K:i 5 W II ] (- (2.15)

No apéndice A encontra-se parcialmente reproduzido o trabalho de Bouckaert [2],
no qual é apresentado uma aproximacgdo para a MDL ideal. O leitor que desejar
pode utilizar-se do apéndice para avaliar as consideragées realizadas por Bouckaert na
obtencao da aproximacao para MDL ideal.

O termo H(Bg, D) corresponde a entropia condicional da rede em relagao aos da-
dos e o termo K é uma constante em relagio a N. K diz respeito a complexidade
da rede, quanto maior for o nimero de conexdes entre os nés, maior sera seu valor.
Pelo gréifico da Figura 2.5, pode-se perceber que que a MDL estimada pela Equagao
(2.13) procura selecionar uma solugido de compromisso entre os termos NH(Bg, D) e
E‘EEK , considerando — log P(Bgs) constante, ou seja, considerando que todas as redes
tem igual probabilidade de ser selecionada. Na realidade, deseja-se a codificagdo mais
simples, mas ndo uma que seja tao simples ao ponto de nao explicar adequadamente o

comportamento dos dados.

A
L(Bs,D)

N H(Bs,D) + Y2log N K 3

NH(8s,0) Y2log NK

v

Figura 2.5: Medida de Descrigio de Comprimento versus complexidade da rede
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A préxima definicdo é 1til na apresentacdo de uma propriedade importante da

métrica de descricdo de comprimento, formalizada no Teorema 1.

Definigao 11 [2] Seja U um conjunto de varidveis, P uma distribuicdo de probabilida-
de sobre U e Bs uma estrutura de uma rede probabilistica definida sobre U. Sejam A, B
e C conjuntos de varidveis aleatdrias em U. Diz-se que A e B sdo condicionalmente

independentes dado C, se
P(A,B|C)=P(A|C)-P(B|C)

para todos os possiveis valores atribuidos ds varidveis em A, B e C. Neste caso diz-se
que A, B e C satisfazem uma relagdo de independéncia em Bg. Um modelo de

independéncia € o conjunto de todas as relagdes de independéncia em Bg.

Uma propriedade importante da medida MDL, L(Bg, D), é que todas as estruturas
de rede que representam um mesmo conjunto de relagdes de independéncia entre as va-
ridveis aleatorias tém a mesma medida, ou seja, a qualidade dessas estruturas, segundo
o critério da medida MDL, é a mesma. Esta propriedade é formalmente estabelecida

no seguinte teorema.

Teorema 1 [2]

Seja U um conjunto de varidveis, D uma base de dados sobre U e Bs uma estrutura
de rede para U. Admita que a distribui¢cao de probabilidade a priori das estruturas de
rede € uniforme. Entdo, para toda estrutura da rede By, que representa o mesmo modelo
de independéncia tem-se

L(Bs, D) = L(Bg, D)

A préxima segdo descreve a métrica bayesiana, que é uma medida utilizada por
Bouckaert [2] para estabelecer a adequagao de um estrutura, Bg, na representagao dos
dados D.

2.3.3 Critério Bayesiano para Determinar Bg

O critério bayesiano para determinar Bg, também conhecido por medida bayesiana,
tem o objetivo de encontrar a estrutura de rede mais provavel dado um conjunto de

dados D, isto é, maximizando a probabilidade P(Bg|D). Para isto, Cooper e Herskovits

27



(8] derivaram uma férmula para calcular P(Bs, D) baseado na suposi¢io que nenhum
conjunto de fungoes de probabilidades condicionais Bp é preferido para uma estrutura
antes da avaliagdo do banco de dados. Esta suposi¢do implica que a distribuigdo de
probabilidades a prior: sobre os valores das fungdes de probabilidade condicional é
uniforme [3].

O critério bayesiano é derivado da expressido:

P(D|Bs)P(B
P(Bs|D) = ( 'P(%)( s) (2.16)
Assim, se Bs é melhor representativo que Bg deve-se ter
A(Bs, Bs; D) = P(BslD)  F(P\Bs)P(Bs) . (2.17)

P(Bs|D) ~ P(D|Bs')P(Bs) ~

Logo, a solugdo, Bg para o problema de encontrar a estrutura da rede a partir dos

dados pode ser expressa como:

B = arg max = {P(D|Bs)P(Bs)} (2.18)
S
ou,
B = arg max = {P(Bs,D)}. (2.19)
S

Desta forma, a medida bayesiana pode ser utilizada para guiar a busca pela es-
trutura dentro do espago de estruturas de redes bayesianas definido pelas varidveis do
dominio do problema. De fato, Herskovits [25] desenvolveu uma expressao que fornece
o valor de P(Bg, D) e um algoritmo denominado K2, o qual é um procedimento para

maximizd-la. O préximo Teorema formaliza a medida bayesiana.

Teorema 2 [25]

Seja U um conjunto de nds {X,, Xa, .., Xn}, n > 1, em que cada X; pode assumir
valores em {Zi1, Tig, ..., Tir, }, T 2 1,1 =1,2,...,n. Seja D uma base de dados de casos
em U e para cada varidvel X;, seja Pa; o conjunto de pais de X; em Bgs. Além disso,

para cada conjunto Pa;, seja pa;; sua j-ésima instancia em relagdo a D, j = 1,2, ..., g,
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¢; 2 0. Fazendo Njj, ser o nimero de casos em D no qual a varidvel X; possui o valor

Ty e Pa; possui o valor pa;;. Fazendo N;j = Y, Nijx, entdo

P(Bs, D BS)HH N +T_ _1 ,HN,,k (2.20)

:1]1

Prova
A Prova deste Teorema foi obtida de [25] e encontra-se reproduzida no Apéndice A
caso o leitor deseje verificd-la.

[

A Equagdo (2.20) fornece uma medida para comparar a adequagao de uma estrutura
aos dados. O algoritmo K2, proposto por Herskovits [25] descreve um procedimento pa-
ra a obtencdo de B§ = argmaxg, = {P(D|Bs)P(Bs)} baseado na métrica enunciada
pelo Teorema 2. A idéia deste algoritmo sera ilustrada na Segao 2.3.4.

O préximo Teorema, cuja prova foi omitida neste texto, relaciona a descri¢cao do

comprimento com a medida bayesiana.

Teorema 3 2]

Seja U um conjunto de varidveis aleatdrias {Xi, Xs,..,X,}. Seja Bg a estrutura
de uma rede bayesiana e D uma base de dados completa com N casos. Seja P(Bg, D)
a medida bayesiana entre Bs e D e seja L(Bs, D) uma medida de descrigio de Bg e
D. Entao:

L(Bs, D) = —log P(Bs, D) + C (2.21)
em que C' € uma constante que ndo depende de N.

A préxima secdo descreve as estratégias empregadas por alguns dos algoritmos de
busca heuristica que, utilizando algum método de avaliagdo da estrutura, procuram

selecionar a estrutura mais “préxima” aos dados.

2.3.4 Estratégias de Aprendizado

Em principio as relagdes entre os diferentes nds e suas correspondentes distribuicoes de

probabilidades condicionais poderiam ser obtidas dos dados por ensaio e erro, testando
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todas as possiveis combinagdes dos nés com relagao a quem pode ser pai de quem. No
entanto, devido ao grande nimero de combinagdes, o teste de todas as possibilidades
é impraticdvel e para tanto deve ser usado um algoritmo que elimine uma parte desses
nés. Em 92, Cooper e Herskovits demonstraram que o problema do aprendizado de
redes bayesianas a partir de bases de dados é NP-completo [9].

Os algoritmos propostos com este objetivo podem ser separados em duas categorias:
bayesianos e ndo bayesianos. Estes tltimos usam testes estatisticos na base de dados
para decidir a existéncia de arcos na rede a ser construida. Por outro lado, os algorit-
mos bayesianos admitem a existéncia de uma distribuicao de probabilidades a prior:
sobre todas as possiveis redes, e calculam distribui¢oes atualizadas usando a base de
dados e escolhem a rede com a melhor distribuicao atualizada. Uma questao central
nestes métodos bayesianos é o estabelecimento de um critério de qualidade adequado
para avaliacdo das distribuiges atualizadas das estruturas de rede (“distribuigoes a
posteriori”)[2].

A abordagem bayesiana apresenta algumas vantagens bem conhecidas. Por exem-
plo, ela fornece critérios de parada naturais para os algoritmos, em lugar de com-
paracgoes com limiares estabelecidos de forma arbitraria, usual em métodos nao bay-
esianos. Além disto, a abordagem bayesiana permite incorporar de maneira facil o
conhecimento a priori sobre o dominio de interesse.

As proximas Segoes descrevem algumas das diferentes abordagens utilizadas para o
aprendizado de redes bayesianas. Maiores detalhes podem ser encontrados no trabalho
de Cristiane Koehler [35].

Arvores de Chow-Liu

O método de Chow e Liu [10] foi a primeira estratégia desenvolvida para o aprendizado
da estrutura de redes Bayesianas a partir de bases de dados. O método proposto
considera a estrutura de arvore para n varidveis e apresenta complexidade de tempo
O(n?) [24]. O algoritmo de Chow e Liu teve grande influéncia na drea de aprendizado de
redes bayesianas. Ele necessita de uma distribui¢do de probabilidade P como entrada
e produz uma estrutura de drvore como saida. A idéia bésica é comparar distribuigoes
diferentes sobre duas varidveis no dominio que sdo estimadas a partir de bancos de
dados. Na primeira distribuicdo, as duas varidveis sdo consideradas dependentes. Na
segunda, elas sdo tomadas por independentes. Um grafo ndo direcionado é formado

iniciando com um grafo sem arcos e adicionando um arco entre dois nés com maxima
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entropia cruzada [11], desde que nédo crie um ciclo no grafo. Este processo é repetido
até que todas as varidveis tenham sido consideradas. O passo final consiste em associar
diregbes aos arcos de maneira a formar uma drvore. Como somente redes bayesianas
com topologia de drvore sdo recuperadas por este método, a sua aplicagdo é restrita
[3].

A principal contribui¢ao do método de Chow e Liu nao foi propriamente o aprendiza-
do de redes bayesianas, mas sim o fato de aproximar uma distribuicao de probabilidade
conjunta sobre um conjunto de varidveis pelo produto de distribuicoes (condicionais)
sobre duas varidveis. Esta idéia foi generalizada de forma a permitir distribuigées sobre
qualquer nimero de varidveis para aproximar a distribuicao de probabilidade conjunta

sobre o dominio [3].

Arvores Mnultiplas de Rebane-Pearl

Este algoritmo é uma extensao direta do algoritmo de ChowLiu. Uma rede em arvore
miltipla (também chamada de grafo simplesmente conectado) é uma estrutura que
nao contém ciclos, tal que exista no maximo um caminho entre dois nds quaisquer do
grafo. Rebane e Pearl [43] provaram que quando a distribuigao de probabilidade que
gera os dados é originado de uma estrutura em arvore miltipla, o algoritmo proposto
recupera esta com precisdo. Eles também desenvolveram um método para encontrar a
direcionalidade dos arcos no grafo, baseado no critério d - separagao.

O algoritmo de Rebane e Pearl é baseado na avaliagao das relagoes de dependéncia
entre todos as triplas de varidveis presentes na drvore que é obtida pelo emprego do
algoritmo de Chow e Liu. Assim, dada trés variaveis, existem trés casos possiveis:
arcos formam uma estrutura serial, divergente ou convergente. Os dois primeiros casos
sao de dificil distingdo, mas o terceiro é mais facil, desde que as varidveis “pais’ sao
marginalmente independente. Observe que em um primeiro momento nao se utiliza
relagdes de causalidade e o teste é estatistico.

O algoritmo proposto baseia-se nas seguintes etapas:

1. Gera-se o esboco da arvore através do algoritmo Chow e Liu;

2. Busca-se os nos internos da estrutura, saindo das camadas mais externas e ca-
minhando em direcdo as camadas mais internas, até que um né com mais de um

pai seja encontrado (convergéncia);
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3. Determina-se a direcionalidade de cada um dos arcos existentes no né encontrado:

4. Para todo né com pelo menos um arco de entrada, determinar a direcionalidade

de todos os seus ramos adjacentes;

5. Repetir os passos de 2 a 4 até que nenhuma direcionalidade de arco possa mais

ser determinada;

6. Caso ainda haja algum arco sem diregdo, utiliza-se algum conhecimento empirico

de forma a direcionar o arco;

7. A partir da distribuigcao dos dados, calcula-se as probabilidades condicionais.

O algoritmo estd restringido a drvores miltiplas e ndo-garante obter todas as di-
recoes. Do ponto de vista pratico, o uso de um conhecimento empirico pode levar a

obtencao de uma estrutura de rede imprecisa.

Kutaté

Em 90, Herskovits e Cooper desenvolveram um algoritmo que utiliza a medida de entro-
pia condicional [11]. O algoritmo Kutatd requer uma ordenagio entre varidveis. Este
aplica um algoritmo de busca que seleciona a rede de maxima verossimilhanga. Segun-
do a abordagem adotada, a maximizagdo da medida de verossimilhanca é equivalente

a minimizagao da entropia condicional do modelo dado os dados.

K2

O algoritmo K2 busca obter a estrutura Bg com complexidade de tempo polinomial,
empregando para isto uma busca heuristica, associada a uma ordenagdo prévia das
varidveis, cuja idéia é bastante simples. Para cada né, X;, um dos possiveis predeces-
sores, X, é acrescido ao conjunto Pa; se {X;} U Pa; maximiza a métrica bayesiana,
isto é, se maximiza P(Bgs, D).

A maior desvantagem do algoritmo K2 é que a ordenacgdo de varidveis influencia
na complexidade da rede aprendida. Contudo, tal ordenagdo constitui uma restrigao
nas possiveis estruturas, reduzindo o espago de busca, ja que esta assegura que, dados
dois nds X; e Xj, se i < j, entdo X; pode ser pai de X;, mas X; ndo pode ser pai de

X;. Por exemplo, considere o seguinte conjunto de nés U = {X;, X, X3} dispostos
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segundo esta ordenacdo. De acordo com este exemplo, os possiveis conjuntos de Pa;
8a0.

Paz = {X|,X2} Pay={X} Pa ={}
Paz = {X,} Pa; = {}
Paz = {X2}
Pajz = {}

Baseado neste exemplo, pode-se perceber que se fosse possivel realizar para cada né,
X, a busca do conjunto Pa; que maximizasse localmente P(Bg, D), seria necessdrio
avaliar a Equagdo (2.20) um total de 4 + 2+ 1 = 22 + 21 + 20 = 23 — 1 vezes. De
um modo geral, pode-se perceber que para uma rede com n nés e uma ordenagao
dos mesmos, a obten¢do exata de B% requerefié a avaliacdo da Equagdo (2.20) 2" — 1
vezes, demandando um tempo de complexidade exponencial. Logo, a complexidade de
tempo polinomial é garantida evitando-se a avaliacao de cada elemento do conjunto de
estruturas individualmente de acordo com a medida bayesiana, onde, ao invés disso,

busca-se a maximizagao desta métrica.

K3

Bouckaert [2] propos um algoritmo denominado K3, o qual emprega a medida MDL
em substituigdo a métrica bayesiana utilizada no algoritmo K2.

A idéia bésica do algoritmo abaixo detalhado é buscar uma estrutura de rede que
possibilite uma representaciao da base de dados com a menor quantidade de simbolos
possivel. Devido a sua simplicidade, esse algoritmo foi escolhido para ser implementado
neste trabalho.

O procedimento parte de uma ordenagao prévia das varidveis, feita por um especia-
lista, e de uma rede chamada rede atual, que consiste de somente um no representando
a primeira varidvel. Em seguida é criada uma segunda rede chamada de rede nova na
qual um novo né é inserido e os nés atuais sdo avaliados um a um como candidatos
a serem pai do novo né: para cada possibilidade é avaliada uma medida associada
ao critério MDL e a alternativa que forne¢a o menor valor é escolhida para compor a
nova rede atual. O procedimento segue até que todas as varidveis sejam incluidas na
estrutura de rede. Segue-se a apresentacdo de um algoritmo para a aprendizagem da

rede bayesiana que utiliza a métrica MDL acima apresentada.
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Algoritmo 1 K3[2]
Entrada Um Conjunto de Nés, uma ordenagao e uma base de dados.

SAIDA: Bg, um conjunto de pais de cada nd.

1: Bg + 0 {Faz Bs uma estrutura com n nds e nenhum arco}

2: min MDL, + MDL(Bg, D) {calcula MDL(Bs, D) utilizando a Equagéo (2.13) }
3: para todo né X, faga

4: repita

5 para todo ndé X; em Pa; faga

6: se Arco (Xj, X;) ¢ Bs entao

i Bg + BsU Arco(X;, X;)

8: mdl « M DL(Bg, D) {Utilizando a Equacao (2.13)}
9: se mdl < min M DL entao
10: min MDL + mdl

11: KXimin +— X

12: Xmin «— X;

13: fim se

14: fim se

15: fim para

16: se min MDL < MDL(Bs, D) entao

17: Bs + BsU Arco(X), X;)

18: fim se

19: até min MDL > MDL(Bg, D)
20: fim para

Apés obtida a estrutura da rede faz-se necessério calcular as probabilidades condici-
onadas, definidas pelas relagoes de pais/filhos apresentada nessa estrutura. A proxima

secao avalia este célculo.

2.3.5 Obtencao das Probabilidades

Uma vez obtida a estrutura Bg é necessario voltar ao conjunto de dados para es-
timar as probabilidades condicionais dessa rede, ou seja o conjunto Bp. A aqui-
sicdo de probabilidades consiste na determinacao de todas as instancias de um no,
X; = {zi1, Ti2, Ti3, ..., Tir, } € de seus pais, avaliando a freqiiéncia de ocorréncia con-

dicional de uma instancia particular z;,, dada a ocorréncia da j-ésima instancia de
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Pﬂi.

Figura 2.6: Instancias avaliadas na aquisicdo de probabilidades

Considere inicialmente o desenvolvimento de uma solugao baseada em um conjunto
de dados, do qual foi obtida a rede esbocada na Figura 2.6, a qual ilustra uma rede
bayesiana formada por trés nés. Como X; e X, sdo nés raizes, o conjunto dos pais
de X; e X, sdo vazios. Logo, as probabilidades condicionais se restringem ao né Xj,
isto é, aos valores P(z3|pas;), P(z32|pas;), ..., P(zars|pas;), em que pas; pode ser
qualquer uma das r; X r, possiveis combinacoes de instancias dos nds X, e X5, ou seja,
pasj € {Z11Z21, T11T22, ..., T1py Tiry }-

Considere que a base de dados de observagdes das varidveis X;, X, e X3 seja
formada por um conjunto de tuplas com os valores instanciados de cada uma destas
trés varidveis, isto &, D = {(z}x,,, T3k, T3k1a)s r (Thkyr» Thtrar Thieys) }- Cada uma destas
tuplas é denominada caso e a base de dados é dita ser completa se em cada caso existir
observagdes (valores) sobre cada uma das n varidveis que compoem a rede.

Considere o caso geral em que o conjunto D é obtido a partir de uma rede com n
variaveis. Uma vez que Bp é o elemento desconhecido e que se conhece Bg, suponha de

agora em diante que a base de dados possa ser reagrupada conforme a matriz abaixo:
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N111($11,Pf111), N112($12,P011), Nur,-(-'rm—,pau)
Niai (211, paja), Na(z12,pa12), ...  Nur (217, pa12)
Niga(z11,p014,);  Nig2(Z12,0014,), ... Nigr (T2, D0
D ol B, pa, il 1q1) . 1q1r ( % paig,)  22)
i\‘rnll(znlapanl)a Nn12($n21pan1); cee anrn (xnrnapanl)
i qunl(-'rnl’panqn)? anQng(Ing’paﬂ‘In)i qunrn (xﬂrn’paﬂQn) }

com NN;;x denotando a quantidade de observagoes da tupla (z, pa;;). Utiliza-se o indice
r; para denotar a quantidade méaxima de instancias de um né X;. O indice ¢; denota
a quantidade maxima de instancias do conjunto Pa;. Ao longo de toda esta secao as
letras 7, j e k serdo usadas com o seguinte sentido: a letra ¢ denota o indice do né, o
qual pode variar de 1 até n; a letra j denota o indice dos pais de um né e k, o indice
de uma instancia de um né.

Os desenvolvimentos realizados nesta Segao sao baseados nas seguintes suposigoes
[25]:

1. A distribui¢do f(zi|pai;) = P(zix|pa;;) é multinomial com pardmetros 6 =
LT — T

2. A distribuigdo a prior: de € é Dirichlet, com parametros vjj;i, ..., Vijr,-

3. Os dados amostrados sao completos.

Naturalmente, a obtencdo de 6;;; consiste na estimagao das proporgoes f’ﬁuz_‘:r—k’
k=1°"%1
que por hipétese possuem distribuicdo a priori Dirichlet. Utilizando o método de

inferéncia bayesiana a estimagdo de 6;;; segue a partir da aplicacao do Teorema 10.

Vijk + Nijk

2.23
Vij + lV,'j ( )

P(mik|paij) = Eh(ﬂijl(l‘ik,mu))[gijkl =

em que v = Y0 vk @ Nij = 1k, Nige:
A Bquacdo (2.23) pode ser empregada satisfatoriamente no cdlculo de Ef[f;;;] se

existir um conhecimento a priori sobre a distribuicdo de #. Foi assumido que h(f)
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é Dirichlet, mas nada foi sobre os valores dos parimetros da distribuicio. Sem o
conhecimento a priori sobre estes pardmetros, Zabell(31] mostra que a Equacio (2.23)

pode ser aproximada por:

Nijk + K

Plaulpas) = 5 27
AVif 4

(2.24)

Em que K é uma constante tal que V;; + kr; # 0. Existem alguns valores para K e as
escolhas mais conhecidas sdo k=1, k = 5 e k=% [25].

Assim, a probabilidade condicionada é obtida pelas freqiiéncias relativas das ocorréncias
dos nds e de seus pais. Para que essas probabilidades sejam confidveis é necessdrio que
a estatistica fornecida pela freqiiéncia relativa seja bem préxima da estatistica real
e, como é sabido, para que isso ocorra é necessirio que a quantidade de dados seja
suficientemente grande.

Dadas a estrutura da rede e suas relagdes de probabilidade condicionada. elas podem
ser usadas para realizar as inferéncias. O algoritmo para isto é descrito no préximo

Capitulo.

2.4 Redes Bayesianas Aproximadas

Cada vez mais ferramentas computacionais que auxiliam a tomada de decisao estdo
surgindo de forma a facilitar a solugido de problemas complexos que tratam com incer-
tezas. Neste sentido, aplica¢oes baseadas em redes bayesianas vem constituindo uma
solugio promissora. Isto se deve ao fato de que estas permitem um tratamento adequa-
do da incertecza, possibilitam a extracao do conhecimento humano embutido na base
de dados e permitem a inclusido do conhecimento especialista do dominio da aplicagao.
Aplicagdes correntes incluem diagndstico médico [5] e visdo computaconal [28].
Contudo, as aplicagoes priticas envolvem redes complexas, com topologias densas,
devido ao grande numero de nds {miltiplas causas) e o alto grau de conectividade
(interagdo para um mesmo efeito), contribuindo para um cenario em que o raciocinio
probabilistico com complexidade de tempo polinomial seja inviabilizado. E importante
notar que redes complexas, com topologias apresentando um alto grau de conectividade
possuem um conjunto de nés em que, ignorando-se os sentidos dos arcos, existe um

caminho fechado formado por esses nés. Esse caminho fechado € denominado lago. Por
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exemplo, a rede apresentada na Figura 2.7 consiste de um la¢o e o n6 C é denominado

o no extremo desse lago.

OO0

Figura 2.7: Exemplo de Rede Probabilistica com Lago.

Assim, a questdo abordada nesta segao pode ser sintetizada da seguinte forma:
“ap6s o aprendizado da rede tem-se o modelo mais razoavel do problema. Contudo,
normalmente este modelo é muito complexo e precisa ser aproximado”. Ou seja, du-
rante a etapa do aprendizado desejamos obter a rede mais proxima dos dados, mas
apds obté-la a preocupacao passa a ser reduzir a complexidade desta (o alto grau de
conectividade), através de aproximagoes realizadas sobre o modelo, para efetivamente
poder utilizd-la. Para isto, serdo propostas técnicas que irdo nortear a simplificagao
da rede pela minima perda de informagao proporcionada pela simplificagao do modelo,

através da remogao criteriosa de arcos com objetivo de eliminar lagos [16] [17] [18].

2.4.1 Critérios para Remocao de Arcos

Os dois primeiros critérios usam para o cdlculo da respectiva medida os parametros da

rede como um todo e por isso proporciona uma otimizagao global. O terceiro é baseado

em parametros de um conjunto de nés da rede, e por isso é dito ser local.
Basicamente os trés critérios sao baseados no algoritmo apresentado a seguir. O

que diferencia um critério do outro sera alterado no item 2.1 do algoritmo.
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Algoritmo 2 Algoritmo para Remocéao de Arcos
ENTRADA: Uma rede Probabilistica

SAIDA: Uma rede de drvore miiltipla
ITERAGAD:

1. Para ¢ =1...Np,s — 1 Faga

2. Aplique o algoritmo com busca prioritiria em profundidade para verificar se existe

um laco.
2.1 Serd modificado de acordo com o critério escolhido.

2.2 Aplique o algoritmo com busca prioritdria em profundidade ao né 7 para determinar

se ainda existe lacos
221 Se nao existam mais lagos que o né i pertenca, entdo i = i+1 e retorne para 2
2.2.2 Se i = Nyp,s FIM.
2.2.3 Se nao retorne para 2

3. Fim do Algoritmo

Critério 1: Distribui¢goes Conjuntas

O procedimento proposto por Engelen em [19] consiste em, partindo da rede original,
remover um dos arcos dessa rede e calcular a nova distribuicao conjunta assim obtida,
para em seguida calcular a divergéncia de informacao de Kullback-Leibler [11] entre es-
ta distribuicao e a distribuicdo conjunta original. Os arcos cuja retirada proporcionam
uma menor divergéncia sdo candidatos a serem removidos. Uma das desvantagens deste
procedimento é que, para cada arco candidato a remogao, a distribuicdo de probabili-
dades da nova rede sem esse arco deve ser obtida. Sendo assim, o método de remocao
de arcos proposto em [19] requer, necessariamente, varias construcoes de distribuigoes
de probabilidades.

O primeiro critério aqui proposto é uma modificagdo do método de Engelen. Para
isto, optamos por remover apenas um dos arcos presentes no laco, justamente aquele
que minimiza a distancia de Kullback-Leibler ou divergéncia informacional entre dis-

tribuicdes p(z) e q(z), doravante chamada simplesmente de divergéncia quando ficar
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claro do contexto, cuja expressao encontra-se novamente reproduzida abaixo.

D{pllg) = Zp(x)log%, (2.25)

sendo g(x) a distribuigéio conjunta da rede original e p{z) a distribuicdo conjunta da
rede apds a remocio do arco. i

A identificacdo de lagos presentes na rede pode ser feita usando o algoritmo depth-
first search [48]. Note que a remogao de um arco pode quebrar mais de um laco. Para se
obter um procedimento eficiente (e sub-6timo) de busca dos lagos a serem quebrados,
propoe-se o tratamento seqilencial e isolado de cada nd. no sentido de identificar e
eliminar lagos. Desta forma, apds a retirada dos arcos necessarios para quebrar todos
os lagos formados por um dado né, o né seguinte é testado quanto & existéncia de lagos,
e assim sucessivamente, até que o penultimo né seja testado.

O procedimento completo para remogio de arco que aqui se propde usa o algoritmo

proposto no inicio dessa secao com a alteracdo do item 2.1 pelo que se segue:

Algoritmo 3 Distribuicdes Conjuntas
[2.1] Se existir, v4 ao né extremo desse lago e remova um dos arcos presentes neste lago

e obtenha a distribuicio de probabilidades condicionais dessa nova rede, a partir da base
de dados.De posse das probabilidades condicionais, obtenha a distribuigao conjunta da rede
corrente. Em seguida calcule a divergéncia entre essa distribuigio e a rede original e armazene
o valor. A seguir, proceda da mesma forma para os outros arcos presentes no lago. Remova

¢ arco que resulte na menor divergéncia e obtenha a rede corrente.

E possivel observar que esse método requer uma série de avaliagoes de distribuigoes
conjuntas e que, para cada novo lago encontrado, as distribui¢des tém que ser re-

calculadas.

Critério 2: Descrigoes de Comprimento Minimo

A escolha de determinada rede bayesiana para modelar uma base de dados normalmente
é feita pela maximizagéao de algum critério de “proximidade” entre essa rede e a base de
dados. Por exemplo. no algoritmo K3 [2], o pardmetro do comprimento de descrigao é
usado. Nesse caso, a rede escolhida é a que apresenta a menor métrica do comprimento
de descrigao (CD). Portanto, parece razoavel utilizar este mesmo parametro para medir

a “proximidade” entre as redes obtidas pela remocéo seqiienciada dos arcos presentes
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num lago. O arco escolhido para ser removido é aquele que altere menos essa medida
de proximidade.

Esse raciocinio pode ser usado para obter um algoritmo de eliminacio de lagos que
dispense as construgdes de novas distribui¢des de probabilidades e, assim, produza uma
redugao significativa de complexidade em relagdo ao procedimento proposto em [19] e
adaptado neste trabalho, resultando no critério 1 acima descrito. Com base nesta idéia
e na métrica CD propde-se um segundo critério e um outro algoritmo para a eliminacio
de lagos.

O objetivo do algoritmo é buscar a rede sem lagos derivada da rede original por
retirada de arcos cuja métrica CD mais se aproxima daquela calculada utilizando a rede
original, considerada 6tima. Isto €, aplicando localmente este raciocinio a cada lago a
ser quebrado, a escolha de um arco para ser removido com o objetivo de eliminar este
lago deveria recair sobre o arco candidato cuja retirada produzisse a menor alteracio
na medida CD da rede. A seguir, temos o item 2.1 correspondente a este critério, que

deve ser substituido no algoritmo proposto no inicio da se¢do.

Algoritmo 4 Descrigtes de Comprimento Minimo
[2.1]  Se existir, v4 ao nd extremo desse lago e remova um dos arcos presentes neste lago

e calcule 0 CD da rede obtida pela remogao do arco. Armazene o valor da DL corrente e,
na rede atual, insira o arco removido. A seguir, proceda da mesma forma para cada um dos
arcos presentes no lago. Remova o arco que resulte no CD mais préxima da rede original,

obtendo a rede corrente.

Critério 3: Entropia Condicionada

A entropia condicionada H{X | ¥') entre duas varidveis discretas X e Y ¢ dada pela
Equagio (2.26) abaixo e pode ser vista como uma medida de incerteza sobre a primeira
varidvel quando se tem algum conhecimento da segunda [11]. Assim, quanto maior

H(X | Y) maior a incerteza sobre .X' dado que se conhece }'.

H(X|Y)==> ) P(X,Y)log(P(X |Y)) (2.26)
x ¥

Dados dois arcos que chegam em um né Na provenientes dos nés Nb e N¢, propoe-
se usar para escolha do arco a ser eliminado o critério de maior entropia condicionada.

Isso se justifica pelo fato de que, se H{Na | Nb) > H(Na | Nc¢), o conhecimento de Vb
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mantém a incerteza sobre Na em um nivel maior do que quando se tem conhecimento
de Nc. Portanto, se for necessirio eliminar um dos arcos que chegam a Na deve ser
eliminado o que liga os nés Na e Nb. As distribuicdes de probabilidades necessarias
para o cdlculo das entropias condicionadas podem ser obtidas dos dados.

Para esse critério, tem-se o item 2.1 do algoritmo inicial dado por

Algoritmo 5 Entropia Condicionada
[2.1]  Se existir, vd ao né extremo desse lago a encontre as entropias condicionadas entre

esse no e os seus antecessores que pertencem ao lago. Retire o arco que liga os nds de maior

entropia condicionada e volte para 2.

Aplicagoes

Para testar os critérios propostos foram usadas duas redes obtidas de bases de dados ob-
tidas na Internet em (http://www.cs.auc.dk/ fuj/BNIDpage/datamine.htm) a primeira
base estd relacionada a ocorréncia de gravidez e a segunda a possibilidade do paciente
ter angina, cada base de dados contém 10.000 casos. Para comparar os critérios foi es-
colhido o valor da medida comprimento de descrigdo (CD) da rede final, ou seja, a rede
final que apresentar o menor CD serd considerada a mais adequada para representar a
base de dados.

A primeira base de dados refere-se a um conjunto de quatro varidveis binarias.
Aplicando o algoritmo K3 [2] obtivemos a rede apresentada na Figura 2.8, onde pode

ser observada a ocorréncia de lagos.

() —{—)

Figura 2.8: Rede que contém lagos aprendida da base de casos de gravidez.

Aplicando os critérios propostos para a remocdo de arcos a rede apresentada na
Figura 2.8, obtém-se no primeiro e no segundo critérios a rede apresentada na Figura 2.9

e para o terceiro critério a rede apresentada na Figura 2.10.

42



() (—()

Figura 2.9: Rede obtida apés a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 2.8

usando os Critérios 1 e 2.

Figura 2.10: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 2.8
usando o Critério 3.

Figura 2.11: Rede que contém lagos aprendida da base de casos de angina.

Os valores do CD para a rede original e para cada das redes obtidas sdo os seguintes:
a rede original tem CD = 25.741.332 bits, a rede obtida pelo primeiro e segundo
critérios tem C'D = 27.402.540 bits e pelo terceiro CD = 28.315, 210 bits.

Como era de se esperar, a aplicagao dos 3 algoritmos de elimina¢ao de lagos aumenta
a medida CD, refletindo o fato de que uma retirada de arcos da rede original implica
uma descri¢do menos precisa dos dados.

Em termos de comparagao entre os diferentes critérios de eliminacdo de lagos,
observa-se que as redes obtidas aplicando os critérios 1 e 2 apresentam métrica CD
menor, sendo portanto melhores sob este aspecto.

Repetindo o procedimento acima para segunda base de dados, que refere-se a um
conjunto de cinco varidveis, foi obtida a rede apresentada na Figura 2.11 pelo algoritmo
K3, e as redes apresentadas nas Figuras 2.12, Figuras 2.13 e Figuras 2.14 para o

primeiro, segundo e terceiro critérios respectivamente.

o B0 O

Figura 2.12: Rede obtida apés a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 2.11
usando o Critério 1.
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Figura 2.13: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 2.11
usando o Critério 2.

W——E—® ™

Figura 2.14: Rede obtida apés a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 2.11
usando o Critério 3.

A rede original tem C'D = 12.605,085 bits, a rede obtida pelo primeiro critério
tem CD = 13.023.3517 bits, pelo segundo tem C'D = 13.135,25 bits e pelo terceiro
CD = 13,047, 221 bits.

Observou-se mais uma vez que todos os critérios aumentaram a medida CD, como
esperado. Dos trés critérios, o primeiro forneceu uma rede mais “préxima” da rede
original. O terceiro critério apesar de ser aplicado localmente, forneceu uma rede
melhor que o segundo que é global.

Com relag@o ao primeiro critério, que apresentou melhores resultados nos dois expe-
rimentos realizados, cabe lembrar que ele requer um esforgo computacional bem maior
que os demais, devido aos vdrios cdlculos de distribuigdes condicionais e conjuntas
necessarios para sua aplicagdo.

Na obtencao da rede a partir dos dados foi usado o algoritmo K3, que é baseado
na busca de uma rede que minimize a medida CD com relacao aos dados. Portanto,
¢ natural questionar o por qué de nao se incluir o critério da remogao de arcos no
algoritmo de construcdo da rede, ou seja logo na construgao da rede ao detectar um
lago usar o critério de menor CD para quebra-lo. O algoritmo K3 faz a busca a partir do
segundo né até o dltimo de quais nds podem ser seus pais. Caso o critério de remocao
de lagos fosse incluido na obtengao da rede, ao detectar o laco em um determinado no,
os nds seguintes a ele ainda nao tem sua relagdo de parentesco estabelecida, e assim
sua influéncia na rede ainda nio esta estabelecida; sendo possivel que ao estabelecer a
relacdo de parentesco do nés seguintes, ao que foi detectado o lago, os valores do CD
para os arcos que compdem o lago possam mudar. Portanto, para que a influéncia de
todos os nés possa ser levada em conta, deve-se construir a rede e, em seguida, usar o

critério desejado.
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2.5 Conclusoes

Este Capitulo apresentou uma breve descricao das diferentes abordagens adotadas no
desenvolvimento de sistemas de auxilio & tomada de decisdo, mostrando que nas tltimas
décadas vém crescendo o interesse no desenvolvimento de aplicacoes baseadas em redes
bayesianas. Isto é devido a caracteristicas como, por exemplo, o fato de que estas per-
mitem um tratamento adequado da incerteza, com base em principio mateméaticos bem
fundamentados (Teoria das Probabilidades); possibilitam a extracao do conhecimento
humano embutido na base de dados (obtengdo automética do modelo) e permitem a
inclusao do conhecimento especialista do dominio da aplicagao.

Muitos dos principios utilizados na aprendizagem bayesiana sdo baseados em con-
ceitos da Teoria da Informagao, os quais também sao empregados na obtengao de redes
aproximadas por meio da remogao criteriosa de arcos.

No préximo Capitulo, é descrito o mecanismo de inferéncia em redes bayesianas,
sendo este avaliado nas redes que tiveram seus arcos removidos de acordo com os

critérios propostos nesta Segao.



Capitulo 3

Inferéncia em Redes Bayesianas

3.1 Introducéo

O termo “inteligéncia artificial” (IA) surgiun em 1956 durante o encontro de Marvin
Minsky e John McCarthy no Dartmouth College em New Hampshire, EUA. Para John
McCarthy, criador do termo, o conceito de IA deve ser compreendido como a ciéncia e
a engenharia aplicadas & elabora¢io de méaquinas inteligentes, em especial, programas
de computadores inteligentes.

Atualmente, estudos de IA podem ser divididos em duas grandes dreas: o desenvol-
vimento de sistemas que facilitem o trabalho fisico humano (robés) e o desenvolvimento
de sistemas que auxiliam a tomada de decisdes. Neste ultimo, duas abordagens sio
utilizadas: o raciocinio 16gico e o raciocinio probabilistico. O raciocinio 1égico pondera
sobre o conhecimento prévio a respeito do problema e de acordo com este, obtém con-
clusoes. Esta abordagem pode ndo ser ttil em situagdes onde o conhecimento prévio
possui diferentes niveis de confiabilidade. Para estes casos, o raciocinio probabilistico
surge como uma solugdo promissora. Assim, ao invés de tomar decisdes através da
classificacao de evidéncias utilizando valores booleanos como verdadeiro (V) ou fal-
so (F), é possivel obter, através do raciocinio probabilistico, conclusées mesmo em
situagdes onde as informagdes envolvidas nao podem ser completamente classificadas
como puramente verdadeiras, isto é, V; ou puramente falsas, isto é, F.

Na realidade, a grande dificuldade do processo de “tomar uma decisac” é devido
A constante presenca de incertezas no dominio do problema. Assim, aplicagoes vidveis
nao devemn procurar eliminar as incertezas envolvidas, mas tratd-las de forma rigorosa,

procurando minimizar os riscos da tomada de decisdes erradas.
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3.2 Inferéncia Probabilistica

A inferéncia pode ser definida como a operacio mental pela qual extraimos uma propo-
sigdo nova (conclusdo) de uma ou mais proposigdes ja conhecidas (premissas). Existem
varias formas de inferéncia, das quais é possivel destacar, por exemplo, a dedugdo e a
indugio. E freqiiente que alguns destes tipos de inferéncia aparecam associadas a uma
dada forma de representagio do conhecimento. Por exemplo, é habitual usar deducao,
como forma de inferéncia, quando trata-se conhecimento em légica.

A motivagdo para utiliza¢io de inferéncia de base probabilistica é que os seres hu-
manos tém certa facilidade em moldar fatos e fenémenos na forma de relacionamentos
causais. Assim, um ponto de partida adequado para a avalia¢do de uma estratégia
comum de [A é considerar com atencio o mecanismo de inferéncia humano, entendido
como o meio pelo qual as pessoas integram dados de miiltiplas fontes e geram uma
interpretacao coerente destes dados. A andlise deste mecanismo indica que a maneira
como 0 ser humano armazena e utiliza o seu conhecimento a respeito de um determi-
nado dominio, nao fica bem caracterizada por uma distribuicdo conjunta, mas através
de distribuigoes marginais e condicionais envolvendo pequenos agrupamentos de va-
ridveis. Neste sentido, por exemplo, poderiamos analisar a abordagem que é utilizada
em escolas de medicina para o desenvolvimento de uma aplicacdo de 1A: apresentacgao
de casos clinicos aos estudantes e enumeracao de hipdteses mais provaveis, ou seja,
através de relacionamentos causais do tipo “dado que o paciente apresenta os sintomas
o, 48T, Y57 e 67, é mais provavel ele ser portador da patologia #”. Evidentemente,
poderiamos expressar estas dependéncias através de relagdes de dependéncia e inde-
pendéncia condicional tal como definimos na abordagem bayesiana e os niveis de con-
fiabilidade (presencga de incertezas) por meio de probabilidades. Com isto, poderiamos
desenvolver um sistema de auxilio ao diagndstico com resposta probabilistica, ou seja,
a partir de entradas correspondendo a sintomas, este faria uma atualizagao das proba-
bilidades a posteriori em fungdo dos valores observados, retornando as hipoteses mais
provaveis ordenadas na ordem decrescente de probabilidades, auxiliando médicos a to-
marem uma decisdo razodvel. Evidentemente, precisariamos de um modelo do dominio
do problema baseado em relacionamentos causais, o qual permitiria a realizagao de

inferéncias.
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3.2.1 Mecanismo de Inferéncia

Admitindo que uma rede probabilistica estd especificada, ela pode ser usada para rea-
lizar interpretagdes a respeito de dados de entrada especificos. Isto é um processo que
compreende instanciar um conjunto de varidveis, correspondentes aos dados de entra-
da, e calcular seu impacto nas probabilidades a‘“posteriori” do conjunto de varidveis
de saida, selecionando as hipéteses mais provaveis.

A distribuigdo de probabilidade a posteriori associada a cada né ao longo do pro-
cessamento iniciado para estabilizar a rede, isto é, apds a apresentagdo de cada uma
das evidéncias & rede, serd doravante denominada “distribui¢io induzida,” “crenca”
ou “convicgdo” (em inglés é usado o termo belief). O Exemplo 3.1 ilustra o processo
de tomada de decisao baseada na inferéncia probabilistica, enquanto que o Exemplo
3.2 apresenta a idéia explorada ao longo de todo este Capitulo: a atualizacdo das

probabilidades a posteriori por meio de mensagens enviadas aos nés adjacentes.

Exemplo 3.1 [25]: Considere o modelo simplificado de representacdao de proble-
mas visuais, ilustrado pela Figura 3.1 e pela Tabela 3.1, onde o0 né A é a varidvel
aleatdria associada a idade do paciente > 75 anos, G € a variavel aleatéria associada
a necessidade do paciente de dculos, C modela a presenga de catarata, V é a varidvel
aleatdria associada a melhora da visio do paciente, enquanto que S modela a presenca
da visdo fraca. Por fim, R é a varidvel aleatéria que acusa a presenga pelo paciente do

reflexo retinal detectavel.

Tabela 3.1: Probabilidades da rede bayesiana do Exemplo 3.1. Nesta Tabela, “T"

significa verdadeiro e “F” falso.

P(A=T)=0.10 P(G=T|A=T) =075
P(C=T|A=T) = 0.40 P(V=T|G=T)=080
P(S=T|G=T,C=T)=095 | P(S=T|G=F,C=T)=0,40
P(R=T|C=T)=025 P(G=Tl|A=F)=015
P(C =T|A =F) =001 P(V=T|G = F) = 0.05
P(S=T|G=T7,C=F)=075 | P(S=T|G=F,C = F}) =0.05

P(R=T|C=F) =095

Baseado neste modelo, pode-se realizar facilmente algumas inferéncias simples, co-

mo obter a probabilidade de um individuo com mais de 75 anos ndo usar dculos, que é
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Figura 3.1: Rede bayesiana associada ao modelo de representacdo de problemas visuais.

dada por P(G=F|A=T)=1-P(G=T|A=T) = 0.25, ou obter a probabilidade
de um individuo com mais de 75 anos possuir catarata e precisar usar 6culos, que é
dada pelo produto P(G = T|A = T)P(C = T|A =T) = 0.30. De um modo geral,
conhecido o estado de um né, a probabilidade conjunta de seus descendentes imediatos
¢ dada pelo produto de suas probabilidades individuais, isto é, sendo V' e S filhos de G,
entdo V' e S sdo independentes dado o estado de V. O que é expresso matematicamente

comao:

P(V,S|G) = P(V|G)P(S|G) (3.1)

O sentido fisico expresso nesta equagao pode ser ilustrado com os dados da figura
3.1 como “dado que um individuo possui mais de 75 anos e usa dculos, nada se pode
dizer sobre o fato dele possuir catarata”. Isto significa que “precisar de dculos” (G)
e “possuir catarata” (C') sdo independentes em relacdo a idade do paciente (A).
Entretanto, uma relagdo de dependéncia entre G e C se verifica quando se conhece
o estado da varidvel S. Uma vez que ambos G e C tém influéncia sobre S, isto
é, tanto a “necessidade de usar dculos” como “ter catarata” contribuem para que o
paciente acuse “visdo fraca”, entdo G e C nao sao independentes em relagio a S.
Na pratica, sabendo-se que o paciente acusa visao fraca e sabendo-se que ele nao usa

6culos, poderia-se inferir, baseado nos dados do modelo, que ele possui catarata.{

Exemplo 3.2 [44]: Considere a rede bayesiana mostrada na Figura 3.2(a). As
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probabilidades a priori de todas as varidveis podem ser calculadas da seguinte forma:

- P(x,) =0,4

° P(x,)=04 ° P{x;)-o,s
Ply,x,) =09 P(y,) = 0,84
Ply,1x,)=08 P(y,)=0,16
P(z,|y,)=07 P(z,) = 0,652
Plz,ly,) =04 P(z,) = 0,348
P(w,|z,)=05 P(w,) = 0,5348
Piw,|2,) =06 P(w,) = 0,4652

(a) (b)

Figura 3.2: Uma rede bayesiana é mostrada em (a) e as probabilidades a priori nesta
rede sao mostradas em (b). Cada varidvel tem somente dois valores, um dos quais é

apresentado em (a).

p(v1) = p(yi|z)p(z1) + p(y1]z2)p(22) = 0,9 x 0,44 0,8 x 0,6 = 0,84

p(z1) = p(z1|ly1)p(y1) + p(21]y2)p(y2) = 0,7 x 0,84 + 0,4 x 0,16 = 0,652

p(wy) = p(w|21)p(z1) + p(wi|z2)p(22) = 0,5 x 0,652 + 0,6 x 0,348 = 0, 5348

Estas probabilidades sio mostradas na Figura 3.2(b). Observe que o cédlculo para
cada varidvel requer informagdo (probabilidade a priori) disponibilizada pelo seu pai.
Admita que esta informagao possa ser passada através de “mensagens” enviadas ao nd

sobre foco sempre que este desejar. Desta forma, podemos considerar este método de
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calculo através de um algoritmo de passagem de mensagens. Neste, cada né envia ao
seu n6 descendente, denominado de né filho, uma mensagem necessaria para calcular
as probabilidades a priori do seu filho.

Admita agora que o né X é instanciado para r;. Desde que numa rede bayesiana
as relacoes de dependéncia condicional existem apenas entre nds adjacentes diretos, é
possivel calcular as probabilidades a posteriori das varidveis remanescentes através do

envio de mensagens que se propagam abaixo do né X, isto é, “descendo na rede”.

P(yl|$1) =0,9

p(z1]z1) = p(z1|yr, z1)p(wilz1) + p(z1]y2, 1) p(y2|z1)
= p(z1ly)p(v|z1) + p(21|y2)p(y2 1)
=0,7%x0,9+0,4%x0,1=0,67

p(wi|z1) = p(wi|21, 71)p(21|71) + p(wi]z2, 21)p(22|71)
= p(wi|21)p(21|z1) + p(w:|22)p(22|1)
=0,5%x0,67T+0,6x0,33=0,533

A Instanciagdo precedente mostra como é possivel utilizar a propagagao de men-
sagens para baixo para calcular as probabilidades condicionais de varidveis abaixo da
varidvel instanciada.

Admita agora que W foi instanciado para w; (e nenhuma outra varidvel é instanci-
ada). E possivel utilizar a propagacao de mensagens para acima de forma a calcular as
probabilidades condicionais das varidveis remanescentes como segue. Primeiro utiliza-

se do Teorema de Bayes (Apéndice A) para calcular p(z;|w;):

P(w1|21)P(31) _ 0,5 x 0,652
p(w;) 00,5348

Entéo, para calcular P(y;|w;), novamente aplica-se o Teorema de Bayes como segue:

p(zi|w) = =0, 6096

p(wily)p(y1)

p(y1|w1) = p(wl)



Contudo, desta vez ndo podemos completar este calculo porque p(wy|y;) nao é
conhecido. Entretanto, é possivel obter o seu valor da maneira mostrada quando apre-

sentamos a discussao da propagagdo de mensagens abaixo da varidvel instanciada (caso
anterior). Ou seja,

p(wily1) = p(wi|z1)p(z1|y1) + p(wi|22)p(22|y1)
=0,50%x0,7+0,60x0,3=0,53

Apés concluir este calculo, obtemos também p(w,|y2) (porque X ird precisar deste
valor posteriormente), entdo determinamos p(y;|w;) e passamos as mensagens p(w; |y;)

e p(wi|y2) para X. Entdo, na seqiiéncia calculamos p(w,|z;) e p(z;|w;). Isto é,

p(wiy2) = p(wi|z1)p(21]y2) + p(wi]z2)p(22|y2)
=0,50x0,4+0,60 x 0,6 =0,56

p(wily)p(yr) _ 0,53 x 0,84
p(wy) 0,5348

p(yr|w,) = =0, 8325
p(wy|zy) = p(wi|y)p(vilz1) + plwi|y2)p(ys|z1)
=0,53%0,90+0,56 x 0,1 =0,533
_ p(wi|z1)p(z1) _ 0,533 x 0,4

p(x|wy) = () =~ 05318 =0, 3986

E evidente que este esquema de propagacao de mensagens se aplica a qualquer
niimero de varidveis e ndo apenas as 4 consideradas neste exemplo. ¢

A partir de consideragoes sobre o modo humano de processamento de informagoes
Pearl [41] sugere que os arcos entre os nés da rede devem ser tratados como os tinicos
caminhos e “centros de ativagbes” que comandam e propagam o fluxo de dados no
processo de solicita¢dao e atualizagdo das crengas. Por isso, interpreta-se cada né co-
mo sendo um processador em separado, que ao mesmo tempo em que mantém os
parametros da distribui¢do para a varidvel a ele associada, gerencia as ligagoes aferen-
tes (que saem) e eferentes (que chegam) de nés vizinhos representantes de varidveis

aleatdrias conceitualmente relacionadas.
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Cada processador pode interrogar a qualquer tempo a respeito da crenca associa-
da com os parametros dos seus vizinhos e compard-la em relacio aos seus préprios
parametros. Se as quantidades comparadas satisfazem algumas restricdes locais (as
marginais somam 1), nenhuma atividade é iniciada, caso contrario o né responsavel é
ativado para resolver a diferenca. Com isso, revisdes similares nos nés vizinhos seréo
ativadas e um processo de propagacdo multi-dimensional serd iniciado até que um pon-
to de equilibrio (uma distribui¢do consistente) seja alcancado. Neste ponto, todos os

nés da rede promoveram uma atualizagio de suas crencas.

3.3 Estado da Arte

Como ja foi dito, o raciocinio probabilistico em redes bayesianas é entendido como
um processo de atualizagao de crengas, isto é, “diz respeito a fusdo e propagacao do
impacto de nova evidéncia e crengas, através da rede bayesiana, de forma tal que a
cada proposigado seja atribuida uma medida de certeza compativel com o0s axiomas da
teoria da probabilidade” [41]. Doravante, o termo atualizagao de crengas é considerado
sinénimo de inferéncia probabilistica. As redes bayesianas sdo utilizadas, em sistemas
de apoio a decisao, com o objetivo de fornecer estimativas atuais da crenga P(z|E),
face a observagdo da evidéncia E, para eventos que ndo sido diretamente observiveis
ou observaveis a custo nao aceitive] {34]. A evidéncia E pode ser especifica (valor
observado que afeta a crenga nas outras varidveis) ou virtual (julgamento baseado em
observagOes externas, mas que influenciam as varidveis na rede, por exemplo, um laudo
de um laboratério contendo os resultados possiveis e as probabilidades associadas a cada
um deles). Em ambos os casos a evidéncia representa varidveis com valores conhecidos.

As inferéncias no raciocinio probabilistico sdo do tipo diagndstico, causal, inter-
causal (em ingés é conhecido por erplaining away) ou misto (combinagdo dos tipos
acima). Todas podem ser realizadas em redes bayesianas e correspondem a calcular
P(z;|E), a partir da DPC ou utilizando um mecanismo que leva em conta as relagoes
de independéncia condicional no DAG, obtendo uma redugdo da complexidade do pro-
blema, fungao da topologia do DAG. Um DAG pode conter ciclos (loops) se nao se
levar em conta a orientagao dos arcos. Ao se propagar as evidéncias através dos ciclos
¢ necessario que o mecanismo de inferéncia permita a realizagao de inferéncias bidire-
cionais e garanta a prevencio a realimentacao e raciocinio circular do tipo: uma leve

evidéncia em favor de 4 influencia a crenca em favor de B, que por sua vez influencia
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a crenga em favor de A e assim por diante.

Em 1987, Gregory Cooper [7] demonstrou que o problema da inferéncia proba-
bilistica exata em redes bayesianas é da classe NP completo para as redes com topologia
multiconectada., isto é, aquelas que contém um par ou mais de varidveis conectadas por
mais de um caminho nao orientado. Paul Dagum e Michael Luby [12] demonstraram
que a inferencia probabilistica aproximada em redes bayesianas também é da classe
NP completo. Para redes simplesmente conectadas existem algoritmos com tempo
polinomial, como é o caso do método de passagem de mensagens [41].

A topologia de uma rede bayesiana representa um modelo probabilistico completo de
um dominio, com representacdo das informagoes qualitativas, relacoes de dependéncias
e quantitativas, funcdo de distribuicio de probabilidades. Além disto, a topologia da
rede determina o tipo de método utilizado na atualizagdo das crencas. Assim. nido
adianta escolher um método especifico como, por exemplo, o algoritmo de Pearl para
realizar inferéncias, se o conhecimento envolvido no dominio do problema nao pode
ser representado na topologia especificada pelo método escolhido para atualizacio das
probabilidades a posteriori. Em muitos problemas reais o dominio requer uma repre-
sentacao com redes multiconectadas. Ao se obter uma evidéncia, € preciso considerar
se existe mais de um caminho entre o nd, com a nova evidéncia, e aquele cuja pro-
babilidade deve ser atualizada. Em redes multiconectadas, uma simples propagagao
local nao ¢ aplicavel porque tais algoritmos nao prevéem a possibilidade de um nd¢, ao
receber evidéncia de dois dos seus vizinhos, detectar se essa evidéncia ndo se origina

na mesma fonte e, assim, evitar de considerar esta duas vezes.

ONOIRO

Figura 3.3: Rede bayesiana com topologia em arvore miiltipla

O método Pear] de passagem de mensagens nao é aplicivel porque foi desenvolvido
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para a topologia especifica de 4rvore muiltipla. A Figura 3.3 ilustra um exemplo de rede
bayesiana com esta topologia. Os métodos de agregado e condicionantes, propostos por
Pearl para a avaliagdo de redes multiconectadas, apresentam algumas dificuldades na
transformacdo desses DAGs em grafos na topologia de arvores miltiplas. No primeiro
caso, € necessirio selecionar as varidveis que, a0 serem substituidas por uma varidvel
composta, permitem quebrar as conexdes miultiplas do DAG. Quanto maior for esse
grupo, maior sera a dimensao da sua tabela de distribuigido de probabilidades condici-
onais e maior a dificuldade para explicar a varia¢io de crenca devida a cada uma das
varidveis. O método de condicionantes estd baseado na habilidade de mudar a conecti-
vidade de uma rede, de forma a tornar esta simplesmente conectada, selecionando um
conjunto adequado de varidveis a serem instanciadas. Nesses métodos, se a rede for
muito conectada, pode ocorrer um grande niimero de combinagoes, o qual é funcao do
nimero de nds e variaveis, a serem analisadas com o objetivo de quebrar os lacos.

Lauritzen e Spiegelhalter [38] propuseram um método aplicdvel as redes bayesia-
nas. O método tira partido da estrutura da rede original para propagar evidéncias,
calculando probabilidades locais {envolvendo um pequeno niimero de varidveis) e evi-
tando expressoes globais (com grande numero de varidveis). O método realiza um
agrupamento de forma a transformar a estrutura da rede original em uma estrutura
com topologia de drvore multipla, mediante agrupamento de nds utilizando para isso
a teoria de grafos.

Para isto, partindo do grafo original, segue-se os seguintes passos:

1. Realiza-se a triangularizagdo do grafo (introdugao de arcos em ciclos com mais
de trés nds. Os arcos sao denominados cordas e o grafo resultante, grafo cordal ou
triangular. Cada corda decompde um ciclo em dois ciclos menores), adicionando-se nés
em caso de necessidade,

2. Identifica-se todos os conjuntos de nés totalmente conectados (cliques);

3. Ordenam-se os cliques de forma que todos os ndés comuns estejam em um clique
anterior (seu pai)

4. E construido um novo grafo de forma que cada clique é um novo né numa arvore
multipla de cligues

A realizagdo de inferéncia é feita nesta drvore multipla de cliques, obtendo a pro-
babilidade conjunta de cada clique. Desta, é possivel obter a probabilidade individual
de cada variavel presente no clique. Devido a complexidade envolvida, esse algoritmo

é considerado ineficiente por Jensen et al. [29] [30].
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A Tabela 3.1 apresenta as principais abordagens, com solugdes aproximadas (A)
ou exatas (E), para o problema da atualizagiao de crencas. Esta Tabela foi obtida
do Laboratério de IA do Instituto de Tecnologia da Forca Aérea dos EUA. [1], sendo
reproduzida aqui com o objetivo de chamar a atengdo do leitor as diferentes abordagens
utilizadas para realizar inferéncias, além da que é empregada neste texto, a qual serd

descrita na préxima Segao.

Tabela 3.2: Resumo das abordagens para o problema da atualizagao de crencas.

Referéncia Abordagens E/A
Becker 94 Cut set E
Bouckaert 94 Simulagao estocastica A
Castilo 95 Enumeracgao A
Cousins 91 Simualagdo estocdstica A
D’Ambrosio 94 Inferéncia simbdlica A

Darwiche 95 Condicionante E/A
Delcher 95 Mensagens E
Diez 96 Condicionante E
Draper 95 Agregado E
Hulme 95 Amostragem de Markov A
Horvitz 89 Condicionante com limitante E
Jensen 95 Arvore de J ungao A
Kanazawa 95 Simulagao estocastica A
Kjaerulff 95 Arvore de Jungio A
Lauritzen 88 Agregado E
Li 94 Fatoragao E
Pear] 838 Passagem de mensagens E
Santos 94 Enumeragio E
Shachter 89 Simulacédo estocdstica A
Santos 94 Cut set E

56



3.4 Fusao de Influéncias e Propagacao de Mensa-

gens numa Rede Bayesiana

O mecanismo utilizado no raciocinio probabilistico proposto por Pearl [39], ficou co-
nhecido como fusdo de mensagens. No método proposto, o célculo de P(z;|E) para um
n6, X, e uma evidéncia E, deve ser expresso como uma fungdo envolvendo separada-
mente as probabilidades de X assumir um valor z;, dado o estado de seus ascendentes
e a probabilidade de seus descendentes terem assumido os valores apresentados em E
dado z;. Considerando a organizagao dos nés apresentados na Figura 3.4, deseja-se
obter p(e|abed) como fungao de p(e|ab) e p(cd|e). Esta forma precisa de expressar a

crenga de um no é a origem do mecanismo de troca de mensagens.

Figura 3.4: Rede bayesiana com 5 noés

Tem-se pelo Teorema de Bayes que:

p(abedle)p(e)

p(e|abed) = P

que pela regra da cadeia pode ser reescrito como

_ ple)p(able)p(cdabe)

p(e|abed) olabed)

Novamente, pela regra da cadeia, segue-se que
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_ ple)p(abie)p(cd|abe)
plab)p(cd|ab)

ple|abed)

Em func¢do da estrutura da rede, tem-se que p(cd|abe) = p(cd|e). Assim,

plelabed) = p——(e)p(abje)p(cdle)—l

p{ab) pled|ab)
Novamente, pelo Teorema de Bayes, tem-se que
plefabed) = ple|ab)p(cd]e) —
P - P P plcd|ab)

Considerando que as probabilidades condicionais p(elab) e p(cd|e) possam ser atu-
alizadas através de mensagens enviadas pelos nés ascendentes e descendentes sempre
que ocorre uma evidéncia, pode-se dizer que a crenca de um né é obtida pela fusao
destas mensagens e posterior produto das probabilidades condicionais por uma cons-
tante de normalizagio, m, que assegura a geragdo de probabilidades consistentes.
Fica entdo mais claro como se processa o mecanismo de atualizagdo de crengas pro-
posto. Ocorrido uma evidéncia, propaga-se para os nés ascendentes uma revisao
das probabilidades condicionais envolvendo este nés e aquele que recebeu a
evidéncia, esta probabilidade é chamada de mensagem ). Para os nés des-
cendentes propaga-se uma revisao das probabilidades condicionais denomi-
nada mensagem 7. Os demais nés por sua vez, ao receber uma mensagem executam
um procedimento de “fusdo” a fimn de atualizar scu vetor de crencas e propagar novas

mensagens A e m aos seus ascendentes e descendentes, respectivamente.

3.4.1 Algoritmo de Passagem de Mensagens de Pearl

Através da exploragao de relagoes de independéncias entre varidveis, Pearl [39] [41],
desenvolveu um algoritmo de passagem de mensagens para inferéncia em redes bayesi-
anas. Dado um conjunto de valores, a, de um subconjunto de varidveis instanciadas,
A, o algoritmo determina P(z|a) para todos os valores r de cada uma das varidveis
ndo instanciadas da rede. Este algoritmo comeca enviando mensagens iniciadas em

cada uma das varidveis instanciadas com dire¢do aos seus vizinhos. Estes vizinhos, por
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sua vez, passam mensagens aos seus proprios vizinhos. A atualizacao nao depende da
ordem na qual € iniciado a instanciacdo das varidveis, o qual significa que as varidveis
podem ser instanciadas a medida que sdo obtidas as evidéncias.

Admita inicialmente que a rede bayesiana possui topologia de érvore miiltipla, como
mostrado na Figura 3.5, isto é, admita que a rede possui um tnico né, denominado de
noé raiz o qual nao possui um noé pai e qualquer outro né tem precisamente um inico
pai, sendo descendente do né raiz. Normalmente, as dire¢oes dos arcos designam X
como o conjunto de hipéteses e ¥ como o conjunto de conseqiiéncias ou manifestagoes

da hipéteses.

)

Figura 3.5: Rede bayesiana com um né raiz

O algoritmo é baseado no Teorema 4.

Teorema 4 [44]

Seja B = Bg+ Bp uma rede bayesiana com topologia de drvore miiltipla e seja A um
subconjunto de varidveis aleatdrias evidenciadas por valores pertencentes ao conjunto
a. Para cada varidvel X, defina as mensagens A, os valores A, as mensagens ™ e 0s

valores m como seque:

1. Definigdo das mensagens A:

Para cada filho Y de X, para todos os valores z,
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Av(z) =) p(yle)A(y)

2. Defini¢do dos valores \:

SeXe€deovalorde X é7,

AMT) =1
@) (3.2)
Alz) =0,
para todo T # T
Se X ¢ 4 e X é uma folha, para todos os valores z,
Az)=1 (3.3)
Se X ¢ A e X nao € uma folha, para todos os valores z,
A(z) = HUeCHx Av(z), (3.4)
onde C'H, denota o conjunto de filhos de X .
3. Defini¢ao das mensagens 7:
Se Z € o pai de X, entdo para todos os valores z,
mx(2) = 7(2) [[yecn,-1x) Av(2)- (3.5)
4. Defini¢do dos valores w:
Se X €Adeovalorde X é7,
m(Z) =1 (3.6)
n(z) =0,



para todo T # T

Se X ¢ 4 e X € a raiz, para todos os valores ,

7(z) = P(z). (3.7)

Se X € A, X ndo € a raiz e Z é pai de X, para todos os valores z,

n(z) = 3, Plalz)rx(2). (3.8)

5. Dada as definigdes precedentes, para cada varidvel X, tem-se para todos os valores

de z,

P(z|a) = aA(z)n(z), (3.9)

onde o € uma constante de normalizagdo.

Prova:

A prova deste Teorema foi obtida de [44] e se encontra reproduzida no Apéndice A
caso o leitor deseje verifica-la.

]

A seguir, sao apresentados os algoritmos baseados neste Teorema. Claramente, os
algoritmos podem ser implementados em um programa orientado a objetos, no qual
cada ndé é um objeto que se comunica com outros nés passando mensagens A e .
Contudo, ao invés de discutir detalhes de implementacio, o melhor é mostrar os passos
envolvidos nos algoritmos. Estes algoritmos sao apresentados utilizando um projeto na
arquitetura top-down.

Antes de apresentar os algoritmos, é importante observar como as rotinas pertencen-
tes a este sao chamadas. Por exemplo, a rotina iniciar-arvore é primeiro chamada

como segue:

iniciar-arvore((Bs,Bp).Aa,P(z|a))
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Apés esta chamada, A e a sio ambos vazios e, para toda varidvels X, para todo valor
z, P(z|a) é a probabilidade condicional de = dado a e, sendo a = (), é a probabilidade
a priori de z. A cada vez, uma varidvel V' é instanciada para o valor v e a rotina

atualizar-arvore é chamada como segue:
atualizar-arvore((Bs,Bp),Aa,P(z]a))

Apés esta chamada, V foi adicionado a A, 7 foi adicionado a a e para toda varidvel
X, P(z|a) foi atualizado como sendo a probabilidade condicional de z dado um novo

valor pertencente ao conjunto a. Segue o algoritmo.
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Algoritmo 6 Inferéncia em Redes Bayesianas: Inicializar Rede[44]

Entrada Uma rede bayesiana em drvore miiltipla, um subconjunto de varidveis a

O e T ~ T S = Y S
w N D Gt R W N = O

0w N oe o W o

serem instanciadas, A, pelos valores pertencentes ao conjunto a.
SAIDA: Uma rede bayesiana atualizada.

void iniciar-arvore(rede bayesiana (Bs,Bp), um subconjunto de varidveis a serem

instanciadas A, conjunto contendo as instincias das variaveis a)

A=0;a=0:
para (cada X € Bg) faga
para (cada valor z de X)) faga
A(z) = 1; // calcula os valores A
fim para
para (o pai Z de X) faga
para (cada valor z de Z) faga
Ax(z) = 1; // calcula as mensagens A
fim para

fim para

: fim para

: para (cada valor r da raiz R) faga

P(r|a) = P(r); // calcula P(r|a)

m(r) = P(r); // calcula os valores 7 de R

: fim para

. para (cada valor filho X de R) faga

Envie — Msg — m(R, X);

: fim para
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Algoritmo 7 Inferéncia em Redes Bayesianas: Atualizar Rede[44]

Entrada Uma rede bayesiana em arvore muiiltipla, um subconjunto de varidveis a

s

10:
iy 2
12:

00 1 B o

serem instanciadas, A, pelos valores pertencentes ao conjunto a, a variavel V€ A e

o seu valor 7.

void atualizar-arvore(rede bayesiana (Bg,Bp), um subconjunto de varidveis a serem
instanciadas A, conjunto contendo as instancias das varidveis a, varidvel V', valor

da varidvel v)

: A=AU{V}; // adiciona V ao conjunto A
:a=al {ﬁ};

Ay =L wlg) =1 Pla)y= L

// Instancia V' ao valor de .

para (cada valor de v # 7) faga
Av) = 0; w(v) = 0;P(v]a) = 0;

fim para

se ((V ndo é raiz) E (o pai Z de V ¢ A)) entao
Envie — Msg — AV, Z);

fim se

para (cada filho X de V tal que X ¢ A) faga
Envie — Msg — n(V, X);

fim para
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Algoritmo 8 Inferéncia em Redes Bayesianas: Envie — Msg — A(né Y, né X) [44]

Entrada Uma rede bayesiana em drvore multipla, um subconjunto de varidveis a

—
- -l

L - L

serem instanciadas, A, pelos valores pertencentes ao conjunto a, a variavel V € A e

o seu valor 7.
void Envie-Msg-A(né Y, né X)

para (cada valor de z) faga
Av(z) = 32, P(ylz)A(y); // Y envia a X uma mensagem A
Mz) = [Iyeen, Au(z); // calcula os valores A de X
P(z|a) = aA(z)r(z); // calcula os valores- P(z|a).

fim para

normalize P(z|a)

se ((X ndo é raiz) E (o pai Z de X ¢ A)) entao
Envie — Msg — \X, Z);

fim se

para (cada filho W de X talque W #Y E W ¢ A) faga
Envie — Msg — n(X, W),

: fim para




Algoritmo 9 Inferéncia em Redes Bayesianas: Envie — Msg — w(né Z, né X) [44]

Entrada Uma rede bayesiana em arvore multipla, um subconjunto de varidveis a

e G2 kg

10:
11:

0o ol e

serem instanciadas, A, pelos valores pertencentes ao conjunto a, a varidvel V € A e

o seu valor 7.
void Envie-Msg-m(né Z, né X)

para (cada valor de z) faga
mx(2) = 7(2) [Iyecn,—(xy Av(2); // Z envia a X uma mensagem 7
fim para
para (cada valor de z) faga
m(z) = 3, P(z|z)mx(z); // calcula os valores 7 de X
P(z|a) = aA(z)w(z); // calcula os valores P(z|a).
fim para
normalize P(z|a)
para (cada filho Y de X tal que Y ¢ A) faga
Envie — Msg — n(X,Y);

fim para

3.4.2 Aplicagoes do Algoritmo de Passagem de Mensagens de

Pearl

O objetivo desta se¢ao é promover um melhor entendimento do algoritmo de atualizagao

de crencas adotado no desenvolvimento da ferramenta de apoio a decisdo médica que

sera descrita no Capitulo 5.

Exemplo 3.3 [44]: Considere a rede bayesiana mostrada na Figura 3.6(a). A

seguir, serd mostrado os passos utilizados na inicializagao da rede.

A chamada
iniciar-arvore((Bs,Bp),Aa,P(z|a))

Resulta nos seguintes passos:



P(h1)=0.2

P(b1jh1) = 0.25
P(b1[h2) = 0.05

P(I1]h1) = 0.003
P(I1]h2) = 0.00005

P(c1]l1)= 0.6
P(c112) = 0.02

(@)

Ath)=(1,1)
=(h) = (0.2, 0.8)
P(h|2) = (0.2, 0.8)

T agth) = (1,1)
1 zgth) = (0.2, 0.8)

Tagh) =(1,1)

dm (h)=(0.2,08)

M) =(1,1)

(1) = (0.00064 , 0.99936)
P(1|2) = (0.00064 , 0.99936)
Tam=01.1)

n.(1) = (0.00064 , 0.99936)

A(b) =(1,1)
x(b) = (0.09, 0.91)
P(b|@) = (0.09, 0.91)

Ae)=(1.1)
r(c) = (0.02037 , 0.97963)
P(c|®) = (0.02037 , 0.97963)

(b)

Figura 3.6: Em (b) é ilustrada a rede bayesiana de (a) inicializada.

a=0

// calcula os valores A

Mhy) = 1; A(hg) = 1;
Aby) = 1; A(by) = L;
Sy T N0 =1
Aer) =L A(e2) = 1;

// calcula as mensagens A
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Ag(h1) = 1; Ap(h2) = 1;
AL(hy) = 13 AL(he) =1,
/\C(ll) = 1;/\(;'“2) =]z

// calcula os valores p(h|0)

p(h1]0) = p(h1) = 0,2;
p(h2|0) = p(he) = 0,8;

// calcula os valores = de H

m(h1) = p(h1) =0,2;
m(h2) = p(h2) = 0,8;

Envie — Msg — n(H, B);

Envie — Msg — n(H, L);
A chamada
Envie-Msg-w(H, B);

Resulta nos seguintes passos:

// H envia a B uma mensagem 7

mp(h) = w(h1)AL () = (0,2)(1) = 0,2

TrB(hg) = W(hg)AL(hg) = (0, 8)(1) = 0,8

// calcula os valores w de B

m(b1) = p(bi|h1)7B(h1) + p(b1|h2) 7B (h2)
= (0, 25)(0,2) + (0, 05)(0,8) = 0, 09;
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7(b2) = p(ba|h1)mB(h1) + p(ba|h2) 7B (h2)
= (0,75)(0,2) + (0,95)(0,8) = 0,91;

// calcula os valores p(b|0)

p(b1|0) = aX(by)m(by) = a(1)(0,09) = 0,09¢;

p(b2]0) = aA(ba)7(b2) = a(1)(0,91) = 0,91¢;

0,09 .
p(bi|0) = 0.09a + 0,910 _ %%

0,91« _ )
p(%210) = 5590 70,91 = oL

A chamada
Envie-Msg-n(H, L);

Resulta nos seguintes passos:

// H envia a L uma mensagem 7

WL(hl) = Tl'(hl))\g(h,l) = (O, 2)(1) = 0,2

TFL(hg) = TI'(h,g))\B(h.g) = (0,8)(1) = 0,8

// calcula os valores 7 de L

m(ly) = p(ly|hy) 7L (hy) + p(lih2) 7L (he)
— (0,003)(0, 2) + (0,00005)(0, 8) = 0, 00064;

7(la) = p(la|hy) 7L (h1) + p(l2]h2) 7L (h2)
= (0,997)(0, 2) + (0,99995)(0, 8) = 0,99936;

// calcula os valores p(1|0)
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p(L|0) = aA(l)7(l,) = a(1)(0,00064) = 0, 00064c;

p(l2]0) = aA(ly)w(l2) = «(1)(0,99936) = 0,99936¢:;

0, 000640

— 4 — 4'
p(h0) 0.00062a + 0999360 00064,
p(2]0) = 0, e = 0,99936:;

0,00064a + 0, 99936«

Envie — Msg — n(L,C);

A chamada
Envie-Msg-n(L,C);

Resulta nos seguintes passos:

// L envia a C uma mensagem

re(ly) = 7(1y) = 0,00064;

me(l2) = 7(ly) = 0,99936;

// calcula os valores = de C

m(er) = plall)me(l) + pleillz)me(l2)
= (0,6)(0,00064) + (0, 02)(0,99936) = 0, 02037;

m(c2) = p(ealli)me(l) + plealla)me(l2)
— (0,40)(0,00064) + (0, 98)(0, 99936) = 0, 97963;

// calcula os valores p(c|0)

p(c1]0) = aX(e1)w(e1) = a(1)(0,02037) = 0,02037¢;
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p(ca|0) = a(co)m(cy) = a(1)(0,97963) = 0, 97963¢;

0,02037a
F—t ? — 2 *
p(cil0) 0.02037a + 0,07063a O 02037;

0,97963a _
p(L|0) = 0.02037a + 0,07963a 2 01903;

A inicializacao estd completa. A rede inicializada é mostrada na Figura 3.6(b).{
O Exemplo 3.4 analisa os passos envolvidos na atualiza¢do de crengas quando uma
varidvel da rede é instanciada a um valor particular.

Exemplo 3.4 [44]: Considere novamente a rede bayesiana mostrada na Figura
3.6(a). Admita que B ¢é instanciado a b;. A seguir, serdo mostrados os passos no
algoritmo quando os valores da rede sao atualizados de acordo com esta instanciagao.

A chamada
atualizar-arvore((Bs,Bp),A,a,P(z|a))
Resulta nos seguintes passos:

A=0U{B}={B}
a=0uU {bl} = {bl};

Aby) = L;7(by) = L;p(bi[{b:}) = 1;
A(b2) = 0;7(b2) = 0;p(ba[{b:1}) = 0;

Envie — Msg — A(B, H);
A chamada
Envie-Msg-A(B, H);
Resulta nos seguintes passos:
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Ah) =(0.25, 0.05)
#(h) = (0.2, 0.8)
P(hi{b,) = (0.5556 , 0.4444)

Thm=1)

T 34(h) = (0.25, 0.05) d n (h) = (0.05, 0.04)

1 ny(h)=(0.2, 0.8) A) = (1,1)
{l) = (0.00015, 0.08985)
P(l|{b,}) = (0.00167 , 0.99833)

Ta.m=01,1)
Mb)=(1,0)
m(b)=(1,0)
P(bl{b,})=(1,0)

%(1) = (0.00015 , 0.08985)

ac) =(1,1)
w(c) = (0.00189 , 0.08811)
P(ci{b,}) = (0.021 , 0.979)

(a)

i(h) = (0.00544, 0.00100)
n(h) = (0.2, 0.8)
P(hi{b,.c,}) = (0.57672, 0.4328)

T &g(h) = (0.25, 0.05)
4 mg(h) = (0.2, 0.8)

T A,(h) = (0.02174 , 0.02003)
4 = (h) =(0.05, 0.04)

(1) = (0.6, 0.02)

(1) = (0.00015 , 0.08985)
P(Il{b,,c,}) = (0.04762,0.95238)
Ab)=(1,0)
=(b) =(1,0)
P(b{b,.c,}) =(1,0) T h(1)= (0.8, 0.02)

+ 7 (1) = (0.00015 , 0.08985)

Ae)=(1,0)
x(c)=(1,0)
(b) Plcl{b,.c,) =(1,0)

Figura 3.7: Em (b) é ilustrada a rede bayesiana de (a) atualizada.

// B envia a H a mensagem A

Ag(h1) = p(by|h1)A(b1) + p(b2|h1) A(b2)
= (0,25)(1) + (0,75)(0) = 0,25

Ag(ha) = p(by|ha) A(b1) + p(ba|h2) A(b2)
= (0,05)(1) + (0,95)(0) = 0,05

// calcula os valores A de H
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A(h1) = Ag(h1)AL(h1) = (0,25)(1) = 0, 25;
Alh2) = Ap(h2)AL(h2) = (0,05)(1) = 0,05;
// calcula os valores P(h|{b})

p(hl{b1}) = aA(h1)m(h1) = (0,25)(0, 20) = 0, 05c;

p(ha|{b1}) = aA(h2)7(h2) = a(0,05)(0,8) = 0, 04a;

0, 05

p(hi|{b:}) = S T 0, 5556;
0, 04
plhal{tn}) = 55ee o0 = & 444

Envie — Msg — n(H, L);

A chamada
Envie-Msg-m(H, L);

Resulta nos seguintes passos:

// H envia a L uma mensagem 7

TFL(h]_) = W(hl))\B(hq) = (0,2)(0, 25) = 0, 05,

m(he) = m(h2)Ag(h2) = (0,8)(0,05) = 0,04;

// calcula os valores 7 de L

7(l) = p(li|h1)mL(R1) + p(l1]h2) 7 (he)
= (0,003)(0,05) + (0,00005)(0,04) = 0,00015;

7(la) = p(la|h1)mr (h1) + p(la]h2) 7L (h2)
= (0,997)(0, 05) + (0,99995)(0, 04) = 0, 08985;
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// calcula os valores p({|{b,})

p(lil{r}) = eA(lh)7 (L) = a(1)(0,00015) = 0,00015¢;

p(la|{b:1}) = aA(l2)m(l2) = a(1)(0,08985) = 0, 08985¢;

0,000150
P(bl{b:}) = 5550150 70, 080834 — * 20167

0, 08985 B _
p(l2|{b:1}) = 0,00015c + 0, 089850 0, 30930;

Envie — Msg — n(L,C);

A chamada
Envie-Msg-w(L,C);

Resulta nos seguintes passos:

// L envia a C uma mensagem 7

71’(_';(l1) = 1r(ll) = 0, 00015;

ne(ly) = 7(ly) = 0,08985;

// calcula os valores 7 de C

m(c1) = pleill)me(l) + pleille)me(l2)

= (0,6)(0,00015) + (0, 02)(0, 08985) = 0, 00189;

m(c2) = p(ea|l)me(l) + plealle)me(l2)
— (0, 40)(0, 00015) + (0, 98)(0, 08985) = 0, 08811;

// calcula os valores p(c|{b:})

p(ci|{b1}) = aX(e)) (1) = e(1)(0,00189) = 0,00189¢;
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p(ea|{b1}) = aA(ca)7(c2) = (1)(0,08811) = 0,08811c;

0,00189a B .
Pleil{d1}) = 5501890 + 0, 088110 ~ O 021
0,08811a
p(e2l{b:}) = =0, 979;

0,00189« + 0, 08811

A rede foi atualizada na Figura 3.7(a). Observe que a agora podemos realizar
inferéncias de posse dos valores atualizados das probabilidades a posteriori calculadas
pelo algoritmo de passagem de mensagens de Pearl. O préximo exemplo ilustra uma
nova instanciacgao sobre uma outra varidvel da rede e seu “impacto” nas probabilidades

a posteriori. ¢

Exemplo 3.5 [44]: Considere novamente a rede bayesiana mostrada na Figura
3.6(a). Admita que B j4 foi instanciado a by, e agora C instanciado para c;. A seguir,
serdo mostrados os passos no algoritmo quando os valores da rede sao atualizados de

acordo com a instanciagao.
A chamada

atualizar-arvore((Bs,Bp),A3,C, c1);
Resulta nos seguintes passos:

A= {B}u{C}={B,C}
a={bh}U{a}={bh,al;

Mey) = L;m(a) = L plal{b,a1}) = 1;
Aez) = 0;7(cz) = 0; p(cal{br, c1}) = 0;

Envie — Msg — A(C, L);
A chamada
Envie-Msg-\(C, L);
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Resulta nos seguintes passos:

// C envia a L a mensagem A

Ac(l) = plei|h)A(er) + plealli) Acz)
= (0,6)(1) + (0,4)(0) = 0,60

Ac(l2) = pleillz)A(er) + pleall2) Alcz)
= (0,02)(1) + (0,98)(0) = 0, 02

// calcula os valores A de L

A(ly) = Ac(l) = 0, 60;
A(l2) = Ac(l2) = 0,02;

// calcula os valores p({|{b,c1})

p(lil{br,c1}) = ar(l) (L) = (0, 60)(0,00015) = 0,00009q;

p(l2|{b1,¢1}) = aX(ly)7(l2) = «(0,02)(0,08985) = 0,00180a;

0,00009¢ .

phil{br, er}) = 0,00009 + 0,00180a f 04702;
1

p(lal{b1,c1}) = o ol =0, 95238;

~ 0,00009a + 0, 00180«

Envie — Msg — AL, H);
A chamada
Envie-Msg-A(L, H);

Resulta nos seguintes passos:

// L envia a H uma mensagem A

AL(h) = p(lilh1)A(11) + p(l2]hr) A(l2)
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= (0,003)(0,6) + (0,997)(0,02) = 0,02174

Ar(h2) = p(lilh2) A (L) + p(l2|h2)A(l2)
= (0,00005)(0,6) + (0,99995)(0,02) = 0,02003;

// calcula os valores A de H

A(hy) = Ag(h1)AL(hy) = (0,25)(0,02174) = 0,00544;

A(ha) = Ap(h2)A(he) = (0,05)(0,02003) = 0,00100;
// calcula os valores p(h|{b;, c1})

p(h1|{b1, Cl}) = a/\(h1)7r(h1) = a(O, 00544)(0, 2) - 0, 00109¢;

p(ha|{b1, c1}) = aA(ho)m(h2) = a(0,00100)(0,8) = 0,00080a;

0,001090
hyl{by, cr}) = ’ _ .
P(hl{br, e1}) = 5560804 + 0, 00109 ~ 7672
0
p(ha|{by,c1}) = Lol = 0,42328;

0,00080c + 0,00109c

A rede foi atualizada na Figura 3.7(b). ¢

O objetivo da préxima Secdo é localizar o algoritmo de propagacgao de mensagens

numa classe mais geral de algoritmos denominada classe dos algoritmos da Lei Distri-

butiva Generalizada. A justificativa para esta discussdo é melhorar a compreensao do

algoritmo de Pearl.

3.5 Lei Distributiva Generalizada

A Lei Distributiva primitiva, na sua forma mais simples, afirma que ab+ac = a(b+c).
O lado esquerdo desta equagio envolve trés operagdes aritméticas (uma adigdo e duas
multiplicacdes); contudo, o lado direito necessita de somente duas operagdes. Entao,

a lei distributiva fornece-nos um “algoritmo rdpido” para calcular ab + ac. O objetivo
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desta segao é demonstrar que a lei distributiva pode ser vastamente generalizada e que
esta generalizagdo nos leva a uma ampla familia de algoritmos rdpidos, incluindo o
algoritmo de Viterbi e a transformada répida de Fourier, além do algoritmo de “propa-
gagao de probabilidade” de Pearl. Para fornecer uma idéia mais clara do potencial da
Lei Distributiva Generalizada e introduzir a perspectiva que sera adotada nesta segao,
considere o seguinte exemplo [49].

Exemplo 3.6 [49]: Seja f(z,y,w) e g(z,z) funcdes reais, onde z,y,z e w sdo
varidveis assumindo valores num conjunto finito A com g elementos. Admita a neces-

sidade da construgdo de tabelas de valores a(z,w) S(y), definidas como:

alz,w) = Y flz,y,w)g(z,2) (3.10)
y,z€A

= Y flz,y,w)g(z,2) (3.11)
T,2,WEA

Entéo, pode ser dito que a(z,w) é obtido na Equacdo (3.10) “marginalizando” as
varidveis y e z a partir do produto f(z,y,w) - g(z,z). De forma semelhante, 3(y) é
obtido marginalizando z,z e w a partir da mesma funcao. Uma opgao pelo caminho
ébvio exigiria 2¢* operagdes para o célculo de a(z, w), pois para cada um dos ¢* valores
de (z,w) existem ¢* termos na soma definindo a(z, w), com cada um deles requerendo
uma adicdo e uma multiplicagio. Também o cilculo de S(y) requer 2¢* operagdes,
totalizando 4¢* operagdes aritméticas.

Optando pelo uso da Lei Distributiva, a soma definida na Equacao (3.10) pode ser

fatorada de acordo com:

- (Z f(z,y,w)) (Zg(x, z)) . (3.12)

yeA zEA

Utilizando este fato, é possivel simplificar o cdlculo de a(z,w). Para isto, é ne-
cessario a construcdo de tabelas de valores das fungdes a;(z,w) e az(z), definidas

comao:

w) = Zf(z:,y, w) (3.13)

yEA
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i m e A e

as(r) = Zg(:c, 2), (3.14)

zEA

as quais requerem ¢° + ¢® adicdes. Logo, é possivel calcular os ¢? valores de oz, w)

utilizando a férmula:

a(z,w) = a{z, w) - as(z), (3.15)

a qual requer ¢® multiplicacdes. Portanto, explorando a Lei Distributiva, foi possivel
reduzir 0 nimero total das operagdes requeridas para o calculo de a(z, w) de 2¢* para

g> + 2¢%. A Equacdo (3.11) pode ser escrita como:

By = 3 fa,yv) (Zg(z,z)) = 3 fla,y w)aa(a). (3.16)

T wEA zeA zweA

A vantagem de realizar primeiro a constru¢ao da tabela de valores de as(z) (g°

operagdes). para depois utilizarmos (3.16) (2¢® operagdes adicionais) permite reduzir
o numero de operagdes necessarias para S(y) de 2¢* operagdes iniciais para 2¢° + 4°
exigidas quando se aplica a Lei Distributiva. Adicionalmente, partindo-se de (3.15) e
de (3.16} tanto a obtengdo de afx,w) quanto de 3(y) exige a construcio da tabela de
valores de a;(z) uma 1nica vez, reduzindo o nimero total de operagdes necessdrias a
obten¢do de a(z,w) e de S(y) para 3¢ + 2¢%, o qual representa uma economia quando
é comparado ao niimero de operagdes requeridas na opgao do caminho 6bvio,d¢?. ¢

A simplificacio no Exemplo 3.6 era ficil de acompanhar e os ganhos obtidos a partir
das simplificagdes eram relativamente modestos. Contudo, em casos mais complicados,
pode ser muito dificil visualizar a melhor forma de organizar os calculos, mas a economia
computacional pode ser alta. O objetivo desta se¢do é mostrar que os problemas do
tipo descrito no Exemplo 3.6 tem uma faixa larga de aplicabilidade, além de descrever
um procedimento geral, denominado de Lei Distributiva Generalizada (LDG), para
solucionar estes problemas eficientemente. A LDG executa estes objetivos através da
passagem de mensagens em redes de comunicagdo cujo grafo bdsico é uma drvore. Para
facilitar o entendimento da LDG, esta se¢do sera dividida em duas subsegbes. Assim,
na Secdo 3.5.1, serd posicionado o problema de cédlculo geral denominado de problema

“Funcao Produto marginalizada” (FPM), o qual inclui a inferéncia probabilistica em
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redes bayesianas. Na secao 3.5.2, serd fornecido uma algoritmo preciso para solucionar
o problema FPM, denominado de Lei Distributiva Generalizada que, em geral, oferece

uma solugao eficiente.

3.5.1 Funcao Produto Marginalizada

A LDG pode reduzir em muito o niimero de adigdes e multiplicagoes requeridas por
uma certa classe de problemas computacionais. E relevante ressaltar que muito do
potencial da LDG é devido ao fato que ela é aplicavel a situagdes nas quais as nogoes
de adigdo e multiplicagao sdo, por elas mesmas, generalizadas. O arcabougo do trabalho

para esta generalizagdo é a estrutura algébrica denominada semi-anel comutativo.
Definigao 12 (Semi-anel Corﬁﬁtativo)

e Um semi-anel comutativo € um conjunto K, associado a duas operagées bindrias

@« »

chamadas “+7 e “”, as quais satisfazem os trés ariomas segquintes:

1. A operagdo “+7 € associativa e comutativa e existe o elemento de identidade
aditivo, chamado “07, tal que k+0 =k, para todo k € K. Este arioma torna

(k,+ ) um mondide comutativo.

2. A operagdo “” também é associativa e comutativa e existe o elemento de
identidade multiplicativo, chamado “1”, tal que k - 1 = k, para todo k € K

Este azioma torna ( k, - ) um mondide comutativo.

3. A Lei Distributiva estd assegurada, ou seja, (a - b) + (a - c) = a- (b+c),
para todas as triplas (a,b,c) a partir de K.

A diferenca entre semi-anel e anel é que em um semi-anel, o inverso aditivo neces-
sariamente ndo existe, isto é, ( k , + ) é apenas um monéide, ndo um grupo. Portanto,
todo anel comutativo é também um semi-anel comutativo. Sendo assim, por exemplo, 0
conjunto dos reais ou nimeros complexos, com adi¢ao e multiplicagdo ordindria, forma
um semi-anel comutativo. Da mesma forma, o conjunto dos polinémios em uma ou
mais varidveis sobre qualquer anel comutativo forma um semi-anel comutativo. Con-
tudo, ha diversos outros semi-anéis, como os que estdao resumidos na Tabela 3.3, onde
foi assumido que nos semi-anéis 4-8, o conjunto K é um intervalo de niimeros reais com

a adigdo possivel de oo.
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Tabela 3.3: Alguns semi-anéis comutativos.

K “(+,0)" “(.,1Y"  nome abreviado

L. A (+,0) (,1)

2. Alx] {+.,0) (-,1)

3 Alxge (R0 (D)

4. [0,00) (+,0) (-,1) soma-produto
5. (0,00] (min,e0) (-,1) min-produto
6. [0,00) (max,0) (-,1) max-produto
7. {—oo0,00] (min,nc) (+,0) min-soma

8. [-o0,00) (max,—ox) (+,0) max-soma

9. {0,1} (OR,0) {AND,1) booleano

Aqui A denota um anel comutativo arbitririo; enquanto A[x] e A[x,y,...] sdo con-

juntos de polinémios nas varidveis x e z, ¥, ..., com coeficientes em 4.

Por exemplo, considere o semi-anel min-soma na Tabela 3.3. Neste caso, K é o
conjunto de nimeros reais, mais o simbolo especial “o¢”. A operagdo “+” é definida
como a operacao de tomar o minimo, com o simbolo oo correspondendo ao elemento
identidade, isto é, min(k,oc) = & para todo k € K. A operacdo “” é definida como
sendo adi¢do ordindria, sendo o elemento identidade, mas k 4+ oc = oo, para todo k.
Ocasionalmente, esta combinacao forma um semi-anel, por causa da Lei Distributiva
que é equivalente a min(a + b,a + ¢) = a + min{b, ¢).

Tendo brevemente discutido os semi-anéis comutativos, serd agora descrita uma
funcdo produto marginalizada, que é o problema geral resolvido pela LDG. Até o fim
desta segdo, serdo fornecidos diversos exemplos de problema FPM, os quais demonstram
como este pode ocorrer numa variedade larga de calculos.

Seja z, Ty, ..., T, varidveis assumindo valores nos conjuntos finitos Aj, As, ..., 4y,
com |A;| = q;, parai = 1,2, ...,n. Seja S = {41, i2, ..., 1, } um subconjunto de {1,2, ..., n},
denote o produto A;, x A; x .. x A; por Ag, a lista de varidveis (z;,, ..., 7;,) por Zs
e a cardinalidade de 4g, isto é, |Ag|, por gs. Denote o produto Ay, .} simplesmente
por A e a lista de varidveis {z, ..., 7, } simplesmente por x.

Seja agora S = {S),..., Sy} denotar M subconjuntos de {1,..,n}. Admita que
para cada um dos i = 1,2,..., M , existe uma fun¢do o; : As, = R, onde R é um
anel comutativo. As listas de varidveis zs, sdo denominadas de “dominios locais™ e a

lista de funcdes o; sio chamadas de “kernels locais”. Um kernel global 3: A — R é
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definido como segue:

M
6(I1:I21"-1$n) = Hai(IS()' (317)
i=1 '

Com este setup, o problema FPM é este: Para cada um ou mais indices i = 1, ..., M,
calcule uma tabela de valores da marginalizacao-S; do kernel global 3, o qual é uma

funcido 3;: As. — R, definida por:

Bilzs)= > Bl). (3.18)
25,845,
Na Equagio (3.18), 57 denota o complemento do conjunto S; relativo ao “universo”

{1,...,n}. Por exemplo, se n=4 e se 5; = {1,4}, entdo:

Bi(zy,z4) = Z 3(zy, T2, T3, T4). (3.19)

ra€Az,ra€ Az

A funcio §;(zg,) definida na Equagdo (3.17) é denominada i-ésima funcao objetiva
ou funcdo objetiva em S;. E possivel observar que o cdlculo da i-ésima fungiio objetiva
na forma usual requer ¢i¢;...¢, adicdes e (M — 1)q.q;...q, multiplicagoes, totalizando
M - qiq1...q, operagdes aritméticas, sendo ¢; o tamanho do conjunto A;. Na segdo
3.5.2, serd ilustrado que o algoritmo denominado “Lei Distributiva Generalizada” pode
reduzir a complexidade deste cendrio. O préoximo Exemplo, avalia o problema FPM
presente na inferéncia em redes bayesianas.

Exemplo 3.7 (Rede bayesiana vista como uma aplicagdo da LDG) [49]:
Considera a rede bayesiana esbogada na Figura 3.8. Numa rede bayesiana, os “pais” de
um nd V' sdo aqueles vértices (se existirem), os quais estao posicionados imediatamente
“acima” de V. Logo, na Figura 3.8 Pay = {B, E} e Pag = . Lembrando que existe
uma varidvel aleatéria associada com cada um dos vértices, e assumindo que cada uma
das varidveis aleatdrias depende somente de seus “pais”, temos a fatoracio da fungio

densidade de probabilidade conjunta de acordo com:

PriB=bE=e¢ A=a, R=rW=w}=Pr{B=0}Pr{E = e}

Pr{d=a|B=bE=¢e}Pr{R=r|E =¢e}Pr{W = w|d = a}
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Figura 3.8: Rede Bayesiana no Exemplo 3.6

p(b, e, a,r,w) = p(b)p(e)p(alb, e)p(r|e)p(w|a). (3.20)

Admita que as duas varidveis aleatérias W e R sdo observadas assumindo os va-
lores wy e 1, respectivamente. O problema da inferéncia probabilistica, neste ca-
so0, consiste em calcular as probabilidades condicionais de uma ou mais varidveis ale-
atdrias restantes, ou seja, B, E e A, estando o condicionamento associado as evidéncias
{R =ry, W = wg}. Agora, considere o problema FPM tendo dominios e kernels locais
dados pela Tabela 3.4

Entdo, da Equacdo (3.20) (utilizando o semi-anel 4 da Tabela 3.3, isto é, o conjunto
dos niimeros reais nio-negativos com adigao e multiplicagdo ordindrias) o kernel glo-
bal F(b,e,a) é somente a funcdo p(b,e,a,r,w), de forma que, por exemplo, a fungao

objetiva no dominio local 1 é:

Fl(b) == Zp(b,e,a,ro, wO) — p(b: TOawﬂ)' (321)

Aplicando a regra de Bayes:
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Tabela 3.4: dominios e kernels locais do Exemplo 2.4
dominio local kernel local

L {v} p(b)
2 {e} p(e)
3. {a,b,e} p(alb,e)
4. {a} p(wola)
5. {e} p(role)
b, ro, w
p(biro, ) = 27020, (3.22)
p(wf)? TO)
Sendo assim, a probabilidade de B, dada a “evidéncia” (ro, wy), é:
P?"{B = b|R =To, W = 'lUg} = p(b|r0, ?.Uo) = aFl(b), (323)

onde a constante de proporcionalidade a é dada por:

o= (Z Fl(b)) : (3.24)
b

Da mesma forma, o cdlculo das probabilidades condicionais de A e E podem ser
avaliado via andlise das funcoes objetiva nos dominios locais 4 e 5, respectivamente.
Desta forma, o problema da inferéncia probabilistica em redes bayesianas é um caso
especial do problema FPM. Na se¢do 3.5.2 serd mostrado que a LDG quando aplicada a
problemas deste tipo, resulta num algoritmo equivalente ao algoritmo de “propagacao
de probabilidade” de Pearl.

3.5.2 Solugao do Problema FPM: LDG

Se os elementos de S guardam entre si um relacionamento especial, entao um algoritmo

.

para solu¢do do problema FPM pode ser baseado na nogao de “passagem de mensa-
gens”. O relacionamento requerido é que os dominios locais possam ser organizados
dentro de uma éarvore de jungao [34]. Isto significa que os elementos de S podem ser

fixados como “etiquetas” nos vértices de um grafo tedrico em arvore T, de tal forma
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que para qualquer dois vértices, V; e Vj}, a intersecdo das etiquetas correspondentes,
SiNSj, € um subconjunto da etiqueta posicionada sobre cada um dos vértices existen-
tes num caminho tnico direcionado de V; para V;. Alternativamente, o subgrafo de T
consistindo daqueles vértices cujas etiquetas incluem o elemento ¢ junto com os arcos
conectando estes vértices, é conectado parai=1,...,n.

Por exemplo, considere os seguintes dominios locais:

Tabela 3.5: dominios locais organizados numa arvore de jungao

dominio local
{z1}
{z1, 72}
{z1,23}
{z2}

{z3,74}

iR e o

Os dominios locais mostrados na Tabela 3.5 podem ser organizados numa arvore de
juncao, como ilustrado na Figura 3.9. Por exemplo, o tnico caminho ligando o vértice
2 ao vértice 3 é v = v; = v3. e SN S3 C S, como requisitado da condicdo de arvore

¢

de juncao.

Figura 3.9: Exemplo de arvore de jungao

Por outro lado, o conjunto de dominios locais mostrados na Tabela 3.6 nao pode

ser organizado em uma arvore de jungdo, como pode ser facilmente verificado.



Tabela 3.6: dominios locais que ndo podem ser organizados numa arvore de juncio

dominio local

{'7"1!2"2}
{z2, 23}
{ZL‘3,$4}

{z4,25}

B G b

Entretanto, adicionando os seguintes dominios redundantes {z, 3, z4} e {72, 23, 74}

é possivel projetar uma arvore de jungdo, como mostrado na Figura 3.10.

LR O
€
(=0
ORRE

Figura 3.10: Arvore de J uncao formada pela adigdo de dominios redundantes

Num algoritmo “4rvore de jung¢do”, o qual é denominado de Lei Distributiva Gene-
ralizada - LDG, se V; e V; estdo conectados por um arco (indicado pela notagao V; ad]
Vi), a “mensagem” direcionada de V; para V; é uma tabela contendo os valores de uma
fungdo p;;: As,ns, — R. Inicialmente, todas estas fungdes sao definidas como identi-
camente iguais a 1 ( identidade multiplicativa do semi-anel ), e quando uma mensagem

particular y; ; é atualizada, a seguinte regra é usada [49]:
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pii(Tses) = Y. alzs) J] #milzsins) (3.25)

ms‘.\sJ‘EAS,'\SJ' veadju; k£ ]

Uma boa forma de lembrar a Equacio (3.25) é pensar que a drvore de jungdo € uma
rede de comunicagao, na qual o caminho ligando 17 a V; é uma “linha de transmissio”
que “filtra fora” as dependéncias em todas as varidveis, menos naquelas comuns a V; e
Vi. (A filtragem é realizada através da marginaliza¢do). Quando o vértice Vi deseja
enviar uma mensagem a V; ele forma o produto dos seus Kernels locais com todas as
mensagens que ele recebeu dos outros vizinhos dele, além de Vj, e transmite o produto
para V; sobre a linha de transmissao (V, Vj).

De forma semelhante o “estado” de um vértice V; é definido como sendo uma tabela
contendo os valores de uma fungdo o, : As, — H. Inicialmente, o; é definido para ser

o kernel local o;(zs,}, mas quando o; é atualizado, a seguinte regra é usada [49}:

o:(zs,) = ai{xs,) H Lk i(Ts,ns.) {3.26)
veadjv;

Em outras palavras, o estado do vértice V; é o produtc dos seus Kernels locais com
cada uma das mensagens que ele recebeu de seus vizinhos. A idéia bdasica é que apés
uma quantidade suficiente de mensagens terem sido passadas, o;(xs,) serd a fungdo
objetiva em S;, como definido na Equacdo (3.18).

A questio restante se refere so percurso das mensagens sendo passadas e ao cdlculo
do estado. Aqui, consideraremos somente dois casos especiais, o problema de um “dnico
vértice” | no qual o objetivo é calcular a fun¢do objetiva em apenas um vértice vy, e o
problema de “todos os vértices”, onde a meta é calcular a fungao objetiva em todos
os vértices. Para o problema do vértice dnico, o natural roteiro da aplicagio da LDG
comeca pelo direcionamento de cada um dos arcos com respeito aoc vértice “sob alvo”,
vo, € cada uma das mensagens direcionadas é enviada apenas uma vez. Um vértice
envia uma mensagem a seu vizinho quando, pela primeira vez, ele recebeu mensagens
dos seus outros vizinhos. O vértice alvo vy calcula o estado dele quando ele recebeu
mensagens de cada um de seus vizinhos. Com este roteiro, as mensagens come¢am nas
extremidades e procedem na direcdo de vg. Quando vy receber as mensagens de todos

os seus vizinhos, este calcula seu estado e o algoritmo termina.
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Por exemplo, se nés desejamos resolver o problema de um “vértice 1inico ” para a
arvore de jungao de Figura 3.9, e o vértice alvo ¢ v, entdo os arcos deveriam ser todos
direcionados com respeito a v;, como mostrado em Figura 3.11. Logo, uma possivel

seqiiéncia de mensagens e cdlculos de estados € mostrada na Tabela 3.7.

Figura 3.11: Arvore de Jungdo formada pela adi¢do de dominios redundantes

Tabela 3.7: Roteiro para o cdlculo da LDG de um tinico vértice para a drvore de jungio

da Figura 3.9 com vértice alvo v,.

Etapa Mensagem ou calculo do estado
L. p3a(T1) = 34, asf{zy, T3)
2, pa2(z2) = a(z2)
3. ps2(T2) = 3, as(z2,T4)
4. poalz) =30, ao(z, 72} - paa(Ta) - psa(xe)
5. o{z1) = ay(z1) - pai(x1) - psa{z1)

Para problema de todos os vértices, a LDG pode ser conduzida de diversas formas.
Estas sdo apresentadas em [49]. Para finalizar esta Secao, considere a drvore de jungéao
mostrada na Figura 3.12. Em [49] é mostrado que quando o algoritmo da LDG é apli-
cado a drvore de juncao da Figura 3.12, o resultado obtido é equivalente ao algoritmo

de propagacao de crengas de Pearl [39] em redes bayesianas.

3.6 Inferéncia em Redes Bayesianas Aproximadas

Os critérios de remocido de arcos apresentados na Sec&o 2.4.1 tiveram sua importancia
ressaltada na reducdo da complexidade computacional de redes aprendidas automa-

ticamente de bases de dados de aplicagdes priticas. Contudo, sua maior relevancia
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Figura 3.12: Arvore de Jungdo formada por cinco dominios locais

vai muito além disto. Conforme discutido nas Segoes 3.4.1, 3.4.2 e 3.5, o algoritmo de
complexidade de tempo polinomial de Pearl [39] é especifico para redes que apresentam
topologia em arvore miultipla. Evidentemente, na maior parte dos casos, isto constitui
uma forte restrigdo de uso. Para avaliar os efeitos da presenga de lagos na propagagéo

de mensagens, considere e rede esbogada na Figura 3.13 abaixo.

Figura 3.13: Lago com trés nés numa rede bayesiana.

O algoritmo de fusdo de influéncias proposto por Pearl trabalha com a suposigao
que a rede ndo possui lagos, pois devido ao mecanismo de propagagdo de mensagens
(a0 receber uma mensagem um né envia outras para os seus pais e para seus filhos), é
possivel que uma mensagem enviada por um né que faz parte de um lago ao seu pai
que estd dentro do lago e assim sucessivamente para os demais nés do lago circule e
retorne ao né inicial, fazendo com que o processo de envio de mensagens reinicie, e

se repita indefinidamente tornando a rede instdvel. O mesmo vale para a mensagem
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enviada para os filhos.

Outros algoritmos tém sido propostos para avaliar a fusdo de influéncias em redes
com lagos [41]. Em geral, esses algoritmos se caracterizam essencialmente por fazer
alteragOes na estrutura da rede, seja através da fusao de nés ou do desdobramento de
um né em dois ou mais, objetivando a propagacgao de crencas mesmo com ciclos.

Contudo, a abordagem adotada nesta Segéo é analisar a inferéncia probabilistica na
rede Angina, a qual teve seus arcos removidos de acordo com os critérios anteriormente
apresentados com o objetivo de quebrar os ciclos. Para tanto, a base de casos com
10.000 casos foi dividida em duas bases, sendo uma de treinamento e outra de testes.
A base de treinamento é constituida por 9.000 casos e a base de testes por 1.000 casos.
A rede aprendida a partir da base de dados formada por 9.000 casos é mostrada na
Figura 3.14. A medida do comprimento de descri¢do ‘da rede original ¢ de 11.343,13
bits. A Tabela 3.8 relaciona os nés as varidiveis aleatérias e suas instincias. Na Tabela
3.9 sao mostrados os padrées de entradas e suas freqiiéncias de ocorréncia na base de

testes.

Tabela 3.8: Rede Angina: Varidveis aleatdrias e suas Instincias

Né  Varidvel Aleatoria Instincias
(sintoma) 0 1 2

NO Febre Ausente Baixa Alta

N1 Manchas Ausente  Presente

N2 Dor Ausente  Presente

N3 Angina Ausente Moderada  Severa

N4 Frio Ausente  Presente

Figura 3.14: Rede Angina aprendida da base de dados formada por 9.000 casos.

Apés a aplicacio de cada um dos trés critérios de remogdo de arcos apresentados

na Secdo 2.4.1, foram obtidas as seguintes redes apresentadas nas Figuras 3.15, 3.16
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Tabela 3.9: Base de Testes: Padrées Observados e suas Quantidades
Padrao Freqiiéncia de Ocorréncia

Febre Manchas Dor  Angina Frio

0 0 0 0 0 750
1 0 0 0 0 170
0 0 0 0 1 12
0 0 1 0 0 36
1 0 0 0 1 9
0 0 1 0 1 6
1 0 1 1 0 2
1 0 1 0 0 6
1 0 1 0. 1 3
1 1 1 2 0 1
2 0 1 1 0 1
2 0 0 0 0 1
2 0 1 0 1 2
2 0 0 0 1 1

3.17, as quais apresentaram, respectivamente, as medidas do comprimento de descrigao
de 11.747,96 ,11.720, 16 e 11.726, 14 bits.

Figura 3.15: Rede Angina obtida apés a aplicagdo do critério 1: Distribui¢ées Conjun-

tas.

A eficdcia da inferéncia probabilistica nas redes bayesianas que tiveram seus arcos
removidos através dos critérios propostos na Secdo 2.4.1 pode ser analisada através
da Tabela 3.10. Apesar do alto desempenho apresentado, o diagndstico da ocorréncia
mais rara (presente em 0,17% dos casos), isto é angina severa, somente foi diagnosticado

corretamente pela rede que teve seus arcos removidos através do critério baseado no

comprimento de descrigao.
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Figura 3.16: Rede Angina obtida apés a aplicagdo do critério 2: Descricdes de Com-
primento.

Oa0200XO.

Figura 3.17: Rede Angina obtida apés a aplicagdo do critério 3: Entropia Condicionada.

3.6.1 Efeito da Ordenacao das Varidveis

As redes bayesianas constituem um modelo do dominio do problema e expressam re-
lagbes causais entre as varidveis aleatdrias presentes na base de dados. Conforme
apresentado na Secao 2.3.4, o algoritmo K3 necessita de uma prévia ordenacao entre
as varidveis envolvidas no dominio do problema. Geralmente esta ordenacgao traz dois

grandes beneficios:

1. Permite incorporar o conhecimento do especialista, traduzindo-se num modelo
mais proximo do real, o que certamente facilita as explicagoes a cerca dos resul-

tados obtidos e,

2. Elimina do espago de busca as redes que ndo atendem a esta prévia ordenacio,

0 que permite um aprendizado mais rdpido.

Tabela 3.10: A eficdcia da Inferéncia Probabilistica em Redes Aproximadas

Critério Taxa de Acerto Observagoes
Distribuigées Conjuntas 99, 60%
Descrigdo do Comprimento 99, 70% Diagnéstico da ocorréncia mais rara
Entropia Condicionada 99, 60%
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1sto, a termometria foi incorporada na atividade médica, embora o termometro fosse
conhecido desde o século XVII, seu emprego como instrumento para medir a tem-
peratura corporal teve ininio em 1852, quando Traube e, a seguir, Wunderlich, na
Alemanha, introduziram o grifico de temperatura ou curva térmica, que permitiu a
caracterizacdo dos varios tipos de febre. A medida indireta da pressac arterial sé se
tornou possivel a partir de 1880, quando von Basch, na Alemanha, idealizou o primeiro
aparelho, que nada mais era que uma bolsa de borracha cheia de dgua e ligada a uma
coluna de mercirio ou a um mandmetro. Comprimindo a bolsa de borracha sobre a
artéria até o desaparecimento do pulso obtinha-se a pressao sistélica. Em 1896, um
médico italiano, Riva-Rocci, substituiu a bolsa por um mangueira de borracha e a dgua
pelo ar. A medida da pressao diastélica, contudo sé foi possivel apés 9 anos, quando o
médico russo, Nikolai Korotkov descobriu os sons produzidos durante a descompressio
da artéria. No final do século XIX, o médico ji utilizava trés instrumentos basicos no
exame do paciente. Além desses trés instrumentos, outras ferramentas foram adicio-
nados na pratica médica, como o oftalmoscdpio, retrator de lingua, martelo de reflexo,
etc. O aperfeigoamento do microscépio, por sua vez, proporcionou o surgimento da
microbiclogia, permitindo identificar os agentes causadores de muitas doengas [27].

A tecnologia médica, propriamente dita, sé se desenvolveu no decorrer do século
XX, com o diagnéstico por imagens, endoscopia, métodos graficos, exames de labo-
ratorio e provas funcionais. Contudo, como marco inicial da era tecnolégica podemos
considerar a descoberta por Roentgen, dos raios-X, em 1895. No seu Laboratdrio de
Fisica, Roentgen obteve a primeira radiografia dos ossos da maoc de sua esposa em
dezembro de 1895 ¢ em janeiro de 1896 repetia a experiéncia perante a Sociedade de
Fisica de Wirzburg, radiografando a mao do Prof. de Anatomia Albert von Iolli-
ker, que se achava presente. Kolliker propds que os raios-X fossem chamados de raios
Roentgen, denominagao ainda usada em paises europeus. A descoberta dos raios-X pro-
porcionou a aquisicio de novas evidéncias, que anteriormente eram coletadas através
de técnicas invasivas. A emissdo de diagndstico baseada em imagens teve inicio com os
raios-X. Contudo, outros métodos de obtencdo de imagens foram desenvolvidos como,
por exemplo, cintilografia, ultra-sonografia, tomografia computadorizada, ressonancia
magnética {27).

Como é possivel observar, todas as abordagens anteriores proporcionaram uma re-
duciio da complexidade do cenario de tomada de decisdo através da aquisigao de novas

evidéncias. Contudo, a abordagem adotada no desenvolvimento do sistema de auxilio a
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emissao do diagndstico de patologias neuromusculares raras é bem diferente. A preocu-
pagao aqui ¢ desenvolver uma ferramenta de andlise de evidéncias, a qual proporcione
ao usudrio uma resposta que permita a este emitir um diagnéstico diferencial acerca

de patologias que apresentam sintomas em comurm.

4.2 Neurologia

A Neurologia é uma das especialidades médicas mais antigas e chegou a apresentar
uma evolugao muito lenta no decorrer dos anos. A Neurologia é 0 ramo da medicina
que se ocupa das doengas do sistema nervoso em todos os seus aspectos. Contudo,
neste trabalho, somente serio consideradas as patologias neuroldgicas pertencentes ao

grupo muscular. Estas serao discutidas na préxima Secdo.

4.2.1 Patologias Musculares

As afecgOes musculares primitivas destroem a estrutura ou o funcionamento das fibras
musculares independentemente de sua inervagao. As lesoes das fibras sao disseminadas
de maneira anarquica e escapam a uma sistematizacio em unidades motoras. As
alteragtes do tecido intersticial do misculo sdo geralmente associadas as lesoes dos
elementos contrateis. As distrofias musculares progressivas (miopatias) decorrem de um
processo degenerativo, geneticamente determinado; as miosites estao sob a dependéncia
de um processo inflamatdrio adquirido; algumas alteragdes metabdlicas caracterizam-se
por suas manifestacdes musculares predominantes e finalmente, a miastenia resulta de
um funcionamento anormal da jungao neuromuscular. A Figura 4.1 mostra a regiao de

ocorréncia de doengas neuromusculares {4].

Classificagao

As patologias neuromusculares sio classificadas de acordo com o local de ocorréncia.

Assim, tem-se que [46]:
e No Neurdnio Motor Primario;
e Na Raiz e nervos periféricos;

e Na Juncio mioneural: Botulismo, Sindrome Miasténica Congénita, Miastenia

Gravis;
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Figura 4.1: Doengas Neuromusculares decorrentes do acometimento primario da Uni-
dade Motora 1-motoneurdnio 2-raiz motora 3-nervo periférico 4-juncdo mioneural 3-

musculo

e Na Fibra muscular: Miopatias.

Caracteristicas das Patologias Neuromusculares

As patologias pertencentes ao grupo neuromuscular apresentam caracteristicas em co-

mum, por exemplo, é comum aos portadores dessas patologias apresentarem [46]:

e LFraqueza muscular proximal e as vezes atrofia;
¢ Sensibilidade conservada,

o Reflexos profundos conservados na fase inicial.

Na proxima Secéo € apresentado a patologia neuromuscular escolhida como foco do

sistema de auxilio & emissao de diagnéstico médico.

4.3 Foco da Aplicagao: Miastenia Gravis

A Miastenia Gravis é uma doencga caracterizada por fraqueza e fadiga anormal dos

miusculos estriados, presumivelmente devido a um defeito da transmissao do impulso
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nervoso ao nivel da juncdo mioneural, de origem auto-imune. Ela evolui por surtos e
sua gravidade é devida ao risco de acidentes respiratérios [4].

Como toda doenga auto-imune, a Miastenia acontece em virtude da producio de
anticorpos contra elementos do préprio organismo, mais precisamente, contra uma
estrutura do misculo chamada de receptor de acetilcolina, que é a regidao onde o nervo
eferente se liga no misculo. As Figuras 4.2 - 4.3 ilustram a redugdo do nimero de
receptores da acetilcolina em pacientes miasténicos quando comparado a pacientes

normais [4].

l'-‘-;f.-_ﬂ’.

Figura 4.2: Corte da junc¢ao neuromuscular mostrando uma quantidade normal de

receptores da acetilcolina

O pico de incidéncia ocorre em adultos jovens (entre a segunda e quarta décadas),
afetando mais o sexo feminino antes dos 40 anos. Porém, em idades mais avancadas,
ambos os sexos sdo igualmente afetados. Como jd discutido, o principal sintoma € a
fadiga, a qual pode aparecer em qualquer musculo do corpo. Logo, a Miastenia pode:

produzir sintomas tais como fraqueza nos bragos e pernas; e ocasionar dificuldades para
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Figura 4.3: Corte da jun¢do neuromuscular mostrando uma quantidade reduzida de

receptores da acetilcolina

mastigar e para engolir (disfagia). Quando acomete os misculos do térax, a Miastenia
provoca falta de ar (dispnéia) e voz anasalada (disfonia). Na face, a Miastenia causa
queda das pélpebras (ptose palpebral) e visdo dupla (diplopia). Em cerca de 50% dos
pacientes, os olhos estdo inicialmente envolvidos, seja pela ptose palpebral, geralmente
assimétrica ou por diplopia, estrabismo decorrente da paralisia da musculatura ocular
extrinseca. Caracteristicamente, o comprometimento desta musculatura pode alternar
de um lado para outro em exames sucessivos. Na Figura 4.4 é mostrada a presenca da
Ptose palpebral em um paciente miasténico [4].

Outros sintomas comuns afetam os misculos faciais ou orofaringeos, ocasionando
disartria (dificuldade para articular as palavras), disfagia (dificuldade para engolir)
e limitagdo dos movimentos faciais que determina o aspecto inexpressivo da mimica.
Juntas, as fraquezas orofaringea e ocular causam sintomas em praticamente todos os

pacientes portadores de miastenia. Também é comum a fraqueza dos membros e do
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Figura 4.4: Presenca de ptose unilateral flutuante em paciente miasténico

pescogo. Nos membros, a alteragdo miasténica predomina sobre os misculos proximais,
aparecendo somente durante um esfor¢co mantido ou pertubando permanentemente a
atividade do doente [4].

A incidéncia de Miastenia Gravis na populacdo brasileira ¢ estimada em 4 casos
para cada grupo de 100.000 habitantes. A nivel mundial, contudo, a baixa freqiiéncia
de ocorréncia de Miastenia pode variar de 1 a 11 casos para cada grupo de 100.000

habitantes. Quanto as formas clinicas, tem-se [4]:

e Miastenia ocular: s6 acomete os musculos oculares, podendo haver ptose e para-
lisia com diplopia. A debilidade dos miisculos oculares pode acarretar paralisia
ou fraqueza de muisculos isolados, paralisia do olhar conjugado ou oftalmoplegia

completa em um ou em ambos os olhos. Sua incidéncia é de aproximadamente
15%;

¢ Miastenia generalizada - leve ou moderada e que corresponde a 83% dos casos;
o Miastenia fulminante aguda com crise respiratdria.

O diagndstico no inicio da doenga é por vezes dificil, sendo os pacientes muitas
vezes considerados neurdticos. O inicio do quadro é geralmente insidioso e a fraque-

za muscular manifesta-se especialmente no fim do dia, quando o paciente estd mais
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cansado, ou entdo apds exercicio fisico nio comum ou mesmo ap6s quadro infeceioso,
denotando assim sua natureza flutuante. A histdria clinica do paciente é o principal
dado para o diagnéstico, juntamente com o exame fisico. Como exames complemen-
tares temos a eletroneuromiografia que revela a existéncia de bloqueio miasténico, ou
seja, uma diminuicao progressiva da amplitude dos potenciais demonstrando o nimero
crescente de jungdes neuromusculares ineficazes no interior de cada unidade motora:
a dosagem de anticorpos anti-receptor de acetilcolina, que estd presente na regiao do
receptor neuromuscular; e um teste com inje¢ao de neostigmina ou edrofénio, apds o
qual hd melhora imediata da forga [46].

Aproximadamente 65 a 70% dos pacientes tém hiperplasia timica e 15% tém Timo-
mas (idosos). Ou seja, cerca de 70% das glandulas timo (localizada na parte superior
do térax e que controla a produgao dos anticorpos), de pacientes adultos portadores de
Miastenia Gravis ndo involuiram e pesam mais que o normal. Sendo assim, na maioria

das vezes se opta por realizar uma cirurgia para retirada do timo [46].

4.4 Exemplo de Caso Clinico e Base de Dados para

a Miastenia Gravis

Nesta Secao, tem-se uin exemplo de um caso clinico, como ele é fornecido pelo médico,
e como os valores das varidveis de entrada para a base de dados sao retirados. Este
procedimento foi adotado na formagdo da base de dados formada por 74 casos clinicos
apresentada no Apéndice B. Assim, mantida a incidéncia de 4 casos para cada 100.000
habitantes, o sistema a ser desenvolvido para o auxilio ao diagndstico das variagoes
de Miastenia, utiliza um aprendizado equivalente a apresentacao de 1.850.000 casos ao

cérebro do sisterna que é a rede bavesiana apresentada no préximo Capitulo.

4.4.1 Exemplo de Caso Clinico

Normalmente, o médico descreve suas observagdes do paciente como apresentado no

exemplo de caso abaixo.

Caso 13 Paciente do sezo masculino, 98 anos, queiza-se de ptose palpebral e visao
dupla, que se expressa no fim do dia, hd cerca de trés meses. Refere-se que a

partir deste época tem sensa¢do permanente de cansago, que piora com 08 esforgos,
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Tabela 4.1: Exemplo de um caso que compde a base de dados.

mais pronunciado no fim do dia, ou apds atividade fisica. Queiza-se de dificuldade
para falar. Relata que possui uma motocicleta de 750cc e que agora, s6 com muita
dificuldade, consegue manused-la.

Exame Neurolégico: observa-se ptose palpebral a esquerda, estrabismo conver-
gente no olho esquerdo. A forca muscular estd diminuida nos musculos prozimais dos
quatro membros (grau {-) e normal nos misculos distais. Sensibilidade e reflezos nor-
mais. Coordenagdo normal. Em 29.09.98, submeteu-se a estimulacdo repetitiva do
nervo auziliar direito, a 5Hz, com registro no musculo deltdide. Observa-se diminuigdo
da amplitude, aprozimadamente 20% entre o 1° e o 5° potencial de acdo muscular
composto, o que sugere comportamento miasténico da jungdo mioneural. Iniciou tra-
tamento com piridostigimina 60mg., quatro vezes ao dia, com melhora importante da
forga muscular, do estrabismo e da ptose palpebral. Em outubro de 1998, o paciente
realizou tomografia computadorizada no mediastino que evidenciou a presenga de timo-
na. Fez cirurgia para retirada do tumor. Atualmente, estd sob uso de piridostigminag

assintorndtico. Diagndstico: Miastenia Gravis- generalizada moderada

De posse desse caso deve-se extrair as varidveis de interesse e quais sdo os seus
respectivos valores associados. No caso apresentado acima, algumas varidveis estio em
negrito no texto, isso foi feito aqui para exemplificar a montagem de um caso e nao é
comum o médico fornecer o caso dessa forma. Os sintomas observados sao associados
com os numeros da Tabela B.1 apresentada no apéndice B e, desta forma, monta-se o

case como estd mostrado na Tabela 4.1.

4.5 Conclusoes

Foi apresentado neste Capitulo uma breve descrigéo da incorporagéo de novas ferramen-
tas na Medicina, as quais proporcionaram uma melhoria efetiva da atividade médica.
Também foram apresentadas algumas caracteristicas do grupo neuromuscular, ressal-
tando particularidades da Miastenia Gravis, que é uma das patologias pertencentes a

esse grupo.
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Também foi apresentado um caso clinico exemplificando o procedimento adotado
na formacdo da base utilizada no aprendizado da rede bayesiana.

E importante perceber, que a abordagem bayesiana permite incorporar outras pa-
tologias do mesmo grupo neuromuscular com a vantagem de apenas ser exigido uma
simples extensdo na base de casos utilizada. Entretanto, isto ndo foi possivel devido ao
fato das outras patologias pertencentes ao grupo neuromuscular serem ainda mais ra-
ras, sendo dificil conseguir um nimero razodvel de casos que permitisse o aprendizado
da rede.

No Préximo Capitulo é apresentada a metodologia para o desenvolvimento do Sis-
tema de Auxilio & Emissdo do Diagndstico das Variagoes de Miastenia Gravis, além do

procedimento de validagao desse sistema.
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Capitulo 5 -

Sistema Desenvolvido

5.1 Introducao

Ao longo das dltimas décadas, a medicina vem recebendo notdveis contribuicdes tec-
nologicas, as quais permitiram um grande avango na atividade médica. Em geral, tais
contribuigdes podem ser divididas em sistemas de aquisi¢do de dados (exames clinicos
e laboratoriais) e sistemas de avaliagio dos dados observados, nos quais destacam-se
os Sistemas Especialistas.

Os sistemas especialistas constituem uma abordagem de apoio & tomada de decisio
baseada em predicados ldgicos. Em geral, a obtencdo das regras empregadas no tra-
tamento dos dados observados é feita através de consultas a especialistas do dominio
do problema. A caracteristica principal destas regras é a classificagao dos dados de
entrada no sistema em eventos mutualmente exclusivos, ou seja, a quantizacido dos
dados em niveis previstos pelo especialista consultado. O problema é que em certas
areas do conhecimento, como por exemplo na medicina, a avaliacao do especialista é
feita de forma cognitiva, sendo dificil dizer que dois especialistas do mesmo dominio
guardam regras idénticas para a quantizacao necessaria. Por outro lado, a classificagao
em eventos mutualmente exclusivos é dificil, j& que é comum na medicina a ocorréncia
de patologias que afetam as observagdes de maneiras opostas, ou mesmo o fato de
diferentes patologias apresentarem sintomas em comum. Todas estas particularidades
evidenciam a dificuldade do desenvolvimento de sistemas especialistas na drea médica
e a necessidade de se dispor de técnicas capazes de permitir o desenvolvimento de
sistemas mais robustos ao cendrio apresentado.

Neste sentido, as redes bayesianas caracterizam-se pela realizacao de inferéncias de
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Nés Pais

Ny Nao tem pais

M Ng

Ny Nye N;

N; Ny, N1 e Ny

N, Ny, Noe N

Ns Ny, Nie N;

Ng Ny, N1, N3, N3, Ny e N3
N7 | Np, N1, Ny, N3, Ny, N5 e N

Tabela 5.1: Nés e conjunto da pais da rede bayesiana para a Miastenia Gravis

base probabilistica, que é iitil quando existe a possibilidades das doencas sob foco apre-
sentarem sintomas em comum e onde é necessario realizar um diagndstico diferencial.
Assim como os sistemas especialistas, as redes bayesianas permitem a incorporacao
do conhecimento especialista, mas sem que esta exclua a extragdo do conhecimen-
to humano embutido na base de dados utilizada no aprendizado da rede. Logo. em
situacdes onde € dificil contar com a presenga de especialistas, ou mesmo quando exis-
tem divergéncias de opinides, isto constitui uma vantagem. E importante perceber
que a abordagem probabilistica evita o uso de regras logicas, desprovidas de rigor
matematico, o que pode levar a aplicagdes restritas a um dominio especifico e cuja
aplicacao a outro problema implica necessariamente na busca por um conjunto novo e

adequado de regras, o que nao ocorre na abordagem bayesiana.

5.2 Rede Miastenia Gravis

A base de casos clinicos apresentada no Apéndice B foi utilizada no aprendizado da
rede, utilizando para isto o algoritmo K3 e adotando inicialmente a ordem sugerida
pelo Prof. Jovany Medeiros. A Tabela 5.1 ilustra os nés e conjuntos de pais da rede
bayesiana obtida da base de casos clinicos de Miastenia Gravis. Na Figura 5.1, tem-se
uma representagio parcial dessa rede (ndo sao mostradas todos os ramos), onde pode
ser observada a ocorréncia de lacos. Nesta figura, as linhas tracejadas foram utilizadas
de forma a ndo sobrecarregar o esboco parcial da rede.

A rede obtida apresenta um alto grau de conectividade, inviabilizando a realizagio
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Figura 5.1: Representagdo parcial da Tabela 5.1

de inferéncias através do método de passagem de mensagens de Pearl. Como forma
de reduzir a complexidade da rede obtida e possibilitar a realizagdo de inferéncias em
tempo polinomial, serao os aplicados os critérios de remocao de arcos propostos, sendo
as redes obtidas mostradas na préxima Secdo. As redes obtidas serdo analisadas de
acordo com a medida do comprimento de descri¢ido e quanto a eficdcia no auxilio a

emissao de diagnéstico médico.

5.2.1 Aplicagao da Remocgao de Lagos a Rede Miastenia Gra-

Vi1s

Aplicando os algoritmos propostos para a remogdo de arcos a rede Miastenia Gravis,
obtém-se as redes derivadas e apresentadas nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 para o primeiro,

segundo e terceiro critérios propostos.

Figura 5.2: Rede obtida apés a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.1

usando o primeiro critério: Divergéncia de Distribuigdes.
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Figura 5.3: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.1

usando o segundo critério: Descrigdes de Comprimento

Figura 5.4: Rede obtida apés a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.1

usando o terceiro critério: Entropia Condicionada

A medidas do comprimento de descrigio de comprimento para a rede original foi de
306,46 bits; ja as redes obtidas do primeiro, do segundo e do terceiro critério apresen-
taram a mesma medida do comprimento de descrigao: 437,19 bits. Esta coincidéncia
pode ser percebida na semelhanga entre as topologias apresentadas pelas redes.

As redes foram testadas quanto a eficicia no apoio & tomada decisio médica. A
primeira base de testes utilizada foi a prépria base de treinamento constituida pelos 74
casos de Miastenia, unicos existentes. Embora esta atitude nao seja correta em apli-
cagoes correntes na area de reconhecimento de padroes, como por exemplo em sistemas
de reconhecimento de manuscritos, ela pode ser justificada pelo fato que observando
atentamente a base de 74 casos, percebe-se que esta é formada por alguns padroes
de valores de varidveis bem definidos, cujas freqiiéncias de ocorréncia somam-se para
compor o numero de casos existentes. Na verdade, isto ja era esperado, visto que conio
se trata de uma classe de patologias com quatro variagdes, esta deve apresentar alguns
padrdes que corretamente a identifique e ndo outra existente. Ja em sistemas de reco-
nhecimento de manuscritos, a variabilidade das formas de letras corridas existentes leva
a bases de aprendizado e de testes realmente diferentes, as quais sao constituidas por
elementos separados por classes, mas estes ndo padronizados e onde suas frequéncias
de ocorréncia nao somam-se para formar a base de treinamento.

Assim, testes iniciais de eficdcia mostraram resultados satisfatdrios, onde as re-

des obtidas dos critérios de remogdo de arcos apresentaram taxas identicas de acerto,
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Rede obtida Taxa de Acerto
aypan koan «an o wgan
Primeiro Critério | 60, 81% 32, 43% 93, 24%
Segundo Critério | 60, 81% 32,43% 93, 24%
Terceiro Critério | 60,81% 32,43% 93, 24%

Tabela 5.2: Teste de eficdcia nas redes bayesianas para a Miastenia Gravis obtidas dos

critérios de remocdo de arcos utilizando como base de testes a base de aprendizagem

conforme mostrada na Tabela 5.2. Nesta Tabela, “1*” significa que o sistema diag-
nosticou corretamente a variagio da patologia, retornando a resposta com a mais alta
probabilidade, enquanto que “2®" a resposta retornada apresentava a segunda mais
alta probabilidade, desde que a diferenga entre a primeira e a segunda nio fosse su-
perior aos 10%. Esta possibilidade de acerto através da observacdo da segunda maior
probabilidade é razodvel quando consideramos que o sistema final desenvolvido nio
serd responsavel por emitir um diagnéstico, mas ao invés disto, auxiliard clinicos a
fazé-lo. Por outro lado, esta diferenga de 10% adotada, pode levar a uma divida na
emissdo do diagndstico, ja que do senso comum valores de resposta sdo suficientemente
préximos, desde que a diferenca entre eles seja inferior aos 10%. Logo, como existe a
possibilidade durante a entrada de valores correspondendo a “nao observado” no sis-
tema, esta consideragio pode motivar clinicos a realizarem exames complementares,
que proporcionarao um resposta mais precisa. Por outro lado, na auséncia de exames
complementares, a opcio pela segunda mais alta probabilidade pode levar a corretude
no diagnéstico, se o médico julgar a resposta do sistema razoavel. Somente em 6, 76%
dos casos o sistema erra no diagndstico, o que é razodvel quando é lembrado que apro-
ximadamente 20% dos casos clinicos obtidos durante a etapa de formagao da base de

casos apresentavam o diagndstico médico errado.

5.3 Ordenacao de Variaveis na Rede Miastenia Gra-

V1S

As medidas de informacao apresentadas no Capitulo 3 foram utilizadas para avaliar a

ordenacio na rede Miastenia Gravis. A ordenagdo predominante, na ordem decrescen-
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Nés Pais
Ny = N3 Nao tem pais
N, = Ns N,
N, = Ny Nye N,
N, =N, N, Ny e N,
N=No| N N, Npe
Ny = N; Ny, Ny e N,
Ng = N, Ny, N3 e N,
N; = Ny | Ny, Ny, Ny, N3, N, N; e Ng

Tabela 5.3: Nos ordenados e conjunto da pais da rede bayesiana para a Miastenia

Gravis

tes das medidas, é N3, N5, Ny, N1, Ny, N5, No, N;. Sendo assim, de acordo com estas
medidas, a varidvel aleatéria “Fraqueza Muscular” na base de dados contribui com uma
quantidade maior de informacao na composicao do estado de saida, do que a varidvel
“Ptose Palpebral”.

A Tabela 5.3 ilustra os nds e o conjunto de pais da rede bayesiana obtida utilizando
o algoritmo K3 e esta nova ordenagdo. Um esbogo parcial da rede é mostrada na
Figura 5.5. Novamente a rede obtida apresenta um alto grau de conectividade. Assim,
aplicando os critérios de remogao de arcos propostos, obtemos as redes apresentadas
nas Figuras 5.6, 5.7 ¢ 5.8. A medida do comprimento de descri¢gao (CD) da rede original
é de 333,79 bits. Por sua vez, as medidas do CD para as redes obtidas do primeiro e
segundo critérios sdo iguais a 488,38 bits, enquanto a obtida do terceiro critério tem
um CD de 535.47 bits. A Tabela 5.4 apresenta os resultados do teste de eficdcia,

considerando esta nova ordenacao.

Figura 5.6: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.5

usando o primeiro critério: Divergéncia de Distribuigdes.
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Figura 5.5: Representagdo parcial da Tabela 5.3

Figura 5.7: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.5
usando o segundo critério: Descri¢des de Comprimento

Figura 5.8: Rede obtida apds a quebra dos lagos da rede apresentada na Figura 5.5

usando o terceiro critério: Entropia Condicionada

Assim, de acordo com a Tabela 5.4 a ordenagdo de varidveis continua afetando
diretamente na eficdcia do sistema. O grau de influéncia observado neste caso é de
+20%. A rede obtida pelo critério da Entropia Condicionada apresentou um aumento
significativo, chegando préximo aos 80, 0%, que é razoavel para um sistema de auxilio

a emissdo de diagnéstico médico.
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Rede obtida Taxa de Acerto
cpan wgan wpan o woan
Primeiro Critério | 37, 84% 27,02% 64, 86%
Segundo Critério | 37,84% 27,02% 64, 86%
Terceiro Critério | 79, 73% 13.51% 93, 24%

Tabela 5.4: Teste de eficdcia nas redes bayesianas para a Miastenia Gravis obtidas dos
critérios de remogdc de arcos e que tiveram suas varidveis ordenadas de acordo com as
medidas apresentadas no Capitulo 3

5.4 Validacao do Sistema de Auxilio & Emissao do
Diagndstico Médico -

Os testes de eficdcia apresentados na Segdo anterior serviram apenas para escolher a
rede bayesiana que seria utilizada no desenvolvimento do sistema de auxilio & emissio
do diagnéstico médico. Como pode ser visto através das Tabelas 5.2 e 5.4, a rede
bayesiana cujos a ordenag@o dos noés foi feita de acordo com as medidas de informagao
apresentadas no Capitulo 3 e onde os arcos foram removidos de acordo com o critério
baseado na Entropia Condicionada de Shannon, apresentou eficdcia superior, o que nos
permite seleciona-la para a préxima etapa de testes, cujo o objetivo agora é validar o
sistema de auxilio proposto & tomada de decisao.

A base de casos de miastenia adotada na composicdo da validacido do sistema &
formada por 30 casos clinicos pertencentes ao cendrio considerado pelo especialista no
diagnéstico de Miastenia e Doutor em Neurologia, o Prof. Jovany Medeiros. Este
cendrio de testes avalia o diagnéstico em cerca de 750.000 ocorréncias. Desta forma,
temos uma base de testes que corresponde a 40% da base utilizada no aprendizado
da rede. Nesta base, encontram-se as quatro variagbes da Miastenia Gravis: Ocular,
Generalizada Leve, Generalizada Moderada e Grave, as quais estdo representadas na
base de testes através de 7, 8, 11, 4 casos, respectivamente. O nimero de casos para
cada uma das variacdes foi obtido de acordo com as probabilidades a prior: observadas
na base utilizada no aprendizado da rede original.

A metodologia adotada para os testes consistiu de colocar na entrada do sistema
os valores pertencentes ao caso sob foco e observar as respostas do sistema quanto a

primeira e segunda maior probabilidades, as quais sdo obtidas a partir atualizagdo das
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crencas (probabilidades a posteriori).

As Tabelas 5.5 e 5.6 ilustram uma parte do procedimento e metodologia observadas
na validagao do sistema desenvolvido para auxilio & tomada de decisdo. Como pode
ser observado, as respostas obtidas sdo bastantes razoaveis, influenciando o usudrio dos
sistema para uma tomada de decisdo segura e sensata.

Analisando as respostas do sistema de acordo com o procedimento adotado para os
testes de eficdcia presentes na Se¢do anterior, encontramos que a Taxa de Acerto “12” é
de aproximadamente 86, 67%, enquanto que a “22” é de 13, 33%. Desta forma, no teste
de validagdo o sistema ndo apresentou nenhuma resposta que possa ser considerada

como errada.
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5.5 Produto Final

O programa de realizagdo de inferéncias foi construido utilizando a linguagem de pro-
gramagao C, o qual permite gerar executdveis funcionado sobre o sistema operacio-
nal DOS. Acontece que o piiblico-alvo dos sistema é composto por usudrios da classe
médica, uma interface funcional baseada em menus tipicos do DOS seria pouco atraen-
te. Assim, com o objetivo de dotar a interface humana com o sistema mais amigével,
um aplicativo windows foi construido utilizando a linguagem C++ . As entradas sdo
as observagoes dos sintomas e a saida é a atualizacdo da crenca sobre o né de interesse:
o da miastenia com suas quatro variagoes. As Figuras 5.9 e 5.10 ilustram a execugio

do programa e um exemplo de consulta realizado no sistema, respectivamente.

e et e o i -
SISTEMA DE AUXILIO A EM[SSAO DE DIAGNOSTICO CL]NICO i NG TRO
| NEURO

ARA PACIENTES PORTADORES DE MIASTEN!A b1 : 3

# I Bilateral Permasiente

@ 4 Bilatersl Flutuante

e Eowotvirments da Musculaturs Sidbar ® 5. Nio Obaervado { o e
{ { Viigstenia Gener. Leve §
i ¥ L Presents P .
BE-Fatirudagdo Repetdive 5 i
¥ 2 Ausente - ¥E oy

H5.Dificuldude Respiratiria i ek S
# 1. Presente . 3 ¥ -
e 3 8 Miast. Gener. \h;dr-r.‘ul._e-_ 5

# 4 KEo Retatada

! Miastenia Grave

PP Preencha o Formuldrio Sequindo Exatamente a ordem: N4, N7, NS, N2, N1, N6, N3. Cudado para n3o frocar os valores It *

Figura 5.9: Interface do programa de realizacao de inferéncias.



Diagnéstico Sistema Desenvolvido

Médico Resposta “A” Resposta“B”

N; Ny Ny Ny Ny Ny N, prob{“A”) prob(“B”)
5 2 2 2 2 2 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12, 50%
2 2 2 2 4 2 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12,50%
5 2 2 2 2 1 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12,50%
5 2 2 2 4 1 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12,50%
5 2 2 3 2 1 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12, 50%
3 2 2 3 4 1 1 Ocular Ocular leve
79,12% 12, 50%
5 2 2 3 4 2 1 Ocular Ocular leve
79,.12% 12,50%

2 2 2 2 2 2 1 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 3 2 2 1 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 2 1 2 1 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 3 4 2 2 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 3 2 2 2 leve leve moderada
44, 74% 44, T4%

2 2 2 2 2 1 1 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 3 35 2 2 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

2 2 2 2 2 2 1 leve leve moderada
44, 74% 44, 74%

Tabela 3.5: Validagdo do Sistema de Auxilio & Emissdo do Diagndstico Médico: Va-
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Diagndstico Sistema Desenvolvido

Médico Resposta “A” Resposta“B”

Ny Ng Ny N Ny Ny N, prob(“A") prob(“B”)
2 1 2 2 2 2 1 moderada moderada leve
44, 74% 44, 74%
2 1 2 3 2 2 2 moderada moderada leve
44, 74% 44, 74%
2 1 2 3 5 2 2| moderada moderada leve
44, 74% 44, 74%
2 1 2 2 2 2 1 moderada moderada leve
44, 74% 44 T4%
2 1 2 2 2 2 2 moderada moderada leve
44,74% 44, 74%
4 1 2 2 2 2 1 moderada moderada leve
41,67% 37.50%
4 1 2 2 4 2 1 moderada moderada leve
41,67% 37,50%
4 1 2 3 4 2 2 moderada moderada leve
41,67% 37,50%
4 1 2 3 5 2 2 | moderada moderada leve
41,67% 37, 50%
4 1 2 2 5 2 1 moderada moderada leve
41,67% 37,50%
4 1 2 3 5 2 2 moderada moderada leve
41,67% 37,50%

4 1 1 2 4 2 1 grave grave moderada
37,50% 41,67%

4 1 1 3 4 2 2 grave grave moderada
37,50% 41,87%

4 1 1 2 2 2 1 grave grave moderada
37,50% 41,67%

4 1 1 3 5 2 2 grave grave moderada
37,50% 41,67%

Tabela 5.6: Validacio do Sistema de Auxilio & Emissao do Diagnéstico Médico: Va-

riacdes Moderada e Grave.
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SISTEMA DE AUXILIO A EMISSAO DE DIAGNOSTICO CLINICO
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Figura 5.10: Interface do programa de realizagao de inferéncias: exemplo de consulta.

5.6 Conclusoes

Este Capitulo apresentou a metodologia para o desenvolvimento do sistema de auxilio
a emissdo do diagnéstico das variagdes de Miastenia Gravis, além do procedimento
de validagao do sistema. Os resultados obtidos com redes bayesianas sao bastante
promissores, favorecendo esta abordagem quando comparada aquelas utilizadas no de-
senvolvimento de sistemas especialistas.

O préximo Capitulo é um espago dedicado as consideragoes finais e as perspectivas

para trabalhos futuros.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho é avaliado o desempenho da inferéncia probabilistica em redes baye-
sianas. Esta abordagem foi utilizada no desenvolvimento de um sistema de auxilio a
emissao do diagndstico médico, o qual proporcionou vantagens sobre as abordagens
tradicionais dos sistemas especialistas.

Neste sentido, aprender uma rede bayesiana consiste em escolher a hipdtese que
melhor modela os dados presentes na base. Esta abordagem é particularmente inte-
ressante quando nao é possivel contar com a presenga de especialistas do dominio do
problema, ou quando j4 estd disponivel um grande volume de dados coletados e, deseja-
se extrair o conhecimento humano emhutido nesta base. Isto por sua vez, nao exclui
a possibilidade de ser adicionado o conhecimento especialista na busca pela melhor
rede e, ao contrdrio, sempre que este estiver disponivel deve ser utilizado pois isto pro-
porciona uma obtenc¢do do modelo, dentro do espago de busca, de forma mais rapida,
retornando também uma rede mais precisa.

Por outro lado, especificada a rede, esta pode ser usada para a realizacdo de in-
feréncias. A inferéncia probabilistica em redes bayvesianas consiste na atualizacao das
crengas segundo os valores observados. O método de inferéncia a ser usado, contudo,
é fungao da topologia da rede. Assim, quando a topologia obtida do aprendizado nao
pertence a classe associada ao algoritmo de inferéncia escolhido, deve-se realizar alte-
ragoes na rede obtida do aprendizado, com o objetivo de adequd-la a esta classe. Para
isto, foram propostos critérios de remogao de arcos baseados em conceitos da Teoria
da Informacio. O objetivo comum a estes critérios é avaliar o impacto das remogoes
dos arcos na perda de informagéio associada a simplificacio da rede.

Bases de dados de tamanhos diferentes foram utilizadas, sendo as redes bayesianas

119



aproximadas pelos critérios de remogao de arcos analisadas de acordo com a eficicia ob-
tida na realizagdo de inferéncias. Apesar da perda de informagcédo inerente ao processo,
os resultados obtidos foram bastante satisfatérios.

Com o objetivo de avaliar o comportamento da ordenagao dos nés na realizacao de
inferéncias, em redes bayesianas, foram utilizadas medidas de informacao presentes na
Teoria da Informagio. Conforme esperado, a inferéncia bayesiana é alterada de acordo
com a ordenacdo adotada para as varidveis presentes na rede. Os testes de eficdcia
até este momento, foram realizados utilizando a mesma base de treinamento, ja que
o objetivo ¢ selecionar a rede de malor eficicia para o desenvolvimento do sistema
de auxilio & emissao de diagnostico de pacientes portadores de variagoes de miastenia
gravis.

O sistema desenvolvido possui uma interface amigavel e de facil manuseio, sendo
validado utilizando uma base de testes diferente e que corresponde a 40% da base de
treinamento. Os resultados obtidos sde promissores, possibilitando ao usudrio uma

tomada de decisdo mais segura diante de um cendrio de incertezas.

6.1 Perspectivas para Trabalhos Futuros

Como continuacao das atividades de pesquisa realizadas, podem ser citadas as seguin-
tes sugestdes as quais consideram as particularidade presentes em aplicagOes praticas
que consistem no auxilio & tomada de decisao e as vantagens proporcionadas pelo de-
senvolvimento de um método que utilize algoritmos iterativos com grafos contendo

ciclos

e Desenvolver um método para utilizagdo de algoritmos em grafos contendo ciclos,

e Desenvolver um método de ordenagao de varidveis para aumentar a eficacia dos

algoritmos envolvidos e

o Aplicar estes métodos a problemas que envolvem a tomada de decisao, proporci-

onando um auxilio & emissao de diagndstico
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Apéndice A
Fundamentagéo Teodrica

Este Apéndice foi incluido a fim de facilitar a leitura do texto, evitando o leitor buscar
fontes externas. Apresenta-se aqui defini¢oes e conceitos elementares da Teoria das
Probabilidades, extraidos parcialmente do Capitulo 2 do trabalho de Leonardo Matos

[37], reproduzidos com o consentimento do autor.

A.1 Revisao de Matematica e Estatistica

A defini¢do de probabilidade empregada na maioria dos livros texto em probabilidade
e estatistica deve-se a Kolmogorov que define probabilidade como um ntmero satis-
fazendo a um conjunto de axiomas. Na formalizagao destes axiomas faz-se necessdrio

apresentar algumas definigées preliminares.
Definigao 14 (Espaco Amostral)

e Chama-se espaco amostral, denotado por 1, o conjunto ndo necessariamente fi-

nito de todos os resultados de um experimento aleatdrio.
Definigdo 15 (Evento)

o Um evento € um conjunto, denotado como E, contido no espago amostral, E C .

O subconjunto E = Q € também referenciado como um evento certo.

Para qualquer espaco amostral, 2, define-se probabilidade de um evento E, £ C (2,

representado por P(F), um nimero que satisfaz o seguinte grupo de axiomas
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Axioma 10< P(E) <1

Axioma 2 P(Q) =1

Axioma 3 Se E}, E,, ... é uma seqiiéncia enumeravel de eventos mutuamente ex-
clusivos, isto é, E; N E; = 0, Vi, j|i # j, entdo

P(UL,E;) = _Z P(E;) (A.1)

A partir destes axiomas, pode ser realizado uma série de desenvolvimentos que
fundamentam as disciplinas de probabilidade e estatistica tal como sdo conhecidas.

Algumas desses desenvolvimentos serdo abordados a seguir.

Definigao 16 (Probabilidade condicional)

e Seja B um evento ndo vazio, o que implica em P(B) > 0, a probabilidade con-
dicional de um evento A em relagio a B, expressa como P(A|B), é definida

comao.

P(ANB)

P(A|B) = 55

(A.2)
Utilizando a notagao produto para designar intercessao entre conjuntos, a expressao

(A.2) pode ser escrita como

P(A,B)

P(AIB) = 5

(A.3)

A nogdo intuitiva de probabilidade condicional, P(A|B), esta relacionada com a
medi¢do da probabilidade de ocorréncia de um evento A dado que um evento B ja

tenha ocorrido. Esta nogao se estende para grupos de varios eventos, assim tem-se que

P(Ala A21 A3)

Pk o) == pl4.4)

(A4)

Os termos na Equagdo (A.4) podem ser reagrupados e combinados com (A.3),

conhecida como regra da cadeia,
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P(Ay, Ay, A3) = P(A;)P(A3|A;)P(A;3]A,, As) (A.5)

de um modo geral tem-se que

P(Al, AQ, vy An) = P(Al)P(A2|A1)P(An|A1,A2, veey An—l)

Definigao 17 (Independéncia Estatistica)

e Dois eventos A e B, ndo vazios, sdo ditos ser independentes se e somente se
P(A|B) = P(A)
Se P(A|B) = P(A) entdo também é vélido que

P(B|A) = P(B).

Teorema 5 (Teorema de Bayes) : Sejam A;, A,, As, ... eventos mutuamente exclu-
sivos e coletivamente exaustivos, isto €, A{UA UA,... =Q com A;NA; =0, Vi, jli # j.

Seja B um evento tal que P(B) > 0, entdo

P(4;)P(B|A;) _  P(A:)P(B|4;)
P(B) > P(A;)P(B|4;)

P(A;|B) =

O Teorema de Bayes é particularmente importante por ser um meio de relacionar

probabilidades a priori, P(A;) com probabilidades a posteriori, P(A;|B).

A.1.1 Variaveis Aleatodrias

A apresentacdo do Teorema de Bayes normalmente encerra as discussoes preliminares
sobre cdlculo de probabilidades na maioria dos livros textos em Matemaética Estatistica
e probabilidade. Dentro desta seqiiéncia légica comumente adotada, esta discussdo
encerra-se quando o leitor esta apto a ser apresentado a defini¢ao de varidveis aleatoérias.

O conceito de varidveis aleatdrias é fundamental para o desenvolvimento da teoria sobre
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fungdes de varidveis aleatérias ou funcgdes de probabilidades. Particularmente, para os
objetivos deste texto a apresentacdo de algumas destas funcoes de probabilidade é
uma parte muito importante, pois estas foram muito utilizadas nos desenvolvimentos
realizados no Capitulo 2.

Definigao 18 (Varidveis Aleatérias-va.)

e Chama-se varidvel aleatdria uma fungdo que mapeia o conjunto Q (espago amos-

tral) na reta real - R.
Sao exemplos de varidveis aleatérias:

e Nimero de caras no lancamento de uma moeda;
e Peso dos recém-nascidos em uma maternidade m um dado periodo;

e Valor em dinheiro na conta bancdria de um individuo em um dado periodo.

As varidveis aleatdrias sao caracterizadas quanto ao tipo de mapeamento que re-
alizam como continua, se mapeiam em um subconjunto ndo enumerdvel da reta real,
ou discreta, se o mapeamento é realizado sobre um conjunto enumerdvel de R. Nos
exemplos acima, o primeiro e o iltimo sdo exemplos de varidveis aleatérias discretas,

ao passo que o segundo item exemplifica uma variavel aleatéria continua.
Definigao 19 (Funcao de massa de probabilidade)

e Uma fungdo f(z) : R — [0,1] € chamada fun¢do de massa de probabilidade, ou

distribui¢do de probabilidade, se e somente se possuir as sequintes propriedades:
i) f(z) 20
i) ¥ f(z) = 1

Uma fungéo de massa de probabilidade, f(z), modela a distribui¢ao de probabili-
dade de uma va. discreta X se f(z) = P(X = ).

Definigdo 20 (Funcao de densidade de probabilidade)
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o Uma fungdo f(z) : R = R é chamada fun¢do densidade de probabilidade, também
referenciada como densidade ou distribuigdo de probabilidade, se e somente se

possuir as seguintes propriedades:
i) fz) 20
i) [ f(z)dz =1

Uma funcgao densidade de probabilidade, f(z), modela a distribuicao de probabili-

dade de uma va. continua X se f(z) for definida como:

f(z)=lim P(z—¢ < X <z+¢)

EU—FO
O termo distribuigao é usado neste texto para denotar tanto massa como densidade
de probabilidade. Essa ambigiiidade deverd ser dirimida pelo contexto, que esclarecerd

qual dos conceitos o termo estara fazendo referéncia.

A.1.2 Distribuicoes de Probabilidade

Esta Secao apresenta algumas equacgoes de referéncia que serao muito uteis para os

desenvolvimentos posteriores.
Defini¢ao 21 (Distribuigdao binomial)

e Uma va. discreta X € dita ter distribuigdio binomial se e somente se possuir

fun¢do de massa de probabilidade definida como

f(z) = ( : ) g*(1-6)"", (A.6)

parg = 0, k.0

Os argumentos n e @ sio chamados parametros da binomial. O pardmetro 0
estd associado a uma propor¢do, por conseguinte, 8 € [0,1] e n corresponde ao
valor mdzimo que X pode assumir. A distribui¢ao binomial, em fungdo de seus

parametros, € denotada alternativamente como

f(z) = B(z;n,0)
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Definigao 22 (Distribui¢do multinomial)

e Um conjunto de k de va. s discretas X = {X1, X, ..., Xx} € dito ter distribuigdo
multinomial se e somente se possuir fun¢do de massa de probabilidade conjunta

definida como

T1,T2y ..., Tk

n
f(.’IIl.,.’L"g, ...,.’L‘k) = f(l‘l.,.'L‘z, ...,Ifk;gl, ...,Qk,n) = ( ) Hfl...gzk,(“%.T)

k k
em quey . Ti=n, y ., 0;=1e

n n!
o5 (e 7, TR, 19 By s ind

A distribuicdo multinomial desempenha um papel importante no estudo de redes
bayesianas pois estas lidam com varidveis discretas cuja distribui¢ao pode ser modelada

por uma distribui¢do multinomial.
Definigao 23 (Fungao gama)
e A fungdo gama, denotada como I'(-), é definida pela expressdo
0
M) = [ yeteva,
para o > 0 0
Algumas importantes propriedades da fun¢dao gama sao:
1. TN(a@)=(a— 1l (a-1)
2. D{1)=1
3. I'(a) = (o — 1)! para « inteiro
4. T(3) =7

Defini¢ao 24 (Distribuigao gama)
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e Uma va. continua X possui distribuicdo gama se e somente se sua funcdo de

densidade for definida como

L_go-leg=z/8 sex >0
okl (A.8)

8
0, caso contrdrio

f(z;a,B8) =

em queax >0 e 5> 0.

Um caso particular da distribui¢do gama é a distribuicao exponencial negativa que

_ ocorre quando « = 1, cuja funcdo de densidade é dada por

o %e"‘/ﬁ, sex >0
f(z;0) = (A.9)
0, caso contrario

em que & > 0.
Definigao 25 (Funcgao beta)

e A fungao beta, denotada como B(-), é definida por

1
B(a,8) = f r*"1(1 - z)%~ldz,
0
coma>0ef>0.

A fungédo beta relaciona-se com a fungao gama através da expressao

[(a)T'(8)
B - —
@B = T(a+p)
Definigao 26 (Distribuicdo beta)
e Uma va. continua, X, possui distribuicdo beta se e somente se sua fungdo de

densidade for definida como

_—-—B(; a)xa“IU —1)%!, paral0<z<1

0, caso contrdrio

f(z; a, B) = Beta(z;a,B) = (A.10)

emquea>0ef>0.
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A distribuicao beta é particularmente importante por se tratar de uma distribuicao
complementar da binomial. O sentido de complementariedade se origina do fato de
que a distribui¢do Beta modela o comportamento das proporgées p e ¢ = 1 — p de uma

binomial B(z;n,p), considerando n fixo.

Teorema 6 : Seja X uma va. com distribui¢do Beta(co, 8). O valor esperado de X é

dado por
o
BiX) = a+f
Prova:
E[X] = ﬁ fo 2*1(1 - 7)dz
1
= B(a,B)B(a+1’ﬁ)
_T(a+8)T(a+1)(B)
T T(a)T(B) T(a+B)+1
_Tla+1) T(a+p)
~ T'(a) T(a+B)+1
o«
T a+f
|

Um caso particular da distribuicdo beta é a distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1],
definida por f(x) =1, 0 < z < 1, que ocorre quando os valores de o e (3 sdo ambos

iguais a 1.
Definicao 27 (Distribuicao Dirichlet)

e Um conjunto de k va. ‘s continuas 8 = {6y,0s, ...,0k} possui distribuicdo de pro-

babilidade conjunta Dirichlet se sua fung¢do de distribuicdo for expressa como

f(917923"':9k;V1:V21"'1Uk:yk+l) = (All)
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= D(GI, 923 --'161&'; Vi, Vo, ..., Vk7Vk+l)

. F(Vl + v+ L+ e+ Vk+1)
T T (). D) (V)

91111—1_”9:&—1(9}{_'_1)%-'-1—1

com Y. = 1.

Pode-se constatar que a distribui¢do beta é um caso particular da distribuicdo

Dirichlet, pois quando £ = 1, D(#.1 — 8. v, ) iguala-se a Beta(z; vy, 1s).

A.1.3 Inferéncia Estatistica

Inferéncia é a parte da estatistica que estuda métodos que procuram estabelecer o va-
lor de um parametro populacional com base em dados amostrais. Este texto apresenta
dois dos principais métodos de inferéncia estatistica que sdo: método de mdxima ve-
rossimilhanga e inferéncia bavesiana. O segundo método é o mais importante para os

propédsitos do estudo de redes bayesianas.

Método da maxima verossimilhancga

O método da maxima verossimilhanga proposto R. Fisher em 1922, forma a principal
técnica de estimagdo de pardmetros da escola classica de estatistica. A idéia deste
método possui um apelo intuitivo bastante simples, o estimador, 5, do pardmetro po-
pulacional desconhecido, é aquele que maximiza a probabilidade de em uma amos-
tra {X3,...,X,} as varidveis aleatdrias terem sido obtidas de uma populagio com
parametro ©.

No caso genérico, o estimador ] corresponde ao valor que maximiza a distribuigao
fz1,...,zn; 0). Esta fungdo de distribuigio, representada por L(8; 21, ..., ¥,,) é denomi-
nada fungio de maxima verossimilhanga. Para manter coeréncia com a notagao usada
nas funcées de distribuicdo de probabilidade, a fungdo de maxima verossimilhanga

deverd ser escrita como L(#; x4, ...,z,). O valor de L(#;z) é dado por

L(8:z) = ( Z ) 6%(1 — 6)"~2, (A.12)
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Usualmente, # é encontrado pela minimizagio da fungdo logaritmo de L, dado que
a fungéo logaritmo é monotonicamente crescnte e sua derivada possui propriedades
matematicas atraentes. Assim, o valor de f seria obtido pela solugao de

9= arg mélx{log ( " ) 6% (1 - )"~ *} (A.13)
T

A derivada de A.13 em relagao a # é dada por:

L(#;z) = log[( Z ) 6*(1 —6)"~7]

n
dlog ( )
. T
dL(6;z) dlog6 "

dlog(l — 0)
B - T a T g
dL(;z) = n-z
a6 1-6
Igualando E&é‘;ﬁl a zero, obtém-se

zZ _n-x
g 1-6
=§==2
n

Formalmente, define-se a fungao e estimador de maxima verossimilhanga como

Definigao 28 (Funcgdo de Méxima Verossimilhanca)

e Dado uma amostra de tamanho n, X = {X}, ..., Xy}, define-se fungdo de mdzrima
verossimilhanga, denotada por L(-), a distribui¢do conjunta de X em relagdo a um
parametro 0, isto é, f(zy,...,2n;6). Como L € fungdo de 8, utiliza-se a notagdo
L(6;xy,...,x,) para ezprimir uma relagdo de ordem que indica ser § uma varidvel

e {z1,...,z,} valores constantes.

Definicao 29 (Estimador de Maxima Verossimilhanga)
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o Seja L(#) = L(6;x1, ..., 2,) a funcdo de mdzima verossimilhanca para wna amos-
tra Xy, ..., Xn. Define-se o estimador de mdrima verossimilhanca de € para os
valores amostrais obtidos, denotado por g, como argumento que mazimiza L(#),

isto €,
9= arg m;ix{L(é‘)}

A.1.4 Inferéncia Bayesiana

A estimagao bayesiana difere da estimacio cldssica essencialmente pela interpretacio
do pardmetro estimado, denotado como no caso anterior pela letra 8. A escola classica
interpreta g como um valor constante, fixo, ao passo que a escola bayesiana interpreta g
como uma varidvel aleatéria, assim, a crenca no verdadeiro valor do pardmetro popula-
cional estimado pode ser mudada em rodadas diferentes de um experimento aleatdrio.
As escolas cldssicas e bayesianas concordam no procedimento de levantamento de dados
para realizar a estimacgdo, ambas utilizam um processo de amostragem, mas diferem
quanto a interpretacao dos dados obtidos. A estimacgao bayesiana objetiva determinar
qual o valor que a varidvel aleatdria ¢ pode ter assumido ao ter sido obtida a amostra.

Para dirimir quaisquer dividas quanto a discussdo levantada no pardgrafo anterior,
um breve estudo de caso pode ser apresentado e analisado sob a luz do dissernimento
entre as diferencas ligadas s escolas cldssica e bayesiana. Constdere que um processo
faibrico produz uma certa proporcdo de pegas defeituosas. Coletado uma amostra,
0 método cldssico estimaria um determinado valor para a verdadeira proporgao de
pecas defeituosas produzidas, acreditando ser esta valor fixo. O método bayesiano
também utilizaria os dados amostrais para realizar a estimacao, mas ao contrario da
escola classica, assumiria que esta proporgao nao tem um valor fixo e que, portanto,
deve sofrer variagoes com base em uma fungao de probabilidade. Com base nos dados
amostrais, a escola bayesiana determinaria o valor da proporgao de pecas defeituosas
que estaria sendo produzida no instante em que a amostra fora coletada.

A idéia empregada na estimacdo bayesiana pode ser descrita como segue. Parte-se
de um conhecimento a priori sobre a distribuigdo de 8, este conhecimento a priori é vago.
Com base nos dados amostrais, determina-se uma distribuigao f(8|x), que concentra
em uma regido mais estreita do eixo horizontal grande parte da drea da curva. A

informagao oriunda de f{f|x) é, portanto, mais especifica e restringe a um intervalo
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pequeno os valores mais provaveis que # pode assumir. A estimagdo do pardmetro
populacional, 8, constitui o valor esperado de f com base na distribuicio f (0|x). Este
valor tamb “'m possui uma interpretacido geométrica, 8 corresponde ao centro de massa
da curva f(f|x), que também pode ser interpretado como uma média ponderada infinita
dos valores de @, em que os pesos sdo dados pelos valores de %.

No caso geral, assume-se que # tenha uma distribui¢cao continua. Adicionalmente,
se a variavel X possui distribuigdo binomial a estimagao de # pode ser realizada rapi-
damnte com base nas propriedades enunciadas nos Teoremas 7 e 8, ambos apresentados

sem prova.

Teorema 7 : Dado que X seja uma varidvel aleatoria discreta com distribui¢do bi-
nomial B(n,0), dado que a distribui¢do h(f) seja Beta, com parametros « e (3, entdo

h(6) € beta com pardametros a +x e 8 + z.

Teorema 8 : Dado que h(6) possui distribuigdo Beta, com pardmetros « e 3, e dado

”

que f(z) seja binomial, B(z;n,0), entdo o valor esperado de Epgix)[0] €,

o=z
a+B+n

Os Teoremas 7 e 8 sdo particularmente tteis porque fornecem a fundamentacao ma-

Ehnoix)[0] = (A.14)

temdtica para estimagao das probabilidades condicionais P(X|Y') entre nés adjacentes
em uma rede bayesiana com variaveis aleatdrias binomiais.

Os Teoremas 9 e 10, a seguir, generalizam os resultados anunciados nos Teoremas
1e8.

Teorema 9 : Seja X = {X,...,Xp} um conjunto de varidveis aleatorias discretas
com distribuicdo conjunta multinomial com pardmetros © = {©,...,0,}. Dado que
h(6), a distribuigcdo conjunta de {©y, ...,0,} seja Dirichlet com pardmetros {vy, ..., Vn},

entdo h(8|x) é Dirichlet com pardmetros {z) + v1,Z2 + V2, ..., Tn + Vpn}.

Teorema 10 : Seja © = {©,,...,0,} um conjunto de varidveis aleatérias continuas
com distribuicdo conjunta de Dirichlet com pardmetros {vy, ..., vn}. Sendo X = {X\,..., X}
um conjunto de varidveis aleatdrias discretas com distribuicdo conjunta multinomial

com pardmetros ©, entdo o valor esperado de 8; dado x, isto €, Epgx)[f:] € dado por

l/i+$¢'

v+ D T

Engxl0i] = (A.15)
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No caso geral, quando as varidveis de uma rede bayesiana podem assumir mais de
dois valores discretos, o célculo das probabilidades condicionais envolvendo nés adjacen-
tes € feita com base nas propriedades dos Teoremas 9 e 10, cujos resultados sao analogos

quando considerando o par de distribuigées complementares Multinomial/Dirichlet.

A.2 Prova do Teorema 2:

O objetivo deste Teorema é encontrar uma expressio que fornece o valor de P(Bg, D),
entao, partindo-se da definicdo de P(Bg, D) tem-se que:

P(Bs, D) = P(Bs)P(D|Bs) = P(Bs) /B P(D|Bs, Bp)f(Bp|Bs)d(Bp) (A.16)

A notacdo acima é adequada, visto que a integral na expressio A.16 pode ser
analisada como uma soma ponderada infinita das probabilidades dos dados terem sido
originados de uma rede B = {Bg, Bp}, mantendo-se fixo Bs e variando-se Bp, sendo
esta variagao sobre todo o espago onde Bp é definido e os pesos sao dados pelo valor
de f(Bp|B;s)dBp, que ser comparado a probabilidade de Bp dado Bgs. Portanto, a
integral corresponde ao valor esperado de P(D|Bg, Bp). Utiliza-se o valor esperado
porque supde-se que nao seja conhecido Bp dado Bg e, assim, calcula-se P(D|Bg)
considerano-se todos os possiveis valores de Bp.

O termo P(D|Bgs, Bp) pode ser expandido. Suponha que o conjunto D seja com-
pleto, isto é, em cada caso existe observagoes sobre cada varidvel X;. Considere que os
dados possam ser organizados da seguinte forma: admita que o conjunto de dados D é
obtido a partir de uma rede com n varidveis. Uma vez que Bp é o elemento desconhe-
cido e que se conhece Bs, suponha de agora em diante, que a base de dados possa ser

reagrupada conforme o arranjo abaixo.
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N111(-7511,Da11),
N121(3511: Palz)s

Nigii(z11, Paig;),

N2 (212, pau),

N2 (712, paiz),

JV}_Q‘Q (1'12 H pa1q1 ) ’

Nllrg (1'1r.—, Pan)
Nur,- (‘Tlr,-: Pan)

“Vlfhrl (xln ) palm)

. (A.1T)

anl(xnlapanl): an?(xn%panl): anr,. (xnrn: panl)

qu,., 1 (Inl ) panqn ) ’

qun2(rn2: panqn)a qunrn (-ann ) paqqn) g

Utiliza-se o indice r; para denotar a quantidade maxima de instancias de um né
X, enquanto ¢; denota a quantidade médxima de instancias do conjunto Pa;. Ao longo
desta secao, as letras ¢, j e k serdo usadas com o seguinte sentido: a letra ¢ denota o
indice do nd, o qual pode variar de 1 até n, a letra j denota o indice dos pais de um
noé e k, o indice de uma instancia de um né.

Admitindo que os dados em D possam ser organizados desta forma, e supondo que
as tuplas que formam D sejam geradas independentemente umas das outras, tem-se

que:

P(D|Bs, Bp) = HHﬂ(P(xidpaij,BP))N""

(A.18)
i=1 =1 k=1
Substituindo-se a Equagdo(A.18) em Equagdo(A.16), tem-se que:
Fifisd f HH H (zi|pay, Bp))"* f(Bp|Bs)d(Bp). (A.19)
B

P =1 j=1 k=1

Fazendo 0;;x = P(zix|paj;) e supondo qu f(6yj1, .-, 0ijr,) seja marginalmente inde-
Hifjlr:) com 1 ?(—' i’ e j # j’. Isto é, gijk é independente de airjfkf

se i # 1 ou j # j', assim, tem-se que:

pendente de f(6ij1, ...,

f(Bp|Bs) = (A.20)

HHf 11y ==» ur.)

=1 7=1
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Substituindo a Equagdo (A.20) na Equagao (A.19) resulta em:

P(Bs,D) = P(Bs)fg__ f [HHH%;*} {an(e,,l,... i } b1y . .. dBngur, =

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1

B.S‘ /: . [H l:( ,J;:k) f(gijla ;I.Jr )} d9111 nqn,.n (A.Ql)

i=1.3=1

uma vez que f(fj1,...,0;;,,) é marginalmente independente de f(6y;1, ..., Bi:j:,.;) entao:

P(Bs, D) = P(Bs) HH f [ K U;;*) (91-1-1,...,9,5&)} dbyj1 ... dfi;{A.22)

1=1 3=I
Supondo que para qualquer i e 7, f(8;i1,...,0iir.) seja uniforme, isto é, uma vez
J T
% ; : - & o Mk
que nao existe conhecimento a priori sobre Bp, supde-se que as proporgoes 7\,11‘- sejam
L]
equiprovaveis. Entdo tem-se que:

P(Bs, D) = P(Bs) HHf f [H ; Uk] Cijdbyj1 . . . dBijr,, (A.23)

i=lj=1

em que Cj; é uma constante.

Como f(8j1, ..., 6ijr,) forma uma distribui¢ao uniforme e Y, , 6 = 1 entdo f(O)

é dirichlet com pardmetros vjj; = vij2 = ... = V4, = 1, logo:
Cij = f(gijla ey 9£jr.-; Vij1, Vij2a, -+, Vijr;) =
_ Dy + ... + Vijr.-)grggn-l gl _
F(V{ji)-ur(l};’jri) ij1 I Rt 1 5]
rivezes

_Tl4...+1)

~T(1)..T(1)

=T(r) = (r—1)! (A.24)

Substituindo-se a Equagdo (A.24) na Equagdo (A.23), tem-se que

P85, D)= P8 [[T]0i- 1t [ .. | [HQ,J;:*] Aoy B, (A.25)

i=1 j=1
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A integral miltipla expressa na Equacgdo (A.25) é uma integral Dirichlet, portanto,
tem-se que:

r Vij1 + oo + V4 T i1 iyr
/ f (¥ij1 j )93{1] BNl dfy,, = 1, (A.26)
t;k

Vl]l VIJT,')

Logo vjjx = Nyjx + 1, 0 que implica em:

F(szl + 1+ Nz_-,\2 +1.. + szr + 1) / f N "
i 6 ul‘ lJﬂdg dG, =
Ui)P(NtJ?) U" +1) 01 ij1 ijri 151 - i

i I‘(N,—‘I)I‘(N,-g)...l"(N,--,. 1)
=% 6.5 | dbyj1...d0,, = L ! JTit :
/,Jk / {H ® } V! 7" T(Nigt + 1+ Nijg + L. + Nigr, + 1) A-20)

Como Njji é inteiro, usando a Propriedade III da fungdo Gama, tem-se que

[Tz midVijie!
0. dbiy ... i, = - 2 i
f;]k [ lH l]k ‘ 111 dgnqn n (N.IJ + r; — 1)!1 (A 28)

com Ny = 3.0 Nij
Substltumdo Equacdo (A.28) em (A.25) e reagrupando os termos que nao variam
com k, tem-se que

5 5= 1) Ti
P(Bs,D) =P BS)HH N o 11),HN,-,-,§! (A.29)
i1=19= 1 : =1

A.3 Demonstragao da Métrica MDL (Definicao 10):

Baseado na Equacdo (2.4), a medida de descri¢do de Bg e D é obtida aplicando-se o ne-
gativo do logaritmo na base 2 de P(Bg, D)/P(D). Como ja mencionado anteriormente,
interessa apenas conhecer uma expressdao para P(Bg, D), jd que a busca para obter a
medida de descrigdo minima é realizada no espaco de hipéteses, H, que portanto nao
depende do termo P(D).
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O trabalho de Bouckaert se baseia em trabalhos anteriores de Cooper e Herskovits [9)]
[25] tomando como ponto de partida a expressido de P(Bg, D) fornecida pelo Teorema

2. Faz-se inicialmente:

L(331D) = _logP(BS,D)—-

n 1_1
=—log( (Bs) HH(N13T+T = ' N,Jk) -

I_].J 1

= —log P(Bs) — ZZ {log —1)! —log(N;j +ri — 1)1 + ZlogNUk }

=] j=1

(A.30)

Considere inicialmente a contribui¢ao do termo limitado a uma instancia de z; e

pajj, isto é, considere a expressao em:

log(r; — 1)! — log(Nij + 1 — 1)! + ) _ log Niji! (A.31)
k=1

Expandindo o termo log(N;; + r; — 1)! tem-se que:

log(r; — 1)! — log(N;; +r; — 1)! + Z log Niji! =
k=1

= log(r; — 1)! — log(Nyj +1; — 1) — log(Ny; + i — 2) — ... — log(Nyj)! + > _ log Nij!
k=1

(A.32)

Considerando apenas os dois 1ltimos termos da expressdao acima e consideran-

do a aproximacdo de Stirling para N! quando N ¢é suficientemente grande, N! =

V21N (N/e)N, tem-se que:
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— log N;;! + Z log Nyji! =~

k=1

."V," < - Ni' i
—log \/QWN,'J'(?J)N” o E log V4 QWNijk(—J'IS')NUk
k=1

€
1 I
=~ log 27 — (V; + 5) log Nij + Njjloge
noq ri 1 i
+ Z § log 21 — Z Nijk loge + 5 Z log N,;jk e o Z N;‘jk log Nijk
k=1 k=1 k=1 k=1

(A.33)

Como Nj; = 3 i1, Niji entdo os termos Nj;loge e —loge ;" | Njjx se anulam na
expressao acima. O termo —N;;log NV;; pode ser reescrito como > ;' ; —N;jx log N;;.

Reagrupando-os tem-se que:

—log Nyj! + ) log Nyji! ~
k=1

(T‘,‘ = 1) 1 1 L L
——log 27 — 5 IOgNij + 5 ZlogNijk + ZN;'J';; log Nijk

2 k=1 k=1
(A.34)

Para N suficientemente grande o termo i"'z;lllog 27 pode ser negligenciado em

relagdo ao restante da equacao. Realizando esta aproximacao, adiciona-se um erro de

ordem O(1). Tem-se assim que:

— log N;;! + Z log Nijx! =
k=1

1 1 "'
=i lOgN,'j + 5 Zlog N,‘jk + Z N;'J'k log Nijk + O(l)

2 k=1 k=1

(A.35)

Para N suficientemente grande o valor de —log H;—;:I(Nij + 1) em (A.35) pode
J-"‘l. Esta aproximagao introduz um erro ;- log %‘f’

Ocorre que log —‘Y,-\,Lj'—l < log!l para | > 1. Como [ é limitado superiormente por r; — 1

ser aproximada por — log V]

entao:
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N+l &
Zlog—;f—__"‘ < Zlog(r,— —1) = (r; — 1) log(r; — 1). (A.36)
i =1

Logo, o erro introduzido é de ordem O(1), pois sendo limitado superiormente por
uma constante nao depende de N. Tem-se portanto que:

ri—1

—log [T (Nyj +1) = —log NJ* ™V + 0(1). (A.37)

=1

Substituindo (A.36) e (A.37) em (A.35) tem-se que:

log(ri — 1)! — log(Nyj + s — 1)! + ) _ log Nyji!

k=1

Ni
= —(r; — 1) log N;; — 2logl’\l’v-i- ZlogN;Jk+ZN,,]klog NJk + O(1)
k=1 k=1

=—(r; — §)logN;J+ 2Z:log}\fuk-+—ZNU,,Clog A:’k +0(1)
k=1 k=1

1 1 Ti Ti N,
= —(ri = 3)1og Nij + 5log [ | Vs + 3 N log Njk +0(1)
k=1 k=1

i bl " s N;
=log (Nij( 2)(HNijk);) +ZN,-jklog Njk +O( )
k=1 k=1

- ka
+ZNijk10g N:J +O( )
k=1

L)

- Nijk
) +kZlVijk log N.. +0(1)

5 Z)log N + ZNUklog Niji +0(1)

+(35
A 2 NG s N

(A.38)

. ~ N! & Ni . .
Para N suficientemente grande as proporgdes —&= e —# convergem respectivamente

para as probabilidades P(z;|pajk) e P(paj;). Logo, os trés primeiros termos da ex-
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pressdo anterior convergem para valores constantes que nio dependem de N, podendo
ser eliminados pela introdugdo de mais um erro de ordem O(1).

log(r; — 1)! = log(Ny; +7; — 1)! + ) _ log Nij!

k=1
(T 1) Nl jk
= ——5—logN + ;Nuklog N’ +0(1)
(A.39)
Aplicando-se o somatoério sobre ¢ e j, chega-se a expressao:
n qi Nle
L(BS,D) logP (Bs) - > logN + ZN,Jklog P +0(1)
i=1 j=1 k=1
(A.40)

Como ¢; =[x, epa 75 © {ri~l) Jog N ndo dependem de j, entdo:

L(Bs,D) = —log P(Bs) —

S rge]

i=1 X;ePa; j=1 k=1
(A.41)
A Expressiao (A.41) pode ser reescrita como:
log N
L(Bs,D) = —log P(Bs) + NH(B;, D) + 5 K+ C. (A.42)
Sendo
H(B,,D) = ZZZ— Nisk 14 "", (A.43)
i=1l j=1 k=1 J
e?
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K= s, I | ri=0). (A.44)

A.4 Demonstracao do Teorema 4:

O Teorema é provado para o caso em que cada né tem precisamente 2 filhos. O caso
de uma arvore arbitrdria é entdo uma genralizacdo direta. Seja D, o subconjunto de
- A contendo os membros de A que estdo na sub-arvore enraizada em X (logo, inclui X
se X € A); denote Nx pelo subconjunto de A contendo todos os membros de A que nao
descendem de X. Recorde que X nao descende de X; logo, este conjunto inclui X se

X € A. Esta situacao é esbogada na Figura A.1. Logo, tem-se para cada valor de z,

Ny

Figura A.1: Conjunto de Varidveis instanciadas A = Nx U Dx. Se X € A, X estd

tanto em Ny quanto Dx.
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P(z|a) = P(z|dz, ns)
_ P(dz, ns|z) P(2)
Bl P(dzsnr)
_ P(d;|z)P(n:|z) P(z)
P(d:r,n:c)
_ P(d:|z)P(z|ns) P(ns) P(z)
- P(.’B)P(dx,nz)
= BP(d:|z)P(z|ns),

(A.45)

onde 3 é uma constante que nao depende do valor z. A segunda e a quarta igualdade
sao obtidas da aplicacdo do Teorema de Bayes. A terceira igualdade segue diretamente
da d-separacdo.

E possivel desenvolver fungdes A(z) 7(z) tais que:

A(z) = P(d;|z)

7(z) = P(z|n),

onde = significa “proporcional a”. Isto é, 7(z), por exemplo, pode nao igualar com
P(z|n;), mas certamente ele iguala por uma constante vezes P(z|n;), sendo esta cons-
tante nao dependente de z. Uma vez procedendo desta forma, devido a igualdade

mantida pela Equagao (A.45), tem-se que:

P(z|a) = aA(z)n(z)

1. Desenvolvendo A(z) :

E necessario mostrar que,

A(z) = P(d,|z) (A.46)
Caso 1: X € Ae o valor de X é Z. Desde que X € Dy,
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P(d.|z) =0
para todo z # 7.

Desta forma, para encontrar a proporcionalidade expressa pela Equacio (A.46),

¢é possivel ajustar:

(A.47)

para todo z # 7.

Caso 2: X ¢ A e X é uma folha. Neste caso, d, = 0) e entdo:

P(d;|z) = P(0]z) =1,
para todos os valores de z.

Logo, para encontrar a proporcionalidade assegurada pela Equagdo (A.46), é

possivel ajustar:

AMz) =1,
para todos os valores de z.

Caso 8: X ¢ A e X ndo é uma folha. Seja Y o filho esquerdo de X e W o filho
direito de X. Entdo, desde que X € A,

Dx = Dy U Dy.

Esta situagao é esbogada na Figura A.2. Tem-se que:

P(d;|z) = P(dy, dy|z)
= P(dy|z) P(dy|x)
=" P(dyly)P(ylz) D P(du|w)P(w|z)
2> P(yl)A(y) ) P(wlz)A(w)
’ (A.48)
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Figura A.2: Dx = Dy U Sy

A segunda igualdade é devido a d-separacdo e a terceira a lei da probabilidade
total. Logo, é possivel encontrar a proporcionalidade expressa pela Equacao
(A.46) definindo para todos os valores de z,

Av(z) =) Pylz)A(y)

Mw(z) =) P(wlz)A(w)
e ajustando A(z) = Ay (z)A\w(2).

. Desenvolvendo 7(z) :

E necessario mostrar que,

7(z) = P(z|n,) (A.49)

Caso 1: X € A e o valor de X é Z. Devido ao fato de que X € Ny,
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P(3ln,) = P(E|3) = 1

P(z|n;) = P(z|7) = 0,
para todo = # 7.

Logo, ndés podemos encontrar a proporcionalidade expressa na Equagao (A.49)

ajustando:

7(3) =1

wlx) == 0,
para todo z # 7.

Caso 2: X ¢ A e X é raiz. Neste caso, nx = (), entdo:

P(z|n;) = P(z|0) = P(z),
para todos os valores de z.

Logo, nés podemos encontrar a proporcionalidade expressa na Equagao (A.49)

ajustando:

m(z) = P(z),
para todos os valores de z.

Caso 3: X ¢ A e X ndo é raiz. Sem perda de generalidade assuma que X é o
filho da direita de Z e seja T o filho da esquerda de Z. Entdo, Nx = Nz U Dr.

Esta situagdo é esbogada na Figura A.3. Tem-se que:
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Figura A.3: Nx = Nz U Dy

P(zin,) = ZP(zln,)P(ﬂZ)
- ZP(mlnz,daﬂ)P(-ﬂZ)

P(z)P(nz,dr)
=7 P(z|z)n(2)Ar(2)

= 3 (o) P P12 Pdr12) PC)

(A.50)

Logo, é possivel encontrar a proporcionalidade expressa na Equagdo (A.49),

definindo-se para todos os valores de z,

mx(2) = 7(2)Mr(2),

e ajustando:
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m(z) = Z P(z|z)mx(2),
para todos os valores de z. Isto completa a prova.

A.5 Conclusoes

Este apéndice foi dedicado a uma revisao matemadtica, a qual encerra algumas impor-
tantes conclusoes: apesar dos modelos de inferéncia cldssico e bayesiano diferirem em
seus principios, um nao pode ser considerado mais correto que o outro, pois ambos sao
matematicamente consistentes com suas premissas e com o calculo de prbbabilidades.
Outra conclusido importante é que o modelo bayesiano sugere um processo de revisiao
de crenca, ja que a distribuigdo a priori é reajustada com base nos dados amostrais.
Além disso, o modelo bayesiano nao concebe um valor fixo, estavel, para o parametro
estimado e baseia-se na prerrogativa de que este valor pode sofrer variagoes causai,
mapeadas por uma distribui¢do de probabilidade ais caracteristicas do modelo bayesi-
ano sio atraentes em Inteligéncia Artificial por poder ser associadas a um processo de

aprendizado.

147



Apéndice B
Base de Casos Clinicos

Seguindo a orientagdo do Prof. Jovany Medeiros, que ¢ o componente do projeto
especialista em Neurologia, foram escolhidos os sintomas e as variagoes da Miastenia
apresentados na Tabela B.1 como ponto de partida para o sistema a ser produzido. A
ordem em que os sintomas aparecem na tabela reflete a escolha do especialista e serd
a ordem dos nés na rede formada sem a avaliagao do efeito das ordenagdes dos nds,
segundo as medidas de informagéao apresentadas no Capitulo 3.

Os casos para montar a base foram em parte fornecidos Prof. Jovany Medeiros e
em parte obtidos por buscas na Internet e na literatura especializada. A base de dados
com casos da Miastenia é formada até o momento por 74 casos. Vale observar que
essa pequena quantidade de casos se deve ao fato que essa doenga é rara. A seguir,
temos a base formada e utilizada no desenvolvimento do sistema de apoio a emissao

do diagnéstico médico.

-\l
>

W = W W W, W e
(S SN = T =T i o B o
o O O O O O © O o o
W W~ = = b e
O O H P R
e e B ¥~ B ¥ R o R T T
o O B, O O +H =+ = O O
W W = N~ O = O N N
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Noés Valores

N1 - Ptose palpebral 1. Unilateral Permanente
2. Unilateral Flutuante
3. Bilateral Permanente
4. Bilateral Flutuante
5. Nao Observado
N2 - Estrabismo 1. Permanente
2. Flutuante
3. Nao Observado

N3 - Diplopia ‘s 1. Sim
2. Nao
N4 - Fraqueza Muscular 1. Proximal

2. Proximal Flutuante
3. Distal
4. Generalizda
5. Nao Observada

N5 — Dificuldade Respiratéria 1. Sim
2. Nao
N6 — Estimulacao Repetitiva 1. Normal

2. Com Diminuig¢do da Amplitude
3. Com Aumento de Amplitude
4. Nao Observado

N7 - Envolvimento da Musculatura Bulbar 1. Sim
2. Nao
N8 - Miastenia Gravis 1. Ocular

2. Generalizada Leve
3. Generaliza moderada

4. Grave

Tabela B.1: Varidveis e seus valores para a montagem da base de casos da Miastenia

Gravis.
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