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R E S U M 0 

Esta d i s s e r t a c a o a p r e s e n t a urn estudo compreensivo de 

urn programa de elementos f i n i t o s , estudando a c o n s o l i d a -

cao de s o l o s compressztveis quando carregados por cargas ex 

t e r n a s ( a t e r r o s ) , assim como uma comparacao de r e s u l t a d o s 

o b t i d o s p or esse programa com os mesmos o b t i d o s p o r t e o -

r i a s d i f e r e n t e s . 

Uma d e s c r i c a o d e t a l h a d a do programa "SOL", f u n c i o -

nando agora no s i s t e m a c o m p u t a c i o n a l do Nucleo de Processa 

mento de dados da U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da P a r a i b a frPD-UFPb), 

f o i f e i t a p a r a m o s t r a r as d i f e r e n t e s etapas de c a l c u l o s 

r e a l i z a d a d u r a n t e a obtengao da solugao p e l o metodo dos 

elementos f i n i t o s de um problema de c o n s o l i d a c a o b i - d i m e n -

s i o n a l , no caso de um macico de s o l o c o m p r e s s i v e l s u b m e t i -

do a um carregamento e x t e r n o . 

Os r e s u l t a d o s dos r e c a l q u e s f i n a i s de c o n s o l i d a c a o 

o b t i d o s p e l o programa "SOL" mostram que, no c e n t r o do a t e r 

r o , a d i f e r e n g a p e r c e n t u a l encontrada com r e l a c a o aos mes_ 

mos o b t i d o s p e l a t e o r i a de TERZAGHI f i c a em t o r n o de 1^,2%, 

enquanto que, no pe do a t e r r o , pode a t i n g i r a t e 35,0 % 

As curvas do grau de r e c a l q u e de co n s o l i d a g a o em 

funcao do tempo o b t i d o s p e l o programa no caso de um p r o b l e 

ma u n i d i m e n s i o n a l , mostram uma a c e i t a v e l c o n c o r d a n c i a com 



as mesmas o b t i d a s a t r a v e s da t e o r i a de TERZAGHI. 

Todavia, a s i t u a g a o muda c o n s i d e r a v e I m e r i t e quando o 

problema passa a ser b i d i m e n s i o n a l . Nesse caso, e mostra 

do que o e r r o na evolugao do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a 

gao pode s e r c o n s i d e r a v e l quando a s i m p l e s t e o r i a de TERZA 

GHI u n i d i m e n s i o n a l e usada para t r a t a r um problema b i d i m e n 

s i o n a l . 

P o r t a n t o , o uso do programa em p r o j e t o s de fundagoes 

sobre s o l o s c o m p r e s s i v e i s e a l t a m e n t e recomendado em q u a l -

quer caso, onde a v e l o c i d a d e do processo de c o n s o l i d a g a o 

e um dos mais i m p o r t a n t e s parametros do p r o j e t o . 
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A B S T R A C T 

T h i s t h e s i s d e s c r i b e s a s t u d y o f a f i n i t e element 

program, s t u d i n g t h e c o n s o l i d a t i o n o f c o m p r e s s i b l e s o i l s 

when submited t o e x t e r n a l l o a d s (embankment), and 

comparing t h e r e s u l t s o b t a i n e d w i t h t h e program w i t h those 

u s i n g d i f e r e n t t h e o r i e s . 

A d e t a i l e d d e s c r i p t i o n o f the "SOL" program, available 

now a t t h e NPD-UFPb computing system has been worked o u t 

t o show the d i f e r e n t s t eps o f c a l c u l a t i o n , made i n o r d e r 

t o o b t a i n t h e s o l u t i o n by the f i n i t e element method o f a 

b i - d i m e n s i o n a l c o n s o l i d a t i o n problem i n t h e p a r t i c u l a r case 

o f a c o m p r e s s i b l e s o i l mass, submited t o an external loading 

system. 

The f i n a l s e t t l e m e n t r e s u l t s o b t a i n e d w i t h t h e "SOL" 

program showed t h a t , the d i s c r e p e n c y w i t h t h ose o b t a i n e d 

f r o m t h e TERZAGHI t h e o r y i s n o t g r e a t e r t h a n 11,5% a t t h e 

c e n t e r o f the embankment, w h i l e i t reaches up t o 35,0% 

a t t h e t o e . 

The r e s u l t s showed a good agreement between t h e 

degree o f c o n s o l i d a t i o n v e r s u s t i m e c u r v e s o b t a i n e d w i t h 

the program and the TERZAGHI t h e o r y i n case o f the problem 

i s reduced t o one-dimensional problem. Neverthess t he 

s i t u a t i o n change d r a s t i c a l l y when t h e problem t u r n up 



V 

t o be b i - d i m e n s i o n a l . I n such a case, i t i s shown t h a t t h e 

e r r o r i n t h e e v a l u a t i o n o f the degree o f c o n s o l i d a t i o n may 

be v e r y l a r g e when t h e s i m p l e one-dimensional TERZAGHI theory 

i s used t o t r e a t a b i - d i m e n s i o n a l problem. 

T h e r e f o r e , the use o f the program i n any d e s i g n o f 

f o u n d a t i o n on c o m p r e s s i b l e s o i l s i s h i g h l y recomended i n any 

case where the speed o f the process o f c o n s o l i d a t i o n i s 

one o f t h e most i m p o r t a n t parameters o f t h e d e s i g n . 
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SWBOLOGI A 

ax, ay, az - Tensoes normais nas d i r e g o e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -X, y e z, r e s 

p e c t i v a m e n t e 

A , u - C o e f i c i e n t e s e l a s t i c o s de LAME" 

u, v, w - Componentes do v e t o r deslocamento nas d i r e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

90s -X, y e z, r e s p e c t i v a m e n t e 

E - Modulo de e l a s t i c i d a d e de Young 

v - • C o e f i c i e n t e de P o isson 

xxy, TXZ, xyz - Tensoes c i s a l h a n t e s nos pianos Xy, xz e yz , 

r e s p e c t i v a m e n t e 

Fx, Fy, Fz - Componentes do v e t o r f o r g a de volume 

S - V e t o r das tensoes e s c r i t a sob forma de uma 

m a t r i z (3x3) 

2 

V - Operador l a p l a c i a n o dos campos v e t o r i a i s 

V - V e t o r deslocamento 

q Q - Pressao i n t e r s t i c i a l i n i c i a l 

S'o - Tensor das tensoes e f e t i v a s i n i c i a i s 

I I - Pressao i n v a r i a n t e do t e n s o r das tensoes t o 

t a i s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X
1

2_ ~ P r i m e i r o i n v a r i a n t e do t e n s o r das tensoes 

e f e t i v a s 

p e s c " vetor f o r c a de escoamento 
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i - V e t o r g r a d i e n t e h i d r a u l i c o 

- Peso e s p e c i f i c o da agua 

q - Sobrepressao i n t e r s t i c i a l 

Ah - V a r i a c a o da carga h i d r a u l i c a 

W - V e t o r v e l o c i d a d e de f i l t r a c a o 

H - C o e f i o i e n t e de p e r m e a b i l i d a d e 

J l - P r i m e i r o i n v a r i a n t e do t e n s o r das deformacoes 

x, y, z - Coordenadas c a r t e s i a n a s 

C v - C o e f i c i e n t e de c o n s o l i d a c a o v e r t i c a l 

- P a r t e da f r o n t e i r a S, onde as componentes do 

v e t o r deslocamento sao conhecidas: 

S t - P a r t e da f r o n t e i r a S, onde as componentes do 

v e t o r tensao t o t a l sao conhecidas 

S - P a r t e da f r o n t e i r a S, onde o v a l o r da p r e s -
P 

sao i n t e r i s t i c i a l e conhecida zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SQ - P a r t e da f r o n t e i r a S, onde o v a l o r da vazao 

e conhecida 

n - V e t o r e x t e r i o r normal a f r o n t e i r a SQ 

K - Modulo de compressao 

ex, ey, ez - Deformacoes nas d i r e g o e s : x, y-e z, r e s p e c -

t i v a m e n t e 

exy - Deformacao por c i s a l h a m e n t o 

Sitmbolo da f u n c i o n a l 
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Q - V a l o r da vazao e s p e c i f i c a d a sobre a f r o n t e i -

r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ 

# - Produto de convolucao 

R - Razao do espago ou do p i a n o 

W' - V e t o r v e l o c i d a d e de f i l t r a g a o m o d i f i c a d o 

L i - Coordenadas b a r i c e n t r i c a s do triangulo (i=l,2,3) 

A - Area-:do t r i a n g u l o 

a i , b i - Parametros do si s t e m a de coordenadas b a r i c e n -

t r i c a s ( i = 1 , 2, 3) 

- V e t o r das funcoes de i n t e r p o l a c a o (i=l,2...6) 

U Q - Componentes h o r i z o n t a l s do v e t o r deslocamento 

no elemento cohforme ( i = l , 2,...,6) 
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v Q - Componentes v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento no e l e 

mento conforme ( i = 1, 2, 6) 

- Componentes h o r i z o n t a l s do v e t o r deslocamento no 

elemento "SOL" ( i = 1,2, , 7) 

V i - Componentes v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento no 

elemento "SOL" ( i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1,2, ,7) 

Pe - Base de p o l i n o m i o s do p r i m e i r o grau p a r a fungao 

pressao i n t e r s t i c i a l 

{ p ^ ^ } - Componentes do v e t o r deslocamento para pressao i n 

t e r s t i c i a l no elemento conforme 

Tx, Ty - Componentes do v e t o r tensao t o t a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£a J - M a t r i z que r e l a c i o n a as componentes h o r i z o n t a l s ou 

v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento no elemento c o n f o r 

me com os mesmos no elemento "SOL" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ B J - M a t r i z que r e l a c i o n a ao mesmo tempo todos os graus 

de l i b e r d a d e do elemento conforme com os mesmos 

do elemento "SOL" 

{e} - V e t o r das deformacoes 

{ 6 } - V e t o r deslocamento nos pontos nodais do elementocon 

forme 

{$ } - V e t o r deslocamento nos pontos nodais do elemento "SOL" 

{ 6 } - V e t o r deslocamento no s i s t e m a g l o b a l 

M a t r i z de e l a s t i c i d a d e 

e v o ^ - Deformacao v o l u m e t r i c a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j"^3j ~ M a t r i z de i d e n t i d a d e 
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KP<g 

{ p e ) - Componentes do v e t o r deslocamento para pressao i n -

t e r s t i c i a l no elementozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " S O L " 

[ ^ K l M a t r :*- Z ^ e r i g i d e z e l e m e n t a r do e s q u e l e t o s o l i d o 

• M a t r i z de escoamento e l e m e n t a r 

• M a t r i z de acoplamento e l e m e n t a r 

{MMlgj}- Vetor f o r c a e l e m e n t a r e q u i v a l e n t e as tensoes i n i c i a i s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{MM2g^}- V e t o r f o r g a e l e m e n t a r e q u i v a l e n t e as f o r c a s de v o l u 

me e x e r c i d a s sobre o e s q u e l e t o s o l i d o 

{MM3 }- V e t o r f o r c a elementar e q u i v a l e n t e as f o r c a s de v o l u 

me e x e r c i d a s sobre a agua 

{PP1 }- V e t o r f o r g a e l e m e n t a r e q u i v a l e n t e as tensoes impos-

t a s na f r o n t e i r a SF C 

|>P2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ } - V e t o r f o r g a elementar e q u i v a l e n t e as vazoes impos-

t a s na f r o n t e i r a SQ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ 6 j g } - V e t o r d e r i v a d a com r e l a g a o ao tempo do v e t o r 6 ^ 

j^Kg^J - M a t r i z de r i g i d e z eleirentar do elemento conforme 

{ F g j } - Vet o r segundo membro ele m e n t a r conforme 

|^ K

e - M a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r do elemento nao c o n f o r 

me 

{F^} - V e t o r segundo membro do elemento nao conforme 

<* - C o e f i c i e n t e de p e n a l i d a d e 
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{ MM]_} - V e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as tensoes i n i c i a i s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ M M 2 ) - V e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as forgas de volume exer 

c i d a s sobre o e s q u e l e t o s o l i d o 

{ - V e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as f o r g a s de v o l u 

me e x e r c i d a s sobre a agua 

{ PPi) - V e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as tensoes e s p e c i f i 

cadas e impostas na f r o n t e i r a 

{ P P 2 } - V e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as vazoes e s p e c i f i -

cadas e impostas na f r o n t e i r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ 

r - Eecalque f i n a l de c o n s o l i d a g a o 

m v - C o e f i c i e n t e de compressao 

I - C o e f i c i e n t e de i n f l u e n c i a 

a 

H - A l t u r a da camada c o m p r e s s i v e l 

y - Massa especifica. do m a t e r i a l do a t e r r o 

h - A l t u r a do a t e r r o 

B - S e m i - l a r g u r a da base do a t e r r o 

b - S e m i - l a r g u r a da p l a t a f o r m a do a t e r r o 

a - D i f e r e n g a e n t r e a s e m i - l a r g u r a da base do a t e r r o 

e a s e m i - l a r g u r a da p l a t a f o r m a do a t e r r o 

3 - Angulo de i n c l i n a g a o do t a l u d e do a t e r r o 

U s - Grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o 

T - Factor tempo 

t - Tempo de c o n s o l i d a g a o 



CAPITULO 1 

INTRODUWO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1 - GENERALIDADES 

Em v i r t u d e do c o n s t a n t e c r e s c i m e n t o dos c e n t r o s urba 

nos ha a necessidade do a p r o v e i t a m e n t o de todas as areas 

d i s p o n i v e i s para c o n s t r u c a o de obras de enge n h a r i a c i v i l . 

Com a i m p l a n t a c a o de e s t r a d a s de rodagem, ferrovias,ou 

mesmo a ocupacao de determinadas areas r e s i d e n c i a i s ou i n 

d u s t r i a i s , t o r n a - s e f r e q u e n t e a necessidade de construgoes 

de a t e r r o s sobre s o l o s c o m p r e s s i v e i s , t a i s como, argilas mo 

l e s . 

Devido a b a i x a p e r m e a b i l i d a d e desses s o l o s , somente 

uma p a r t e dos r e c a l q u e s ( r e c a l q u e i m e d i a t o ) e o b t i d o na ho 

r a da a p l i c a c a o i n s t a n t a n e a da carga ( a t e r r o ) , enquanto os 

r e c a l q u e s p r o v e n i e n t e s da expulsao da agua dos poros do e£ 

q u e l e t o s o l i d o , requerem b a s t a n t e tempo para o c o r r e r . E s s e s 

r e c a l q u e s que evoluem com o tempo, depois da construcao do 

a t e r r o , sao convencionalmente chamados r e c a l q u e s de conso-

l i d a g a o . 

Uma vez que sempre a c o n s t r u c a o do a t e r r o e f e i t a g r a 

dualmente, d u r a n t e um determinado p e r i o d o de tempo, a f i m 

de e x e c u t a - l o t o t a l m e n t e , t o r n a - s e n e c e s s a r i a a analise dos 

r e c a l q u e s em funcao do tempo, sendo p o r t a n t o , m u i t o mais 

complexa nesse caso, v i s t o que, a separagao dos r e c a l q u e s 
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t o t a i s em r e c a l q u e s i m e d i a t o s e de co n s o l i d a g a o nao e mais 

p o s s i v e l por e l e s serem i n t e r l i g a d o s . 

Uma o u t r a f o n t e de d i f i c u l d a d e s para o t r a t a m e n t o des 

ses problemas de p r e v i s a o no tempo dos r e c a l q u e s , e a h e t e 

rogeneidade e a a n i s o t r o p i a das camadas de s o l o s compressi-

v e i s , suportando o a t e r r o . Essa heterogeneidade e essa a n i -

s o t r o p i a se r e f e r e m t a n t o as p r o p r i e d a d e s mecanicas do es 

q u e l e t o s 5 l i d o (modulo de deformacao, c o e f i c i e n t e de Poisson) 

quanto as p r o p r i e d a d e s de p e r m e a b i l i d a d e do s o l o . 

A e x i s t e n c i a da pressao de pre-adensamento para os 

s o l o s c o m p r e s s i v e i s , t a l como, a a r g i l a , f a z com que as ca 

r a c t e r i s t i c a s mecanicas do e s q u e l e t o s o l i d o sejam tambem de 

pendentes do n i v e l das tensoes e f e t i v a s a p l i c a d a s . Essa de 

pendencia, t o r n a o estudo dos r e c a l q u e s mais complexo. 

A t e o r i a mais usada p a r a p r e v i s a o no tempo dos r e c a l 

ques de um a t e r r o e a de TERZAGHI. 

Os seus i n c o n v e n i e n t e s , quando usados na p r e v i s a o dos 

r e c a l q u e s de um a t e r r o sobre camadas c o m p r e s s i v e i s sao: 

1 - Desprezar os movimentos l a t e r a l s dos s o l o s , por 

ser uma t e o r i a u n i d i m e n s i o n a l v e r t i c a l . 

2 - Nao l e v a r em c o n s i d e r a c a o a heterogeneidade e a 

a n i s o t r o p i a das camadas de s o l o s c o m p r e s s i v e i s . 

3 - Nao l e v a r em c o n s i d e r a c a o a dependencia das carac 

t e r i s t i c a s mecanicas dos s o l o s como funcao do n i v e l das t e n 

soes e f e t i v a s a t u a i s . 

N e c e s s i t o u - s e e n t a o , de t e o r i a s mais elaboradas que 
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pe r m i t i s s e r a c o n s i d e r a r todos os inconvenientes citados anterior-

mente. Uma d e l a s e a t e o r i a matematica de e l a s t o - c o n s o l i d a -

gao l i n e a r isotropica mirLti&Lmensional de BIOT (1941). Mesmo as 

sim, somente alguns casos b i d i m e n s i o n a i s apresentando uma 

geo m e t r i a s i m p l e s foram t r a t a d o s p or p e s q u i s a d o r e s , os quais 

encontraram expressoes complexas para a determinagao das com 

ponentes do v e t o r deslocamento e da pressao i n t e r s t i c i a l como 

funcao do tempo (ver YAMAGUCHI e MURAKAMI, 19 7 8 ) . 

Um o u t r o caminho para obtengao de solugoes c o r r e s p o n 

dentes a problemas apresentando geometrias variaveis e o ca 

minho da p r o c u r a , p e l a a n a l i s e numerica de f u n c o e s , a p r o x i 

mando as solugoes das equagoes de d e r i v a d a s p a r c i a i s i n e r e n 

t e s ao processo de consolidagao junto com as condigoes fronteiras ou 

de c o n t o r n o . 

Um desses caminhos e o da con vers ao do problema das equa 

goes de derivadas parciais a ser em resolvidas junto com as condigoes 

de c o n t o r n o , num problema de minimizagao de uma funcional, sen 

do essa rninimizagao efetuada aproximando pelo metodo dos elementos 

f i n i t o s . 

E x i s t e m hoje em dia, alguns programas de elementos f i n i t o s 

t r a t a n d o da consolidagao dos solos. Um deles, programa "SQL" f o i e l a 

borado por M. SOU LIE (19 75) na Oliversidade de Montreal do Cana 

da, tendo s i d o o mesmo i m p l a n t a d o p o s t e r i o r m e n t e no s i s t e -

ma c o m p u t a c i o n a l do NPD-UFPb. T a l programa p e r m i t e o e s t u 

do b i d i m e n s i o n a l ( a t e r r o por exemplo), do problema da elasto- con 

s o l i d a g a o l i n e a r p o r t r e c h o s , em s o l o s heterogeneos e a n i s o 
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t r o p i c o s , l e v a em consideracao o processo de a p l i c a g a o das 

cargas e x t e r n a s (construcao p or etapa de um a t e r r o ) , como 

tambem p e r m i t e c o n s i d e r a r q u a l q u e r g e o m e t r i a da r e g i a o ocu 

pada p e l o s s o l o s c o m p r e s s i v e i s . 

1.2 - OBJETIVOS 

Os o b j e t i v o s desse t r a b a l h o sao os s e g u i n t e s : 

1 - Adaptar o programa "SOL" ao s i s t e m a c o m p u t a c i o n a l 

do NPD-UFPb. 

2 - M o s t r a r q u a i s sao os dados de e n t r a d a n e c e s s a r i o s 

ao programa e q u a i s sao os r e s u l t a d o s o b t i d o s . Esse t i p o de 

inf o r m a c a o e de i m p o r t a n c i a fundamental p a r a o I n s t i t u t o de 

Pesquisas R o d o v i a r i a s ( I P R ) , f i r m a s p r o j e t i s t a s , orgaos r o 

d o v i a r i o s e por u s u a r i o s que por v e n t u r a venham a se de 

f r o n t a r com problemas dessa n a t u r e z a . 

3 - Fazer um estudo compreensivo do t r a t a m e n t o do p r o 

blema de c o n s o l i d a g a o dos s o l o s p e l o metodo dos elementos f i -

n i t o s , sempre procurando d e s t a c a r q u a i s sao as o r i g i n a l i d a 

des e n v o l v i d a s no programa "SOL" (elemento nao conforme, pon 

t o s de GAUSS). 

Esse es t u d o podera s e r v i r de g u i a p a r a os u s u a r i o s do 

programa que nao se s a t i s f a g a m com a obtengao dos meros r e 

s u l t a d o s , mas que busquem entender mais em d e t a l h e as h i p o 

t e s e s e n v o l v i d a s j u n t o com as suas l i m i t a g o e s , e os metodos 

de c a l c u l o s u t i l i z a d o s . Para i s s o , esses usuarios t e r a o uma des 
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c r i g a o d e t a l h a d a de todas as etapas de c a l c u l o s executadas 

d u r a n t e a obtengao da solugao de um problema de c o n s o l i d a 

gao b i d i m e n s i o n a l de um macigo de s o l o c o m p r e s s i v e l submeti 

do a um carregamento e x t e r n o . E l e sera tambem o ponto de 

p a r t i d a n e c e s s a r i o para uma adaptagao f u t u r a do programa "SOL" 

ao t r a t a m e n t o de problemas de c o n s o l i d a g a o t r i d i m e n s i o n a l , 

apresentando uma s i m e t r i a de r e v o l u g a o . 

4 - M o s t r a r e comparar os r e c a l q u e s f i n a i s no c e n t r o 

e no pe do t a l u d e de um a t e r r o t r a p e z o i d a l c a l c u l a d o s p e l a 

t e o r i a c l a s s i c a de TERZAGHI. 

5 - M o s t r a r e comparar o grau de r e c a l q u e de c o n s o l i -

dagao de um a t e r r o em fungao do tempo, o b t i d o p e l o programa 

"SOL" com o mesmo c a l c u l a d o a n a l i t i c a m e n t e p e l a t e o r i a da 

e l a s t o - c o n s o l i d a g a o b i d i m e n s i o n a l de YAMAGUCHI e MURAKAMI 

(1978) . 

0 t r a b a l h o f o i d i v i d i d o em s e i s c a p i t u l o s j u n t o com 

s e i s Apendices. 

0 c a p i t u l o 2 a p r e s e n t a uma r e v i s a o b i b l i o g r a f i c a da 

t e o r i a da e l a s t o - c o n s o l i d a g a o . 

0 c a p i t u l o 3 a p r e s e n t a um estudo d e t a l h a d o do t r a 

tamento do modelo da e l a s t o - c o n s o l i d a g a o p e l o metodo dos 

elementos f i n i t o s , v i s a n d o sempre d e s t a c a r as o r i g i n a l i d a 

des do programa "SOL". 

0 c a p i t u l o 4 descreve as sequencias de c a l c u l o s se 

guidas p e l o programa "SOL". 

0 c a p i t u l o 5 a p r e s e n t a . a l g u n s r e s u l t a d o s o b t i d o s p e l o 



programa "SOL" e compara-os com os mesmos o b t i d o s p o r t e o 

r i a s d i f e r e n t e s . 

0 c a p i t u l o 6 ap r e s e n t a as conclusoes do t r a b a l h o e 

sugestoes para pesquisas f u t U r a s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 1) 
Nos s e i s Apendices, sao apresentados: uma l i s t a das 

variaveis do programa "SOL"; dados de e n t r a d a do programa; 

uma l i s t a g e m do programa; algumas deducoes de f o r m u l a s usa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5) 

das no programa "SOL"; uma l i s t a g e m dos dados de entrada do 

programa "SOL" e uma l i s t a g e m de s a i d a dos seus r e s u l t a d o s 

numericos. 



CAPITULO 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

REVISAO BIBLIOGRAFICA DA TEORIA DA ELAS TO-CON SOL T DACAO 

LINEAR ISOTROpiCA. 

2.1 - GENERALIDADES 

Nesse c a p i t u l o p r e t e n d e - s e : a p r e s e n t a r as h i p o t e s e s ba 

s i c a s da t e o r i a da e l a s t o - c o n s o l i d a g a o l i n e a r i s o t r o p i c a , 

m o s t r a r as equagoes de base da e l a s t i c i d a d e l i n e a r i s o t r o p i -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

caj d e d u z i r as equagoes de LAME* em e l a s t i c i d a d e l i n e a r iso-

t r o p i c a , e s c r e v e r as equagoes que governam o fenomeno de 

e l a s t o - c o n s o l i d a c a o , d e s c r e v e r as condicoes f r o n t e i r a s e n v o i 

v i d a s num problema de e l a s t o - c o n s o l i d a c a o . m o s t r a r que com 

a h i p o t e s e s i m p l i f i c a d o r a de RENDULIC} o problema de e l a s t o -

c o n s o l i d a g a o l i n e a r , i s o t r o p i c a e um problema mais s i m p l e s 

no ponto de v i s t a da solucao numerica e a p r e s e n t a r a f o r m u l a 

gao v a r i a c i o n a l do problema da e l a s t o - c o n s o l i d a g a o t r i e b i 

d i m e n s i o n a l . 

2.2 - HIPOTESES DA TEORIA DA ELASTO-CONSOLIDAGAO LINEAR ISO 

TROPICA (MANDEL, 1957) e (BIOT, 1941). 

As h i p o t e s e s dessa t e o r i a , sao.bem semelhantes as da 

t e o r i a de TERZAGHI, como pode-se v e r a s e g u i r : 

a) 0 s o l o e s t a e f i c a s a t u r a d o d u r a n t e todas as fases 

e n v o l v i d a s no processo de c o n s o l i d a g a o . 

b) 0 f l u i d o (agua) e os graos sao co n s i d e r a d o s incom -

p r e s s i v e i s . 
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c) O e s q u e l e t o s o l i d o , se comporta como um meio c o n t i ^ 

nuo, l i n e a r m e n t e e l a s t i c o e i s o t r o p i c o , sob o e f e i t o das 

u n i c a s tensoes i n t e r g r a n u l a r e s (tensoes e f e t i v a s ) . 

d) Os deslocamentos e deformacoes sao pequenas ( t e o -

r i a das pequenas deformacoes). 

e) 0 escoamento do f l u i d o d e n t r o dos poros, obedece 

a l e i de DARCY. 

2.3 -EQUAQOES DE BASE DA ELASTICIDADE LINEAR ISOTROPICA E 

EQUATES DE LAME" NUM MEIO CONTlNUO. 

2.3.1 - Equagoes de base da e l a s t i c i d a d e l i n e a r isotro^ 

p i c a . 

A r e l a c a o m a t r i c i a l e x i s t e n t e e n t r e o t e n s o r das t e n 

soes num po n t o de um meio c o n t i n u o , l i n e a r m e n t e e l a s t i c o 

e i s o t r o p i c o e o t e n s o r das pequenas deformacoes e dado pe 

l a s equagoes 2.1 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  \  
ax 

ay 

a z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> = 

xxy 

TXZ 

xyz 

X+2y X 

X X+2y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

3u 

3X 

9v 

3w 

3z 

3u 3v 

3v 3x 

9u + 3w 

3 z 3x 

3v + 3w 

3z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 
(2.1) 
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onde u, v e w sao as componentes do v e t o r deslocamento nas 

d i r e g o e s x , y e z, r e s p e c t i v a m e n t e . 

X e y sao os c o e f i c i e n t e s e l a s t i c o s de LAMS, dados 

p o r : 

(E = modulo de elasticidade de 

X = — Young do meio continuo e v = 

(1+v) (1 -2v) 
c o e f i c i e n t e de Poisson do meio 

c o n t i n u o ) . 

G =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v = (G = modulo de cisalhamento) 

2 ( 1 + v ) 

As componentes do v e t o r tensao, a x , °y e °z s a o a s t e — 

soes no r m a i s , c u j o s i n d i c e s representam o e i x o ao q u a l a 

componente da tensao e p a r a l e l a , e i x y ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T X Z e xyz sao as 

tensoes c i s a l h a n t e s , c u j o s i n d i c e s sao c o n s t i t u i d o s de duas 

l e t r a s - a p r i m e i r a r e p r e s e n t a o i n d i c e da tensao normal 

a t u a n t e no mesmo p i a n o e a segunda i n d i c a o e i x o ao q u a l a 

componente e p a r a l e l a . 

Na r e l a g a o mostrada p e l a s equagSes 2.1 , j a e s t a l e 

vando-se em cons i d e r a g a o a condigao de e q u i l i b r i o dos mo 

mentos, c u j o s r e s u l t a d o s sao: i x y = T y x , T X Z = T Z X e xyz = 

xzy. Por i s s o , aparece o t e n s o r das tensoes com o numero de 

componentes r e d u z i d o de nove para s e i s . 

2.3.2 - Equagoes de LAME 

Considerando o e q u i l i b r i o de um p a r a l e l e p i p e d o elemen 

t a r , sob o e f e i t o do c o n j u n t o das f o r g a s devidas as tensoes 
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a t u a n t e s sobre as suas s e i s faces e das f o r g a s de volume 

atuando sobre o mesmo e fazendo t e n d e r as dimensoes d e s t e 

p a r a l e l e p i p e d o para z e r o , acha-se o s e g u i n t e s i s t e m a de 

equagoes, v a l i d o num ponto q u a l q u e r do meio c o n t i n u o em 

e q u i l i b r i o . 

frq* + ^ x y + 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T X Z + F x = Q 

3x 3y 3z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

9 T

Y
X

 +

 9 ° y +
 9 T

Y
Z

 + F

y = o 

3x 3y 3z 

3 TZX . 3 r z y . 3oz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ + zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 0 2.4 

3x 3y 3z 

onde F x, F e F z sao as componentes do v e t o r f o r g a de v o l u 

me F no ponto c o n s i d e r a d o . 

Esse s i s t e m a pode s e r e s c r i t o sob a forma m a t r i c i a l 

s e g u i n t e : 

(VS) + ? = (? 
(2.5) 

onde S e o v e t o r das tensoes e s c r i t a sob forma de uma ma 

t r i z (3x3) : 

ox T y x TZX 

s = T x y oy T zy V e o operador ( ̂ ~ 
3 

3y 
3 ) 
3z ; 

TXZ Tyz oz 
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Tomando as d i v e r s a s d e r i v a d a s p a r c i a i s das equagoes 2.1 

temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•12*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = CX +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2P) 14 + * l ! f + * i ! | ( 2 . 6 ) 

3x 3x 3y 3z 

3TXy _ 3 f3U 9v. 

3y ~ y 3y [dy • dx} 
(2.7) 

i "£ * = v _JL_zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 1H.  + i £ ) ( 2 . 8 ) 

3z M 3z v3z 3x ; v ' 

^ = x -i - J L_ + (
X
 +

 2y
> I - |  + X 1- 5 ' (2.9) 

3y 3x 3y 3 y 2 3 z 2 

3z 3x3z 3y3z K / 3zZ 

± 02. = p fifv_+ \L™_) ( 2 . 11)  

3y 3y3z 3y 2 

S u b s t i t u i n d o as equagoes 2.6; 2.7; 2.8; 2.9; 2.10 e 

2.11 nas equagoes 2.2; 2.3 e 2.4, obtera-se o s e g u i n t e s i s t e 

ma de equagoes, d i t a s equagoes de LAME. 

u , 3 2u + 3 ^ u + , 3 j i ) + a + ) _ 1 _ ( 3 u _ + 3v + 3w] + F x = Q ( 2 > 1 2 ) 

3 x 2 3y 2 3z2 3x 3x 3y 3z 

3 2 v + 3 ^ 92v ) + ( x + y ) _3_ - ( 3 U _ + 3v + 3 w ) + p y = 0 ( 2 > 1 3 ) 

3 x 2 3y2 ^3z2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dy 3x 3y 3z 

3 2w „ 3 ^ , 32wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x y _ \ 3 ,3u , 3v . 3w. 
v ( °~ w + f L ^ + £r_w) + ( x + y ) - 2 - C — + ^ + ^ ) + F z = 0 (2.14) 

3 x 2 Dy2 s z
2

 3z 3x 3y 3z 
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0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s i s t e m a e formado p or t r e s equagoes, c u j a s d e r i v a -

das p a r c i a i s de segunda ordem possuem c o e f i c i e n t e s c o n s t a n -

t e s . Uma forma mais compacta das equagoes 2.12; 2.13 e 2.14 

de LAMfi, e e s c r i t a sob a forma v e t o r i a l como mostra a equa-

gao 2.15. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V V V + (X + y) g r a d ( d i v v) + F = (5 (2.15) 

onde V e o v e t o r deslocamento 

2 

V e o operador l a p l a c i a n o dos campos v e t o r i a i s , d e f i n i 

do p o r : 

.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + * 
V • X = grad ( d i v X) - r o t ( r o t x) 

sendo que, em coordenadas o r t o n o r m a i s , temos: a i e s i m a com 

ponente do l a p l a c i a n o v e t o r i a l i g u a l ao l a p l a c i a n o escalar da 

ie s i m a componente do campo v e t o r i a l x. 

2.4 - DEDUQAO DAS EQUAQOES DA ELASTO-CONSOLIDAg&O LINEAR 

ISOTROPICA. 

Considere um s o l i d o (macigo de s o l o a r g i l o s o ) ; p a r a um 

tempo ( t ) a n t e r i o r ao carregamento, e l e e s t a v a saturado e 

em e q u i l i b r i o num ponto M (X q, y , z ) , onde a pressao i n t e r s t i c i a l 

e r a ( q Q ) e o tensor das tensoes efetivas era S^(ax o,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  ,T ,yz o). No 

tempo t=0, o s o l o f o i carregado na s u p e r f i c i e , o que f a z 

aumentar a pressao i n t e r s t i c i a l de irrediato. 0 aumento de tensao 

t o t a l , provoca um aumento da pressao i n t e r s t i c i a l e p r o v o -

cando ao mesmo tempo uma mudanga das componentes do tensor das 
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tensoes e f e t i v a s , sendo essa mudanga e f e t u a d a de maneira t a l 

que o p r i m e i r o i n v a r i a n t e do t e n s o r das tensoes e f e t i v a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(I-Ĵ  = o'x + o ' y + G ' Z ) permanece i n a l t e r a d o . No mesmo tempo, 

o c o r r e uma deformagao i m e d i a t a do s o l o com volume c o n s t a n t e , 

desde que o s o l o e s t a s a t u r a d o e a agua e i n c o m p r e s s i v e l . A 

p a r t i r desse p r i m e i r o estado deformado, a agua, sob o g r a d i e n 

t e dos excessos de pressoes i n t e r s t i c i a i s , v a i se escoar p r o 

gres s i v a m e n t e para f o r a dos por o s . Esse escoamento v a i p r o v o -

ca r uma d i m i n u i g a o dos excessos de pressao i n t e r s t i c i a l , ao 

mesmo tempo, v a i haver uma t r a n s f e r e n c i a de tensoes t o t a i s da 

fa s e l i q u i d a p ara o e s q u e l e t o s o l i d o . Este carregamento do es 

q u e l e t o s o l i d o se t r a d u z por uma v a r i a g a o das componentes do 

t e n s o r das tensoes e f e t i v a s , provocando o s u r g i m e n t o de novas 

deformagoes do e s q u e l e t o s o l i d o , sendo essas, chamadas d e f o r 

magoes de c o n s o l i d a g a o . 

Sejam AS'(t) , o acrescimo do t e n s o r das tensoes e f e t i 

vas e n t r e o tempo t=0 e o tempo t , (t>0) e q ( t ) o acrescimo 

da pressao i n t e r s t i c i a l (sobrepressao i n t e r s t i c i a l ) e n t r e o 

tempo t=0 (antes do carregamento) e o tempo t , ( t > 0 ) . 

As u n i c a s f o r g a s de volume a d i c i o n a i s , que sao a p l i c a 

das sobre o e s q u e l e t o s o l i d o d u r a n t e o processo de c o n s o l i d a -

gao, sao as f o r g a s de escoamento ( ? e s c ) , sendo essas dadas por: 

F~esc = i yw,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 = - gra d (Ah) e Ah = — 9 — 

yw 

onde, i e o v e t o r g r a d i e n t e h i d r a u l i c o . 

yw e o peso e s p e c i f i c o da agua. 
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Ah e a v a r i a g a o da carga h i d r a u l i c a que o c o r r e u e n t r e 

os tempos pos-carregamento e o tempo a n t e c e d e n t e a 

a p l i c a g a o das cargas e x t e r n a s . 

q e a sobrepressao i n t e r s t i c i a l , 

l o g o , o v e t o r f o r g a de escoamento atuando sobre o e s q u e l e t o 

s o l i d o d u r a n t e o processo de c o n s o l i d a g a o , f i c a dado p o r : 

?esc = - gra d q (2.16) 

Devido aos movimentos d u r a n t e a c o n s o l i d a g a o serem 

b a s t a n t e l e n t o s , pode-se n e g l i g e n c i a r as f o r g a s de a c e l e r a -

gao, e, p o r t a n t o , u s a r as equagoes de e q u i l i b r i o . 

A p r i m e i r a h i p o t e s e fundamental do modelo de e l a s t o -

c o n s o l i d a g a o , c o n s i s t e em e s c r e v e r que o e s q u e l e t o s o l i d o do 

s o l o , quando submetido ao acrescimo do t e n s o r das tensoes a d i 

c i o n a i s de escoamento a p l i c a d o sobre e l e p e l a agua, corapor 

t a - s e como um meio c o n t i n u o , l i n e a r m e n t e e l a s t i c o e isotr5p:L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C O . 

P o r t a n t o , a forma v e t o r i a l compacta das equagoes de LA 

ME, a p l i c a d a nesse caso sobre o e s q u e l e t o s o l i d o , sendo o 

mesmo, co n s i d e r a d o como um meio c o n t i n u o , a p r e s e n t a - s e con 

forme mostra a equagao 2.17. 

*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y 

(X+y) g r a d ( d i v V) + yV 2 v - g r a d q = 5 (2.17) 

A segunda h i p o t e s e fundamental do modelo de e l a s t o -

c o n s o l i d a g a o , c o n s i s t e em u t i l i z a r a equagao de DARCY, pa r a 

governar o escoamento da agua d e n t r o dos poros do s o l o p a r a 
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6s tempos t > 0 . 

V? = - k gra d (Ah) = — g r a d q (2.18) 

onde W e o v e t o r v e l o c i d a d e de f i l t r a g a o . 

A u l t i m a equagao fundamental usada nesse modelo, e a 

equagao de c o n t i n u i d a d e . Na sua forma g e r a l , a equagao de 

c o n t i n u i d a d e descreve uma conservagao da massa t a n t o f l u i d a 

q u anto dos gra o s . Quando a p l i c a d a j u n t o a h i p 5 t e s e de incom-

p r e s s i b i l i d a d e da agua e dos g r a o s , essa equagao t r a d u z uma 

conservagao de volume, ou s e j a , no caso analisado,tem-se que 

a v a r i a g a o de volume do e s q u e l e t o s 5 l i d o , e i g u a l ao volume 

de agua que s a i dos poros do s o l o , d u r a n t e um intervalo de 

tempo d t . Essa i g u a l d a d e e t r a d u z i d a p e l a equagao 2.19. 

221 + d i v W - 0 (2.19) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dt 

onde J i = d i v V e o p r i m e i r o i n v a r i a n t e do t e n s o r das de 

formagoes, e mede a v a r i a g a o de volume do e s q u e l e t o s o l i d o . 

— — r e p r e s e n t a a v a r i a g a o de volume do e s q u e l e t o so 

8t 

l i d o , d u r a n t e o i n t e r v a l o de tempo d t . 

d i v W r e p r e s e n t a o volume de agua que s a i do esquele 

t o s o l i d o , d u r a n t e o i n t e r v a l o de tempo d t . 

Substitoiincb a equagao 2.18 em 2.19 temos: 
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3JlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ k ,. , —>* * 

— - d i v (grad q) 

9t YW 

H i = _ * _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 2 Q ( 2 : 2 0 ) 

at Yw 

2 

onde V q e o l a p l a c i a n o e s c a l a r da funcao ( q ) . 

A equagao 2.17, e e q u i v a l e n t e ao sis t e m a das t r e s 

equagoes s e g u i n t e s : 

(X+y) -ML- + y V

2 u - = 0 (2.21) 

9 t 9x 

(X+y) -Mi- + yV 2v - = 0 (2.22) 

a t 9y 

(X+y) + yV 2w - = 0 (2.23) 
9 t 9z 

0 c o n j u n t o das equagoes 2.20; 2.21; 2.22 e 2.23 e o 

c o n j u n t o das q u a t r o equagoes de d e r i v a d a s p a r c i a i s fundamen-

t a l s do modelo de e l a s t o - c o n s o l i d a g a o que deve v e r i f i c a r as 

q u a t r o fungoes i n c o g n i t a s independentes u ( x , y, z, t ) , 

v ( x , y, z, t ) , w ( x , y, z, t ) e q ( x , y, z, t ) . 

Derivando-se a equagao 2.21 com r e l a g a o a x, 2.22 com 

r e l a g a o a y , 2.23 com r e l a g a o a z e somando-se as t r e s equa-

goes, temos: 

(X+ 2y) V 2 J i = V 2q (2.24) 



2 
S u b s t i t u i n d o a expressao de v q o b t i d a em 2.24 na 

equagao 2.20, obtem-se .: 

^ = c V 2 JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 (2.25) 

k ~ 
onde c = (A + 2p) e o c o e f i c i e n t e de co n s o l i d a g a o da t e o 

r i a de BIOT (1941) e MANDEL (1957). 

2.5 - CONDigSES FRONTEIRAS ENCONTRADAS NOS PROBLEMAS DE 

ELASTO-CONSOLIDAGAO. 

Seja S, a f r o n t e i r a do macigo de s o l o , onde ocorre o 

fenomeno de c o n s o l i d a g a o . 

Sempre S e decomposto em duas subpartes complementa-

re s S = Sd USt, sendo Sd a p a r t e da f r o n t e i r a onde as com 

ponentes do v e t o r deslocamento sao conhecidas (condigoes de 

des l o c a m e n t o ) , enquanto St e a p a r t e da f r o n t e i r a , onde as 

componentes do v e t o r tensao t o t a l sao conhecidas ( condigoes 

de c a r r e g a m e n t o ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- + 

Sobre Sd temos: V = V ( v e t o r deslocamento, co 

nhecido sobre a p a r t e 

da f r o n t e i r a Sd). 

Sobre St temos: ["S ] { n } = T ( v e t o r t e n s a o , conhecido 

sobre a p a r t e da f r o n -

t e i r a S t ) . 
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De uma maneira analoga, S e decomposta em duas o u t r a s 

s u b p a r t e s complementares S = Sp U SQ, sendo Sp a p a r t e da 

f r o n t e i r a , onde o v a l o r da pressao i n t e r s t i c i a l e conhecida 

(condigoes de p r e s s a o ) , enquanto SQ e a p a r t e da f r o n t e i r a , 

onde o v a l o r da vazao e conhecida (condigoes de v a z a o ) . 

Sobre Sp temos: q = ?J (pressao do f l u i d o , conhecido 

sobre a p a r t e da f r o n t e i r a Sp ) 

Sobre SQ temos: W . n = Q , onde W e o v e t o r v e l o c i d a 

de de f i l t r a g a o e n e o v e t o r 

e x t e r i o r normal a f r o n t e i r a SQ̂ . 

2.6 - HIPOTESE SUPLEMENTAR DE RENDULIC 

2.6.1 - Generalidades 

A equagao 2.25, e a equagao de d i f u s a o de FOURIER, a 

q u a l f i c a obedecendo a temperatura d e n t r o de um meio condu 

t o r , onde o c a l o r se d i f u s a . 

P o r t a n t o , apesar dessa semelhanga e n t r e as equagoes 

de d e r i v a d a s p a r c i a i s e n v o l v i d a s nos d o i s fenomenos, o p r o 

blema da c o n s o l i d a g a o e o problema da d i f u s a o do c a l o r sao 

b a s t a n t e d i f e r e n t e s no caso g e r a l . No caso do escoamento 

do c a l o r , a fungao Ji e s u b s t i t u i d a p e l a fungao T (tempera-

t u r a ) , sendo que sempre todas as condigoes f r o n t e i r a s e 

i n i c i a i s , sao impostas somente sobre a fungao T ou as suas 

d e r i v a d a s p a r c i a i s . 
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No caso g e r a l do fenomeno da c o n s o l i d a g a o , a fungao 

J l c o n t i n u a v e r i f i c a n d o a equagao de FOURIER, mas geralmen 

t e , as condigoes f r o n t e i r a s nao estao expressas somente a 

p a r t i r da fungao J i . Pelo c o n t r a r i o , e l a s sao expressas , 

quer em fungao do v e t o r deslocamento (condigoes de d e s l o c a 

m e n t o s ) , quer em fungao do v e t o r tensao (condigoes de car 

regamento), quer em fungao da v a r i a v e l pressao ( condigoes 

de p r e s s a o ) , quer em fungao da vazao (condigoes de v a z a o ) , 

sendo cada uma dessas condigoes impostas em p a r t e s da f r o n -

t e i r a S. 

As condigoes i n i c i a i s sao sempre as mesmas, ou s e j a , 

J l ( x , y, z, t ) = 0, t r a d u z i n d o a incompressibilidade da agua. 

As q u a t r o equagoes 2.20; 2.21; 2.22 e 2.23, sao usa 

das p a r a d e t e r m i n a r as q u a t r o fungoes i n c 5 g n i t a s u,v,w e q, 

das q u a t r o v a r i a v e i s x, y, z e t , quando sao dadas as con 

di g o e s f r o n t e i r a s do problema. 

Um problema onde as condigoes f r o n t e i r a s sao depen-

dentes de o u t r a s fungoes alem da fungao J i , e chamado um 

problema " i n t e r - d e p e n d e n t e " ou tambem "acoplado", no caso 

c o n t r a r i o , o problema e con s i d e r a d o "independente" ou "de 

sacoplado". 

2.6.2 - Hipo t e s e s i m p l i f i c a d a de RENDULIC 

Em segui d a , s e r a mostrado um caso onde a t e o r i a ' " i n 

ter-dependente,torna-se uma t e o r i a "independente", median 

t e uma h i p 5 t e s e suplementar. 
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Seja I f e I i , os p r i m e i r o s i n v a r i a n t e s r e s p e c t i v a m e n 

t e dos t e n s o r e s das tensoes e f e t i v a s e t o t a i s , temos: 

I i ' = 3 K J j (2.26) 

I I = I I " 3q (2.27) 

onde, o s i n a l n e g a t i v o na equagao 2.27, s i g n i f i c a que as 

pressoes sao c o n s i d e r a d a s p o s i t i v a s em t r a g a o para concor -

dar com a convengao dos s i n a i s p a r a as tensoes (ver DESAI e 

CHRISTIAN, 1977) e K na equagao 2.26 e chamado modulo de 

compressao ( b u l k m o dulus). 

S u b s t i t u i n d o a equagao 2.26 na 2.27 temos: 

J l = — ( I i + 3q) (2.28) 

3K 

Derivando a equagao 2.28 com r e l a g a o ao tempo, obtem-

se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i r r = s r « f r 1 + 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 %b] ( 2 - 2 9 > 

S u b s t i t u i n d o a equagao 2.29 na 2.20 temos 

^_ ( l l L + 3 IS-) = J i - V 2q 

3K at at yw 

J _ 2SL = v 2q - -L- - H i (2.30) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K at YW 3K at 

A p l i c a n d o na equagao 2.30, a condigao suplementar de 

RENDULIC, ou s e j a , que o p r i m e i r o i n v a r i a n t e do t e n s o r das 
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tensoes t o t a i s , permanece c o n s t a n t e no d e c o r r e r do tempo, 

nao havendo d e s t a forma, r e d i s t r i b u i g a o das tensoes t o t a i s 

d u r a n t e o processo de c o n s o l i d a c a o , temos: 1 — = 0 o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 t 
que l e v a a s e g u i n t e equagao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

St-- & * 

Essa equagao 2.31, e agora a equagao de FOURIER p a r a 

a fungao acrescimo de pressao i n t e r s t i c i a l ( q ) . Como as 

condigoes f r o n t e i r a s sao sempre conhecidas para a fungao (q) 

e somente dependem da fungao ( q ) ( c o n d i g o e s de DIRICHLET = 

conhecimento do v a l o r da fungao (q) numa p a r t e da f r o n t e i -

r a ) ou das suas d e r i v a d a s d i r e c i o n a i s (condigoes de NEU<1[ANN= 

conhecimento da vazao numa p a r t e da f r o n t e i r a ) , pode-se ago 

r a i n t e g r a r num p r i m e i r o tempo essa equagao de FOURIER, a 

p a r t i r das u n i c a s condigoes f r o n t e i r a s e i n i c i a i s em ( q ) , 

que sao: 

q ( x , y, z, 0) = J l ( X ' Ei Z> Q ) ( 2 ' 3 2 ) 

3 

Nesse caso, o problema da d i s s i p a g a o das pressoes i n 

t e r s t i c i a i s e o problema de deformagao e l a s t i c a do e s q u e l e 

t o s 5 l i d o se desacoplam (uncouple) (ver DESAI e CHRISTIAN , 

1977), e podem s e r t r a t a d o s i s oladamente um ap5s o o u t r o 

e nao ao mesmo tempo, tornando-se assim, um problema mais 

simp l e s no p o n t o de v i s t a da solugao numerica. Nesse caso, 

uma vez que a solugao q ( x , y, z, t ) f i c a c o n h e cida, a sua 
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expressao e usada dentro das equagoes de LAME para c a l c u l a r 

as componentes do vetor forca de volume e entao, passa-se 

a r e s o l v e r para cada tempo t , (t>0) urn problema puramen 

te de e l a s t i c i d a d e l i n e a r . 

2.6.3 - Caso p a r t i c u l a r de aplicagao da hipotese de 

RENDULIC. 

Urn exemplo muito conhecido onde o desacaplamento do 

problema de elasto-consolidagao ocorre, e o da t e o r i a de 

consolidacao unidimensional de TERZAGHI, usada durante o en 

saio de adensamento convencional. 

Nesse caso, a unica componente do v e t o r deslocamento 

nao nula e a componente v e r t i c a l (w) que e somente dependen 

te da cota v e r t i c a l z e do tempo, w (z, t ) . 

Isso s i g n i f i c a que as componentes de cisalhamento do 

tensor das deformacoes sao nulas e que as equagoes 2.1, . em 

termo de tensoes e f e t i v a s se escrevem: 

a 1x = X ez i x y = 0 

a'y = X ezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TXZ = 0 (2.33) 

a 1z = (X+ y) ez xyz = 0 

temos tambem, J i = ez, v i s t o que ex - ey = 0 

Usando as componentes do tensor das tensoes totais j u n 

t o com a mesma convengao dos s i n a i s para a pressao i n t e r s t i 

c i a l , tem-se: 
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= XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EZ - q 

ay = X EZ - q (2.34) 

az =(X+2y) EZ - q = (X+2y) J j - q 

donde: 

I l = (3X + 2 y) J] - 3 q 
(2.35) 

e I * = (3X + 2y) J J 

Considera-se agora um ensaio de adensamento convencio 

n a l . 

Desprezando o a t r i t o l a t e r a l entre a araostra e o anel 

externo do aparelho de adensamento (oedometro), o e q u i l i b r i o 

de uma f a t i a h o r i z o n t a l de solo requer que a toda hora du 

rante o processo de consolidacao a tensao t o t a l normal ver 

t i c a l (az) seja i g u a l a carga aplicada na s u p e r f i c i e da amos_ 

t r a . Como durante um ensaio de adensamento convencional , as 

cargas sao aplicadas e permanecem constantes durante o pro 

cesso de consolidacao, tem-se que =0 durante esse pro 

cesso. 

Essa condicao j u n t o a u l t i m a equacao 2.34 permite es 

crever que: 

9 J l _ 1_ 3g 

at x+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM a t 
(2.36) 
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Tomando-se a derivada p a r c i a l da p r i m e i r a equagao 

2.35, temos: 

2.37 

(2.38) 

= (3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA + 2„) - 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -iSL 
a t • a t a t 

Substituindo a equagao 2.36 na 2.37, temos: 

a i l _ _ 4y 3q 

a t x+2y a t 

Substituindo a equagao 2.38 na 2.30, temos: 

22- = Cv V 2q (2.39) 

a t 

onde, Cv = — - — ( A+2u) = - E — — e o mesmo coefjL 

yw yw (1+v) (l-2v ) 

cien t e de consolidagao unidimensional, que o c o e f i c i e n t e 

achado por (J. T. CHRISTIAN e J. W. BOEHJ4ER, 1970). 

Como nesse caso, EV= EX = 0 e y = , o v a l o r de 

£ Z k 

y= 0, deve ser usado para o c a l c u l o de Cv e Cv= E 

e entao o coeficiente de consolidagao da t e o r i a da elasto- con 

solidagao unidimensional. 

£ f a c i l v e r i f i c a r que o conhecimento das condigoes 

f r o n t e i r a s para a fungao q ( z , t ) , permite a sua completa 

determinagao antes do c a l c u l o da fungao w(z, t ) . £ esta se 

quencia de calculos (w(z,t) depois de q(z , t ) ) que esta 

sempre seguida por todos os autores que apresentam as so 
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lugoes da t e o r i a de TERZAGHI. Esse caininho, e p o s s i v e l , em 

v i r t u d e do desacoplamento encontrado no tratamento dessa 

t e o r i a . 

2.7 - FORMULAQAO VARIACIONAL DO PROBLEMA DE ELASTO-CCN90LT 

DÂ AO TRIDIMENSIONAL. 

GURTIN (1964), mostrou que o problema a n t e r i o r da de 

terminagao das quatro funcoes u(x, y, z, t ) , v(x,y,z,t) , 

w(x, y, z, t ) e q(x, y, z, t ) v e r i f i c a n d o as condicoes fron-

t e i r a s que foram d e s c r i t a s em 2.5 e matematicamente equiva -

le n t e ao problema da de terminagao das quatro funcoes u(x,y,z,t), 

v ( x , y, z, t ) , w(x, y, z, t ) e q( x , y, z, t ) que s u b s t i t u i 

das na f u n c i o n a l 2.40, tornam o v a l o r dessa f u n c i o n a l mini^ 

mo. (ver DESAI e CHRISTIAN, 1977). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i S ' i j * e i j - pFi * ui4q * u i , i - ^g*q'i* 

(2.40) 

(q',i+ pwFi)J dv -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I (TL * ui) ds + 

r - s t 

+ I (q * Q * q) ds zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S Q 

Nessa f u n c i o n a l , as notagoes t e n s o r i a i s estao sendo 

usadas j u n t o com as convengoes de somatorio de EINSTEIN , 

onde: 

S ' i j sao as componentes do tensor das tensoes e f e t i -

vas Ex: (S'll = a'x , S'12 = T^y) 
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e i j sao as componentes do tensor das deforrnagoes 

Ex: ( e l l = ex , el2 = exy) 

u i sao as componentes do ve t o r deslocamento V (uj= u , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U 2 = v e 113 = w). 

P e a massa especifica do solo 

pw e a massa e s p e c i f i c a da agua 

F i sao as componentes do v e t o r forca de volume,usual-

mente gravidade 

q e a pressao i n t e r s t i c i a l 

g ~ l e a fungao unidade 

q'^ sao as componentes do ve t o r velocidade r e l a t i v a da 

agua, q ' i = ^ ' i j ( p i j + PWFi) , onde k ' i j sao as 

componentes do tensor de permeabilidade. 

Ti sao as componentes do v e t o r tensao especificadas so 

bre a f r o n t e i r a St. 

Q e o v a l o r da vazao especificada sobre a fronteira SQ, 

e u i , i = +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _2H2— + _JH2_ = d i v $ 

axj ax2 3x3 

0 simbolo (*) aparecendo na f u n c i o n a l 2.40, s i g n i f i c a o 

produto de convolugao, sendo o mesmo dado pela expressao 2.41. 

A # B = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 
A ( t ) B ( t - x ) dx (2.41) 

As i n t e g r a l s que aparecem na f u n c i o n a l 2.40, sao i n t e -

g r a l s de volumes (quando calculadas sobre a regiao do espago 

R) ou de s u p e r f i c i e s (quando calculadas sobre as f r o n t e i r a s 
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No caso do problema ser bidimensional (w=0), a f u n c i o 

nal 2.40 e reduzida na seguinte expressao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.Cu,vf q) = — ( gx * EX + ay * ey + ixy # cxy)- pFx * u- pFy * 
2 

S 

v + q * ( -2H + - ^ ) - -i-^ * w?x * ( -?3L + pw Fx) - ̂ g * w'y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dx 9y 2 3x 2 

+ pwFy ) 

3y 

ds - (2.42) 

(Tx * u + Ty * v) ds + (g * Q * q) ds 

onde, W' = - pV W, sendo W o vetor velocidade de filtragao, aparecen 

do em 2.4. 

Agora, nesse caso, as i n t e g r a l s que aparecem na fun 

c i o n a l 2.42, sao i n t e g r a l s de s u p e r f i c i e s (quahdo c a l c u l a 

das sobre a regiao do piano) ou de l i n h a s (quando c a l c u l a 

das sobre as curvas f r o n t e i r a s St e SQ). 

Essa conversao do problema das equacoes de derivadas 

p a r c i a i s 2.20; 2.21; 2.22 e 2.23, a serem re s o l v i d a s j u n t o 

com as condicoes f r o n t e i r a s v i s t a s em 2.5, no problema da 

minimizacao da f u n c i o n a l 2.42, e o passo fundamental que 

permite a aproximacao do problema pelo metodo numerico cha 

mado metodo dos elementos f i n i t o s . 



CAPITULO 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TRATAMENTO CONVENCIONAL DO PROBLEMA DE ELASTO-CONSOLI 

DAQAO BIDIMENSIONAL POR ELEMENTOS FINITOS E MODIFICA 

Q5ES TRAZIDAS NO PROGRAMA "SOL". 

3.1 GENERALIDADES 

Todos os programas de elementos f i n i t o s tern o o b j e t i -

vo de f a b r i c a r , dentro de uma regiao R do espago ou do p l a 

no, uma solugao aproximada da verdadeira solugao de um s i s t e 

ma de equagoes de derivadas p a r c i a i s , v e r i f i c a n d o as condi-

goes especificadas na f r o n t e i r a S l i m i t a n d o aquela regiao R. 

No caso, onde e x i s t e um p r i n c i p i o v a r i a c i o n a l equivalente ao 

conjunto das equacoes de derivadas p a r c i a i s j u n t o com as 

condicoes f r o n t e i r a s , o processo de fabricagao da solucao 

aproximada consiste em minimizar uma c e r t a f u n c i o n a l , cujos 

argumentos sao as fungoes i n c o g n i t a s do sistema de equagoes 

de derivadas p a r c i a i s . 

0 processo de construgao da solugao aproximada pelo 

metodo dos elementos f i n i t o s , consiste em abandonar o s i s t e -

ma de equagoes de derivadas p a r c i a i s j u n t o com as condigoes 

f r o n t e i r a s e s u b s t i t u i - l o pelo p r i n c i p i o v a r i a c i o n a l , procu 

rando f a b r i c a r uma solugao que melhor minimiza a f u n c i o n a l 

r e l a t i v a ao problema. 

0 r o t e i r o seguido pelo programa "SOL" durante o algo 
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r i t m o c o n s t r u t i v o da solugao aproximada de um problema de 

elasto-consolidagao bidimensional, e semelhante ao r o t e i r o 

de qualquer programa convencional trabalhando em elasto-con 

solidagao usando um modelo d i t o 11 de deslocamento" .Portanto, 

algumas modificagoes foram i n t r o d u z i d a s nesse programa e me 

recem ser destacadas devido as suas o r i g i n a l i d a d e s . 

0 r o t e i r o do programa "SOL" pode ser decomposto nas 

seguintes etapas: 

1) d i s c r e t i z a g a o da regiao (R) onde ocorre o fenome-

no, em sub-regioes, apresentando uma geometria simples (ge 

ralmente t r i a n g u l o s , no caso b i d i m e n s i o n a l ) ; essas sub-re 

gioes sao chamadas de "elementos f i n i t o s " ; 

2) escolha de um conjunto de nos dentro de cada ele 

mento (esses nos ou pontos nodais sao geralmente os v e r t i \ 

ces e/ou os meios dos lados) e numeragao dos nos tanto den 

t r o de cada elemento (numeragao local)como tambem dentro da 

malha (numeragao g l o b a l ) ; 

3) escolha das fungoes de interpolagao para cada fun 

gao i n c o g n i t a u(x, y, z, t ) , v ( x , y, z, t ) e q(x, y,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z, t ) no 

caso de e l a s t o - consolidagao b i d i m e n s i o n a l , aproximando es 

sas fungoes incognitas dentro do elemento. Escolha das fun 

goes de in t e r p o l a g a o para as fungoes i n c 5 g n i t a s (componen -

tes do v e t o r tensao Tx e Ty e vazao Q), aproximando as con 

digoes f r o n t e i r a s impostas ao longo de um lado situado so 

bre a f r o n t e i r a S T ou SQ. Estas fungoes de interpolagao usa 

das, sao geralmente fungoes p o l i n o m i a i s do p r i m e i r o e segun 
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grau; 

4) c a l c u l o da m a t r i z de r i g i d e z e do v e t o r segundo 

membro elementares para cada elemento f i n i t o ; 

5) d i s c r e t i z a g a o no tempo, efetuado durante o proces 

so de consolidagao e obtengao das condigoes i n i c i a i s corres 

pondente ao tempo de aplicagao do p r i m e i r o carregamento na 

f r o n t e i r a S t; 

6) condensagao e s t a t i c a dos graus de liberdade de 

um elemento, quando os mesmos nao sao conectados com os 

graus de liberdade de elementos adjacentes; 

7) imposigao das relagoes entre as componentes do 

v e t o r deslocamento nos nos de GAUSS do elemento "SOL" (caso 

drenante e nao drenado) e imposigao da condigao de incom 

p r e s s i b i l i d a d e no centro do p r i m e i r o lado do elemento (caso 

nao drenado); 

8) imposigao das condigoes f r o n t e i r a s ; 

9) montagem das matrizes de r i g i d e z elementares na 

matriz de r i g i d e z g l o b a l e montagem dos vetores segundo mem 

bro elementares no v e t o r segundo membro g l o b a l ; 

10) resolugao do sistema l i n e a r g l o b a l , fornecendo as 

componentes do v e t o r deslocamento em todos os nos da malha 

re f e r e n t e s aos deslocamentos, como tambem, as pressoes nos 

nos r e f e r e n t e s a mesma; 

11) c a l c u l o das grandezas secundarias, dentro de cada 

elemento. Essas grandezas secundarias sao geralmente as com 

ponentes dos tensores das tensoes t o t a i s e e f e t i v a s , assim 
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como, os valo r e s e as direcoes das tensoes p r i n c i p a l s . 

A f i n a l i d a d e deste c a p i t u l o , e a de fornecer todas 

as explicacoes t e o r i c a s , para uma p e r f e i t a compreensao dos 

ca l c u l o s , sendo efetuados durante cada etapa d e s c r i t a ante 

riormente. 

3.2 - DISCRETIZAQAO DA REGIAO (R) EM ELEMENTOS FINITOS TRIM 

GULARES. 

0 programa "SOL" u t i l i z a elementos t r i a n g u l a r e s , co 

mo a maior i a dos programas de elasto-consolidacao bidimen -

s i o n a l . 

0 numero de elementos de uma malha e somente funcao 

da precisao requerida (maior numero de elementos = melhor 

precisao) e do custo operacional (maior numero de elementos 

= maior custo operacional) . 

Em regioes com a l t o s gradientes de tensoes ou de pres-

soes, deve-se colocar elementos menores, a f i m de se obter 

uma melhor precisao. 

3.3 - ESCOLHA DAS P0SIQ5ES DOS PONTOS NODAIS. 

Os programas de elasto-consolidacao convencionais , 

usam elementos t r i a n g u l a r e s com os seguintes pontos nodais 

(ver f i g . 3.1): 

1) V e r t i c e s do t r i a n g u l o e meios dos lados para cada 

funcao componente do ve t o r deslocamento (u, v) (6 pontos no 

dais) . 
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2) Meios dos lados para a funcao pressao i n t e r s t i c i a l 

(q) (3 pontos nodais). 

Figura 3.1 - Posicao dos nos no elemento convencional 

0 programa "SOL" tem a o r i g i n a l i d a d e de u t i l i z a r e l e 

mentos- t r i a n g u l a r e s com outros pontos nodais (ver f i g . 3.2). 

1) 2 - pontos de GAUSS sobre cada lado do triangulo e 

um no i n t e r n o no seu centro de gravidade para cada funcao 

componente do v e t o r deslocamento (u, v) (7 pontos nodais). 

2) Meios dos lados para a funcao pressao in t e r s t a \ 

c i a l (q) (3 pontos nodais). 

Figura 3.2 - Posicao dos nos no elemento "SOL" (nao 

convencional). 
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0 posicionamento dos pontos de GAUSS sobre cada lado 

sera explicado posteriormente. 

3.4 - Escolha das fungoes de interpolagao dentro de um e l e 

mento. Uso das coordenadas b a r i c e n t r i c a s . 

3.4.1- Sistema de coordenadas b a r i c e n t r i c a s ou n a t u r a i s den 

t r o de um t r i a n g u l o . 

A propriedade fundamental das coordenadas b a r i c e n t r i 

cas e de mapear bijetoramente pelas equagoes 3.3 e 3.4 qual zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

quer t r i a n g u l o ABC do piano R num unico t r i a n g u l o f i x o 

A' B1 C aparecendo no piano R"̂, cuja equagao e + 1^ + L^= 

1. (ver f i g s . 3.3a e 3.3b). 

Seja um t r i a n g u l o ABC num sistema de coordenadas x - y. 

(ver f i g . 3.3a). 

C3(x3>; 

Figura 3.3a - Triangulo no piano R' 



CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (0,0,1) 

A cada ponto do t r i a n g u l o , corresponde duas coordena 

das cartesianas- x e y, assim como t r e s numeros fabricados da 

seguinte maneira: 

(3.1) 

Onde: 

A - e a area do t r i a n g u l o ABC 

A^ - e a area do t r i a n g u l o PBC 

A2 - e a area do t r i a n g u l o PCA 

- e a area do t r i a n g u l o PAC 

£ evidente que os t r e s numeros , e , v e r i f i 

cam a seguinte r e l a c a o : 

L x + L 2 + L 3 = 1 (3.2 
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Reciprocamente, para cada escolha de t r e s numeros po 

s i t i v o s ou nulos L-̂ , L^, L^/ t a l que a equagao 3.2 seja 

v e r i f i c a d a , corresponde um unico ponto P dentro do t r i a n g u 

l o ou sobre os lados, t a l que,a relagao 3.1 seja v e r i f i c a 

da. 

Isso s i g n i f i c a , que esses t r e s numeros L-̂ , I ^ , ve 

r i f i c a n d o a equagao 3.2 , podem ser usados como outras coor 

denadas de um ponto do t r i a n g u l o ABC. Existem relagoes b i u -

nivocas e n t r e as coordenadas cartesianas e essas novas coor 

denadas chamadas coordenadas b a r i c e n t r i c a s . 

De f a t o , um c a l c u l o simples mostra a seguinte r e l a 

cao entre o sistema de coordenadas cartesianas e o sistema 

de coordenadas b a r i c e n t r i c a s : 

1 I l 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f > 

L i 

1 x 
x i 

x 2 x 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< 
L 2 

> (3.3) 

y 

v > 
*2 *3 L 3 

A relagao inversa do sistema de equagoes 3.3 e da 

do por: 

~1 ( \ 

L l h 
a l 

1 

1 L 2 
2A 3 1 b2 

a2 < x > (3.4) 

2A 1 2 *3 
a3 y 

t t 

Onde as quantidades a^, b j aparecem na f i g . (3.4^) com as 

solas def i n i g o e s , e onde Â .. e a area do t r i a n g u l o tendo co 
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mo lados o lado ( i j ) do t r i a n g u l o ABC e como t e r c e i r o ver 

t i c e a origem do sistema das coordenadas cartesianas (ver f i g . 

3.4b) . 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 x

2"
x

i 

Figura 3.4b - Definigao dos A i j 
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Como serao usados mais t a r d e , durante o c a l c u l o das 

deformagoes os operadores 5 , — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 . pode-se deduzir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dX 9y 

agora as seguintes f5rinulas de diferenciagao usando 3.4. 

3 «i - 3 « bi 

— — = . i , • \ - , i 3X 1 = 1

 3x-
 3 L i 1 = 1 2A 3 L i 

3 3 L i 3 a i .. , 
. I., — — = . E. 

(3;5) 

3y i = l 3y aL. i = l 2A 3L. 

Ainda que esta formulacao possa parecer complicada, uma 

das suas p r i n c i p a l s vantagens e a f a c i l i d a d e com que os 

termos pol i n o m i a i s podem ser integrados analiticamente sobre 

um t r i a n g u l o , usando a seguinte formula de integragao: 

(pL _ ( q l _(r)_ p i q i r» 

A 

3.4.2 -Funcao de interpolagao do elemento t r i a n g u l a r con 

vencional. 

3.4.2.1-Fungoes de interpolagao dentro do elemento. 

As fungoes de interpolagao para as componentes do 

v e t o r deslocamento sobre cada t r i a n g u l o , sao polinomios do 

segundo grau nas v a r i a v e i s x e y. Essa escolha das fungoes 

de i n t e r p o l a g a o j u n t o com a escolha dos nos dentro do 

t r i a n g u l o , assegura a C continuidade das fungoes u e v 

ao longo dos lados da malha. 

Isso r e s u l t a do f a t o que, basta conhecer os valores 
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de um polinomio do segundo grau em t r e s pontos d i s t i n t o s de 

um segmento (lado do t r i a n g u l o ) para que este polinomio seja 

completamente determinado ao longo deste segmento. Por i s s o , 

o elemento convencional e tambem chamado de elemento confor-

me, pois r e s p e i t a a continuidade entre os elementos. 

A funcao de interpolagao para a v a r i a v e l pressao i n 

t e r s t i c i a l (q) sobre cada t r i a n g u l o , e um polinomio do pri_ 

meiro grau nas v a r i a v e i s x e y. 

Usando a base canonica dos polinomios do segundo grau 

nas v a r i a v e i s x e y, a funcao u, por exemplo, pode ser e s c r i 

t a : 

u ( x , y , t ) = a ( t ) + b ( t ) x+ c ( t ) y + d ( t ) x 2 + e ( t ) x y + f ( t ) y 2 = 

2 2 / 
( 1 , x, y, x , xy, y )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA la it) 

I b ( t ) 

(3.7) 

\ ; < t > / 

0 uso dessa base, portanto, tern o inconveniente dos coe 

f i c i e n t e s a ( t ) , , f ( t ) nao representarem grandezas f i s i -

cas simples. 

Por consequencia, usa-se uma o u t r a base utilizando ago 

ra as coordenadas b a r i c e n t r i c a s . Essa base e dada por: 
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N, = L, (2'L X - 1) 
N4 = 4 L l L2 

N 0 = L 0 (2 L. - 1) 

N 3 = L 3 (2 L 3 - 1) 

N 5 = 4 L 2 L 3 

N, = 4 L x L 3 

(3.8) 

De f a t o , usando agora essa base, as fungoes u e v 

podem ser expressas da seguinte forma: 

{u} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(v) 

[ N l N2 N3 N4 N5 N6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ N l N 2 N3 N4 N5 N6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

u ® 

u © 

U (3) 

u © 

u © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t u © j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V © 

V © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

V ® 

v © 

3.9) 

> (3.10) 

Com essa formulacao, as quantidades u (T) , u (?)...u(6), 

sao exatamente os valores da funcao u nos seus nos r e s p e c t i -

vos (ver f i g c 3 C5), e sao fungoes unicamente da v a r i a v e l 
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tempo. 

Os seis v a l o r e s uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T) , u (2) . . . , u (6) dos quais depen-

dem unicamente o polinomio de interpolagao dentro do elemen 

t o , sao chamados tambem, os seis graus de liberdade do ele 

mento para v a r i a v e l u. 0 mesmo esta valendo para v a r i a v e l v. 

Para funcao pressao i n t e r s t i c i a l e f e i t a a mesma c o i 

sa, sendo dessa vez, usada a seguinte base de polinomios do 

pr i m e i r o grau: 

P 4 = 1 - 2 L3 P5 = 1 - 2 L I , P6 = 1 - 2 L2 

{q}= [Pe] {p^)]> = [ P 4 P5 P S J l ' q ® ^ 

q © > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

q(6 

3.11 

onde q @ , qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5) e q © sao fungoes unicamente da v a r i a v e l 

tempo. 

Combinando u e v num ve t o r coluna e i n t e r c a l a n d o as 

componentes do v e t o r deslocamento nos nos, (3.9) e (3.10) , 

se escrevem num sistema unico da seguinte maneira: 

u 

v 

Nl 0 N2 0 N3 0 N4 0 N5 0 N6 0 

0 Nl 0 N2 0 N3 0 N4 0 N5 0 N6 

u ® 

v ® 

u ® zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

(3.12) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

vC? 
s 

Com essa formulagao, o elemento e n t r a na categoria dos 

elementos isoparametricos (ver C.A. BREBBIA e J. J CONNOR , 
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1974) . Este nome, deve-se ao f a t o de poder representar a 

geometria do elemento em funcao das coordenadas dos seus pon 

tos nodais, usando as mesmas fungoes de inte r p o l a g a o u t i l i -

zadas para a d e f i n i g a o das componentes do v e t o r deslocamen-

to no i n t e r i o r do elemento. 

De f a t o , pode v e r i f i c a r - s e as seguintes relagoes para 

todos os pontos do t r i a n g u l o : 

{x} =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jX N 2 . . . N6J f
x

®1 W =[
N

i
 N

2 •  •  -
N

6] ' y © N 

X © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< > 

y(6 

{x} = [ P 4 P 5 P 6 ] x © 

< x © 

x © 

= 1 P 4 P5 P6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

] f y ® 

y © > 

(3.13) 

y © 

Para isso,pode-se v e r i f i c a r simplesmente, que cada f u n -

gao toraa o v a l o r 1 no no de numerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T) e se torna unula 

nos outros n5s. 

Exemplo: Considerando o no ( l ) da f i g u r a 3.6,tem-se: 

L x = l , L 2=0, L 3=0, e Nx= L 1 (2L 1-1)=1, N2= L 2 (2L 2 -1) = 0, 

N3= L 3 (2L 3 - 1) = 0, N 4 = 4 L-ĵ  L 2 = 0, N 5 = 4 L 2 L 3 = 0 e 

= 4 L 3 = 0, o mesmo ocorre com as fungoes P j . 
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Figura 3.5 - Graus de liberdade do triangulo convencional (confer 

me) . 
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3.4.2.2 - Fungoes de interpolagao sobre as partes da f r o n t e i 

ra S t e SQ. 

Uma d i s t r i b u i g a o dos vetores tensoes t o t a i s , cujas 

fungoes componentes sao polinomios do segundo grau ao longo 

do lado (T) - (2) (ver f i g . 3.6) de um elemento, pode obvia-

mente ser e s c r i t a por analogia com as fungoes componentes do 

v e t o r deslocamento u e v, usando as mesmas fungoes de i n t e r -

polagao . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© 

Figura 3.6 - Interpolagao das componentes do v e t o r tensao 

t o t a l atuando ao longo do ladozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2) so 

bre . 
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onde T x e Ty sao as componentes do v e t o r tensao atuando ao 

longo do lado ® -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2) sobre S t. 

Da mesma maneira do que f o i f e i t o para as componen-

tes do v e t o r tensao, esta v a l i d o para a funcao vazao (Q) ao 

longo do lado de um elemento, quando este pertencer a parte 

da f r o n t e i r a SQ, sendo que neste caso as fungoes de i n t e r p o 

lagao P̂  , P^ e P̂  sao r e u t i l i z a d a s . 

{ Q } = [ P e ] ( Q ® } =

 [ P 4 P 5 P

6 ] 

/ Q ® N 

< Q/?\ > 

Q 

(3.15) 

3.4.3--Fungoes de interpolagao do elemento "SOL". 

3.4.3.1-Gener alidades 

0 elemento t r i a n g u l a r "SOL" usa tambem fungoes p o l i -

nomiais do segundo grau como fungoes de int e r p o l a g a o dentro 

dos elementos. 

Portanto, devido a posigao dos n5s e do numero dos 

mesmos ref e r e n t e s aos deslocamentos serem d i f e r e n t e s da po 

sigao ocupada no elemento convencional, a formulagao da fun 

gao de interpolagao em fungao dos seis valores nos pontos 

nodais e d i f e r e n t e . 

De f a t o , o elemento possui sete pontos nodais para as 

fungoes componentes do ve t o r deslocamento (u, v) e t r e s 
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nos para a funcao pressao i n t e r s t i c i a l ( q ) . Os t r e s nos da 

funcao pressao i n t e r s t i c i a l permaneceni os inesmos que no e l e 

mento convencional. 

Portanto, a formulagao da pressao i n t e r s t i c i a l f i c a 

i n a l t e r a d a 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[  P4 P 5 P6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  

q ® 

q ( 5 ) 

q ( 6 ) 

(3.16) 

Dos sete nos r e l a t i v o s as fungoes componentes do ve 

t o r deslocamento, seis sao d i s t r i b u i d o s dois a dois sobre 

cada lado do elemento, enquanto o setimo ocupa a posigao 

do centro de gravidade do t r i a n g u l o (ver f i g . 3.7). 

Os dois pontos nodais aparecendo sobre cada lado , 

ocupam posigoes e s p e c i f i c a s sobre este lado. Eles sao chama 

dos pontos de GAUSS do lado. Na rea l i d a d e , eles sao as ima 

gens dos 2 - pontos de GAUSS do segmentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f - l f + 1 , apa 

recendo na t e o r i a de integragao de GAUSS durante uma parame 

t r i z a g a o l i n e a r do lado, cujo parametro v a r i a de -1 a + 1 0 

Por exemplo, analisando o ladozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T) - (2) da f i g u r a 

3.5, a parametrizagao sera: L-̂  = At + B onde A e B sao de 

terminados de maneira t a l que quando t = - l , L ^ = l e 

quando t = +1 = 0 
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Sabendo-se que os 2 - pontos de integracao de GAUSS 

1 1 tern por abscissas (ver Abramowitz 

M. e Irene A. Stegun), as coordenadas b a r i c e n t r i c a s dos 

pontos de GAUSS deste lado, sao determinadas como sendo 

i g u a i s a: 

19 ponto de GAUSS t = - — , 1^ = 0,788675, L 2 = 0,211325 e 1̂ =0 

29 ponto de GAUSS t = — , 1^ = 0,211325, L 2 = 0,788675 e L3=0 , 

\f3~ 

o mesmo e estabelecido para os dois outros lados (ver f i g . 

3.7) . 

0,788675 
0,211325 

0 

0,211325 

0,788675 
0 

u2 v2 

0,788675 

0,211325 

0,788675 

0 

0,211325 

0,211325 

0,788675 

0,211325 
0 

0,788675 

Figura 3.7 - Graus de liberdade do triangulo nao convencional. 
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2 f a c i l mostrar, apoiando-se na t e o r i a de integragao 

de GAUSS, que com essa boa escolha dos nos nos pontos de 

GAUSS, a L"'" continuidade se conserva ao longo dos lados da 

malha, ou s e j a , que as i n t e g r a l s das fungoes componentes do 

ve t o r deslocamento ao longo de um lado independem do t r i a n -

gulo dentro do qual estao sendo calculadas. 

De f a t o , a formulacao de integragao de GAUSS mostra 

que para uma funcao p o l i n o m i a l do segundo grau f ( t ) , temos: 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f fit) d t = f ( - - 1 ) + f (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —i ) (3.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 \|T \|T 

Por consequencia, duas fungoes p o l i n o m i a i s do segun-

do grau tomando os mesmos valores noszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 - pontos de GAUSS 

de um lado, tern as mesmas i n t e g r a l s ao longo deste lado. 

0 elemento "SOL" nao r e s p e i t a a C° continuidade ao 

longo dos lados, pelo f a t o de que os valores de uma fungao 

p o l i n o m i a l do segundo grau em dois pontos d i s t i n t o s de um 

segmento nao serem s u f i c i e n t e s para deterrainar completamen-

t e esta f u n g a c 

Por esta razao, o elemento "SOL" e um elemento d i t o 

nao conforme. 

A grande vantagem da formulagao do elemento "SOL",re 

side na f a c i l i d a d e de montagem das matrizes de rigidez ele 
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mentares dentro da matri z de r i g i d e z g l o b a l , pelo f a t o de 

que um no ora pertence a um unico elemento (quando o no 

e o lado do elemento estao sobre a f r o n t e i r a ) ora a dois 

elementos (quando o no e s t i v e r no i n t e r i o r da malha). 

Essa situacao nao acontece geralmente usando o ele 

mento convencional, pelo simples f a t o de que um vertice de 

um t r i a n g u l o pode ser comum a um numero v a r i a v e l de t r i a n -

gulos adjacentes. 

Uma consequencia importante deste f a t o , reside na 

diminuicao da l a r g u r a de banda da matriz de r i g i d e z global , 

diminuindo consequentemente o tempo de execucao do progra-

ma. 

3.4,3.2-Relacao entre os valores de uma fungao polinomial do 

segundo grau tornados nos seis pontos de GAUSS de 

um t r i a n g u l o qualquer. 

0 ca l c u l o dos valores de uma funcao p o l i n o m i a l qual 

quer nos seis pontos de GAUSS de um t r i a n g u l o , pode ser 

efetuado usando a formulacao 3.9. 

Convene ao: Os u e s c r i t o s com um c i r c u l o s i g n i f i c a um va 

l o r da componente h o r i z o n t a l do v e t o r deslocamento num no 

do elemento conforme, enquanto u^ s i g n i f i c a o v a l o r da 

componente h o r i z o n t a l do v e t o r deslocamento num no do e l e 

mento nao conforme. 

Para isso,sao sucessivamente s u b s t i t u l d o s os val o 

res das coordenadas b a r i c e n t r i c a s dos d i f e r e n t e s pontos de 
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GAUSS. O seguinte sistema l i n e a r e o b t i d o : 

u l = 
"
 
|P
 

zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
C2 

2 
u © + 0 u ® + 2 C3 u@ + 0 u + 0 u ® 

U2 • 
C2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 
u © + 

CI 

2 
u © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 0 u ® + 2 C3 u ® + 0 u © + 0 u ® 

u3 -

0 
u ® + 

CI-

2 
u © + 

2 
+ 0 u ® +2C3u © + 0 u ® 

(3 

U4 ° 
0 u © + 

C2 

2 
u + ^ u © 

2 
+ 0 u ® +2C3u © + 0 u ® 

u5 = 
C2 

2 

u © + 0 u © + 
2 

+ 0 u@ + 0 u © +2C3u© 

u6 * 
a 

2 
u © + 0 u © + 

2 

+ 0 u ® + 0 u (5) +2C3u® 

onde: CI = 0,910683 , C2 = - 0,244017 e C3 = 0,333333 

Exemplo: — = 0,788675 (2 x 0,788675 - 1) = 0,4553415 
2 

2 obvio que a p a r t i r dessas relacoes tenha-se: 

U]_ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U 2 + U3 - u4 + U 5 - ug = 0 (3.19) 

A relacao 3.19 mostra uma condicao, devendo ser neces-

sariamente v e r i f i c a d a para que os valores u^, u 2/... ,Ug, possam 

ser os seis valores tornados por uma funcao p o l i n o m i a l do se 

gundo grau nos seis pontos de GAUSS de um t r i a n g u l o . 

Da mesma maneira, e l a mostra que o conhecimento dos 

valores de uma funcao p o l i n o m i a l nos seis pontos de GAUSS de 

um t r i a n g u l o , nao e s u f i c i e n t e para determinar completamente 

a funcao p o l i n o m i a l do segundo grau. 



50 

Para que a funcao p o l i n o m i a l seja completamente deter 

minada dentro de um t r i a n g u l o , deve ser conhecido alem dos 

seis valores nos pontos de GAUSS, v e r i f i c a n d o 3.19 o v a l o r 

do polinomio num outro ponto do t r i a n g u l o . 

O elemento "SOL" usa o v a l o r no centro de gravidade 

do t r i a n g u l o . Esta e a razao pela qual o elemento "SOL" pos 

sui sete pontos nodais para as fungoes componentes do v e t o r 

deslocamento. 

A setima equagao, o b t i d a usando as coordenadas b a r i 

c e n t r i c a s do centro de gravidade do t r i a n g u l o e dada por: 

u 7 =£3 u(l)+ — u©+53. u © + 4C3 u ® + i c 3 u © + 4 C3 u © (3.20) 
3 3 3 3 3 3 

- Relagao entre os uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T) e oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u± 

0 sistema 3.18 j u n t o com a equagao 3.20 pode ser enca 

rado como um sistema de sete equagoes l i n e a r e s com seis i n 

cognitas u (T) , u © , . . . , u © . 0 posto deste sistema e exa 

tamente s e i s , sendo as seis primeiras equagoes linearmente 

dependentes. 

Para poder efetuar-se o c a l c u l o dos u © em fungao dos 

u i e necessario que a condigao 3.19 seja s a t i s f e i t a . 

Uma vez essa condigao s a t i s f e i t a , o sistema das sete 

equagoes pode ser r e s o l v i d o , obtendo-se as seguintes r e l a 

goes entre os u © e os u i : 



/  \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u ® 

u 

u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
u ® 

u © 

> = 

u 

0.9106 

-0.2440 

0.3333 

0.5833 

-0.2233 

•0.3110 

-0.2440 

0.9106 

0.3333 

0.5833 

-0.3110 

-0.2233 

0.3333 

0.9106 

-0.2440 

-0.3110 

0.5833 

-0.2233 

0.3333 -0.2440 0.9106 -1.0000 

-0.2440 0.3333 0.3333 -1.0000 

0.9106 0.9106 -0.2440 -1.0000 

-0.2233 -0.2233 -0.3110 0.5000 

0.5833 -0.3110 -0.2233 0.5000 

-0.3110 0.5833 0.5833 0.5000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ \ 

u l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U2 

U3 

U4 ^ 

^5 

U6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U7 
v / 

(3 
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onde a ma t r i z (6 x 7) e a matriz [ A ] do programa "SOL". 

3.4.3.3 - Formulas de interpolagao dentro do elemento 

"SOL". 

Sub s t i t u i n d o o sistema 3.21 no sistema 3.9, temos a 

seguinte f5rmula de interpolagao para a fungao u do v e t o r 

deslocamento: 

Nl N2 N3 N4 N5 N6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f \ 

u l 

u 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  

•  

k

 u7 

(3.22 

0 mesmo ocorre obviamente com a fungao v do ve t o r des 

locamento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  [  ( v ) = Nl N2 N3 N4 N5 N6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA] 
t \ 
v i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

•  

- > 

•  

V6 

V7 

(3.23) 

Combinando-se 3.16; 3.22 e 3.23, tem-se: 
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\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U 

V > N 

A 

A 

I 

1 1 0 

U l 

U2 

U7 

v i 

< v 2 > 

V7 

q6 

onde N 

Nl N2 N3 N4 N5 N6 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

(3.24) 

0 0 0 0 0 0 0 

0 Nl N2 N3 N4 N5 N6 

0 0 0 0 P4 P5 P6 

A raesma expressao pode ser e s c r i t a i n t e r c a l a n d o as 

componentes do v e t o r deslocamento nos nos, dando a seguinte 

expressao: 
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< 

u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
v

 > 

q 

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.9106 

0 

0 

0.9106 

B 

/ \ 
u i 

v i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u 2 

V2 

< (3.25) 

^7 

v7 

q4 

qs 

q6 

onde £ B ] 6 ob t i d a por permutagao das l i n h a s e colunas da 

matriz (15 x 17) do sistema 3.24. Isso s i g n i f i c a que o ve 

t o r coluna representando os valores das fungoes de i n t e r p o l a 

gao nos nos do elemento conforme com a devida i n t e r c a l a g a o 

das componentes do v e t o r deslocamento e" relacionado com o 

vetor coluna, representando os valores das mesmas fungoes 

de interpolagao nos nos do elemento "SOL" com a mesma i n t e r 

calagao pela equagao m a t r i c i a l 3.26. 

u l 
v l 
u2 
v2 

B' 

1 0 

1 
0 1 

u7 
v7 
q4 

qs 

q6 

3.26) 
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3.5 - CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR SEGUNDO MEM 

BRO ELEMENTARES. 

3.5.1 - Generalidades 

Nos dois casos estudados Celemento conforme e nao con 

forme), a obtengao da matriz de r i g i d e z e do v e t o r segundo 

membro elementares, requer que o tensor das deformacoes, o 

tensor das tensoes e a deformacao volumetrica sejam expres_ 

sas em fungao dos valores dos deslocamentos nos pontos no 

dais dos elementos r e f e r e n t e s aos deslocamentos. 

0 v e t o r velocidade r e l a t i v a de f i l t r a c a o deve ser 

expresso em fungao dos valores da pressao i n t e r s t i c i a l nos 

nos r e f e r e n t e s a mesma. 

3.5.2 - Expressao do tensor de deformagao. 

3.5.2.1- Caso do elemento convencional (conforme). 

As componentes do tensor das deformagoes ex, ey e exy, 

podem ser obviamente obtidas a p a r t i r do sistema 3.12, toman 

do-se as respectivas derivadas p a r c i a i s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E X 

{ e) ey zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> = 

exy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ * ©} (3.27) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EX = 3u 

3x 
ey = 

3v 
3y exy = 

_ 9u 

9y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

3V 
3x 

P. 

3N1 Q 3N2 Q 3N3 Q 3N4 

3x 3x 3x 
0 

0 _3N1 Q 3N2 Q 3N3 Q 

3y 3y By 

3y 3x 3y 3x By 3x 3y 3x 

3N5 

3x 

3N4 
0 

3y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

3N5 
3y 

3N1 3N1 3N2 3N2 3N3 3N3 3N4 3N4 3N5 3N5 

3x 

3N6 
3x 

0 
3N6 
3y 

3N6 3N6 

3y 3x 

{6©} = 

u ® 

v ® 

u © 

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

u © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v(S) 

3.5.2.2- Caso do elemento "SOL" (nao conforme) 

No caso do elemento nao conforme, usando a relagao 

3.2 7 j u n t o com as equagoes r e l a t i v a s as componentes do ve 

t o r deslocamento do sistema 3.26, obtem-se: 

ex 

{ e} = <> ey > 

exy 

B, B' {6e> (3.28) 
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onde (Se } 

u l 

v i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u 7 

v7 

3.5.3 - Expressao do tensor das tensoes 

A p a r t i r da relacao fundamental da e l a s t i c i d a d e l i 

near i s o t r o p i c a em estado de deformacao plana, tem-se que: 

{S 1 - S'0 } = D {e} onde D ] e a mat r i z de e l a s t i 

cidade do m a t e r i a l c o n s t i t u i n d o o elemento. 

Usando as componentes do tensor das tensoes e f e t i v a s 

e do tensor das deformacoes, tem-se: 

onde 

a 1 x 

a'y 

x 'xy 

D 

o'xo 

a'yo ( 

- x 1xyo 

D 

(1+v) ( l - 2 v ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
£ X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< ey r 

exy 

1 - V 

V 

0 

V 

1-v 

0 

(3.29) 

0 

0 

l-2v 
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e E, v sao respectivamente o modulo de e l a s t i c i d a d e do es 

gueleto s o l i d o e seu c o e f i c i e n t e de Poisson. 

Substituindo-se respectivamente a relacao 3.27 em 

3.29 no caso do elemento conforme e 3.28 em 3.29 no caso 

do elemento nao conforme, obtem-se: 

a'x 

x 'xy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

a'xo 

a'yo > = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T xyo 

D Be 6 © S (3.30) 

a'x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v o 'y 

T 'xy 

a xo 

" a 'yo 

x'xyo 

D B, B' 6 ef(3.31) 

3.5.4 - Expressao da deformacao vo l u m e t r i c a 

A relacao que permite c a l c u l a r a deformacao volume-

t r i c a ( e v o l ) e dada por: e v Q l = div V = ex + ey = + on 

de V e o vetor deslocamento. 

Usando novamente o sistema 3.27 e somando-se ex com 

ey, tem-se: 

e'vol " [ B f i e ] { * © } 

no caso do elemento conforme, onde: 

(3.32) 

BAe 
3N1 3N1 3N2 3N2 3N3 3N3 3H4 3N4 3N5 3N5 8N6 3N6 
3x 3y 3x 3y 3x 3y 3x 3y 3x 3y 3x 3y 



Obviamente, no caso do elemento nao conforme, tem-se: 

evol = £ B A e ^ | [zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 B

' J
 { 6 E )

 (3.33) 

Os c o e f i c i e n t e s de B e 

e 
BAe sao obtidos usan-

do as relacoes de c}iferenciacao obtidas em 3.5. Todas essas 

expressoes estao deduzidas no Apendice IV. 

3N b 
Exemplo: — = (4 L 1 - 1) — 

3x 2A 

3.5.5 - Expressao do v e t o r velocidade r e l a t i v a de f i l t r a c a o , 

W = - pw W (ver DESAI e CHRISTIAN, 19 77) . 

0 v e t o r velocidade r e l a t i v a de f i l t r a c a o e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j w ' j =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ k ' J {grad (pw . h)} (3.34) 

onde h e a carga h i d r a u l i c a (h = 
yw 

+ y ) , y e a cota v e r t i 

cal do ponto considerado e K 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH e a matriz de permeabilida 

de. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

] W'x 

> = < I 

I , W'y 

Kxx Kxy 

Kxy Kyy 

13. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
3x 

_3q + pw 
3y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

W'x 

W'y 

K' < 

3q 
3X 

ay 

0 

+ pw 

1 

(3.35) 
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As derivadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA |2- e 23. 

3x 3y 
ma 3.36. 

3q 

once zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

3X 

is. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

3y 

B 
qe 

sao calculadas pelo s i s t e 

B 
qe {?©} 

3 P 4 3P5 9 P 6 

3x 3x 3x 

3P 4 
3P 5 8 P 6 

3x 3y 3y 

(3.36) 

S u b s t i t u i n d o 3.36 em 3.35 tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

W zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r ~i r ~i 
K 1 B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L J 

to conforme). 

{P(e)} (caso do elemen-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t s .37) 

No caso do elemento nao conforme, usando a relacao 

3.36 j u n t o com as equagoes, r e l a t i v a s aos valores nodais 

da pressao do sistema 3.26, obtem-se: 

\ 

x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 
K' B 

qe 
{ P e } 

(3.38) 

onde I - ^ e a ma t r i z identidade de dimensao (3x3). Essa r e l a 

gao e a mesma que 3.37 , devido ao f a t o dos graus de l i b e r -

dade r e f e r e n t e s a pressao serem os mesmos nos casos dos ele 

mentos conforme e nao conforme. 
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3.5.6 - Expressao da matriz de r i g i d e z e do ve t o r segundo 

membro elementares do elemento conforme. 

A i n t e g r a l .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ i y i , v, q) da expressao 2.42 pode 

ser calculada como soma de i n t e g r a l s sobre cada elemento 

c o n s t i t u i n d o a regiao. As componentes dos tensores das ten 

soes e deformagoes, a deformagao vo l u m e t r i c a , as componen 

tes do v e t o r velocidade r e l a t i v a de f i l t r a c a o , as componen 

tes do vetor tensao na f r o n t e i r a e o v a l o r da vazao na 

f r o n t e i r a SQ sobre cada elemento, sao s u b s t i t u i d a s pelas 

suas expressoes deduzidas anteriormente em fungao dos valo 

res das componentes do v e t o r deslocamento e das pressoes 

i n t e r s t i c i a i s nos pontos nodais. 

Se NTT e o numero t o t a l dos elementos c o n s t i t u i n d o 

a regiao R, tem-se a f u n c i o n a l 3.39. 

Antes de conectar os elementos, essa expressao con 

tern 12 NTT v a r i a v e i s {6 >K } independentes para as componen-

tes dos vetores deslocamento nos pontos nodais r e f e r e n t e s 

aos deslocamentos e 3 NTT v a r i a v e i s ^P(g)^ para os valo -

res da pressao i n t e r s t i c i a l nos nos ref e r e n t e s a pressao. 

Devido ao f a t o dos deslocamentos serem ainda inde-

pendentes (elementos desconectados), a minimizagao da fun 

c i o n a l 3.39 sera ob t i d a minimizando-se cada termo separada 

mente. Escrevendo-se as equagoes de EULER em relagao as va 

r i a v e i s de deslocamentos para um termo correspondente a um 
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elemento, tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ * ! © ] {6@> + [ C ® ] { P @ } = " 0 M 2 @ ) + tol@}={F6@> 

(3.40) 

Agora escrevendo as equagoes de EULER de um termo em 

relagao aos valores da pressao i n t e r s t i c i a l nos nos r e f e r e n -

tes a pressao, tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r
 T 

L
C

©J U © } " 9 * [ K p ® ] { p e } = g * { M N 3 ® } - 9 * { P F 2 © } 

(3.41) 

onde: 

K 
1 (el IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J  B e lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T

 D

l T
B

el d S ® a m a t r i z d e r i g i d e z 
s elementar do esquele-
e t o s 5 l i d o . 

[ K P ® ] - / [ v ]
T

[
K ,

] [ v ]  dS e a m a t r i z de escoa -

mento elementar. 

{MMl^s} = / B

e {S'o>dS e o v e t o r forga e l e -
—^ S mentar equivalente as 

e tensoes i n i c i a i s . 

{MM2 /^N) = / N ! { PF}dS e o v e t o r forga e l e -
S mentar equivalente as 
e forgas de volume exer 

cidas sobre o esquele 
t o s o l i d o . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r T 

{ M M 3 ^ } " J [Bne] \ K % ~ ] { d S g ° v e t o £ forga equi 
^ S e L

 q

 _ L J v a l e n t e as forgas de 
volume exercidas so 

bre a agua. 



{ P P

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dS e a matriz de aco 
plamento elementar. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T

N

el f
N

e 1 * T £ ) } 3 8 g ° vetor forga ele 
mentar equivalente 
as tensoes impostas 
na fronteira ST. 

{ P P 2 ® > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f T 

7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pe Pe ^ ( S i ^ ̂  ^ °
 v e t o r f o r c a el

SL 
L J L J ^ mentar equivalente equivalente 

as vazoes impostas 
na fronteira SQ. 

Derivando-se a equagao 3.41 com relagao ao tempo , 

tem-se: 

[
c

© ]
{

* ®
}

 - [
K

P © ]
 { p

®
} = i M M

V '
 { p p 2

©
}

 •
 {

W 

(3.42) 

onde 6 s i g n i f i c a o v e t o r derivada com relagao ao tempo 

do v e t o r 6 , sendo essa derivagao f e i t a para cada compo 

nente. 

Agrupando 3.40 e 3.42, obtem-se o seguinte s i s t e 

ma de equagoes para cada elemento. 

[ Ki©] { 6 © J + [ c © ] { p © } = - { M M 1 © } + < M M 2 © ) + ^ i © > = ^ © > 

(3.43) 

£ © ] T [Kj,@] (P©) = {MM3@> -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA iW2@) = i F p ( B ) 

A matriz K 

K 
1 © C ® 

T 
K 
p(§; 

e chamada a ma-
t r i z de rigidez ele-
mentar do elemento 
conforme. 
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O v e t o r {F ̂ } = e chamado o v e t o r 

P(e 

segundo membro elementar do elemento conforme. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> = B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
[

6 e

l 
B' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo~| zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'1 
l

P

® , 
Pe 0 J3 Pe 

3.5.7 - Expressao da matriz de r i g i d e z e do v e t o r segundo 

membro elementares do elemento "SOL" (nao conforme) . 

Usando a relagao 

e s u b s t i t u i n d o ^ f i ( e ) ^ e ^ p ( e ) ^ n a f u n c i o n a l 3.41 pelas 

suas expressoes em fungao de {6 } e { p 0 l / tem-se a fun 

c i o n a l 3.45 v a l i d a para o programa "SOL" u t i l i z a n d o o e l e 

mento nao conforme. 

Antes de conectar os elementos, essa expressao con 

tern 14 NTT v a r i a v e i s {6 e> independentes para as componen-

tes dos vetores deslocamentos nos pontos nodais r e f e r e n -

tes aos deslocamentos e 3 NTT v a r i a v e i s {p e> para os v a l o 

res da pressao i n t e r s t i c i a l nos nos re f e r e n t e s a pressao. 

Por minimizagao de um termo da f u n c i o n a l 3.45 em 

relagao as v a r i a v e i s deslocamento e em relagao as 

v a r i a v e i s pressoes i n t e r s t i c i a i s ^Pe^ / tem-se: 

[ K l e ] { 6 e } + [ C e ] { P e }zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = " { m i e } + { M M 2 e } + { P P l e } = { F 6 e } 

(3.46) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 

[ C e ] i 6 e } - g * [ K p e ] { p e ) = g* {MM3e>- g*{PP2e> = {F p e> 

(3.47) 



NTT / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u' v' q ) ' A 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA si ? { * e ) f - ^ ' - I " [ ° ] [ B J [ B , > { V D S + 

+  J (*e } T [ B ' ] [ B A e ] | , E e ] . [ I 3 ] <Pe>
 dS + 

S e 

+ f \  ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ T W ^ { S " o } d S -
e 

T _ _T 

{ 6 e } [ B ' JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * |^Ne] ( P F } dS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S o >— 

l T T 

- _ y - 4 - g * { p e } [ l 3 ] [ B q e J [ K ' ] [ B q e ] « [ l 3 ] { p e J d S - ( 3 > 4 5 ) 

g • (P e> [ l 3 ] [ B q e ] [ K ] * { P W F } dS -

-  _f \  g«lpwF} T [ K ' ] {pwF} dS - J" { < 5 e >
T [ B ' ] T 

s e S t 0 s

e 

[ \ f [ N e > ( T e > d s +

 eJ] 9* {Pe> T [hf 
\ SQ ^ Se 

| > e > « y ds ) 
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Derivando-se a equacao 3.47 com r e l a c a o ao tempo , 

obtem-se: 

[ K l e ] { 5 e } + { < y { p e } 

[ C o ] " " Ue) - [ K p e ] { p e ) = 

( F 6 e ) 

pe 

(3.48) 

onde K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[  
l e C e 

T 

Ce K Ce 
pe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r - i t '®] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h e a ma-

t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r do elemento nao conforme e 

F 6 e r- -, T 
y = B j {F e o v e t o r segundo membro { F } = < 

^pe 

ele m e n t a r do elemento nao conforme. 

3.6 - D i s c r e t i z a c a o no tempo d u r a n t e o processo de conso-

l i d a c a o . Obtencao das condicoes i n i c i a i s . 

3.6.1 - Generalidades 

Todo programa de c o n s o l i d a c a o c a l c u l a uma s o l u c a o 

aproximada do problema de c o n s o l i d a c a o para uma seque n c i a 

de tempos e s p e c i f i c a d o s p e l o u s u a r i o . 0 tempo t = 0 , c o r r e s -

ponde a hora da a p l i c a c a o da carga e e s t a automaticamente i n 

c l u i d o na sequencia dos tempos, v i s t o que e l e corresponde 

ao tempo do carregamento i n i c i a l . A marcha g e r a l do p r o g r a -

ma c o n s i s t e , e n t a o , em c a l c u l a r para o tempo, t=0 a s o l u -
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cao para c a l c u l a r as solucoes p a r a os tempos da sequencia 

subsequentes ao tempo t = 0 . 

Para cada tempo da sequencia, o programa executa 

uma completa l u p e de c a l c u l o s , quer para f a b r i c a r a s o l u 

cao i n i c i a l , quer para c a l c u l a r a s o l u c a o para o proximo 

tempo, a p a r t i r das sclugoes c a l c u l a d a s nos tempos antece 

d e n t e s . 

0 caso onde o programa e s t a f a b r i c a n d o a solucao 

i n i c i a l e r e f e r i d o no t r a b a l h o como "caso nao drenado". 

No caso, onde o programa e s t a c a l c u l a n d o a s o l u 

cao para urn tempo ( t ) , da sequencia, a p a r t i r da solucao 

e n c o n t r a d a para o tempo a n t e r i o r , e chamado "caso drenan-

t e " . 

3.6.2 - D i s c r e t i z a c a o no tempo: Caso d r e n a n t e . 

Devido a presenca de d e r i v a d a szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CJ_) com r e l a c a o 

ao tempo na equacao 3.44, t o r n a - s e n e c e s s a r i a a s e g u i n t e 

d i s c r e t i z a c a o no tempo. Dentro do i n t e r v a l o de tempo ( t , 

t + At) a s o l u c a o para o tempo ( t + ^ — ) e c a l c u l a d a 

2 

a p a r t i r da s o l u c a o conhecida no tempo ( t ) , a t r a v e s do es 

quema que se segue: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*1 © (t+AtzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) J  {6 © (t+At)} [
 C

® J { p © (t+ - ^ | ) } = {F 6 g ( t + At } 

2 

( F6©(t)} + -\- [ ^ © ( t ) ] {6©(t)} 
+ { p©(t)} (3.49) 
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__ en 

_ C © * {«©(t+At» - & t [ K p ® ] {P®(t +

A-|)} " C © { 6 @ ( t ) } + 

At {FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r~\ ,^ , At,} 

p © ( t + - j ) J (3.50) 

Onde 

{ F 6 ( e ) ( t + - ^ } - {

F6©(t)} = - { ^ ( g ( t + i t ) (t)} + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ ™ 2 © ( t + 4t-, - « 2 0 w ) + ( t + _ A t ) - P P l @ ( t } > 

(3:51) 

{ F p ® ( t + = { M M ? © c t + { P P 2 ® ( t + ^ ) } 

2 2 2 

(3.52) 

Esse esquema e o b t i d o aproximando ( 6 ) p e l o 

c o e f i c i e n t e ( t + A t ) - 6 ( e ) ( t ) n a e q u a 9 a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 . 4 4 . 

At 

As equacoes 3.4 9 e 3.50 permitem c a l c u l a r os v a l o -

res das componentes do v e t o r deslocamento nos pontos no 

d a i s , no tempo ( t + At) e as pressoes no tempo ( t + ^5)* a 

p a r t i r dos v a l o r e s dos mesmos conhecidos no tempo ( t ) . 

0 c a l c u l o das componentes do v e t o r deslocamento no 

tempo ( t + ^-) e f e i t o usando: 

© ( t+ A|) = 6 © (t+ At) + 6 ( j ) ( t ) (3.53) 

As mesmas equacoes 3.49, 3.50 e 3.53 podem s e r es 
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c r i t a s obviamente t r o c a n d o todos os i n d i c e s (e) p e l o s i n d i c e s 

e, usando o elemento nao conforme. 

(t+At) { 5 e ( t + A t ) } + <Pe(t + J * } > - tF, A t i 

{ F6e(t)> + \ K l e ( t ) | { 6 e ( t ) } + { p e ( t ) } (3.54) 

" e f t + A t ) 5 - ^ ! Kpe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[  { P e ( t + ^ ) } C { 6 e ( t ) } + 

At { F p e ( t + A t ) } (3.55) 

6 e ( t + * ) 
6ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(t + At) + °eCt) (3.56) 

3.6.3 - Obtencao das condicoes i n i c i a i s . Caso nao drenado. 

0 processo de d i s c r e t i z a g a o a n t e r i o r , requer o co-

nhecimento das componentes do v e t o r deslocamento nos pon 

t o s n o dais e das pressoes i n t e r s t i c i a i s no tempo t = 0 , para 

que o processo de c o n s o l i d a c a o possa e v o l u i r no tempo, a 

p a r t i r dessas condigoes i n i c i a i s . 

Se as cargas sao a p l i c a d a s i n t a n t a n e a m e n t e , o s o l o 

comporta-se como urn m a t e r i a l i n c o m p r e s s i v e l e nao drenado. 

Para l e v a r em consideragao a condicao de nao drena-

gem d u r a n t e a a p l i c a c a o das cargas, b a s t a c o n s i d e r a r a ma 
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t r i z de p e r m e a b i l i d a d e [ K ' l como sendo n u l a , assim como, 

c o n s i d e r a r n u l a s as vazoes e s p e c i f i c a d a s { Q ^ na f r o n t e i r a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

A n u l a r £ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK ' J e Qe na expressao 3 . 4 5 , tem p o r 

consequencia a anulagao dos d o i s v e t o r e s { 1 ^ 1 3  ̂ , { P P 2 £ } 

e da m a t r i z £ K
P E J n a expressao 3 . 4 7 . P o r t a n t o , o s i s t e 

ma a s e r r e s o l v i d o , nesse caso, se e s c r e v e : 

[ K l e ] ( ! e o l + [ C e o ] { P e o ) = { F 6 e o } ( 3 - 5 7 ) 

[ C e o]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i S e o } " 0 < 3- 5 8> 

A equagao 3 . 5 8 t r a d u z a i n c o m p r e s s i b i l i d a d e do e l e 

mento. 

3 . 7 - Condensagao e s t a t i c a do programa "SOL". 

3 . 7 . 1 - Caso dren a n t e 

No caso d r e n a n t e , t a n t o as componentes do v e t o r des 

locamento nos pontos de GAUSS do elemento quanto as pres 

soes no c e n t r o de cada l a d o , serao conectados com os mes 

mos do elemento a d j a c e n t e . P o r t a n t o , nesse caso, os u n i c o s 

graus de l i b e r d a d e de urn elemento que podem s e r e l i m i n a d o s 

sao as componentes do v e t o r deslocamento no c e n t r o de g r a 

vi d a d e do elemento. 

Essa e l i m i n a g a o e s t a f e i t a no programa "SOL" p e l o 
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processo de condensagao e s t a t i c a (ver DESAI e ABEL, 1972). 

Durante esse p r o c e s s o , o tamanho da m a t r i z de r i g i -

dez e l e m e n t a r nao conforme e r e d u z i d a do tamanho (17x17) para 

o tamanho(15x15), como tambem, o v e t o r segundo membro e l e 

mentar e r e d u z i d o do tamanho (17x1)para o tamanho (15x1). 

3.7.2- Caso nao drenado 

De acordo com as recomendacoes f e i t a s por DESAI e 

CHRISTIAN (1977), o c a l c u l o das condigoes i n i c i a i s ( d e s l o -

camentos e pressoes i n i c i a i s ) e e f e t u a d o conectando somen-

t e as componentes do v e t o r deslocamento, e deixando as 

pressoes i n t e r s t i c i a i s independentes de urn elemento p a r a 

um o u t r o a d j a c e n t e . Dessa forma, os v a l o r e s i n i c i a i s da 

pressao i n t e r s t i c i a l , nos nos da malha, podem s e r d i f e r e n 

t e s de um t r i a n g u l o p a r a um o u t r o v i z i n h o . 

Neste caso, algumas pressoes i n t e r s t i c i a i s dentrode 

um elemento podem s e r e l i m i n a d a s , alem das duas componen-

t e s do v e t o r deslocamento no c e n t r o do t r i a n g u l o . 

0 programa "SOL11 e l i m i n a p e l o mesmo processo de con 

densagao e s t a t i c a , as pressos i n t e r s t i c i a i s nos c e n t r o s do 

segundo e t e r c e i r o l a d o de cada elemento. 

Portanto .# a m a t r i z de r i g i d e z elementar nao conforme 

e r e d u z i d a do tamanho (17 x 17) para o tamanho (13 x 13) , 

assim como, o v e t o r segundo membro elementar e reduzido do 

tamanho( 17x1) para o tamanho (13x1). 0 si s t e m a de equagoes 

3.57 e 3.58 e tambem r e d u z i d o do tamanho (17x17) p a r a 
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o tamanho (13x13) , sendo que a u l t i m a l i n h a d e ste s i s t e m a 

t r a d u z agora a i n c o m p r e s s i b i l i d a d e no c e n t r o do p r i m e i r o 

l a d o de cada elemento, onde nao f o i e l i m i n a d a a pressao 

i n t e r s t i c i a l . 

3.8 - Imposicao das r e l a c o e s e n t r e as componentes do 

v e t o r deslocamento nos n5s de GAUSS do elemento 

"SOL" (caso d r e n a n t e e nao drenado) , e impo-

s i c a o da condigao de i n c o m p r e s s i b i l i d a d e no cen 

t r o do p r i m e i r o l a d o do elemento (caso nao drena 

do) . 

Lembre-se que a r e l a c a o 3.19 deve s e r s a t i s f e i _ 

t a e n t r e as s e i s componentes h o r i z o n t a l s do v e t o r d e s l o c a 

mento nos s e i s pontos de GAUSS do elemento nao conforme , 

para que essas s e i s componentes possam s e r os valores t o -

rnados por uma mesma funcao p o l i n o m i a l do segundo grau,nos 

s e i s pontos de GAUSS de um t r i a n g u l o . 0 mesmo v a l e p a r a 

as s e i s componentes v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento. 

Por i s so, essas r e l a c o e s C u-j-^-Hi^-u^-Hi^-u^O e 

v l " ~ v 2 + v 3 " " v 4 + v 5 " ~ v 6 = 0) tem que s e r impostas nas so l u c o e s 

das componentes do v e t o r deslocamento d e n t r o de cada e l e 

mento. 

A r e l a c a o 3.19 pode s e r e s c r i t a da seguinte ma 

n e i r a , envolvendo ao mesmo tempo oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ui e v i : 
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u1+0v1-u24Ov24^34<)v3-u44Ov4-Ha5+0v5-u64Ov6 = 0 (3.59) 

O metodo usado para que essa condicao s e j a s a t i s -

f e i t a nas s o l u c o e s das componentes h o r i z o n t a l s do v e t o r 

deslocamento, e o metodo chamado: metodo da fungao de pe 

n a l i d a d e .(ver D a v i d G. Luenberger) . 

Basicamente, e s t e metodo c o n s i s t e em somar a ma 

t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r , uma m a t r i z que ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2a (a > 0) ve 

zes uma m a t r i z j C J , o b t i d a a p a r t i r dos coeficientes da 

r e l a c a o l i n e a r e x i s t e n t e e n t r e as componentes horizontals e 

v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento. 

No caso das componentes h o r i z o n t a l s , a c o n s t r u -

cao da m a t r i z CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J e a s e g u i n t e : 

a) forma-se um v e t o r l i n h a {L} com os c o e f i -

c i e n t e s da r e l a c a o l i n e a r ; 

b) forma-se a m a t r i z p e l a f 5 r m u l azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 (

~3
 = 

{ L } T {L}. 

0 mesmo deve s e r f e i t o p ara a r e l a c a o e n t r e as 

componentes v e r t i c a l s do v e t o r deslocamento nos s e i s pon 

t o s de GAUSS do elemento. 

0 metodo da funcao de p e n a l i d a d e , c o n s i s t i r a em 

r e s o l v e r o s i s t e m a com grandes v a l o r e s do c o e f i c i e n t e (a) 

para cada t r i a n g u l o . 

Essa m o d i f i c a g a o da m a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r 

nao conforme , e s t a r e a l i z a d a p e l o programa "SOL" para os 
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casos d r e n a n t e e nao drenado. 

No caso nao drenado, uma r e l a c a o suplementar exis_ 

t e e n t r e as componentes do v e t o r deslocamento nos nos do 

elemento nao conforme, t r a d u z i n d o a i n c o m p r e s s i b i l i d a d e no 

c e n t r o do p r i m e i r o l a d o do elemento. 

Essa r e l a c a o e imposta na s o l u c a o das componentes 

do v e t o r deslocamento p e l o mesmo metodo da fungao de pena-

l i d a d e , u t i l i z a n d o o processo usado p a r a impor a r e l a g a o 

3.19. Dessa m a n e i r a , a m a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r s o f r e 

uma o u t r a m o d i f i c a g a o para l e v a r em c o n s i d e r a c a o a condi^ 

gao de i n c o m p r e s s i b i l i d a d e do elemento no c e n t r o do primei_ 

r o l a d o . 

3.9 - Imposigao das condigoes f r o n t e i r a s 

As m a t r i z e s de r i g i d e z e os v e t o r e s segundo mem 

br o e l e m e n t a r e s , devem s e r m o d i f i c a d o s quando sobre um l a 

do do elemento e imposto um v a l o r conhecido p a r a uma das 

componentes do v e t o r deslocamento ou p a r a a pressao i n t e r s 

t i c i a l . 

A m o d i f i c a g a o do v e t o r segundo membro e l e m e n t a r , 

e f e i t a da s e g u i n t e maneira: 

a) determinagao do numero (N) do g r a u de l i b e r d a -

de, c u j o v a l o r s e r a i m p o s t o ; 

b) c a l c u l o do p r o d u t o do v e t o r c o l u n a , de numero 

N da m a t r i z e l e m e n t a r p e l o v a l o r imposto ao g r a u de l i b e r 



76 

dade de numero N; 

c) s u b t r a g a o do v e t o r c a l c u l a d o no i t e m (b) do ve 

t o r o r i g i n a l segundo membro; 

d) t r o c a do N-esimo elemento do v e t o r segundo mem 

b r o p e l o v a l o r i m p o s t o . 

A m o d i f i c a g a o da m a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r , e 

e f e t u a d a da s e g u i n t e maneira: 

e) anulagao dos elementos na l i n h a e na c o l u n a de 

numero N da m a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r , conservando o va 

l o r 1 no cruzamento da N-esima l i n h a com a N-esima c o l u n a . 

3.10 - Montagem das m a t r i z e s de r i g i d e z e dos vetores se 

gundo membro elementares nao conforme. 

3.10.1- Caso d r e n a n t e 

Depois de t e r e f e t u a d o a e l i m i n a g a o das componen-

tes do v e t o r deslocamento no c e n t r o dos elementos, cada 

elemento p o s s u i 12 graus de l i b e r d a d e para as componentes 

do v e t o r deslocamento nos nos de GAUSS, e 3 graus de l i b e r 

dade para os v a l o r e s da pressao i n t e r s t i c i a l nos c e n t r o s 

dos l a d o s . Em t o d a a malha desconectada, tem-se entao 15 x 

NTT v a r i a v e i s na f u n c i o n a l 3.45. 

A operagao de conecgao dos elementos, consiste em 

impor que os v a l o r e s dos graus de l i b e r d a d e num no p e r t e n -

cendo a d o i s elementos a d j a c e n t e s , sejam os mesmos d e n t r o 
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dos d o i s e l e m e n t o s , t o r n a d o - s e , e n t a o , v a l o r e s dos graus 

de l i b e r d a d e de um no da malha g l o b a l . 

Por conecgao dos elementos, a f u n c i o n a l 3.45 po 

de s e r e s c r i t a em fungao das 5xNCT graus de liberdade da 

malha (NCT = numero t o t a l de lados da m a l h a ) . 

Minimizando-se essa nova expressao da f u n c i o n a l 

3.45 em r e l a g a o as componentes do v e t o r deslocamento nos 

nos da malha r e f e r e n t e s aos deslocamentos, tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ K i J { 6 } + [ C ] { ^  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~ { m A } + { m 2 } + { P P l } = { F<S } ( 3 ' 6 0 ) 

Minimizando-se agora a nova expressao da f u n c i o 

n a l 3.45 em r e l a g a o aos v a l o r e s da pressao i n t e r s t i c a l nos 

nos da malha r e f e r e n t e s a pressao, obtem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ c J T (6) - g * [ K p ] { p } = g*{MM3} - g*{PP2} = { F p } (3.61) 

{MMl} e o v e t o r f o r g a g l o g a l e q u i v a l e n t e as tensoes i n i 

c i a i s , o b t i d o p o r montagem dos v e t o r e s elementa-

res {MMl e>. 

{MM2} e o v e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as f o r g a s de 

volume e x e r c i d a s sobre o e s q u e l e t o s 5 l i d o , o b t i -

do por montagem dos v e t o r e s e l e m e n t a r e s (MM2 e). 

(MM3) e o v e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as forgas de 

volume e x e r c i d a s sobre a agua, o b t i d o p or monta 

gem dos v e t o r e s elementares {MM3e} . 

{PPl} e o v e t o r f o r g a g l o b a l e q u i v a l e n t e as tensoes espe 

c i f i c a d a s e impostas na f r o n t e i r a S t. 
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{PP2} e o v e t o r f o r g a e q u i v a l e n t e as vazoes e s p e c i f i c a 

das e impostas na f r o n t e i r a S^. 

0 s i s t e m a da equagao 3.62 j u n t o com a equagao 

3.6 3, o b t i d a p o r d e r i v a g a o com r e l a g a o ao tempo da equa-

gao 3.61, e o s i s t e m a de equagoes nas v a r i a v e i s g l o b a i s 

{6} e {p} governando o processo de c o n s o l i d a g a o . 

f k n {6}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + J {p} = (F6> (3.62) 

[ c ] T {«} " + [ K p ] W - (3.63) 

6 ( t + At) - 6 ( t ) 

Trocando-se 5 por ^ •— na equa 

gao 3.63, obtem-se o s e g u i n t e s i s t e m a de equagoes l i n e a -

res , p e r m i t i n d o c a l c u l a r a solugao g l o b a l no tempo (t+ ̂  ) 

em fungao da solugao conhecida no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (t) e permitindo, assim , 

s e g u i r a evolugao do processo de c o n s o l i d a g a o no tempo. 

- y [ K ( t + A t ) ] { 6 ( t W + [ C ] ^ ( t + ^ | ) } = { F 6 ( t + A t ) ) -

{ W + [ K ( t ) ] { 5 ( t ) } (3.64) 

[ C ] T { 6 ( t W - A t [ K p ] { P ( t + _At ) } = [ C ] ( 6 ( t ) ) + 

At % ( t + J * t ) > < 3' 6 5> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

r,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n , 1 - 6,. At, 6 ( t + At) + 6 ( t ) 
bsando tambem: ( t + -

2 

(3.66) 
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3.10.2 - Caso nao drenado 

Depois de t e r e f e t u a d o a e l i m i n a g a o das componen 

t e s do v e t o r deslocamento no c e n t r o dos elementos, e das 

duas pressoes i n t e r s t i c i a i s no c e n t r o do segundo e t e r c e i 

r o l a d os dos elementos, cada elemento p o s s u i agora 12 

graus de l i b e r d a d e para as componentes do v e t o r d e s l o c a -

mento nos nos de GAUSS e 1 grau de l i b e r d a d e para o v a l o r 

da pressao i n t e r s t i c i a l no c e n t r o do p r i m e i r o l a d o dos 

elementos. Em toda a malha desconectada, tera-se entao 13 x 

NTT v a r i a v e i s na f u n c i o n a l 3.45. 

0 programa "SOL" conecta somente os graus de l i 

berdade r e f e r e n t e s as componentes do v e t o r deslocamento , 

enquanto e l e nao f a z a coneccao das pressoes i n t e r s t i c i a i s 

atuando no c e n t r o dos p r i m e i r o s l a d o s do t r i a n g u l o . Por 

t a n t o , a f u n c i o n a l 3.45, t o r n a - s e agora, fungao de 

(4 x NCT .+ NTT) v a r i a v e i s . 

Anulando ^KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'^j e {Q e}
 n a f u n c i o n a l 3.45 e x p r e s -

sa em fungao dessas (4 x NCT + NTT) v a r i a v e i s , tem-se uma 

nova expressao para a f u n c i o n a l 3.45. 

A minimizagao dessa nova expressao com r e l a g a o 

as componentes do v e t o r deslocamento nos n5s da malha , 

e depois com r e l a g a o aos v a l o r e s das pressoes no centro dos 

p r i m e i r o s lados dos elementos, l e v a ao s e g u i n t e s i s t e m a 

l i n e a r : 

[ K l o ] { 6 o } + [ C o ] { P e o } 5 8 { F 6 o } ( 3 - 6 7 ) 

[C-JUo} = 0 (3.68) 
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onde £K10^] ^ a m a t r i z o b t i d a por montagem das m a t r i z e s 

elementareszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ ^ K 1

e J e C

G J ^ a m a t r i z o b t i d a por j u s t a -

p osigao das m a t r i z e s ^ e o ^ | / ( 3 u e n a o s a o montadas dessa 

vez, devido ao f a t o de nao c o n e c t a r as pressoes i n t e r s -

t i c i a i s e n t r e os elementos. 

observagao: Nota-se que na equagao 3.67 se escreve { p e Q } , 

d e v i do ao f a t o de nao se t e r conectado as 

pressoes i n t e r s t i c i a i s e n t r e os elementos. 

3.11 - Resolugao dos sist e m a s l i n e a r e s 

3.11.1 - Caso d r e n a n t e 

0 s i s t e m a das equagoes l i n e a r e s 3.64 e 3.65 e re 

s o l v i d o p e l o processo de e l i m i n a g a o de GAUSS, p e r m i t i n d o 

c a l c u l a r a solugao no tempo (,t + ^ ) , a p a r t i r da s o l u 

gao conhecida no tempo ( t ) . 

3.11.2 - Caso nao drenado^ 

Nesse caso, o s i s t e m a 3.6 7 e r e s o l v i d o j u n t o as 

condigoes suplementares 3.68. 

3.11.2.1- Geragao das pressoes i n t e r s t i c i a i s nos centros dos 

p r i m e i r o s l ados dos elementos. 

As pressoes sao p Q , geradas por i n t e r a g o e s c o n f o r 

me mostra o s e g u i n t e esquema i n t e r a t i v o : 
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a) i n i c i a l m e n t e , o s i s t e m a 3.67 e r e s o l v i d o com 

(o) _ (o) 

Pe Q

 = Pe D

 = °/ obtendo assim a solugao <$Q do s i s t e m a 

[ K l o ] C*o ) = ( P d 0 > ; 

(o) (1) 

b) a p a r t i r dessa solugaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 , c a l c u l a - s e p Q pe 

l a formula = p<£ - 2 a ^ [ C g J T

 { , onde a e e 

o c o e f i c i e n t e de p e n a l i d a d e do i - e s i m o elemento; 

c) o v e t o r segundo membro {F<$ ) do s i s t e m a 3.67. 

o 

e m o d i f i c a d o usando os novos v a l o r e s das pressoes i n 

t e r s t i c i a i s p e l a s e g u i n t e f o r m u l a : 

(1) (0) _ _ (1) 

{ F 6 0 ) = {F«0> - [ C Q ] C p e o > ' 

r (1) (1) 

d) o s i s t e m a | _ K i o J * 50 ^ = * F < S0^ ^ r e s o l v i d o pa 

r a c a l c u l a r 6 Q ; 

e) o processo i n t e r a t i v o , c u j o p r i m e i r o c i c l o f o i 

e x p l i c a d o nos i t e n s ( a ) , ( b ) , (c) e ( d ) , c o n t i n u a obedecen 

do as s e g u i n t e s f5rmulas: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(J) (J- D r - , T t j - D 

eo 
Peo " 2 a e [ ^ o ]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i <5e0 } 

( j ) ( J - D rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -1 (J) 
{ P V " { F 6 0 } " L C 0 j { P e G

} e 

f ( j ) (J) 

| _ K i o j { 6 o ) " { F 6 o > 

Apos alguns c i c l o s i n t e r a t i v o s , a solugao c o n v e r -

ge para uma solugao 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ e Pe Q/ obedecendo as condigoes de 

i n c o m p r e s s i b i l i d a d e j u n t o com as r e l a g o e s do t i p o 3.19. 
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3.12 - C a l c u l o das grandezas se c u n d a r i a s d e n t r o de cada 

elemento. 

3.12.1 - Caso dren a n t e 

A p a r t i r dos v a l o r e s das componentes dos v e t o r e s 

deslocamentos nos n5s de GAUSS de um t r i a n g u l o e pressoes 

no c e n t r o dos l a d o s , as componentes do v e t o r deslocamento 

no c e n t r o de g r a v i d a d e do t r i a n g u l o sao c a l c u l a d a s usan-

do as equacoes de e l i m i n a g a o que foram o b t i d a s d u r a n t e o 

processo de condensacao e s t a t i c a . 

A r e l a g a o 3.26, p e r m i t e c a l c u l a r , em s e g u i d a , as 

componentes do v e t o r deslocamento nos v e r t i c e s e meios dos 

la d o s de cada t r i a n g u l o . 

A r e l a g a o 3.27, p e r m i t e c a l c u l a r em todos ospontos 

de um t r i a n g u l o , as componentes do v e t o r deformagao. 

A r e l a g a o 3.29, p e r m i t e em seguida c a l c u l a r em 

tod o s os pontos do t r i a n g u l o , o acrescimo das componentes 

das tensoes e f e t i v a s . 

A r e l a g a o 2.11, p e r m i t e c a l c u l a r o v a l o r da pres-

sao i n t e r s t i c i a l em cada ponto do t r i a n g u l o . 

No f i m , os campos das componentes do v e t o r d e s l o 

camento, o campo das pressoes i n t e r s t i c i a i s , o campo das 

componentes dos t e n s o r e s de deformagao e tensoes e f e t i v a s , 

sao determinadas emqualquer ponto da r e g i a o , no tempo 

( t + ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi a p a r t i r dos v a l o r e s dos mesmos c a l c u l a d o s an 

t e r i o r m e n t e no tempo ( t ) . 
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3.12.2 - Caso nao drenado 

A p a r t i r dos v a l o r e s das componentes dos v e t o r e s 

deslocamentos nos pontos n o d a i s de GAUSS de um t r i a n g u l o , 

e do v a l o r da pressao no c e n t r o do p r i m e i r o l a d o do t r i a n -

g u l o , os v a l o r e s das pressoes nos c e n t r o s dos seguncb e 

t e r c e i r o lados do t r i a n g u l o , sao c a l c u l a d a s , usando tam 

bem, as equagoes de e l i m i n a g a o o b t i d a s d u r a n t e o processo 

de condensagao e s t a t i c a . 

0 r e s u l t a d o fundamental do programa "SOL", e que 

a c o n v e r g e n c i a do processo i n t e r a t i v o mostrado em 3.11^2.^ 

tem p o r consequencia a c o n t i n u i d a d e do campo das pressoes 

nos c e n t r o s dos lados dos t r i a n g u l o s , quando se passa de 

um elemento para um o u t r o a d j a c e n t e . 

Este r e s u l t a d o numerico surpreendente esta sendo 

pesquisado por SOULlE e FORTIN (1980). 

A p a r t i r dos v a l o r e s das componentes dos v e t o r e s 

deslocamento nos nos de GAUSS e dos v a l o r e s da pressao nos 

c e n t r o s dos t r e s l a d o s , as componentes do v e t o r d e s l o c a -

mento no c e n t r o de g r a v i d a d e do t r i a n g u l o sao c a l c u l a d a s . 

Os campos das componentes do v e t o r deslocamento 

i n i c i a l , o campo da pressao i n t e r s t i c i a l i n i c i a l , os cam 

pos das componentes dos t e n s o r e s i n i c i a i s de tensao e f e t i _ 

va e deformagao sao determinadas era q u a l q u e r ponto da re 

g i a o , usando tambem, as equagoes 3.26, 3.27, 3.29 e 3.11 

de maneira analoga ao caso d r e n a n t e a n t e r i o r . 



CAPITULO 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DESCRIQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA&0 DO PROGRAMA "SOL" 

4.1 - Generalidades 

Este programa de elementos f i n i t o s f o i d e s e n v o l v i d o 

p o r M. SOULlE ( 1 9 7 5 ) , para a n a l i s e de tensoes, deslocamen 

t o s e pressao i n t e r s t i c i a l de um-.macico b i d i m e n s i o n a l de 

s o l o , d u r a n t e o processo de co n s o l i d a g a o subsequente a um 

carregamento e x t e r n o na f r o n t e i r a . 0 e s q u e l e t o s5lido tem 

um comportamento e l a s t i c o , l i n e a r por t r e c h o s com a n i s o 

t f o p i a . As suas c a r a c t e r i s t i c a s de p e r m e a b i l i d a d e sao as 

de um s o l o a n i s o t r o p i c o , obedecendo a l e i de DARCY. 

0 programa s o f r e u , d u r a n t e e s t e t r a b a l h o , algumas 

a l t e r a c o e s , t a i s como: a i n t r o d u g a o de um programa que ge 

ra as coordenadas dos meios dos lados dos t r i a n g u l o s ; a 

numeracao a n t i h o r a r i a dos lados dos t r i a n g u l o s e as c o n d i 

goes f r o n t e i r a s do problema. 

E s t e programa na sua composigao o r i g i n a l , p o s s u i as 

opgoes do uso de elemento de jungao, assim como, a p o s s i -

b i l i d a d e de a p l i c a g a o a t e r r a armada por g e o t e x t e i s . 0 t a 

manho do programa f o i r e d u z i d o , r e t i r a n d o - s e essas 0£ 

goes, a f i m de c o m p a t i b i l i z a - l o com o sist e m a o p e r a c i o n a l 

do Niicleo de Processamento de Dados da UFPb. 

C o d i f i c a d o em linguagem FORTRAN IV-G no computador 
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do Nucleo de Computagao da Escola P o l i t e c n i c a de M o n t r e a l , po-

dendo tambem s e r u t i l i z a d o em computadores IBM 360 e s i m i l a r e s . 

O programa "SOL e c o n s t i t u i d o de um programa p r i n c i p a l e qua 

t o r z e subrotinas especificas que sao utilizadas na resolugao dos c a l c u -

l o s m a t e m a t i c o s . As subrotinas recebem os seguintes nomes: COMP , 

COMPC, GTPRDA, SGMPRD, LIGNDD, REDUC, SPBC, SIGELA, DECCMP, SOLVEB 

A I B I , RESULT, SBNTA e YIELD. 

Es t e c a p i t u l o I V , a p r e s e n t a uma d e s c r i g a o d e t a l h a d a das 

d i f e r e n t e s etapas de c a l c u l o r e a l i z a d a s d u r a n t e a execugao do 

programa. 

Uma r e l a g a o das v a r i a v e i s usadas nas etapas de c a l c u l o , 

en c o n t r a - s e no Apendice I . 

O programa "SOL", poss u i uma grande f l e x i b i l i d a d e , poden 

do a n a l i s a r os d i f e r e n t e s casos que se seguem: 

1) E l a s t i c i d a d e bidimensional: NLIM=1, NPERM=0 e NOPT=0; 

2) Evolugao do processo de co n s o l i d a g a o com t o d o c a r r e -

gamento a p l i c a d o no i r i i c i o : NLIM=1, NPERM=0 e NOPT=l; 

3) Evolugao do processo de consolidagao com o carregamento a p l i 

cado progressivamente (construgao por etapa de um aterro) ; NLIM > 1 , 

NPERM=0 e NOPT=l; 

4) Caso, onde o processo de consolidagao nao acabou, devido as 

sequencias de tempos fornecidos nao terem s i do suficientes para chegar a 

etapa f i n a l . A solugao pode ser alcangada, usando-se uma etapa de consoLL 

dagao suplementar; NLIM > 1, NPERM=1 e NOPT^l; 

5) Elasticidade uni dimensional, bastando, para i s so, bloquear as 

componentes do v e t o r deslocamento h o r i z o n t a l s de todos os pon 

t o s nodais da malha de elementos f i n i t o s , referentes ao mesmo. 
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4.2 - ETAPAS DE CALCULOS EXECUTADOS PELO PROGRAMA "SOL" 

4.2.1 - PROGRAMA PRINCIPAL 

LINHAS 

DO 

PROGRAMA 

001-028 Dimensionamento de todas as v a r i a v e i s d i m e n s i o n a i s . 

A d e s c r i g a o d e t a l h a d a de todas as v a r i a v e i s , encon-

t r a - s e no Apendice I . 

029-030 Enchimento dos v e t o r e s CU e CV, c u j a s componentes 

sao os c o e f i c i e n t e s da r e l a g a o 3.59, para as compo-

nentes h o r i z o n t a l s do v e t o r deslocamento, e uma r e l a 

gao analoga para as componentes v e r t i c a l s do v e t o r 

deslocamento. 

031- 031 Enchimento do quadro t r i d i m e n s i o n a l LIGN (2, 2, 17) , 

composto de 6 8 p o s i g o e s , que serao usadas na d e t e r -

minagao do p r i m e i r o v e t o r t r a n s p o s i g a o ITRA ( 1 7 ) . 

032- 032 Enchimento da m a t r i z A ( 6 x 7 ) do s i s t e m a l i n e a r 

3.21. 

033- 042 L e i t u r a e impressao dos dados a d i m e n s i o n a i s do p r o 

blema. 

043-100 C a l c u l o e impressao das coordenadas do meio dos l a 

dos dos t r i a n g u l o s ; c a l c u l o da numeragao dos lados 

de cada t r i a n g u l o ; f o r n e c i m e n t o do t i p o de c o n d i -

goes f r o n t e i r a s a ser v e r i f i c a d o d e n t r o dos t r i a n g u 

l o s . 

101-105 Numeragao dos t r i a n g u l o s a d j a c e n t e s a um t r i a n g u l o 
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p e l a s u b r o t i n a SBNTA e impressao da numeragao dos 

lados dos t r i a n g u l o s ; dos t r i a n g u l o s a d j a c e n t e s e 

do t i p o de condigoes f r o n t e i r a s a serem v e r i f i c a -

das d e n t r o dos t r i a n g u l o s . 

106-110 L e i t u r a e impressao dos dados r e f e r e n t e s as c o n d i 

goes e s p e c i f i c a d a s sobre as v a r i a v e i s ( u , v , q, Q) 

nas f r o n t e i r a s Sd, Sp ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S Q . 

111-113 L e i t u r a e impressao dos tempos, para os q u a i s a 

solugao sera c a l c u l a d a d u r a n t e o processo de conso 

l i d a g a o . 

114-121 L e i t u r a e impressao dos parametros de e l a s t i c i d a d e , 

p e r m e a b i l i d a d e e pressao de pre-adensamento dos ma 

t e r i a i s c o n s t i t u i n d o os elementos da malha. 

122-161 Declaragao de todos os f o r m a t e s de l e i t u r a e im 

pressao dos r e s u l t a d o s . 

162- 162 I n i c i a l i z a g a o da v a r i a v e l NPRIM=0. 

163- 163 E t i q u e t a de chegada do comando GOTO da l i n h a 76 8 

do programa p r i n c i p a l . Esse GOTO, serve para o b t e r 

uma etapa de c o n s o l i d a g a o suplementar, no caso, on 

de o u l t i m o tempo nao f o r s u f i c i e n t e para obter uma 

quase t o t a l c o n s o l i d a g a o . Neste caso, NPERM s e r a 

dado i g u a l a 1 ao programa, o que p e r m i t i r a c a l c u -

l a r os r e c a l q u e s f i n a i s , p o i s , d u r a n t e uma etapa 

de c o n s o l i d a g a o suplementar todos os elementos es 

t a o completamente drenados. No caso de NPERM=0, o 

programa i r a somente a t e o u l t i m o tempo de c o n s o l i 
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dagao s o l i c i t a d o . 

164- 164 D e f i n i g a o da v a r i a v e l CPR=1 

165- 165 C a l c u l o do numero t o t a l de pontos de GAUSS na ma 

l h a . 

166- 166 C a l c u l o do numero t o t a l de e s p e c i f i c a c o e s de des 

locamento em u e v. 

167- 167 C a l c u l o do numero t o t a l de la d o s com pressoes es 

p e c i f i c a d a s no seu c e n t r o . 

168- 170 C a l c u l o das coordenadas b a r i c e n t r i c a s dos dois pon 

t o s de GAUSS, d e n t r o de cada l a d o da malha. 

171-176 Anulagao da m a t r i z de e l a s t i c i d a d e do e s q u e l e t o 

s o l i d o D ( 3 x 3 ) (ver equagao 3.29), e da m a t r i z 

B(15 x 17) do si s t e m a 3.25. 

177-183 C a l c u l o e enchimento da m a t r i z ["zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABJ do si s t e m a 

3.25, a p a r t i r da m a t r i z |[ A J da l i n h a 32. 

184- 184 Teste usado p a r a nao l e v a r em consideragao as 

pressoes e s p e c i f i c a d a s no c e n t r o dos lados dos 

t r i a n g u l o s , uma vez que, no caso onde NPRIM=1 , 

a t i n g e - s e a etapa de c o n s o l i d a g a o suplementar ,que 

e por d e f i n i g a o completamente drenada. 

185- 185 Teste s i m i l a r ao a n t e r i o r , no caso onde nao e x i s 

t e nenhuma pressao e s p e c i f i c a d a na f r o n t e i r a da 

r e g i a o do problema. 

186- 186 C a l c u l o da v a r i a v e l NPSZ, usada para e s c o l h e r na 

l i s t a das e s p e c i f i c a g o e s de u, v e q, a posigao 

c o r r e s p o n d e n t e a primeira pressao e s p e c i f i c a d a . 
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187-189 Normalizagao dos v a l o r e s das pressoes especificadas e 

t r o c a dos s i n a i s , p e l o f a t o do programa c o n s i d e r a r 

as tensoes de t r a c a o p o s i t i v a s , p o r consequencia as 

de compressao n e g a t i v a s . 

190- 190 E t i q u e t a de chegada do comando GOTO das l i n h a s 184 

e 185. 

191- 192 Anulagao do v e t o r de tensoes e f e t i v a s SIGTW ( 9 ) . Es 

se v e t o r sera enchido p o s t e r i o r m e n t e p e l o s v a l o r e s 

das componentes do t e n s o r das tensoes e f e t i v a s no 

c e n t r o dos lados de um t r i a n g u l o . 

193- 193 Normalizagao da v a r i a v e l CONTRI ( c o n t r i b u i g a o de 

tensoes i n i c i a i s ) , no caso onde e x i s t a tensoes n i n i 

c i a i s . 

194- 194 Colocagao da q u a r t a unidade p e r i f e r i c a de mem5ria 

(UPM4), na posigao i n i c i a l . 

195- 212 C a l c u l o do t e n s o r das tensoes e f e t i v a s i n i c i a i s ( t = 

0 ) ; anulagao das sobrepressoes i n i c i a i s no centro de 

cada l a d o de cada elemento da malha, como tambem , 

dos deslocamentos i n i c i a i s nos pontos de GAUSS e 

c e n t r o do elemento, e colocagao sobre a UPM4 destes 

r e s u l t a d o s para cada elemento. 

213-216 L e i t u r a e impressao das componentes h o r i z o n t a l s e 

v e r t i c a l s do v e t o r tensao t o t a l , c o r r e spondentes ao 

carregamento i n i c i a l , atuando nas extremidades dos l a 

dos dos elementos, onde e x i s t e m tensoes e s p e c i f i c a -

das . 
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217- 217 I n i c i o da l u p e das etapas de c o n s o l i d a g a o . Essa l u 

pe, e executada para cada tempo f o r n e c i d o ao p r o 

grama. A p r i m e i r a l u pe executada, corresponde a 

obtengao das condigoes i n i c i a i s (caso nao drenado). 

Uma etapa s u p l e m e n t a r , levando aos deslocamento f i 

n a i s c o r r e s p o n d e n t e ao f i m da co n s o l i d a g a o , pode 

ser r e a l i z a d a p e l o u s u a r i o . 

218- 218 Teste usado p a r a nao l e v a r em consideragao as pr e s 

soes e s p e c i f i c a d a s , ou s e j a , c o n s i d e r a r apenas as 

e s p e c i f i c a g o e s r e f e r e n t e s as componentes do v e t o r 

deslocamento, v i s t o que a p o s i t i v i d a d e do t e s t e i n 

d i c a que o programa e s t a e f e t u a n d o a etapa de con-

s o l i d a g a o s u p l e m e n t a r . 

219- 221 D e f i n i g a o e c a l c u l o da v a r i a v e l CONS, c u j o s v a l o 

r e s 1 ou 2 sao u t i l i z a d o s na f 5 r m u l a 3.56. 

222-231 D e f i n i g a o e c a l c u l o das v a r i a v e i s NLC, LR, LLR , 

KDIM, KDIMl e KINC. 

232-239 T r a n s f e r e n c i a do c o n j u n t o de dados da UPM4 pa r a 

UPM2, d u r a n t e a execugao da lupe das condigoes i n i 

c i a i s da et a p a de c o n s o l i d a g a o suplementar. 

240- 240 Colocagao da UPM3 na posigao i n i c i a l d u r a n t e o 

processo de c o n s o l i d a g a o . 

241- 241 C a l c u l o do numero de l i n h a s da m a t r i z de rigidez glo 

b a l (ABAND). 

242- 250 C a l c u l o do i n c r e m e n t o de tempo (DTIME=At), c o r r e s -

pondente a proxima etapa e c a l c u l o da l a r g u r a de 
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2 5 1 - 2 5 2 

2 5 3 - 2 5 7 

2 5 8 - 2 5 8 

259-263 

264-264 

265-266 

267-269 

banda (NBW) da m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l , conforme o 

Colocagao das UPMl e UPM2 nas posigoes i n i c i a i s . 

Anulagao do v e t o r segundo membro g l o b a l (FAS) e da 

m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l (ABAND). 

I n i c i o da l u p e de c a l c u l o das m a t r i z e s de r i g i d e z 

e l e m e n t a r e s (AKNC), dos v e t o r e s segundo membro e l e -

mentares (FNC) e da montagem desses, r e s p e c t i v a m e n -

t e , na m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l (ABAND) e no v e t o r 

segundo membro g l o b a l (FAS). Essa l u p e , e s t a sendo 

e f e t u a d a sucessivamente sobre cada elemento. 

(J = 1,NTT). 

L e i t u r a das v a r i a v e i s (SIGTW, UVT, PREST) nas UPM3 

ou UPM2, i n d i c a n d o o estado das tensoes e f e t i v a s , 

dos deslocamentos e da pressao i n t e r s t i c i a l no e l e 

mento ( J ) , no f i m da etapa de c o n s o l i d a g a o anterior. 

Chamada da s u b r o t i n a YIELD, d e s t i n a d a a d e t e r m i n a r 

o v a l o r da v a r i a v e l INDEX para a proxima etapa de 

c o n s o l i d a g a o . 0 v a l o r da v a r i a v e l INDEX sera 1 ou 

2 dependendo do n i v e l das tensoes e f e t i v a s , no f i m 

da etapa de c o n s o l i d a g a o a n t e r i o r , r e s u l t a um e s t a 

do sobreadensado ou normalmente adensado. 

Anulagao do v e t o r segundo membro elementar nao con 

forme (FNC). 

C a l c u l o dos c o e f i c i e n t e s da m a t r i z de p e r m e a b i l i d a -

de K' do e s q u e l e t o s o l i d o do elemento. 

numero da et a p a de co n s o l i d a g a o executada. 
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270- 270 Chamada da s u b r o t i n a SIGELA, para o c & l c u l o da ma 

t r i z de e l a s t i c i d a d e do e s q u e l e t o s o l i d o D do 

elemento. 

271- 279 C a l c u l o das componentes h o r i z o n t a l s e v e r t i c a l s dos 

t r e s v e t o r e s f a b r i c a d o s sobre os t r e s l ados do e l e 

mento ( J ) , o r i e n t a d o no s e n t i d o a n t i h o r a r i o . 

280-283 C a l c u l o da area do elemento CJ) o r i e n t a d o ; t e s t e 

de impressao e de parada, caso de achar a area do 

elemento (J) como sendo n e g a t i v a . I s t o o c o r r e , ex 

c l u s i v a m e n t e , quando e x i s t e e r r o de dados de co o r -

denadas ou de numeragao dos lados dos t r i a n g u l o s . 

284-286 C a l c u l o dos comprimentos dos lados do elemento (J) . 

287-303 C a l c u l o da m a t r i z de escoamento elementar 

304-307 Anulagao da m a t r i z de r i g i d e z e lementar conforme 

K l © c © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L K P @ 

e do v e t o r segundo membro e l e 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T 0 K p f e 

mentar conforme 

308-312 Anulagao do v e t o r vazao, e s p e c i f i c a d o ao longo dos 

lados de cada elemento { Q © } e das tensoes espec:L 

f i c a d a s nas extr e m i d a d e s dos lados de cada elemen-

t o {T © }. 

313-316 Chamada da s u b r o t i n a COMP, para c a l c u l o dos c o e f i -

c i e n t e s da m a t r i z de r i g i d e z elementar conforme,do 

e s q u e l e t o s o l i d o |~Ki ( e ) j . 

317-324 Chamada da subrotina COMPC, para c a l c u l o dos c o e f i -

c i e n t e s da matriz de acoplamento conformezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | j^(e)J *  
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325-330 Anulagao dos vetores segundo membro {MMl © } , {MM2 © }, 

{MM3 © } e { P P 2 © } . Os t r e s v e t o r e s { M M l © } , 

{ MM2 (e) } e {MM3©},sao considerados n u l o s p e l o 

programa "SOL". 

331-371 C a l c u l o da p a r c e l a {MMlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(§Kt+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ) - M M l © d a 

2 

equagao 3.51. 

372-379 C a l c u l o da p a r c e l a { P P 2 © ( t + da equagao 3.52. 

380-406 C a l c u l o dos blocoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i j^Ki(e)(t+ At)j ,jcg)J :, - At j * p © | 

e c a l c u l o das p a r c e l a s { F 6 ^ ( t + — ) - F 6 g ( t ) } e 

At 
{ F p © ( t + das equagoes 3.49 e 3.50. 

407-408 Chamada de s u b r o t i n a SGTPRDA, para e f e t u a r o p r o d u -

t o das m a t r i z e s i K l © ( t + A t ) C © 

2 
T 

C © -At K p ® 

R 

e o b t e r 

1 K e ( t + A t ) C e 

2 2 

-At K 
Pe 

, do s i s t e m a 3.54 

e 3.55. 

409-409 Chamada da mesma s u b r o t i n a SGTPRDA, para e f e t u a r o 

r T _ i 
p r o d u t o da m a t r i z I B J , p e l a p a r c e l a do v e t o r se 

gundo membro 

. A t F

P © ^ + f > 

do 
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s i s t e m a 3.4 9 - 3.50, e o b t e r a p a r c e l a do v e t o r segun 

do membro SM = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f F 6 e ( t +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ - ) ' F 6 e U ) 

do sistema 3.54 - 3.55 

410-413 C a l c u l o do c o e f i c i e n t e de p e n a l i d a d e ae. 

414-418 M o d i f i c a g a o da m a t r i z M = 
\ Ke(t + ̂ t ) Ce 

Ce 
T 

- At K 
pe 

pelo metodo das fungoes de penalidade, conforme o que f o i v i s to 

no paragrafo 3.8. 

419-433 M o d i f i c a g o e s da mesma matriz, f e i t a s somente no caso, onde 

o u s u a r i o r e q u e r uma etapa de consolidagao suplementar pa 

ra calcular os deslocamentos f i n a i s , a p a r t i r de um tempo c or 

respondente somente a uma c o n s o l i d a g a o inacabada. 

434-439 Adigao das p a r c e l a s \ K l e 11) { 6e (£)} e Ce {peCtJ} , apare-

cendo na equagao 3.54, no caso d r e n a n t e . 

440-441 M u l t i p l i c a g a o da p a r c e l a F ( t + 
At 

pe *" 2 

do na equagao 3.55, no caso d r e n a n t e . 

•) por At aparecen 

442-446 Adigao da p a r c e l a C- {6e(t)} , aparecendo na equagao 

3.55, no caso d r e n a n t e . 

447-470 C a l c u l o do v e t o r ITRA (17) . Este v e t o r e calculado pa 

r a ser us ado na subrotina LIGNCO, a fim de permutar as l i 

nhas e colunas das matrizes M e linhas dos vetores SM. 

471-473 Chamadas da s u b r o t i n a LIGNCO. Essas permutagoes das 

l i n h a s e colunas das m a t r i z e s M e das l i n h a s dos 
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v e t o r e s SM, sao n e c e s s a r i a s para m o d i f i c a r a sequen 

c i a dos graus de l i b e r d a d e de um elemento. • 

Caso d r e n a n t e : A sequencia, e t a l que, para cada l a 

do do t r i a n g u l o , o grau de l i b e r d a d e r e f e r e n t e a pressao 

no c e n t r o do l a d o segue os q u a t r o graus de liberdade, r e f e -

r e n t e s as componentes do v e t o r deslocamento nos pontos de 

GAUSS deste l a d o . Dessa ma n e i r a , os d o i s graus de l i b e r d a -

de p e r t e n c e n t e s ao c e n t r o de g r a v i d a d e do t r i a n g u l o , c o r 

respondem as duas u l t i m a s p o s i g o e s . 

Caso nao drenado (condigoes i n i c i a i s ) : A sequencia 

c o n s i s t e em usar as doze p r i m e i r a s posigoes p a r a os doze 

graus de l i b e r d a d e r e f e r e n t e s as componentes do vetor des_ 

locamento nos 6 - pontos de GAUSS do elemento, seguidos 

das t r e s pressoes nos c e n t r o s dos lados do elemento e dos 

graus de l i b e r d a d e r e f e r e n t e s as componentes do v e t o r des_ 

locamento no c e n t r o de g r a v i d a d e do t r i a n g u l o . 

474-476 Chamada da s u b r o t i n a REDUC, para e l i m i n a r d o i s ou 

q u a t r o graus de l i b e r d a d e , conforme o i t e m 3.7. 

477-478 Chamada da s u b r o t i n a SPBC, para impor as condigoes 

f r o n t e i r a s nas v a r i a v e i s u, v e q, conforme o i t e m 

3.9. 

479-490 M o d i f i c a g a o da m a t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j^Kieo] do sist e m a 3.57 

3.58 , pa r a f o r g a r a condigao de i n c o m p r e s s i b i l i d a 

de no c e n t r o do p r i m e i r o l a d o do t r i a n g u l o , c o n f o r 



96 

me o que f o i v i s t o no i t e m 3.8. 

491-529 Montagem das m a t r i z e s elementares e v e t o r e s segun-

do membro elementares r e s p e c t i v a m e n t e , na m a t r i z 

de r i g i d e z . g l o b a l e v e t o r segundo membro g l o b a l . 

530-610 Lupe de c a l c u l o dos v a l o r e s das componentes do ve 

t o r deslocamento nos pontos de GAUSS da malha, e 

dos v a l o r e s da pressao no c e n t r o dos la d o s (caso 

d r e n a n t e ) ou somente no c e n t r o do p r i m e i r o l a d o de 

cada t r i a n g u l o (caso nao d r e n a d o ) , conforme o que 

f o i v i s t o em 3.8. 

611-612 Colocagao das UPM2 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U P M 3 nas posigoes i n i c i a i s . 

613-747 Lupe de c a l c u l o e armazenamento das grandezas secun 

d a r i a s em cada elemento. Durante essa l u p e sao cal_ 

c u l a d a s : 

1) As pressoes nos c e n t r o s dos segundo e t e r c e i r o 

l a d os do t r i a n g u l o no caso nao drenado. 

2) As componentes do v e t o r deslocamento no c e n t r o 

de g r a v i d a d e do elemento. 

3) As componentes do v e t o r deslocamento nos v e r t i -

ces e meios dos lados de cada t r i a n g u l o . 

4) As deformagoes no c e n t r o de cada l a d o do t r i a n -

g u l o . 

5) As componentes do t e n s o r das tensoes efetivas no 

c e n t r o de cada l a d o do elemento. 
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748-750 Impressao das v a r i a v e i s tempo de c o n s o l i d a g a o e 

numero t o t a l de i n t e r a g o e s , n e c e s s a r i a s durante a 

p e n u l t i m a l upe C530 - 610). Impressao dos cabeca -

l h o s "TENS5ES E DESLOCAMENTOS", conforme o que es 

t a apresentado na pagina de r e s u l t a d o s , mostrado 

no Apendice V I . 

751-754 Colocagao das UPMl,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U P M 2 , U P M 3 e U P M 4 nas posigoes 

i n i c i a i s . 

755-763 Lupe de e s c r i t u r a dos r e s u l t a d o s d e f i n i t i v o s para 

cada t r i a n g u l o , sendo impressos: 

1) O numero do t r i a n g u l o j u n t o com a v a r i a v e l INDEX 

correspondente ao estado normalmente ou sobre-

adensado do m a t e r i a l c o n s t i t u i n d o o elemento, no 

f i m da etapa de c o n s o l i d a g a o a n t e r i o r . 

2 ) O estado das tensoes e f e t i v a s ; as pressoes e 

os v a l o r e s e d i r e g o e s das tensoes e f e t i v a s p r i n 

c i p a i s nos c e n t r o s dos t r e s l a d o s do t r i a n g u l o 

e no seu c e n t r o de g r a v i d a d e . 

3) Os v a l o r e s das componentes do v e t o r deslocamen 

t o nos pontos de GAUSS de cada l a d o do t r i a n g u -

l o e no seu c e n t r o de g r a v i d a d e . 

764-768 T e s t e s para e x e c u t a r ou nao a etapa de c o n s o l i d a -

gao suplementar. 

769-770 Fim do programa p r i n c i p a l . 
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4.2.2 - S u b r o t i n a s 

S u b r o t i n a COMP: 

Executa as i n t e g r a c o e s n e c e s s a r i a s , p a r a o 

c a l c u l o da m a t r i z de r i g i d e z e l e m e n t a r , conforme £ Kl(ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)J • 

S u b r o t i n a COMPC: 

Executa as i n t e g r a c o e s n e c e s s a r i a s , p a r a o 

c a l c u l o da m a t r i z de acoplamento conforme |jCzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

S u b r o t i n a GTPRDA: 

Executa o p r o d u t o R = £ BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J T x © " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e

 [
K

©]  •  
S u b r o t i n a SGMPRD: 

das 

m a t r i z e s B 

Executa o p r o d u t o £ R J x £ B JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > P^ra o b t e r 

a m a t r i z £ Ke]' conforme o que f o i v i s t o no p a r a g r a f o 3.5.7. 

S u b r o t i n a LIGNCO: 

Permuta l i n h a s ou colunas de uma m a t r i z ou l i 

nhas de um v e t o r . 

S u b r o t i n a REDUC: 

E l i m i n a d o i s ou q u a t r o graus de liberdade de um 

elemento, conforme o que f o i v i s t o no p a r a g r a f o 3.7. 

S u b r o t i n a SPBC: 

Impoe as condicoes f r o n t e i r a s sobre as compo 

nentes do v e t o r deslocamento e sobre as pressoes, nos nos 
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de um l a d o do elemento na f r o n t e i r a da malha, conforme o 

que f o i v i s t o no p a r a g r a f o 3.9. 

S u b r o t i n a SIGELA: 

C a l c u l a a m a t r i z de e l a s t i c i d a d e ^DJdo es 

q u e l e t o s o l i d o para cada elemento. 

S u b r o t i n a DECOMP: 

Executa a e l i m i n a g a o de GAUSS sobre a ma 

t r i z de r i g i d e z g l o b a l . 

S u b r o t i n a SOLVEB: 

C a l c u l a a solugao do si s t e m a l i n e a r g l o b a l , 

a p a r t i r dos r e s u l t a d o s da e l i m i n a g a o de GAUSS, f e i t a du 

r a n t e a s u b r o t i n a DECOMP. 

S u b r o t i n a A I B I : 

C a l c u l a os c o e f i c i e n t e s da m a t r i z UMAT, per 

m i t i n d o , dessa forma, o c a l c u l o das componentes do t e n s o r 

das deformagoes, a p a r t i r das componentes do v e t o r d e s l o -

camento nos nos do elemento conforme. 

S u b r o t i n a RESULT: 

D i a g o n a l i z a o t e n s o r das tensoes e f e t i v a s , 

no c e n t r o de cada l a d o de um t r i a n g u l o e imprime os r e s u l 

t a d o s , conforme o que e s t a mostrado no Apendice V I . 

S u b r o t i n a SBNTA 

Numera os t r i a n g u l o s a d j a c e n t e s a um t r i a n -
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g u l o e imprime essa numeragao j u n t o ao t i p o de condigoes 

f r o n t e i r a s , caso h a j a . 

S u b r o t i n a YIELD: 

V e r i f i c a p a r a cada elemento o seu estado 

de pre-adensamento, e muda, caso n e c e s s a r i o , as c a r a c t e -

r i s t i c a s mecanicas do m a t e r i a l c o n s t i t u i n d o o elemento , 

de acordo com o estado de pre-adensamento a t i n g i d o na f a 

se f i n a l de c o n s o l i d a g a o a n t e r i o r . 



CAPITULO 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ANALISE DE ALGUNS RESULTADOS OBTIDOS COM 0 PROGRAMA 

"SOL". 

5.1 - Generalidades 

A f i n a l i d a d e desse c a p i t i i l o e a de v e r i f i c a r o f u n c i o -

namento do programa "SOL", depois d e l e t e r s i d o i m p l a n t a d o 

no s i s t e m a computacional do NPD-UFPb. 

Basicamente, d o i s problemas fundamentals do fenomeno 

de c o n s o l i d a g a o , foram a n a l i s a d o s . 

0 p r i m e i r o problema c o n s i s t e em c a l c u l a r os v a l o r e s 

dos r e c a l q u e s f i n a i s de c o n s o l i d a g a o quando todas as sobre 

pressoes e s t i v e r e m d i s s i p a d a s . Por i s s o , foram c a l c u l a d o s 

com o programa "SOL" os r e c a l q u e s f i n a i s de consolidagao de 

um a t e r r o de forma t r a p e z o i d a l , de dimensoes v a r i a v e i s , pos 

t o s sobre uma camada de s o l o c o m p r e s s i v e l , sendo esses r e 

s u l t a d o s comparados com os o b t i d o s a t r a v e s da t e o r i a u n i d i -

m e n s i o n a l v e r t i c a l de TERZAGHI. 

0 segundo problema c o n s i s t e , na determinagao do grau 

de r e c a l q u e de co n s o l i d a g a o em fungao do tempo, c a l c u l a d o a 

p a r t i r da colocagao de um a t e r r o , de forma r e t a n g u l a r , de 

dimensoes v a r i a v e i s , a p l i c a d o sobre uma camada de s o l o com 

p r e s s i v e l . Essa c o n f i g u r a g a o , corresponde ao problema que 

f o i t r a t a d o a n a l i t i c a m e n t e por YAMAGUCHI e MURAKAMI (197 8 ) , 

onde se tern para f i n s de comparagao, r e s u l t a d o s , mostrando 

a evolugao do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o em fungao 

do tempo. 
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5.2 - PROBLEMA I 

5,2.1 - Generalidades. 

Onze casos d i f e r e n t e s de urn a t e r r o , colocado sobre 

uma camada de s o l o c o m p r e s s i v e 1 , c u j o parametro b ( s e m i - l a r 

gura da plataforma do .aterro) v a r i a de zero a dez, foram analisados . 

Os parametros g e o m e t r i c o s e mecanicos e n v o l v i d o s nessa ana 

l i s e sao mostrados na F i g u r a 5.1. 

B 3B 

CAMADA COMPRESSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1VEL 

E, v, K 

H 

F i g u r a 5.1 - Parametros geometricos e mecanicos en 

v o l y i d o s no problema. 

- Parametros ge o m e t r i c o s 

H - a l t u r a da camada de solo compressivel (H=10m) . 

h - a l t u r a do a t e r r o (h. — 4m) . 

B - s e m i - l a r g u r a da b£ise do a t e r r o . 

b - s e m i - l a r g u r a da p l a t a f o r m a do a t e r r o . 

a - d i f e r e n c a e n t r e a s e m i - l a r g u r a da base do a t e r 

r o e a s e m i - l a r g u r a da p l a t a f o r m a do a t e r r o . 
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8 - angulo de i n c l i n a g a o do t a l u d e do a t e r r o (8=3:2) 

- Parametros mecanicos 

E - modulo de deformagao e l a s t i c a da camada de s o l o 

c o m p r e s s i v e l . 

v - c o e f i c i e n t e de Poisson da camada de s o l o compres-

s i v e l . 

y - massa e s p e c i f i c a d ° m a t e r i a l do a t e r r o . 

K - p e r m e a b i l i d a d e da camada de s o l o c o m p r e s s i v e l . 

5.2.2 - Malha de elementos f i n i t o s 

A fundagao do a t e r r o c o r r e s p o n d e n t e a camada compres-

s i v e l f o i d i v i d i d a em 64 elementos, que se distribuem con 

forme m o s t r a a F i g u r a 5.2. Essa malha de elementos f i n i t o s 

e gerada p e l o programa "SOL", bastando p a r a i s s o , que o 

u s u a r i o f o r n e g a as r e s p e c t i v a s coordenadas, h o r i z o n t a l e 

v e r t i c a l , dos meios dos lados dos t r i a n g u l o s . 

F i g u r a 5.2 - Rede de elementos f i n i t o s . 
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A r e g i a o mais proxima do c e n t r o do a t e r r o , onde maio-

res deslocamentos eram esperados, d i v i d i u - s e em elementos 

menores. As dimensoes dos elementos aumentam gra d a t i v a m e n -

t e a medida que os mesmos se d i s t a n c i a m dessa r e g i a o . 

5.2.3 - Condigoes f r o n t e i r a s 

A f i x a g a o das f r o n t e i r a s c o n f i n a n t e s da rede de e l e -

mentos f i n i t o s , obedecem aos s e g u i n t e s c r i t e r i o s : 

- a f r o n t e i r a a f r e n t e do t a l u d e f o i determinada ana 

l i s a n d o - s e v a r i a s d i s t a n c i a s do pe do t a l u d e a e s t a f r o n -

t e i r a , considerando-se os deslocamentos h o r i z o n t a l s bloquea 

dos (u = 0 ) , e l i b e r a n d o - s e os mesmos sobre a f r o n t e i r a 

em f o c o . A c r e d i t a - s e que a s i t u a g a o r e a l , ocupa uma p o s i 

cao i n t e r m e d i a r i a . Desta forma, os deslocamentos a serem 

comparados com a t e o r i a de TERZAGHI, serao aqueles o b t i d o s 

p e l a media e n t r e as duas s i t u a g o e s . A f r o n t e i r a i d e a l e 

c o n s i d e r a d a aquela que d i s t a 3,0 B a p a r t i r do pe do t a l u -

de ( v e r F i g u r a 5.1). 

- a o u t r a f r o n t e i r a l a t e r a l f o i c o l o c a d a no e i x o de 

s i m e t r i a v e r t i c a l do a t e r r o . Nesses pontos de GAUSS somen-

t e os deslocamentos v e r t i c a l s sao p e r m i t i d o s . 

- a f r o n t e i r a s u p e r i o r , corresponde a superficie supe 

r i o r da camada de s o l o c o m p r e s s i v e l ( v e r F i g u r a 5.3). 

- a f r o n t e i r a i n f e r i o r , corresponde a superficie i n f e 

r i o r da camada de s o l o c o m p r e s s i v e l ( v e r F i g u r a 5 . 3 ) . 
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CAMADA 

F. Superior 

ATI RRO 

COMPRESSIVEL 
F. I n f e r i o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 7 i < -  / >  i w - ' ; // c J- » ̂ ' 

Figura 5.3 - Camada c o m p r e s s i v e l e a t e r r o . 

Para obtencao dos r e c a l q u e s f i n a i s de c o n s o l i d a g a o 

p e l o programa "SOL" foram e s t a b e l e c i d a s as seguintes espe 

c i f i c a g o e s sobre as f r o n t e i r a s do problema: 

- os deslocamentos h o r i z o n t a l s , o r a sao e s p e c i f i c a 

dos nulos na f r o n t e i r a l a t e r a l a f r e n t e do t a l u d e ( f r o n -

t e i r a b l o q u e a d a ) , o r a sao l i b e r a d o s ( f r o n t e i r a nao blcquea 

da) . 

- os deslocamentos v e r t i c a l s , sao e s p e c i f i c a d o s nu 

l o s na f r o n t e i r a i n f e r i o r , p o i s , t r a t a - s e de uma f r o n t e i -

r a r i g i d a (por exemplo: camada r o c h o s a ) . 

- as pressoes sao e s p e c i f i c a d a s n u l a s na f r o n t e i r a 

s u p e r i o r da camada c o m p r e s s i v e l , p e r m i t i n d o , d e s t a forma, 

uma p e r f e i t a drenagem. 

- as vazoes sao e s p e c i f i c a d a s n u l a s nas f r o n t e i r a s 
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l a t e r a l s e i n f e r i o r , nao p e r m i t i n d o , assim, nenhuma p e r c o l a 

cao de agua, a t r a v e s das mesmas, sendo, p o r t a n t o , f r o n t e i -

r a s impermeaveis. 

- as tensoes sao e s p e c i f i c a d a s em p a r t e s da f r o n t e i r a 

s u p e r i o r c o r respondentes a i n t e r f a c e (aterro-camada compres 

s i v e l ) . 

5.2.4 - Escolha dos parametros mecanicos 

Os parametros mecanicos foram e s t a b e l e c i d o s , a n a l i s a n 

do-se, a t r a v e s das f o n t e s b i b l i o g r a f i c a s , v a l o r e s que me 

l h o r se adaptavam ao problema estudado. P o r t a n t o , adotaram-

se os s e g u i n t e s v a l o r e s : v = 0,33, E=1500 kPa, K = 2 xlO m/ 

d i a e y = 18 kN/m3, 

5.2.5 - C a l c u l o dos r e c a l q u e s f i n a i s a t r a v e s da t e o -

r i a de TERZAGHI. 

Os r e c a l q u e s f i n a i s de c o n s o l i d a g a o foram c a l c u l a d o s 

usando a expressao 5.1 . 

r = mv a H = = (5.1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
hi 

onde: r e o r e c a l q u e f i n a l de c o n s o l i d a g a o . 

my e o c o e f i c i e n t e de compressao 

o e a tensao c o r r e s p o n d e n t e a carga a p l i c a d a sobre 

a camada c o m p r e s s i v e l . 

I o e o c o e f i c i e n t e de i n f l u e n c i a , no n i v e l c o r r e s p o n 

dente ao c e n t r o da a l t u r a da camada c o m p r e s s i v e l . 

H e a a l t u r a da camada c o m p r e s s i v e l . 
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A determinacao dos c o e f i c i e n t e s de i n f l u e n c i a , f o i f 

t a em funcao dos parametros g e o m e t r i c o s do aterro (—, z= 5) 

a t r a v e s da F i g u r a 5.4. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. C ! 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 6 8 .! 2 4 6 6 ! . 2 4 6 6 10 

Q/Z 

Figura 5.4 - G r a f i c o dos valores de i n f l u e n c i a para o calculo 

de esforces v e r t i c a l s devido a sobrecarga impos-

t a por uma carga trapezoidal de longitude i n f i n i -

t a (segundo J. 0. Osterberg). 

5.2.6 - A n a l i s e dos r e s u l t a d o s 

O bom funcionamento do programa "SOL" f o i mostrado 

comparando-se os r e c a l q u e s f i n a i s o b t i d o s p e l a t e o r i a c l a s 

s i c a u n i d i m e n s i o n a l de TERZAGHI com a solugao u n i d i m e n s i o 
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n a l o b t i d a com o programa, p o i s , c o n s t a t o u - s e uma d i s c r e p a n 

c i a p r a t i c a m e n t e d e s p r e z i v e l . 

Para v e r i f i c a r o uso da t e o r i a acima c i t a d a , a f i m de 

a proximar um problema b i d i m e n s i o n a l , d u r a n t e o c a l c u l o do 

r e c a l q u e f i n a l no c e n t r o e no pe do t a l u d e de um aterro t r a 

p e z o i d a l de g e o m e t r i a s v a r i a v e i s , colocado acima de uma 

camada c o m p r e s s i v e l , comparou-se o r e s u l t a d o o b t i d o com a 

solugao b i d i m e n s i o n a l o b t i d a p e l o programa. 

Os r e c a l q u e s f i n a i s c a l c u l a d o s no c e n t r o do aterro por 

ambas as t e o r i a s , e s t a o apresentados na Tabela 5.1, com as 

suas r e s p e c t i v a s d i s c r e p a n c i a s , podendo as mesmas chegarem 

a t e 11,2%, enquanto os calculados no pe do t a l u d e a p r e s e n t a -

ram d i s c r e p a n c i a s de a t e 35,0%. 

b 

(m) 

r (bloqueado) 

(cm) 

r (nao bloqueado) 

(cm) 

r(medio) 

(cm) 

r (Terzaghi) 

(cm) 

Diferenca 

Relativa 

(%) 

0,0 24,6 25,5 25,1 26,9 7,2 

1,0 29,0 29,9 29,5 32,8 11,2 

2,0 34,0 35,5 34,7 37,2 7,2 

3,0 36,5 38,0 37,3 40,5 8,6 

4,0 38,1 39,7 38,9 42,4 9,0 

5,0 39,3 40,9 40,1 44,1 10,0 

6,0 40,0 41,7 40,8 45,1 10,5 

7,0 40,4 42,3 41,4 45,7 8,9 

7,5 41,0 42,8 41,9 46,3 10,5 

9,0 41,3 43,2 42,2 46,6 10,4 

10,0 41,4 43,2 42,3 46,8 10,6 

Tabela 5.1 - Recalques calculados no centro do aterro. 
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5.3 - PROBLEMA I I 

5.3.1 - Generalidades 

Dois casos d i f e r e n t e s de um a t e r r o , c o l ocado acima de 

uma camada c o m p r e s s i v e l , apresentando r e l a c o e s e n t r e a se 

m i - l a r g u r a (b) e a a l t u r a da camada c o m p r e s s i v e l ( H ) , t a i s 

como, ^ = 0,1 e ^ = 2,0 foram a n a l i s a d o s , v i s a n d o - s e ava zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ri n — 

l i a r a v e l o c i d a d e de c o n s o l i d a g a o . Para i s s o , tragaram-se 

curvas do g r a u de r e c a l q u e de co n s o l i d a g a o no c e n t r o da ba 

se i n f e r i o r do a t e r r o em fungao do tempo com os r e s u l t a d o s 

o b t i d o s p e l o programa, a f i m de compara-las com as curvas 

de YAMAGUCHI e MURAKAMI (1978), mostradas na F i g u r a 3(a) da 

pagina 101. Essas curvas de YAMAGUCHI e MURAKAMI (1978) f o 

ram o b t i d a s a p a r t i r de uma solugao a n a l i t i c a do mesmo pro 

blema, usando as mesmas ge o m e t r i a s . 

Os a u t o r e s acima c i t a d o s , a n a l i s a r a m curvas de e v o l u 

gao do grau de r e c a l q u e de co n s o l i d a g a o em fungao do tempo 

para c i n c o d i f e r e n t e s g e o m e t r i a s , porem, foram e s c o l h i d o s 

os d o i s casos extremos c i t a d o s a n t e r i o r m e n t e , ou sejam , 

b b 
— = 0,1 e — = 2 , 0 , a f i m de compara-las com as curvas o b t i 
H rl — 

das com o programa "SOL". 

Os parametros mecanicos e n v o l v i d o s nessa a n a l i s e sao 

os mesmos mostrados na F i g u r a 5.1, enquanto os ge o m e t r i c o s 

e s t a o apresentados na F i g u r a 5.5. 
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ATERRO 

CAMADA COMPRESSIVEL 
H 

F i g u r a 5.5 - Parametros g e o m e t r i c o s . 

onde, 

H - a l t u r a da camada c o m p r e s s i v e l 

h - a l t u r a do a t e r r o (h = 4m) 

b - s e m i - l a r g u r a do a t e r r o . 

5.3.2 - Malha de elementos f i n i t o s 

A malha usada e a mesraa que a apresentada no p a r a g r a 

f o 5.2.2. 

5.3.3 - Condigoes f r o n t e i r a s 

As condigoes f r o n t e i r a s u t i l i z a d a s sao as mesmas usa 

das d u r a n t e a a n a l i s e dos r e c a l q u e s f i n a i s , apresentadas 
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no p a r a g r a f o 5.2.3. 

5.3.4 - Escolha dos parametros mecanicos 

Apenas o c o e f i c i e n t e de Poisson do e s q u e l e t o s o l i d o 

f o i m o d i f i c a d o para-o v a l o r v = 0,30, a f i m de concordar 

com o mesmo usado por YAMAGUCHI e MURAKAMI (197 8 ) . Os ou 

t r o s parametros permaneceram os mesmos u t i l i z a d o s no para 

g r a f o 5.2.4. 

5.3.5 - C a l c u l o do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o 

O grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o f o i calculado usan 

do a mesma expressao u t i l i z a d a p or YAMAGUCHI e MURAKAMI 

(1978), sendo dada p e l a s e g u i n t e equagao: 

(T = T) (T = 0) 

Us(T) = Wz= 1 - Wz= 1 { 5 m 2 ) 

(T ->•«•) (T = 0) 

Wz= 1 - Wz= 1 

Nessa equagao 5.2 T e o f a t o r tempo, sendo o mesmo 

c a l c u l a d o p e l a expressao 5.3. 

T = C v t (5.3) 

H 2 

onde, v e o c o e f i c i e n t e de c o n s o l i d a g a o v e r t i c a l 

t e o tempo de c o n s o l i d a g a o 

H e o maior caminho de drenagem, sendo nesse caso, 

a a l t u r a t o t a l da camada c o m p r e s s i v e l d e v i d o a 

mesma s e r apenas drenada p e l a f r o n t e i r a superior. 
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O numerator- da expressao 5,2 e o r e c a l q u e de c o n s o l i d a 

cao, c a l c u l a d o no c e n t r o da base i n f e r i o r do a t e r r o (z = 1 1 , 

par a o tempo t c o r r e s p o n d e n t s ao f a t o r tempo ( T l . Esse r e c a l -

que de c o n s o l i d a g a o e dado p e l a d i f e r e n g a e n t r e o r e c a l q u e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CC —-TL 
c a l c u l a d o no tempo t (Wz=- 1)_ e o mesmo c a l c u l a d o no tempo 

erzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =0.1 

t = azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c wz=_n, 

0 denominator da expressao 5,2 £ o r e c a l q u e de c o n s o l i 

dagao c a l c u l a d o no c e n t r o da. bas.e i n f e r i o r do a t e r r o , sendo o 

(TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + «>L 

mesmo dado p e l a d i f e r e n g a e n t r e o r e c a l q u e f i n a l (Wz = 1} e o 

(T - Ql 

r e c a l q u e i v n i x c i - a l (WzzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 1 , 

No caso da t e o r i a u n i d i m e n s i o n a l de TERZAGHI, o grau 

de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o a i g u a l ao grau de c o n s o l i d a g a o , 

p e l o f a t o de que no tempo t = 0 , correspondente ao momento da 

a p l i c a g a o do carregamento, o r e c a l q u e i n i c i a l e n u l o . I s t o se 

deye ao f a t o de, nesse caso p a r t i c u l a r , t a n t o a p a r t e e s f e r i -

ca quanto a d e s y i a t o r i c a do t e n s o r das deformagoes serem nu 

l a s . 

5,3,6 - A n a l i s e dos. r e s u l t a d o s 

0 processo de eyolugao do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i -

dagao no tempo, apos a a p l i c a g a o do carregamento f o i v e r i f i c a 

do, comparando-se os r e s u l t a d o s o b t i d o s com o programa com os 

mesmos o b t i d o s " a n a l i t i c a m e n t e p or YAMAGUCHI e MURAKAMI (19.781, 

d u r a n t e a ob.tengao da solugao de um problema de e l a s t o - c o n s o -

l i d a g a o b i d i m e n s i o n a l de um macigo de s o l o c o m p r e s s i v e l subme 

t i d o ao carregamento de um a t e r r o r e t a n g u l a r . Essa coraparagao 
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f o i f e i t a p a r a duas geometrias d i f e r e n t e s , onde se observou 

uma a c e i t a v e l c o n c o r d a n c i a e n t r e os r e s u l t a d o s . 

A ev o l u g a o do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o com o 

tempo, c o r r e s p o n d e n t e a solugao de um problema u n i d i m e n s i o -

n a l usando o programa "SOL", e s t a apresentada na Figura 5.5 , 

juntamente com a curva o b t i d a por YAMAGUCHI e MURAKAMI (1978) , 

como tambem, a c u r v a de TERZAGHI c o n v e n c i o n a l u t i l i z a d a f r e 

quentemente em p r o j e t o s de fundagoes. Como se pode observar , 

houve uma a c e i t a v e l c o n c o r d a n c i a e n t r e os r e s u l t a d o s o b t i 

dos. 

As F i g u r a s 5.7 e 5.8 apresentam r e s p e c t i v a m e n t e as 

curvas do g r a u de r e c a l q u e de co n s o l i d a g a o em fungao do tem 

po, c o r r e s p o n d e n t e s a solugao de um problema b i d i m e n s i o -

n a l usando o programa, juntamente com as curvas obtidas p or 

YAMAGUCHI e MURAKAMI (1978), r e f e r e n t e s as duas g e o m e t r i a s 

a n a l i s a d a s , ou sejam, — = 0 , 1 e = 2,0, como tambem , 

H H 

a c u r v a de TERZAGHI c o n v e n c i o n a l . 

Comparando-se os r e s u l t a d o s o b t i d o s com o programa e 

os mesmos determinados a n a l i t i c a m e n t e p or YAMAGUCHI e MURAKA 

MI (1978), observou-se uma a c e i t a v e l c o n c o r d a n c i a . 

As d i s c r e p a n c i a s observadas p a r a os tempos maiores 

sao d e v i d o s a i m p r e c i s a o dos c a l c u l o s , quando usados grandes 

incrementos de tempo (At) , p o i s como se sabe d u r a n t e a dis_ 

c r e t i z a g a o no tempo mostrada no p a r a g r a f o 3.6.2, usou-se a 

s e g u i n t e aproximagao: 
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6 ® ( t + At) - 6 @ ( t ) (5.4) 
6 ® At 

P o r t a n t o , p a r a maiores v a l o r e s de At a aproximagao 

das d e r i v a d a s com r e l a g a o ao tempo do v e t o r 6 (e) mostra-

da na equagao 5.4, pode a c a r r e t a r e r r o s e g e r a r r e s u l t a -

dos i m p r e c i s o s . 

A n a l i s a n d o - s e por exemplo a c u r v a do g r a u de r e c a l 

que de c o n s o l i d a g a o em fungao do tempo p a r a a g e o m e t r i a 

— = 0,1 (ver F i g . 5 . 7 ) , pode-se c o n s t a t a r que p a r a um tern 

H 

po T = 0,01, o grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o a t i n g e 

aproximadamente 10% usando a curva de TERZAGHI co n v e n c i o -

n a l , enquanto a t i n g i r i a 4 1 % do mesmo u t i l i z a n d o a c u r v a 

o b t i d a com o programa "SOL". 

As mesmas curvas da F i g u r a 5.7 mostram tambem que 

par a a t i n g i r o mesmo grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o 

(Us = 41%) o b t i d o p e l o programa depois de 11 ireses (T=0,01), 

p r e c i s a - s e de aproximadamente 13 anos usando a c u r v a de 

TERZAGHI c o n v e n c i o n a l . 
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F i g u r a 5.7 - Curvas do g r a u de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o em fungao do f a t o r tempo, no caso de um 

problema b i d i m e n s i o n a l , p a r a a g e o m e t r i a 
H 

= 0,1. 
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F i g u r a 5.8 - Curvas do gr a u de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o em fungao do f a t o r tempo, no caso de um 

problema b i d i m e n s i o n a l , para a g e o m e t r i a — — = 2,0. 

H 
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5.4 - USO GERAL DO PROGRAMA "SOL 

O uso g e r a l do programa "SOL, c o n s i s t e em e s t u d a r 

o comportamento a c u r t o p r a z o , longo p r a z o e no d e c o r r e r 

do tempo de q u a i s q u e r t i p o s de fundacoes bidiirensionais pos_ 

t a s sobre camadas c o m p r e s s i v e i s . 

Dois casos podem ser considerados dependendo da 

r i g i d e z da fundacao: 

a) a r i g i d e z da fundacao pode s e r desprezada ( f u n 

dacao completamente f l e x f v e l ) . I s t o se r e f e r e ao caso p a r 

t i c u l a r a n a l i s a d o n e s t e t r a b a l h o , ou s e j a , c o n s t r u g a o de 

a t e r r o s e b a r r a g e n s de t e r r a no topo das camadas corcpressl 

v e i s . Neste caso, o corpo do a t e r r o nao e s t a incorporado na 

malha de elementos f i n i t o s , e as pressoes de c o n t a t o e n t r e 

a base i n f e r i o r do a t e r r o e a camada c o m p r e s s i v e l sao a l g u 

mas das condigoes f r o n t e i r a s do problema, devendo s e r de 

terminadas antecipadamente a f i m de s e r v i r e m de dados do 

programa• 

E v i d e n t e m e n t e , nenhuma inf o r m a c a o sobre o e s t a d o 

das deformacoes e tensoes d e n t r o do corpo do a t e r r o s e r a 

determinada p e l o programa. Este caso s e r a usado quando as 

deformacoes e r e c a l q u e s das camadas c o m p r e s s i v e i s forem 

m u i t o mais i m p o r t a n t e s que a p r o p r i a deformagao do corpo 

do a t e r r o . 

b) a r i g i d e z da fundagao e lev a d a em c o n s i d e r a g a o 

na a n a l i s e das deformacoes e r e c a l q u e s . P o r t a n t o , a geome-



119 

t r i a do macico da fundacao (sapata c o r r i d a , r a d i e r , muro de 

a r r i m o ) e s t a i n c o r p o r a d a a malha de elementos f i n i t o s . As 

c a r a c t e r i s t i c a s mecanicas dos m a t e r i a l s que c o n s t i t u e n t a 

fundacao sao tambem co n s i d e r a d a s . 

Dois subcasos podem entao s e r t r a t a d o s : 

b . l - 0 macico da fundacao atua como s i m p l e s t r a n s m i s s o r 

de cargas e n t r e uma s u p e r e s t r u t u r a ( e d i f i c i o s , pon 

t e s ) e as camadas c o m p r e s s i v e i s . Essas c a r g a s , co-

mo tambem, os seus pontos de a p l i c a c a o devem s e r 

conheci d o s , a f i m de f a z e r p a r t e dos dados de en 

t r a d a do programa. 

b.2 - 0 macico da fundacao atua como carga p e l o seu peso 

p r 5 p r i o . I s t o , se r e f e r e ao caso de um a t e r r o so 

b r e uma camada c o m p r e s s i v e l , onde as p r o p r i a s de 

formagoes e r e c a l q u e s , d e n t r o do corpo do a t e r r o 

sob o u n i c o e f e i t o do peso do seu m a t e r i a l c o n s t i 

t u i n t e nao sao desprezadas na f r e n t e das iresmas nas 

camadas i n f e r i o r e s . Essas camadas i n f e r i o r e s , po 

dem s e r camadas r i g i d a s como no caso de uma b a r r a 

gem de t e r r a sobre rocha. 
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CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS 

6.1 - CONCLUSOES 

As conclusoes que podem s e r f o r n e c i d a s , a p a r t i r dos 

r e s u l t a d o s numericos o b t i d o s , sao as s e g u i n t e s : 

1) 0 programa "SOL" uma vez i m p l a n t a d o no s i s t e m a 

computacional do NPD-UFPb, e s t a fornecendo r e s u l t a d o s numeri 

cos a c e i t a v e i s , quando t r a t a de um problema de e l a s t o - c o n s o -

l i d a c a o b i d i m e n s i o n a l . 

2) Os r e s u l t a d o s apresentados na Tabela 5.1 mostram 

que o uso da t e o r i a u n i d i m e n s i o n a l de TERZAGHI pa r a a p r o x i -

mar um problema b i d i m e n s i o n a l , d u r a n t e o c a l c u l o do r e c a l q u e 

f i n a l no c e n t r o da base i n f e r i o r de um a t e r r o , colocado ac:L 

ma de uma camada c o m p r e s s i v e l , pode g e r a r d i s c r e p a n c i a s de 

at e 11,2%. 

3) No pe do t a l u d e , os r e s u l t a d o s o b t i d o s mostram que 

os r e c a l q u e s f i n a i s c a l c u l a d o s p e l o programa podem chegar 

a t e r uma d i s c r e p a n c i a de a t e 35,0% com r e l a g a o aos mesmos 

c a l c u l a d o s p e l o s metodos c l a s s i c o s . 

4) O uso da t e o r i a c l a s s i c a u n i d i m e n s i o n a l de TERZA-

GHI para aproximar um problema b i d i m e n s i o n a l , como f o i o ca 

so de uma camada c o m p r e s s i v e l submetida a um carregamento re 

t a n g u l a r , pode t r a z e r grandes e r r o s quando da a v a l i a c a o da 
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v e l o c i d a d e de c o n s o l i d a g a o . 

5) Sempre que s u r g i r um problema b i d i m e n s i o n a l , em 

que se tenha grande i n t e r e s s e de conhecer melhor a e v o l u -

gao do grau de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o em fungao do tern 

po ( p r o j e t o de co n s t r u g a o p or et a p a de um a t e r r o ) , deve 

ser u t i l i z a d o o programa "SOL" pa r a t r a t a - l o . 

6.2 - SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS 

- M o d i f i c a g a o do programa "SOL", para o t r a t a m e n t o 

de um problema t r i d i m e n s i o n a l , apresentando uma s i m e t r i a 

de revolugao ( p r o j e t o s de drenos de a r e i a ) . 

- Fazer um es t u d o c o m p a r a t i v o e n t r e os r e s u l t a d o s 

o b t i d o s com o programa "SOL" e a t e o r i a de TERZAGHI com 

os mesmos o b t i d o s d u r a n t e uma i n s t r u m e n t a g a o de um a t e r r o 

sobre camada c o m p r e s s i v e l . 

- E s t u d a r o e f e i t o dos parametros mecanicos (E, v) 

da camada de s o l o c o m p r e s s i v e l , sobre as curvas do grau 

de r e c a l q u e de c o n s o l i d a g a o em fungao do f a t o r tempo. 
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LI STA DAS VARI AVEI S DO PROGRAMA "SOL 

ANOR - f a t o r de normalizagao 

R - f a t o r de convergencia 

EPI - c r i t e r i o de convergencia da solugao 

Ko c o e f i c i e n t e de empuxo no repouso 

CONTRI- c r i t e r i o de e x i s t e n c i a de tensoes e f e t i v a s i n i c i a i s 

NBW4 - l a r g u r a da banda da m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l com 4 

graus de l i b e r d a d e p or l a d o 

NBW5 - l a r g u r a de banda da m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l com 5 

graus de l i b e r d a d e p o r l a d o 

NN5 - numero de l i n h a s da m a t r i z de r i g i d e z g l o b a l com 5 

graus de l i b e r d a d e por l a d o 

NEC - numero t o t a l de etapas de c o n s o l i d a g a o 

NLIM - numero de etapa de co n s o l i d a g a o a p a r t i r da q u a l o 

carregamento permanece c o n s t a n t e 

NPgRM - c r i t e r i o de opgao para obtengao da et a p a de c o n s o l i 

NOPT - c r i t e r i o de opgao para acompanhamento ou nao do 

dagao suplementar 

p r o c e s s o de co n s o l i d a g a o 

N S 
numero de v e r t i c e s do elemento (Ns = 3) 

NDSOM c r i t e r i o de opgao para determinagao das componentes 

do v e t o r deslocamento nos v e r t i c e s do elemento da 

malha 
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ROWzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - peso e s p e c i f i c o da agua conforme o sistema de u n i d a -

des 

NTT - numero t o t a l de t r i a n g u l o s da malha 

NCT - numero t o t a l de lados da malha 

NSPEC - numero t o t a l de e s p e c i f i c a c o e s em u, v e q 

NSPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.X - numero t o t a l de lados da malha, onde e x i s t e e s p e c i -

f i c a c o e s das componentes h o r i z o n t a l s do v e t o r d e s l o -

camento (u) 

NSPy - numero t o t a l de lados da malha, onde e x i s t e e s p e c i f i 

cagoes das componentes v e r t i c a l s do v e t o r deslocamen 

t o (v) 

NTSP - numero t o t a l de lados na f r o n t e i r a S t, onde e x i s t e 

tensoes e s p e c i f i c a d a s 

NKEL - numero t o t a l dos d i f e r e n t e s m a t e r i a l s 

N Q S - numero t o t a l de lados na f r o n t e i r a S Q, a t r a v e s dos 

q u a i s a vazao e s t a e s p e c i f i c a d a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nc - numero de lados por elemento NC -= 3 (elemento t r i a n -

g u l a r ) 

J - numero do t r i a n g u l o 

NPRIM - c r i t e r i o i n i c i a l i z a d o com o v a l o r n u l o , sendo o mes 

mo m o d i f i c a d o para o v a l o r 1 no caso de execugao de 

uma e t a p a de c o n s o l i d a g a o suplementar (NPERM=1) 

NTN - numero t o t a l de pontos de GAUSS na malha 

NSPz ~ numero t o t a l de e s p e c i f i c a g o e s em u e v 

NPS - numero de lados com pressoes e s p e c i f i c a d a s 

G - r a i z p o s i t i v a do p o l i n o m i o de LEGENDPJE do segundo 

g r a u 
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AA -  c ons t a nt e de pa s s a ge m do c e nt r o de um l ado pa r a o 

pr i me i r o pont o de GAUSS de s t e l a do 

BB -  c ons t a nt e de pa s s a ge m do c e nt r o de um l a do pa r a o 

s e gundo pont o de GAUSS de s t e l a do 

N -  nume r o da e t a pa de c ons ol i da c a o 

CONS -  c ons t a nt e c uj o v a l or  e 1 pa r a f a s e na o dr e na da ( N=l )  

e 2 dur a nt e o pr oc e s s o de c ons ol i da c a o ( N > 1)  

NLC -  nume r o de gr a us de l i be r da de por  l a do:  NLC=4 pa r a 

f a s e na o dr e na da e NLC=5 dur a nt e o pr oc e s s o de con 

s ol i da ga o 

LR -  nume r o de gr a us de l i be r da de e l i mi na dos de nt r o da 

ma t r i z  de r i gi de z e l e me nt a r :  LR=4 pa r a f ase na o dr e 

na da e LR=2 dur a nt e o pr oc e s s o de c ons ol i da c a o 

LLR -  nume r o de gr a us de l i be r da de r e s t an t e de poi s da el i _ 

mi na c a o na ma t r i z  de r i gi de z e l e me nt a r :  LLR= 1 3 pa r a 

f a s e na o dr e na da e LLR=1 5 dur a nt e o pr oc e s s o de con 

s ol i da ga o 

KDI M -  nume r o de gr a us de l i be r da de s obr e os l a dos de um 

t r i a ngu l o :  KDI M=1 2 pa r a f ase na o dr e na da e KDI M = 

15 dur a nt e o pr oc e s s o de c ons ol i da c a o 

KDI Mi  -  v a r i a v e l  i nt e i r a de s t i na da a s ubdi v i d i r  o v e t or  au 

x i l i a r  y y w e m bl oc os de 13 p o s i g o e s ,  onde c a da b i o 

co se r e f e r e a um t r i a ngu l o ,  no c a s o na o dr e na do 

KI NC -  v a r i a v e l  i nt ei r a i gual  ao pr odut o do nuver o de gr aus de l i  

be r da de sobr e um l ado (4 ou 5)  pel o numer o de l ados de um 

t r i a ngul o ( N2=3)  vezes o numer o t ot al  de t r i angul os ( NTT)  
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NGEL -  ma i o r  nume r o pos s i v e l  de gr a us de l i be r da de de nt r o 

de um t r i a ngul o ( MGEL = 1 7 )  

NN -  nume r o t ot a l  de gr a us de l i be r da de s obr e os l a dos 

da ma l ha :  NN = NN4 pa r a f ase na o dr e na da e NN = NN5 

dur a nt e o pr oc e s s o de c ons ol i da c a o 

DTI ME -  i nc r e me nt o da v a r i a v e l  t e mp o ,  s e ndo o me s mo i gual  a 

dua s v e z e s o i nt e r v a l o de t e mpo e nt r e o t e mpo a t ua l  

e o ul t i mo t e mpo pa r a o qua l  a s ol uc a o f oi  cal cul ada-

T I MEN -  t e mpo a t ua l  pa r a o qua l  se que r  c a l c ul a r  a sol ucao 

NBW -  l a r gur a de ba nda da ma t r i z  de r i gi de z gl oba l  

KELU")  -  nume r o do ma t e r i a l  c ons t i t u i ndo o e l e me nt o nume r o J 

I NDEX -  i ndi c a dor  do e s t a do de a de ns a me nt o do ma t e r i a l  c ons 

t i t u i ndo o e l e me nt o nume r o J 

Ni  -  nume r o do pr i me i r o l a do do t r i a ngul o de nume r o J 

N2 -  nume r o do s e gundo l ado do t r i a ngul o de nume r o J 

N3 -  nume r o do t e r c e i r o l ado do t r i a ngul o de nume r o J 

Ai  -  c ompone nt e hor i z ont a l  do s e gundo l a do do t r i a ngul o 

de nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A2 -  c ompone nt e hor i z ont a l  do t e r c e i r o l a do do t r i a ngul o 

de nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o 

A3 -  c ompone nt e hor i z ont a l  do pr i me i r o l ado do t r i a ngul o 

de nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o 

Bi  -  c ompone nt e v e r t i c a l  do s e gundo l ado do t r i angul o de 

nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o 

B2 -  c ompone nt e v e r t i c a l  do t e r c e i r o l ado do t r i a ngul o 

de nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o 
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B3 -  c ompone nt e v e r t i c a l  do pr i me i r o l ado do t r i a ngul o 

de nume r o J ,  or i e nt a do no s e nt i do a nt i hor a r i o 

AI RE -  a r e a or i e nt a da do ' t r i a ngul o de nume r o J 

LONG5 -  c ompr i me nt o do s e gundo l a do do t r i a ngul o de n u me -

r o J 

L0 N6 "  -  c ompr i me nt o do t e r c e i r o l ado do t r i a ngul o de nume 

r o J 

LON4 -  c ompr i me nt o do pr i me i r o l ado do t r i a ngul o de nume 

r o 

NTTSP -  nume r o t ot a l  de t r i a ngu l os ,  onde e m um dos l a dos 

e x i s t e t e ns oe s e s pe c i f i c a da s 

NTUVPQ -  nume r o t ot a l  de t r i a ngu l os ,  onde e m um dos l a dos 

e x i s t e pe l o me nos uma das v a r i a v e i s ( u,  v ,  p ,  Q )  

e s pe c i f i c a da s 

F -  v e t or  s e gundo me mbr o e l e me nt a r  c onf or me 

UV -  c ompone nt e s do v e t or  de s l oc a me nt o ge ne r a l i z a do no 

e l e me nt o " SOL"  

UVS -  c ompone nt e s do v e t or  de s l oc a me nt o no e l e me nt o con 

f or me 

UMAT -  ma t r i z  de pa s s a ge m dos de s l oc a me nt os pa r a as de f or  

ma c o e s ,  no c a s o do e l e me nt o c onf or me 

EG -  v e t or  a ux i l i a r ,  de s c r e v e ndo o t e ns or  da s de f or ma 

goe s num pont o noda l  

XYG -  v e t or  de f or ma c a o r e duz i do 

SI G -  v e t or  t e ns a o r e duz i do 

S -  v e t or  c ons t a n t e ,  us a do pa r a c a l c ul a r  as de f or ma 

goe s nos me i os dos l ados e c e nt r o dos e l e me nt os 



1 
1 3 1 

CU -  v e t or  f or ma do pe l os c oe f i c i e nt e s da r e l a ga o e nt r e 

as c ompone nt e s hor i z ont a l s do v e t or  de s l oc a me nt o 

nos pont os de GAUSS 

CV -  v e t or  f or ma do pe l os c oe f i c i e nt e s da r e l a ga o e nt r e 

as c ompone nt e s v e r t i c a l s do v e t or  de s l oc a me nt o 

nos pont os de GAUSS 

WU -  v e t or  f or ma do pe l os c oe f i c i e nt e s da r e l a ga o e nt r e 

as c ompone nt e s hor i z ont a l s do v e t or  de s l oc a me nt o 

nos pont os de GAUSS e as pr e s s oe s nos me i os dos l a 

dos dos e l e me nt os 

WV -  v e t or  f or ma do pe l os c oe f i c i e nt e s da r e l a ga o e nt r e 

as c ompone nt e s v e r t i c a l s do v e t or  de s l oc a me nt o nos 

pont os de GAUSS e as pr e s s oe s nos me i os dos l a dos 

do e l e me nt o 

ALFA -  c oe f i c i e nt e de pe na l i da de 

I NDEX -  v a r i a v e l  i ndi c a dor a do e s t a do de a de ns a me nt o do 

ma t e r i a l  c ons t i t u i ndo o e l e me nt o 

N

NE "  nume r o do l ado do e l e me nt o 

KEL -  nume r o do ma t e r i a l  c ons t i t u i ndo o e l e me nt o 

NTA -  nume r o do t r i a ngul o a dj a c e nt e 

Kw -  v a r i a v e l  i ndi c a dor a da e x i s t e nc i a de a gua ou na o 

de nt r o do e l e me nt o 

R-  -  quoc i e nt e da per meabi l i dade hor i zont al  pe l o pe s o e s pe -

c l f i c o da agua 

Ry -  Quoc i e nt e da per i r eabi l i dade ver t i cal  pe l o pe s o e s p e c i -

f i co da a gua 

I T -  v a r i a v e l  i ndi c a dor a de t e ns oe s e s pe c i f i c a da s s obr e 

os l a dos dos e l e me nt os 
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I SP -  v a r i a v e l  i ndi c a dor a de u ,  v e q e s pe c i f i c a da s sobr e 

os l a dos dos t r i a ngul os zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F K -  v e t or  a ux i l i a r ,  onde e s t a o a r qui v a dos os s e gundos 

i nembr os da s e qua goe s l i n e a r e s ,  pr ov e ni e nt e s das e l i  

nt i nagoes dos gr a us de l i be r da de 

Yw -  v e t or  a u x i l i a r ,  onde e s t a o a r qui v a dos os c oe f i c i e n-

t e s das e qua goe s l i ne a r e s pr ov e ni e nt e s da s e l i mi na 

goe s dos gr a us de l i be r da de 

( xx, yy, zz,  

v*w)  -  ma t r i z e s a ux i l i a r e s c a l c ul a da s na s ubr ot i na COMP e 

us a da s na c ons t r uga o da pa r t e da ma t r i z  de r i gi de z 

e l e me nt a r  c onf or me RAS,  r e f e r e nt e aos e s que l e t o so 

l i do 

( CCA,  ( XB) - mat r i zes a ux i l i a r e s c a l c ul a da s na s ubr ot i na COMPc e 

us a da s na c ons t r uga o da s pa r t e s da ma t r i z  de r i g i -

de z e l e me nt a r  c onf or me F AS,  r e f e r e nt e s ao a c opl a me n 

t o e l a s t i c i da de - e s c oa me nt o 

RKB -  ma t r i z  a ux i l i a r  de pe r me a bi l i da de us a da na c o n s t r u -

ga o da pa r t e da ma t r i z  de r i g i de z e l e me nt a r  RAS ,  

r e f e r e nt e ao e s c oa me nt o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MM2 -  e o v e t or  f or ga gl oba l  e qui v a l e nc e as f or ga s de v o 

l ume e x e r c i da s s obr e o e s que l e t o s o l i d o ,  obt i do por  

mont a ge m dos v e t or e s e l e me nt a r e s {M M 2 e } 

MMl  -  v e t or  f or ga g l oba l  e qui v a l e nt e as t e ns oe s i n i c i a i s ,  

obt i do por  mont a ge m dos v e t or e s e l e me nt a r e s { ^ELe)  
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MM3 "  v e t or  f or ga gl oba l  e qui v a l e nc e as f or ga s de v o l u -

me e x e r c i da s s obr e a a g u a ,  obt i do por  mont a ge m 

dos v e t or e s e l e me nt a r e s ' { MM,  }  

oe 

PPl  -  v e t or  f or ga gl oba l  e qui v a l e nt e as t e ns oe s e s p e c i -

f i c a da s e i mpos t a na f r ont e i r a S.  

P?2 ~ v e t or  f or ga gl oba l  e qui v a l e nt e as v a z oe s e s pe c i f i  

c a da s e i mpos t a s na f r ont e i r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ 

T x -  c ompone nt e hor i z ont a l  do v e t or  t e ns a o 

-  c ompone nt e v e r t i c a l  do v e t or  t e ns a o 

D -  ma t r i z  de e l a s t i c i da de 

A -  ma t r i z  que r e l a c i ona as c ompone nt e s hor i zont al s ou 

v e r t i c a l s do v e t or  de s l oc a me nt o do e l e me nt o "SOL" 

c om os me s mos do e l e me nt o c onf or me 

L I G N -  qua dr o t r i d i me n s i o n a l ,  c ompos t o de 68 pos i goe s ,  

que s e r a o ut i l i z a da s na de t e r mi na ga o do pr i me i r o 

v e t or  t r a ns pos i ga o I T R A 

I T R A -  v e t or  t r a ns pos i ga o 

B -  ma t r i z  que r e l a c i ona ao me s mo t e mpo t odos os gr a us 

de l i be r da de do e l e me nt o "SOL" c om os me s mos do 

e l e me nt o c onf or me 

BTK -  ma t r i z  a u x i l i a r ,  obt i da pe l o pr odut o da ma t r i z  

por  B 

FNC -  v e t or  s e gundo me mbr o e l e me nt a r  na o c onf or me 

X I -  a bs c i s s a do me i o do l a do do t r i a ngul o 
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YI  

FFK 

YYW 

NDEL 

DEL 

DEP 

ABAND 

FAS 

T 

LT 

LQ 

NUV 

NUH 

EL AST V 

ELASTH 

GV 

R 

or de na da do me i o do l a do do t r i a ngul o 

v e t or  a ux i l i a r ,  onde e s t a o a r qui v a dos os de c i mos 

t e r c e i r os v a l or e s dos v e t or e s s e gundo me mbr o e l e 

i r i ent ar es na o c onf or me ,  no c a s o na o dr e na do ( ve 

t or  r e duz i do)  

v e t or  a ux i l i a r  onde e s t a o a r qui v a dos os c oe f i  

c i e nt e s das de c i ma s t e r c e i r a s l i nha s da s ma t r i -

z es de r i gi de z e l e me nt a r e s na o c o n f o r me ,  no c a s o 

na o dr e na do ( mat r i z  r e duz i da )  

nume r o do l a do onde u ,  v ou q e e s pe c i f i c a do 

v a l or  da e s pe c i f i c a ga o de u ,  v ou q no l a do c uj o 

nume r o e NDELCI )  

v e t or  de s l oc a me nt o gl oba l  

ma t r i z  de r i gi de z gl oba l  

v e t or  s e gundo me mbr o gl oba l  

c ompone nt e s do v e t or  t e ns a o na s e x t r e mi da de s do 

l a do 

nume r o do l ado onde e x i s t e t e ns oe s e s pe c i f i c a da s 

nume r o do l a do onde ( Q)  e e s pe c i f i c a do 

c oe f i c i e nt e de Poi s s on v e r t i c a l  

c oe f i c i e nt e de Poi s s on hor i z on t a l  

modul o de e l a s t i c i da de v e r t i c a l  de YOUNG 

modul o de e l a s t i c i da de hor i z ont a l  de YOUNG 

modul o de c i s a l ha me nt o 

pe s o e s pe c i f i c o do s ol o c o mp r e s s i v e !  
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RXT ~ c oe f i c i e nt e de pe r me a bi l i da de hor i z on t a l  do s ol o 

c ompr e s s i v e l  

Ry T -  c oe f i c i e nt e de pe r me a bi l i da de v e r t i c a l  do s ol o 

c ompr e s s i v e l  

SI VC -  p r e s s a o do pr e - a de ns a me nt o v e r t i c a l  

SI HC -  p r e s s a o do pr e - a de ns a me nt o hor i z ont a l  

TI ME -  t e mpo de c ons ol i da c a o 

NWN -  v e t or  a ux i l i a r  us a do pa r a f a br i c a ga o dos t r i a ngu 

l os a dj a c e nt e s a um t r i a ngul o 

SI GT -  v e t or  a ux i l i a r  de s c r e v e ndo o e s t a do da s t e ns oe s 

e f e t i v a s num pont o noda l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TJVP _ v e t o r  de s l oc a me nt o e l e me nt a r  e x i s t e nt e no t e mpo 

pos t e r i o r  

UVT -  v e t or  de s l oc a me nt o e l e me nt a r  a t ua l  (  no t empo t )  

SI GPW -  v e t or  a ux i l i a r  de s c r e v e ndo o e s t a do da s t e ns oe s 

e f e t i v a s nos c e nt r os de c a da l ado de um e l e me n t o ,  

no t e mpo pos t e r i or  

SI GTW -  v e t or  a ux i l i a r  de s c r e v e ndo o e s t a do da s t e ns oe s 

e f e t i v a s nos c e nt r os de c a da l ado de um e l e me n -

t o ,  n o t e mpo a t ua l  

P R E S -  v e t or  a ux i l i a r  dos a c r e s c i mos da s pr e s s oe s nos 

c e nt r os de c a da l ado de um e l e me n t o ,  obt i dos du 

r a nt e uma f ase de c ons ol i da c a o 

PRESP -  v e t or  a ux i l i a r  da s pr e s s oe s c a l c ul a da s nos cen 

t r os de c a da l ado de um e l e me n t o ,  no t e mpo pos t e 

r i o r  
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PREST -  v e t or  a ux i l i a r  das pr e s s oe s c a l c ul a da s nos c e nt r os 

de c a da l ado de um e l e me n t o ,  no t e mpo a t ua l  

AKNC -  ma t r i z  de r i gi de z e l e me nt a r  na o c onf or me 

RAS -  ma t r i z  de r i gi de z e l e me nt a r  c o n f o r me .  



A P E N D I C E I I 



1 3 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DADOS DE ENTRADA DO PROGRAM "SOL" 

1 9 CARTAO ( ANOR,  R,  EP I ,  Ko ,  CONT RI ,  ROW)  

FORMAT ( 6F10. 6)  

ANOR -  Fa t or  de no: r mi al i zagab 

R -  Fa t or  de c onv e r ge nc i a 

EPI  -  Cr i t e r i o de c onv e r ge nc i a da s ol uc a o 

Ko -  Coe f i c i e nt e de e mpux o no r e pous o 

CONTRI -  Cr i t e r i o de e x i s t e nc i a de t e ns oe s ef et i vas i ni -

c i a i s .  

0 ( nao exi st e t ensoes ef et i vas i ni ci ai s)  

CONTRI  = < 

1 ( exi st e t ensoes ef et i vas i ni ci ai s)  

ROW -  Pe s o e s pe c i f i c o da a gua 

2 9 CARTAO ( NBW4 ,  NBW5 ,  NN5 ,  NL I M,  NPERM)  

FORMAT ( 515)  

Es c ol hi da a ma l ha de e l e me nt os f i n i t o s ,  l a dos e e l e -

me nt os de v e m s e r  nume r a dos pa r a i de nt i f i c a ga o de modo que 

se pos s a obt e r  uma l a r gur a de ba nda de me nor  t a ma nho pos s l -

v e l .  A l a r gur a de ba nda de pe nde r a da ma i or  di f e r e nc a e nt r e 

os nume r os dos l a dos de um me s mo e l e me nt o .  Se j a D ( mai or  di  

f e r e nga e x i s t e nt e e nt r e os l a dos de um me s mo el ement o de nt r o 

da ma l h a ) ,  a l a r gur a de ba nda e e nt a o da da por :  

NBW = ( D + 1)  NLC 

On d e ,  NLC e o nume r o de gr a us de l i be r da de por  l a do ( 4 ou 5 ) . .  
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NJ3W5 -

NN5 -

NBW4 -  l a r gur a de ba nda da ma t r i z  de r i g i de z gl oba l  c om 4 

gr a us de l i be r da de por  l a d o .  

l a r gur a de ba nda da ma t r i z  de r i gi de z gl oba l  c om 5 

gr a us de l i be r da de por  l a d o .  

nume r o de l i nha s da ma t r i z  de r i gi de z gl oba l  c om 5 

gr a us de l i be r da de por  l a d o .  

NLI M -  nume r o d a e t a pa de c ons ol i da c a o a pa r t i r  da qua l  

o c a r r e ga me nt o pe r ma ne c e c o n s t a n t e .  

c r i t e r i o de opc a o pa r a obt e nc a o da e t apa de c o n s o -

l i da c a o ' s upl e me nt a r .  

0 (  nao execut a essa et apa supl ement ar ) ,  

1 ( execut a essa et apa supl ement ar )  

NPERM -

NPERM = < 

39 CARTAO ( NOPT,  NS,  NDSOM)  

FORMAT ( 315)  

NOPT -  c r i t e r i o de opc a o pa r a a c ompa nha me nt o ou na o do pr o 

c e s s o de c ons o l i da c a o .  

NOPT = 

0 ( a t i nge d i r e t a me nt e o f i m da consol i dagao)  

1 ( passa pel as di ver sas et apas de consol i dagao )  

NS -  nume r o de v e r t i c e s do e l e me nt o .  Como os e l e me nt os 

s a o t r i a ngul a r e s NS = 3 .  

NDSOM - c r i t e r i o de opc a o pa r a de t e r mi na c a o das c ompone nt e s 

do v e t or  de s l oc a me nt o nos v e r t i c e s dos e l e me nt os 

da ma l h a .  



140 

NDSOM = < 

0 ( ca l cul a as c ompone nt e s do v e t or  de s l oc a 

me nt o nos v e r t i c e s )  

1 ( nao c a l c ul a as c ompone nt e s do vet or  de s 

l oc a me nt o nos v e r t i c e s ) .  

4 9 CARTAO ( NTT,  NCT ,  NEC,  NSPEC,  NSPx ,  NSPy ,  NTSP ,  

NKEL ,  NQS,  NT T SP,  NT UVPQ) .  

FORMAT ( 1115)  

NTT -  nume r o t ot a l  de t r i a ngul os da ma l h a .  

NCT -  nume r o t ot a l  de l a dos da ma l h a .  

NEC -  nume r o t ot a l  de t a pa s de c ons o l i da c a o .  

NSPEC-  nume r o t ot a l  de e s pe c i f i c a goe s em ( u, v ,  q ) .  

NSPx -  nume r o t ot a l  de l a dos da ma l h a ,  onde e x i s t e e s pe c i f i -

c a goe s da s c ompone nt e s hor i z ont a l s do v e t or  de s l oc a -

me nt o ( u ) .  

NSPy -  nume r o t ot a l  de l a dos da ma l h a ,  onde e x i s t e e pe c i f i -

c a goe s da s c ompone nt e s v e r t i c a l s do v e t or  de s l oc a me n-

t o ( v)  .  

NTSP -  nume r o t ot a l  de l a dos na f r ont e i r a S t ,  onde e x i s t e 

t e ns oe s e s pe c i f i c a da s .  

NKEL -  nume r o t ot a l  dos di f e r e nt e s ma t e r i a l s .  

NQS -  nume r o t ot a l  de l a dos na f r ont e i r a SQ,  a t r a v e s dos 

qua i s a v a z a o est a e s pe c i f i c a da .  

NTTSP-  nume r o t ot a l  de t r i a ngu l os ,  onde em um dos l a dos exi s_ 

t e t e ns oe s e s pe c i f i c a da s .  



1 4 1 

N1 UVPQ -  nume r o t ot a l  de t r i a ngul os ,  onde era um dos l a dos 

e x i s t e pe l o me nos uma das v a r i a v e i s ( u,  v.  ,  q, Q. )  

e s pe c i f i c a da s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X I ( I ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y K D 

5 9 CARTAO ( X I ( I ) , Y I ( I ) , 1 = 1 ,  NCT) 

FORMAT ( 5 x ,  2 F1 0 . 2 )  

a bs c i s s a d o no I s i t ua do no me i o do l a do I 

or de na da do no I s i t ua do no me i o do l a do I 

NNE ( 1 ,I) 

NNE ( 2 , 1 )  

NNE ( 3 , 1 )  

I T ( I ) 

6 9 CARTAO (NNE ( 1 , 1 ) ,  N N E ( 2 , I ) , NNE ( 3 , 1 ) ,  I T ( I ) , 

I S P ( I ) , K W ( I ) , K E L ( I ) ,  1 = 1 ,  N T T ) . 

FORMAT ( 5 x ,  715 )  

-  nume r o do pr i me i r o l a do do t r i a ngul o de nuner o J .  

-  nume r o do s e gundo l a do do t r i a ngul o de numer o J .  

-  nume r o do t e r c e i r o l a do do t r i a ngul o de numer o J .  

-  v a r i a v e l  i ndi c a dor a de t e ns oe s especi f i cadas s obr e 

os l a dos dos e l e me n t o s .  

0 ( nao t e m t e ns oe s e s pe c i f i c a da s )  

I S P ( I ) 

I T ( I ) = <; 

1 ( t em t e ns oe s e s pe c i f i c a da s )  

-  v a r i a v e l  i ndi c a dor a de u ,  v e q e s pe c i f i c a dos so 

br e os l a dos dos t r i a n g u l o s .  

I S P ( I ) = <̂  

0 ( nao t e m e s pe c i f i c a c oe s de u ,  v ou q)  

1 ( t em e s pe c i f i c a goe s de u ,  v ou q ) .  



142 

KW( I )  -  v a r i a v e l  i ndi c a dor a da e x i s t e nc i a de a gua ou na o 

de nt r o do e l e me nt o .  

KW( I )  = <̂  

0 ( nao e x i s t e a gua )  

1 ( ex i s t e a gua )  

KEL( I )  -  nume r o do ma t e r i a l  c ons t i t ui ndo o e l e me nt o .  

79 CARTf i O ( NDEL( I ) ,  DEL ( I ) ,  1 = 1 ,  NSPEC)  

F ORMAT ( 8 ( 14 ,  F6 . 1)  )  .  

NDEL( I )  -  nume r o do l a do onde u ,  v ou q e e s pe c i f i c a do .  

DEL( I )  -  v a l or  da e s pe c i f i c a c a o de u ,  v ou q no l a do c uj o 

nume r o e NDEL ( I ) .  

89 CARTAO ( L Q( I ) ,  X Q( I ) ,  1 = 1 ,  NQS)  

F ORMAT ( 8 ( 14 ,  F6 . 1 ) )  .  

LQ( I )  -  nume r o do l a do onde ( Q)  e e s pe c i f i c a do.  

XQ( I )  -  v a l or  da e s pe c i f i c a c a o de ( Q)  no l ado c uj o n u me -

r o e LQ( I )  .  

9 9 CART&0 ( T I ME( I ) ,  1 = 1 ,  NEC)  

F ORMAT ( 8 F1 0 . 2 )  

TI ME( I )  -  t e mpos de c ons ol i da c a o ,  s e ndo q u e :  
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TI ME( l )  -  0 .  ( e t apa de c ons ol i da c a o i n i c i a l ) ,  e obr i ga t or i a 

me nt e i gua l  a z e r o .  

10 9 CARTAO ( NUV( I , J ) ,  1 SUH( I , J ) ,  ELAS1 V ( I ,  J)  ,  BLASTH 

I I , J ) ,  G K I , J ) ,  RO( I , J ) , RXT ( I ,  J)  ,  

RYT ( I , J ) ,  J = l , 2 ) ,  1= 1 ,  NKE L ) .  

FORMAT ( 3X,  2 F7 . 3 ,  4F 1 0 . 0 ,  2E 1 0 . 4 )  

NUV( I , J )  -  Coe f i c i e nt e de Poi s s on v e r t i c a l .  

NUH( I , J )  -  Coe f i c i e nt e de Poi s s on h o r i z o n t a l .  

ELASTV( I , J ) - Modul o de e l a s t i c i da de v e r t i c a l  de YOUNG.  

ELASTH( I , J) ~ Mo d u l o de e l a s t i c i da de hor i z ont a l  de YOUNG.  

GV( I , J )  -  M5 du l o de c i s a l ha me nt o .  

RO( I , J )  -  Pe s o e s pe c i f i c o do s ol o c o mp r e s s i v e l .  

RXT( I , J )  -  Coe f i c i e nt e de pe r me a bi l i da de hor i z ont a l  do s ol o 

c o mp r e s s i v e l .  

RYT( I , J )  -  Coe f i c i e nt e de pe r me a bi l i da de v e r t i c a l  do s ol o 

c o mp r e s s i v e l .  

J = 1 o ma t e r i a l  e c ons i de r a do s obr e a de ns a do .  

J = 2 o ma t e r i a l  e c ons i de r a do nori i i al j rent e adensado.  

1 1 9 CARTAO ( SJLVCCI ) " f  S I HC( I ) ,  1 = 1 ,  NKEL)  

F ORMAT ( 5 x ,  2 F10 . 2)  

SI VC( I )  -  Pr e s s a o de pr e - a de a ns a me nt o v e r t i c a l .  

SI HC( I )  -  Pr e s s a o de pr e - a de ns a me nt o h o r i z o n t a l .  
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1 2 9 CARTAO ( LT( . I ) ,  T ( 1 , I ) ,  T ( 2 , I ) ,  T ( 3 , I ) ,  T ( 4 , I ) ,  

1 = 1 ,  NTSP)  

FORMAT ( 1 5 ,  4 F1 0 . 2 )  

LT( I )  -  nume r o do l a do onde e x i s t e t e ns oe s e s p e c i f i c a d a s .  

T ( 1, 1)  c ompone nt e s hor i z ont a l s do v e t or  t e ns a o na s e x t r e -

mi da de s do l a d o .  

T ( 3, 1)  

T ( 2 I )  c ompone nt e s v e r t i c a l s do v e t or  t e ns a o na s e x t r e mi -

da de s do l a d o .  

T ( 4, 1)  
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