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Resumo

O Teorema de Green é um dos resultados mais importantes do calculo vetorial e rela-
ciona integral de linha ao longo de uma curva fechada simples suave por parte com a
integral dupla sobre a regiao por esta curva delimitada. Nesse contexto, mostraremos
inicialmente algumas nogoes preliminares para nos da suporte necessario para a com-
preensao de nosso teorema. Em seguida desenvolvemos a demonstracao do mesmo e

sequencialmente mostraremos algumas de suas aplicacoes.

Palavras-chave: Teoremas, Areas, Trabalho, For¢a e Planimetro.



Abstract

Green theorem is one of the most important results of the vector calculus and integral
line relates along a simple smooth closed curve by with the double integral over the
region bounded by this curve. In this context, initially we show some preliminary ideas
to give the necessary support to the understanding of our theorem. Then we develop

the demonstration of it and sequentially show some of its applications.

Keywords: Theorems, Areas, Work, Force and Planimeter.
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Introducao

O desenvolvimento deste trabalho é baseado numa pesquisa nao muito extensa,
porém de fundamental importancia para a construcao do mesmo. Esse texto possui
uma breve descricao dos caminhos utilizados para o desenvolvimento do teorema de
George Green e suas aplicagoes.

George Green nasceu em Nottingham em 13 de julho de 1793. Aos oito anos,
Green foi enviado para a Robert Goodacre’s Academy, onde estudou por 4 periodos.
Aos nove anos, George Green havia recebido a educagao formal que ia adquirir até os
seus 40 anos. Quando Green tinha 14 anos, seu pai construiu um moinho de vento
em Sneinton, uma aldeia muito préxima a Nottingham, onde George Green trabalhava
junto ao capataz Willian Smith recentemente contratado por seu pai. Durante esse
tempo Green ficava horas e horas no moinho esperando por ventos mais fortes para
conseguir trabalhar. Muitas vezes ele usava esse tempo para estudar matematica e
desenvolver seu conhecimento. Aos 24 anos, George mudou-se juntamente com seus
pais para uma casa proxima ao moinho e alguns anos depois juntou-se a biblioteca de
Nottingham recentemente criada.

Green publicou o seu primeiro documento ”Um ensino na Aplicagao de Analise
Matematica para as Teorias de Eletricidade e Magnetismo”’em 1828, com 35 anos.
Ele conseguiu desenvolver técnicas matematicas ja mais vistas para resolver proble-
mas que surgiram na analise. Porém, ele nao conseguiu que seu trabalho fosse visto
por outros matematicos da area. Desta forma seus conceitos nao tiveram um grande
impacto até anos depois de sua morte. Devido sua posi¢ao social e nao possuir um
treinamento especifico, ele foi instruido a nao publicar nenhum documento oficial em

jornais cientificos. Por esse motivo, Green "imprimiu”seus trabalhos e espalhou entre



os matematicos e fisicos ingleses, porém nao conseguiu o retorno esperado até que um
matematico francés, Edward Bromhead, um matematico de Cambridge diplomado,
o inspirou. Com a influéncia de Edward, Green finalmente conseguiu publicar seus
trabalhos nos jornais cientificos.

A vida de George Green mudou consideravelmente apds suas pulicagoes. Com
a morte de seu pai e a morte de sua mae anos antes, ele tornou-se um homem muito
rico. Deixou de trabalhar no moinho e o arrendou no ano de 1883 aos 40 anos. Com
a ajuda de Bromhead ele matriculou-se em Cambridge e no ano de 1837 ele conseguiu
seu diploma em matematica. Logo depois ele foi eleito por companheirismo a faculdade
Gonville e Caius, mas manteve-se no posto por apenas dois anos quando ficou doente

e voltou para Nottingham, onde morreu em 1841, deixando a esposa e sete filhos.
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Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste primeiro capitulo iremos apresentar algumas defini¢oes, conceitos e exemplos

necessarios para chegarmos ao nosso teorema.

1.1 Curvas

Definigao 1.1 (Curva) Dada uma fungio vetorial continua f(t) = f1(t)i + fo(t)] +
fg(t)];:, t € I, chamamos curva o lugar geométrico dos pontos P do espaco que tém
vetor posicao f(t), tel. Se f € o vetor posicao de uma particula em movimento, a

curva C' coincide com a trajetoria da particula.

Definicao 1.2 (Curva Fechada) Uma curva é dita fechada se dada uma curva

parametrizada 7(t), t € [a,b], tem-se 7(a) = 7(b).

Defini¢ao 1.3 (Curva Simples) Dizemos que uma curva é simples se cada ponto

da curva corresponder a um unico valor do parametro t (exceto quandot =a et =10).

Definigao 1.4 (Curva Suave ou Regular) Uma curva € dita suave ou regular
sempre que a curva admitir uma parametrizagio 7(t), t € I C R, que tem derivada
continua ﬁ(t) e 7(t) # 0, para todo t € I. Quando conseguimos dividir uma curva em

um numero finito de curvas suaves essa curva € dita suave por partes.

Definigao 1.5 (Curva parcialmente suave) Dada uma curva fechada simples ela
¢ dita parcialmente suave quando ¢ formada pela unido finita de curvas Cy, tais

que, essas curvas sao simples e suaves.
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Definigao 1.6 (Campos Vetoriais) Seja D uma regiGo no espago e seja f uma
funcao wvetorial definida em D. Entdo, a cada ponto P € D,f assocta um uUnico

vetor f(P). A regiado D, juntamente com os correspondentes vetores f(P), constitui

um campo vetorial. Dizemos também que f define um campo vetorial sobre D.

Exemplo 1.1.1 Seja D a atmosfera terrestre. A cada ponto P € D associamos o
vetor U(P) que representa a velocidade do vento em P. Entao o vetor U define um

campo vetorial em D, chamado Campo de Velocidade.

Definicao 1.7 (Integrais de Linha de Campos Vetoriais) Seja C uma curva
suave dada por 7(t),t € |a,b]. Seja f= f(m,y, z) um campo vetorial definido e limitado

sobre C. A integral curvilinea de ﬁ ao longo de C, que denotamos /f dr, é definida

por

Sempre que a integral a direita existe.

Exemplo 1.1.2 A forca varidvel f: (3x — 4y);+ (4z + 2y); move uma particula ao

longo da curva

r = 4 + 1
C: 0 <t <2 de (1,0) a (9,12).
y = 3t
Calcule o trabalho realizado se as distancias sao medidas em cm e a for¢a é medida em
dinas.

Solucgao:

O trabalho € dado pela integral de linha /f d7, onde 7 = zi+yj, logo dF = dxi+ dyj,
c

assim,

—

f-dr= /(333 — 4dy)dz + (4o + 2y)dy.
c c
Fazendo-se as substituicoes x = 4t + 1,dx = 4,y = 3t> e dy = 6t, temos

2 2
= / (36t% 4 48> + 72t + 12)dt = (9t* + 16> + 36> + 12t)| = 440 ergs.
0 0
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A seguir vamos apresentar algumas propriedades das integrais de linhas, as quais

sao heranca das integrais definidas.

Propriedade 1.1 (Aditividade) Se uma curva C for formada por ligagoes finitas
de curvas C,Cy, ..., Cy pelas extremidades, entao a integral de uma funcdao sobre C' é
a soma das integrais sobre a curva que a compoem:

C/f.dF:/f.df+/f.df+.../f*.dﬁ

C1 Ca Ck

Propriedade 1.2 (Linearidade) Sejam a,b € R, F,G campos de vetores e C' uma

curva de classe Ct, entdo:
/(af+bﬁ-df:a/f.df+b/f-dﬁ
c c c

Propriedade 1.3 (Inversao) E uma troca na dire¢io da curva C sobre a regiio a
qual a integral de linha é aplicada resulta em uma troca no sinal algébrico da integral,

isto é:

13



Capitulo 2

Teoremas de Green

Neste capitulo iremos apresentar o Teorema de Green com sua demonstracao.
Ao longo do texto usaremos o simbolo f para denotar o sentido positivo de uma

integral curvilinea ao longo de uma curva.

2.1 Teorema de Green

Teorema 2.1 (Teorema de Green) Seja C' uma curva fechada simples, suave por
partes, orientada no sentido anti-hordrio, e R a regidao fechada delimitada por C. Se
f: (f1, f2) € um campo vetorial continuo com derivadas parciais de 1% ordem continuas

em um dominio D que contém R, entdo

szldx+f2dy = /R/ (% - %—J;) dady. (2.1)

Faremos a demonstracao do teorema para o caso em que a curva C' é suave e a regiao

DEMONSTRAGAO:

R pode ser descrita por:
R=A{(z,y)la<z<beg)<y<g)} e R={(zy)lc<y<dehly) <z<h(y)}

y
Cy=g&)

Ci:y=ga&)

oy
> gy IR,

14



figura 2.1: Curva.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Para provar (2.1), basta mostrar que:

]{fld:v: —//%—J;ldxdy. (2.2)
c R
j{fgdy: //%dasdy. (2.3)
foi R

Primeiro vamos mostrar (2.2). Temos que a curva C' pode ser dividida em duas
curvas C e Cy, de equagdes y = g1(z) e y = go(). Usando x como parametro, obtemos

uma parametrizacao de ', dada por:

Cy:71(x) = (x,9:1(x)), x € [a,b].

va Cy 1 . . v .
Para a curva C5 nao procederemos da mesma forma, pois o sentido positivo determinado
pelos valores crescentes de x € [a, b] nos da a orientagao sobre Cs, no sentido oposto

ao desejado. Porém, podemos, parametrizar —Cy e usar a propriedade de integral de

linha de um campo vetorial f que nos diz que / f cdr = — / f - dr. Assim,

—Cy i 7y(x) = (x,92(x)), x € |a,b].

Portanto,

%fldx = ]{fldx +7§f1dx = ffldx—?{ fidz = /f1 z, g1(x /f (x,g2(x))dx.

—Cs

%

5, ¢ continua, desenvolvendo o 2* membro de (2.2) temos

Porém, como

g2(z) b

J o ] S e

91(z) a

g2(x)

g1(x)

dy] dx

b b
=/mmmm>ﬁ@m d%—/ﬁxm S, o))

Dai, temos que

fﬁwz—//g&mw—/M@mM%ﬁwwMMM

a
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Agora faremos a demonstracao do teorema para o caso em que:

R={(z,y)lc<y<d e h(y) <x<hy(y)}

Figura 2.2: Curva.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Para provarmos (2.3), basta mostrar que:

%dey —/ ﬁdaz:d

Temos que a curva C' pode ser descrita como Cj e Cy, de equagoes x = hy(y) e x = ha(y).

Usando y como parametro, obtemos uma parametrizacao de C3, dada por:

Cs:m3(y) = (v, (), v €l d).

Para a curva Cy procederemos da mesma forma. Usando y como parametro, obtemos

uma parametrizacao de Cy, dada por:

Cy:7a(y) = (y, ha(y)), vy € [c.d].

Portanto,

b b
fﬁ@—jﬁ@+fﬁ@—/ﬁ@mwwy+/ﬁwM@My

Por outro lado, %i; ¢ continua e desenvolvendo o 2* membro de (2.3) teremos

b ha(y) b

//%d dy / / %dm dy—/[fQ(w Y)

a  hi(y) a

ha(y)

hi(y)

da:} dy

[f2(y, hi(y)) + fa(y, ha(y))]dy.

S e—

:/mwﬂﬂw—bwmwmwz_
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Dai, temos que

b

ffzdy = //%d:vdy = /[fz(y, hi(y)) + fa(y, ha(y))]dy

a

A seguir vamos apresentar um exemplo ilustrando o Teorema de Green sendo

utilizado para calcular ao longo de uma circunferéncia.

Exemplo 2.1.1 Calcular j{f dr, ao longo da circunferéncia z*> + (y — 1)> = 1, no

C
sentido hordrio, sendo f: (422 — 9y, 9y + /Y2 + 1).

Solugao:
Como C' estd orientada no sentido hordrio, nao podemos aplicar o Teorema de Green
diretamente. No entanto, podemos aplicar o Teorema de Green para calcular a integral

sobre a curva —C' e depois usar a propriedade 1.3. Temos:

_lf. dF—/R/(9y+9)d:vdy—Q/R/(erl)dxdy.

Passando para coordenadas polares, obtemos:

w  2senf

/f-df:gf[ / (rsenf + 1)r dr]d@

0 0

™

9/ <T—;sen9+ %2>

0

2senf

do

0

9/7r (gsen49 + 2367129) do

0

= 18m.

-dr = —18m.

=l

Logo,

A
sl
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2.2 Extensao do Teorema de Green para regioes

mais gerais

Apesar de termos provado o Teorema de Green somente no caso particular onde
R ¢ uma regiao simples, podemos estendé-lo agora para o caso em que R é uma uniao
finita de regioes simples.

Seja C' uma curva fechada simples e suave no plano zy com a propriedade de
que retas paralelas aos eixos nao a cortam em mais que dois pontos. Seja R a regiao
limitada por C' e suponha que f1, f; e suas derivadas parciais de primeira ordem sejam
continuas em todos os pontos de alguma regiao aberta que contenha C' e R. Iremos

provar a forma da Circulacao-Rotacional ou Tangencial do teorema de Green.

fﬁm+ﬁ@—//9é—@id@

Como C' é formada por duas partes orientadas:

Ci:y=q), a<xz<b Cy: y=gzr), b>x>a.

para todo x entre a e b, podemos integrar = fl em relagdo a y de y = ¢1(x) a y = ga(x)
e obter:
92(I)af @)
1 Y=g2(x
| Pt =nww| " = filwg@) - flala)
) a y=g1(z)
gi(z

Dessa forma podemos integrar esta ultima equagao em relacao a x de a a b :

b g2(x) b

/ / 8f1d dr = /[f1(x,g2(x)) — fi(z, g1 (z)))da

a

b

—/ﬁmm@ww—]ﬁmm@wm
—Zﬁ@—!ﬁw
——fﬁm.
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Portanto, j{ frdx = / / 3f1 dxdy

De forma anéloga, podemos deduzir a outra parte da prova integrando %2

5. primeiro
em relacao a x e depois em relagao a y, mostrando que a curva C' é decomposta em

duas partes orientadas

Ci:x=h(y), d>y>c, Cy: x=hy(y), c<y<d.

Obtendo: ]{ fody = / / 8f2dxdy

Donde temos
j{fldx%—fgdy—// %—% dxdy

Concluindo assim, nossa prova para a forma da Circulagao-Rotacional ou Tangencial.
De forma analoga podemos observar que o Teorema de Green também se aplica
a regioes retangulares. Consideremos R como uma regiao retangular. Notemos que a

fronteira C esta dividida em quatro segmentos de reta orientados.
Ci:y=c,a<x<b Cy:z=0b c<y<d

Cy3:y=d, b>x>a, Cy: z=a,d>y>c,

Cs
X=a

figura 2.3: Retangulo.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Dessa forma, temos:

d

/d/b% mdy_/(f2(b7y)_f2(a,y))dy

:/fg(b,y)dy—i-/fg(a,y)dy (2.4)

19



Como y é constante ao longo de C; e Cg,/fgdy = /fgdy = 0, assim podemos
Cl C3

adicionar / fody + / fady no lado direito da equagao (2.4) sem alterar a igualdade.

jj%%mw:fﬂw (2.5)
c a C

Analogamente, podemos mostrar que

/ / afldyd ]{ frda. (2.6)

Subtraindo a equag@o (2.6) da equagao (2.5), novamente chegamos a

]{fld$+f2dy—//(%—%) dxdy.

Exemplo 2.2.1 Calcule a integral de linha J(I{xzyda: — y*xdy, onde C € a circun-

Cy Cs
Dessa forma obtemos:

c
feréncia x* + y* = 1.

Solucao:

Temos que C : z? +y* = 1.

figura 2.4: Clircunferéncia.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Usando coordenadas polares obtemos:

r=rcosd e y=rsenf , 0<r<1 e 0<60<2m.

Assim, temos que fi(z,y) = 2%y e folx,y) = —y*x. Além disso,

afl 2 an 2
ay(aﬂ,y)—ﬂc e ax(%y)— ye.

20



Aplicando o Teorema de Green obtemos:

2 1
fﬁydm — yPady = //—y2 — 22dxdy = //—T2S€TL29 —r2cos? 0 rdrdf
c R 0 0

27 1 2
41
://—rz(sen29+cos2 Q)Tdrdé’:/—%’ df
0
0 0 0
T 0 2
27 T T
= [ —-dl=—| =——=——.
/ 4 4o 4 2

0

Exemplo 2.2.2 Calcule a integral ?{[(gf + V4 — 22)dz + (Iny — 4x)dy| ao longo do

C
retangulo de vértices (0, 0), (3, 0), (3, 2) e (0, 2), no sentido anti-hordrio.
Solucao:

Seja R a regiao retangular representada pelos vértices acima. Temos que:

filz,y) =v* +Vd—22 e folz,y) = Iny — 4a.

Além disso,

df1 -~ dfs _

Aplicando o Teorema de Green temos:

g{[(zﬁ + V4 — 22)dx + (Iny — 4x)dy] = /R/ —4 — 2ydady

3
3
://—4—2ydxdy:/—4x—2y$‘0dy
00

0
2 2

:/(—4-3—2y-3—(—4-0—2y-0))dy:/—12—6ydy

0 0

=—12y—3y°| =-12-2—-3-4—(-12:-0-3-0) = —24— 12 = —36.

2
0

21



2.3 Extensao do Teorema de Green para regioes

que contenham buracos

O Teorema de Green pode ser aplicado para regides com furos, ou seja, regioes
que nao sao simplesmente conexas. Note que a fronteira C' da regiao R é constituida

por duas curvas fechadas simples C; e Cs.

figura 2.5: Regiao com buraco.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Admitiremos que essas curvas fronteiras sao orientadas de modo que a regiao R esteja
a esquerda quando percorremos a curva C. Entao a orientacao positiva é anti-horaria
na curva externa C, porém ¢é horaria na curva interna Cs. Se dividirmos R em duas

regioes Ry e Ry. Aplicando o Teorema de Green a cada uma das regides R; e Rs,

J )
ST R

Ry

obtemos:

— [ s pady+ [ fido o+ fady
OR; OR>
Como a integral de linha sobre a fronteira comum sao em sentidos opostos, elas se

J e

:/ﬁm+ﬁ@+/ﬁw+h@=/ﬁm+ﬁ@
Cq Co C

cancelam e obtemos:

que ¢ o teorema de Green para regiao R.

Exemplo 2.3.1 Sejam C e Cs duas curvas fechadas simples parcialmente suaves que

nao se interceptam, cada uma tendo como a origem como ponto interior. Se fi(z,y) =

22



_y . . .
prexwrolle fo(z,y) = premwyd verifique a forma tangencial do Teorema de Green sobre a

regido anular R : h?> < 2> +4* <1, 0<h< 1.

figura 2.6: Regiao com buraco.

Fonte: Gilvania Ramos Borges.

Solucao:

A fronteira de R consiste na circunferéncia
Ci: xz=cost, y=sent, 0<t<2nm,
percorrida no sentido anti-hordrio a medida que t aumenta, e a circunferéncia
Cs: x=hcosf, y=—hsent, 0<6<2m,

percorrida no sentido hordrio a medida que 0 aumenta. As funcoes fi e fo e suas

derivadas parciais sao continuas em R. Além disso,

oh _ (@ +y) (=) +yy) = y* -2 0fp
oy (22 +y2)? (22 +y?)? Oz

//(%_8—2>dxdy:/!dxdy:0,

A integral de fidx + fody sobre a fronteira de R é:

dy — yd dy — yd
/fldﬁmy:fwwfw
C

assim,

2+ y? 2ty
C Ca
2m 2m 9 0 29
= /(COS2 t+ sen’t / (cos + oen )dé’ =2m — 271 =0.

0 0

As fungoes fi e fo sao descontinuas em (0, 0), assim nao podemos aplicar o
Teorema de Green a circunferéncia e a regiao dentro dela. Devemos excuir a origem.

Fazemos isso excluindo os pontos dentro de Cs.

23



Poderiamos substituir a circunferéncia Cy por uma elipse ou qualquer outra curva

fechada simples K que cerque Cy. O resultado ainda seria

f(fldx + fody) + j{(fldx + fody) = /R/ <% — %—21) dxdy = 0,

Co

O que leva a conclusao de que %(fldx + fody) = 27, para qualquer curva K desse

_ K
tipo.
Podemos explicar esse resultado mudando para coordenadas polares. Com
xr=rcosf, y=rsend,
dr = —rsenfdf + cos 0 dr, dy = rcosfdf + senf dr,
temos:

_ 2 2 2
xdy ydx:'r’(cos 0 + sen 9)d0:d9,
22 1 ¢ 2

e 0 aumenta em 2w a medida que percorremos K uma vez no sentido anti-hordrio.

2.4 Duas importantes observacoes

1. O Teorema de Green é um caso particular do Teorema de Stokes e Gauss.
Ou seja, o Teorema de Stokes constitui uma generalizagao do Teorema de Green para
o espaco tridimensional e pode ser utilizado para transformar determinadas integrais
curvilineas em integrais de superficie, ou vice-versa.

2. Outra forma de enuciarmos o Teorema de Green é:

Teorema de Green (Circulagao-Rotacional ou forma tangencial) A cir-
culacao no sentido anti-horario de um campo F = Fii + fzj em torno de uma curva
fechada simples C' no plano é igual a integral dupla de (rot F') - k sobre a regiao R

limitada por C.

j{F-Tds=ff1dx+fgdy:/R/(%—%)dxdy

C
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Capitulo 3

Aplicacoes do Teorema de Green

3.1 Calculo de Area usando o teorema de Green

Teorema 3.1 Se R for uma regiao tendo por fronteira uma curva C fechada simples

suave, e A unidades de drea for de R, entdo,

1
Azéfxdy—yd:p

C

DEMONSTRACAO:

Seja fl(x7y) = _%y € f2($ay> = %.’L‘ Entdo,

j{——yd:ﬁ+ :):dy—// e y( %yﬂdxdy
// da:dy—//dxdy

Como //dxdy é a medida da drea de R, % xdy —ydr = A
[

Exemplo 3.1.1 Apliqgue o Teorema de Green para calcular a drea da regidgo limitada

pela elipse positivamente orientada e parametrizada pelo caminho X : [0,27] C R —
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R2, \(t) = (acost, bsent).

Solucao:
b

Usando a Formula do teorema de Green A = %/[x(t)y'(t) —y(t)2'(t)]dt para o cdlculo

a
de dreas, temos:
b 27

1
A=1 /[(a cost)(bcost) + absin’® t|dt = 5 /ab[cos2 t +sin’ t]dt = abr.

2
a 0

3.2 Trabalho realizado pela forca F.

Considere a integral de linha /f1 (x,y)dz + fo(z,y)dy, onde a curva C' é dada
c

pelas equagoes paramétricas

Se definimos o vetor
B=ai+yf =gt +h(t)], a<t<b,

como sendo o vetor posigao varidvel de um ponto (z,y) em C, entao

dé_d_%—.» dy#

ot a tah

ou na forma diferencial dR = dxi + dyj. Agora, tomando-se F= fi(z, y)ﬂ- fo(, y)j,
temos

ﬁ . dé - fl(x7y)dx + fz(l’,y)dy7

Logo
/fl(x,y)dx+f2(x,y)dy: /ﬁdﬁ
c

c

Analogamete, se C' é uma curva no espaco tridimensional determinada por um vetor
posicao variavel R.

O vetor notacao W = / F-dR para integral de linha nao somente tem a vantagem

c
da rigidez,mas também sugere uma importante integracao fisica da integral de linha.

Suponha que F' representa uma forca variavel agindo numa particula P que se move
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ao longo da curva C. Se R é o vetor posicao variavel de P, entao podemos interpretar
dR como representando um deslocamento infinitesimal da particula. Logo, F - dR
representa o trabalho realizado na particula pela forca F durante seu deslocamento.
Somando-se, isto é, integrando-se todos esses trabalhos infinitesimais, obtemos W =

/ F-dR. Logo, a integral de linha W = / F-dR representa o trabalho til realizado
c

c
pela forca F' no movimento de uma particula ao longo da curva C, desde seu ponto

inicial até seu ponto terminal.

Exemplo 3.2.1 Use o Teorema de Green para encontrar o trabalho total realizado ao
mover um objeto no sentido anti-hordrio, uma vez em torno da circunferéncia x> +y* =
a?, se o movimento for causado pelo campo de forcas F(xz,y) = (sen:v—y)Z—i—(ey —x2)j’.
Suponha que o arco seja medido em metros e a forca seja medida em newtons.

Solucao:

Se W for o trabalho realizado, entao:
W = ]{(sen:v —y)dx + (e¥ — 2*)dy
c

onde C € a circunferéncia x® + y? = a®. Do Teorema de Green, temos:

W= /R/ [(%@y —2?) - a%(senx - y)] drdy = /R/(—Qx +1)dady.

Usaremos coordenadas polares para calcular a integral dupla, com x = rcosf e dxdy =

rdrdf. Entao,

27 a
W = //(—27‘ cosf + 1)r drdf
0 0

2T a 2m
2 % e
://(—27*200804—7“)6[1”036:/—§r30089+% do
0
0 0 0
2 9 2
2 2 2m
:/(—§a3005«9+%)d0:—§a3sen9+%90 = Ta’.

0
Logo, o trabalho realizado foi de wa?J.

3.3 Planimetro
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figura 3.1: Planimetro.

Fonte: Alcimar de Souza.

O Planimetro ¢ um instrumento mecanico inventado pelo matematico Jacob
Amsler, capaz de medir areas planas de regides limitadas. Este instrumento tem uma
construgao muito simples, possui dois bragos metalicos de tamanhos iguais ou diferentes
podendo variar em um angulo de 0° a 180° entre eles. Na extremidade de um dos bragos
temos uma ponta que pode ser fixada na superficie plana. Na articulagao desses bragos
fica uma pequena roda que gira enquanto o contorno da curva na superficie é feita.
Nesta roda existe um contador que mede o nimero de voltas que o brago faz enquanto
contorna a curva. Quando esta roda move-se perpendiculamente em relacao ao seu
eixo, ela gira e seu movimento é registrado pelo contador.

O Teorema de Green juntamente com o planimetro tem sido de grande im-
portancia para o calculo de area de figuras planas fechadas, pois ao calcularmos uma
area de uma regiao fechada R podemos colocar o aparelho em qualquer area fora da
area que queremos calcular e com a parte mével contornamos toda a curva fechada no
sentido anti-horédrio (por causa do marcador) e assim calculamos a area.

Para entendermos como o Teorema de Green contribui para o funcionamento
do planimetro, descreveremos o campo de funcionamento de direcoes definido pelo
equipamento. Primeiro definiremos as coordenadas x e y. Logo apds, consideremos a
origem desse plano como sendo a ponta do plarimetro que esta fixa e assim tragamos
dois eixos = e y perpendiculares entre se. Como a roda gira perpendiculamente ao
brago no qual estd fixada, o campo F(z,y) definido pelo planimetro é perpendicular

ao braco movel e suponhamos que ele tenha moédulo 1.
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-
i F(xy) &9

(ab)

figura 3.2: Curva.

Fonte: Alcimar de Souza.

Consideremos que o brago do Planimetro tenha tamanho r. O primeiro esteja
fixado na origem (0,0) e o brago mdével no ponto (a,b). Chamemos de ¢ o vetor
que representa o brago mével do Planimetro no ponto (a,b). Deste modo temos que,

U= (z —a,y — b) e um vetor perpendicular é & = (—(y — b),z — a). Como os bragos

—

possui comprimento r temos ||7]] = ||| = \/(y —b)2 + (x — a)? = r. Assim, nosso

’ il — —b — .
campo é ' = WwUT‘ = <%, %), agora determinemos os valores de a e b.

Consideremos a equagao dos circulos descritas por cada um dos bragos do Planimetro.
a2+ =r* (I)
(x—a)?+ (y—0)*=r* (II)
Desenvolvendo a equagao (II), temos:

= (r—a)P’+(y—b?*=2>—2ar+a*+y* —2yb+ 1’

=22 4+ y* — 2za — 2yb + a® + V°.

temos que,
a® +b? =12
assim,
r? = 2% + 9% — 2xa — 2yb + r?
ou ainda,

22 4+ y* —2za —2yb =0
o que implica,
B 22+ y?* — 2za
= % .
Agora substituindo o valor de b na equagao (I) temos,

b

2?4+ — 2xa>2

r2:a2+b2:a2+<
2y
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Ou ainda,

4yr? = dy*a® + (2% + y* — 22a)?
= 4y%a® + 42%a® + (2 + 1)? — dz(2® + yP)a.

Assim,

42 +y*)a® — dx(2® + yHa + (2* +9°)? — dy*r? = 0.

Usando R? = (22 + y?) temos,

4R%*a* —4xR%a+ R* — 49°r* =0

R4—4 2,.2
a2—xa+—4R2yT =0
) x\2  /x\2  R'—dy*r?
@—wa+ (3) = (5) + =@ =0

Além disso,

< _:U)2_<$>2_R4—4y2r2
“735) T\3 AR:

x_\/<x>2 RY — 49212
T2V AR?

o que implica,

x \/x2R2 — R* + 4y%r2
a=—--+ .
2 4R?
Agora obtemos,
2R2 _ RY L 492r2
iz . \/x R? — R* + 4y*r
2 2R
ou seja,
x N x 4r? .
a = — — -
2 2\ 22+ y?

v v ) ) ) )
Com a escolha de um valor positivo para a implica que o caminho a ser percorrido
pelo brago mével do Planimetro é o sentido anti-horario. Com o vavolr de a definido,

o valor de b aparece, como sendo:

oYy x\/R22% — R* + 4y?r?
2 2Ry
ou seja,
Ap2
AN O
2 2\ 2%+ y?
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Calculando os valores de a e b temos que o campo para o Planimetro é:

1 1 4r?
fw)=—-0="(~5+5mm 1)

1 1/ y 4r?
TR Y I
o) = —a) = L(E 4

Derivando as duas equagoes acima vamos obter:

dg 1 Sxyr?
ro— =—-+
or 2 2 472 1

x2 +y2 2 +y2 -

e
Y x24y? IQL—I—yQ_]'
Fazendo
9g  of _ (99 Of\ _
or oy (8:5 8y> L
e
_ (0g Of
logo
_<@_@_f>_1
or Oy r

Percebemos que se aplicarmos o Teorema de Green ao Planimetro, a constante que
multiplica a area s6 depende do comprimento dos bracgos, ou seja,

/f(m, y)dz + g(x,y)dy = !
C

r

* Area cercada por C.

Entao para o funcionamento do Planimetro é necessario sabermos o comprimento
dos bragos, o diametro da roda colocada perpendicularmente ao brago mével e o niimero
de voltas dadas pela roda que é marcado pelo contador ao percorrer a curva fechada C
no sentido anti-horério, essas medidas sao dadas pelas variaveis r para o comprimento
dos bracos, d para o diametro e k para o nimero de voltas dadas pela roda. O campo
determiado pelo Planimetro é F'(z,y) = (f,g). Entao:

1
kmd = /f(x,y)da? +olz,y)dy = —
C

* Area cercada por C, ou seja, A (C) = krdr.

31



Capitulo 4
Apendice

Teorema 4.1 (Teorema de Stokes) Seja S uma superficie suave por parte, delim-
itada por uma curva fechada, simples, suave por partes, C. Entao, se g € um campo

vetorial continuo, com derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio

//rotg’-ﬁds:%g’-dﬁ
S c

onde a integracdo ao longo de C' € efetuada no sentido determiado pela orientacao de

S.

que contém S U C, temos:

Teorema 4.2 (Teorema da Divergencia de Gauss) Sejam 2 um sdlido limitado
por uma superficie fechada S, formada por um nimero finito de superficies e 11 a normal

externa unitdria. Se as componentes V (x,y, z) tém derivadas parciais continuas em €2,

// V-ﬁdsz///dw VdA.
S Q

entao
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Capitulo 5

Conclusao

No decorrer deste trabalho podemos observar que o Teorema de Green ¢é de fun-
damental importancia no calculo de integrais curvilineas, pois faz uso das derivadas
parciais para estabelecer uma juncao entre integrais de linha e integrais duplas, tor-
nando assim o calculo dessas funcoes mais simples. Observamos também que a jungao
do Teorema de Green ao Planimetro é de fundamental importancia para o célculo de
areas de regioes fechadas. Vimos que as aplicagoes deste Teorema abrange elementos
na Matematica, na Fisica e na Engenharia tornando-o assim, objeto excencial para

nossos estudos.
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