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Resumo

O problema de resolugdo de um conjunto de equagSes lineares é um dos problemas
centrais da Matematica Computacional e Ciéncia da Computagido. Excelentes algon'tmés para a
resolugdo desses problemas em sistemas com processador unico foram desenvolvidos. Por outro
lado, algoritmos para resolugdo de sistemas lineares em computadores paralelos estdo em estagio
inicial.

A proposta desse trabalho € resolver sistemas lineares de grande porte, usando
processamento paralelo. Usaremos um software para desenvolvimento de programas paralelos
executaveis em um rede UNIX™ de computadores. A ferramenta é chamada PYM™ (Parallel
Virtual Machine).

O trabalho apresenta um estudo dos métodos diretos: Elimina¢do de Gauss e Fatoragdo
LU; e dos métodos iterativos: de Gauss-Jacobi e dos Gradientes Conjugados. Em seguida, sdo
implementadas as rotinas para resolugfo de sistemas lineares, usando processamento paralelo.

A primeira abordagem utilizada neste trabalho para a implementagdo da comunicagdo
entre as tarefas cooperantes, ndo procurou minimizar a passagem de mensagens, resultando em
elevado tempo de processamento, devido ao overhead. Em uma segunda abordagem, a
passagem de mensagens foi otimizada, minimizando o overhead e reduzindo consideralvemente o
tempo de processamento. Resultados muito melhores aos obtidos em um processamento serial
para sistemas lineares de grande porte, foram conseguidos com esta segunda abordagem.

Finalmente, sdo apresentados os resultados comparativos entre o tempo de execugio dos

algoritmos implementados para o ambiente serial e o tempo de execugdo para o ambiente

paralelo.




Abstract

The problem of solving a set of linear algebraic equations is one of the central problems
in computational mathematics and computer science. Excellent algorithms for this class of
problems on single processor systems have been developed. On the other hand, algorithms for
solving linear equations on parallel computers are still in its initial stage of development.

The purpose of this work is to solve large size linear systems by using parallel processing.
A software tool for developing parallel programs, executable on networked UNIX computers
has been emplooyed for this purpose. This tool is known as Parallel Virtual Machine (PVM™).

This work shows a study of direct method, Gaussian Elimination and LU decomposition,
as well as of iterative method, Gauss-Jacobi and Conjugate Gradient. The programs for
resolution of Linear Systems, using parallel processing, with these algorithms, have been
implemented and tested.

The first approach followed in this work to implement communication between
cooperating tasks did not try to minimize message passing, during parallel execution of the
algorithms. This resulted in high overhead and, consequently, very high processing times. For a
second approach, message passing was optimized, minimizing the overhead and reducing,
considerably, the processing times. This second approach produced much better times for large
size systens, than those yielded by serial processing.

Finally, the comparative results between the running times of sequential and parallel

algorithms, are shown.




Capitulo 1

Introducio

1.1 - Introducdo

Nos uGltimos anos temos testemunhado uma crescente aceitacio e adogdo de
processamento paralelo, para computagéo cientifica de alto desempenho e aplicagdes de proposito
geral. Esta aceitagdo foi facilitada por dois desenvolvimentos: Processadores Paralelos (PP) e o
uso difundido de computagio distribuida.

PP sio, agora, os mais poderosos computadores no mundo. Estas maquinas combinam, de
algumas centenas a poucos milhares de CPU, em um unico gabinete, ligado a centenas de
gigabytes de memorna. Oferecem enorme poder computacional e sio usados para resolver
problemas computacionais de grande porte, tais como modelagem de climas e projeto de
remédios. A medida que a simulagdo se torna mais realistica, o poder computacional requerido
para produzi-la deve crescer, proporcionalmente.

O segundo maior desenvolvimento, atingindo a resolugdo de problemas cientificos, é a
computagao distribuida. Computagdo distribuida € um processo, por meio do qual computadores,
conectados através de uma rede, sdo usados, coletivamente, para resolver um unico grande
problema.

Uma das coisas comuns entre computagdo distribuida ¢ PP é a nogio de passagem de
mensagens. Em todo processamento paralelo, dados precisam ser trocados entre tarefas
cooperantes [Sunderam 54].

A programagdo paralela consiste, basicamente, em dividir um programa em varios
modulos, a serem executados em diferentes estagdes, paralelamente, visando a solugdo do
probléma. Cada modulo, comumente chamado de “tarefa”, trabalha sobre a parte de dados que
lhe ¢ conferido e, de acordo com a estrutura do programa, troca os resultados com outras tarefas,

ou com uma Tarefa-Mestra. Essa troca de resultados ¢é feita através do que se conhece por




message passing, o que pode se dar entre as varias CPU de uma mesma maquina ou até mesmo
entre maquinas remotas.

Ao criar um programa paralelo, ¢ fundamental ter em mente quais as partes do codigo que
sdo paraleliziveis e como dividir as tarefas entre as CPU. De uma maneira geral, as partes
paralelizaveis do codigo, consistem de fungdes do programa que ndo dependem umas das outras
e que podem ser executadas simuitaneamente. Um exemplo tipico de codigo paralelizavel, seria o
problema de calcular a integral de uma fungdo, pelo método de somatério simples. A forma mais
direta de resolver este problema, em paralelo, seria dividir a fun¢fo em partigdes e passa-las para
as diferentes CPU, de modo que cada CPU calcule a integral na respectiva regido. Ao final do
calculo, cada CPU passaria o seu resultado para uma outra CPU, que se encarregaria de somar os
valores parciais, obtendo, assim, a integral.

Ao desenvolver um algoritmo paralelo, devemos ter sempre em mente o que se quer
paralelizar, o custo de processamento de cada tarefa (isto €, quanta carga cada tarefa vai impor a
CPU) e qual a arquitetura de maquinas que possuimos. Assim, ao dividir um problema temos que
notar a importancia de balancear a divisdo dos processos, de modo que uma CPU mais poderosa
nzo fique sub-utilizada, ou que uma com menor poder de processamento nio seja sobrecarregada.

Sem duvida, a comunicagdo € o maior gargalo da execucdo de programas paralelos.
Assim, devemos procurar minimiza-lo, afim de evitarmos uma queda de desempenho na
execugdo. A maneira mais Obvia de minimizar a comunicacio, ¢ diminuir o nimero de
processadores envolvidos na solugdo do problema, ou minimizar a passagem de parametros entre
os processos. Um conceito muito importante em paralelismo € o de granularidade, que consiste
no “grau de divisio” dos dados de um problema entre as CPU que participardo da solugio.
Assim, a granulanidade esta diretamente relacionada com o tempo de processamento total
(geralmente quanto maior ela for, menor sera o tempo de processamento) e com o tempo de
comunicagio entre as CPU (uma vez que quanto mais CPU participarem da tarefa, maior serd o
tempo de comunicag¢io).

Uma consideragdo importante € a sincronizag@o entre as tarefas. Uma vez que as CPU
podem, geralmente possuir carga e poder de processamento diversos, ha a possibilidade de que
uma CPU termine a sua tarefa antes de outra e tenha que passar dados para aquela que ainda esta
trabalhando. Assim, € importante que o programador tenha uma boa no¢do da ordem do tempo
de execugdo dos processos, para que ndo deixe um processo esperando por muito tempo a

resposta de outra CPU, o que certamente atrasara a execugao.




Dessa forma, vemos que a programagdo paralela nio envolve somente o desenvolvimento
de programas em si, mas também varias consideragdes importantes, no sentido de otimizar o
codigo, com a finalidade de obter o maior desempenho possivel.
Com o avango tecnologico e o barateamento dos custos de hardware, clusters de
workstations se tomaram opgoes viaveis para o desenvolvimento de aplicagdes.
A programagdo distribuida, entretanto, envolve um novo conjunto de aspectos que ndo
sao cobertos pela programagdo convencional. Com o objetivo de facilitar o trabalho dos
programadores de aplicagdes paralelas, foi cnado o PVM™ (Parallel Virtual Machine), um
pacote de software para desenvolvimento de programas paralelos, executivel em redes UNIX™
ou LINUX™ de computadores. O PVM™ permite que uma colegdo heterogénea de estagdes de
trabalho e supercomputadores funcione como uma Ginica maquina paralela de aito desempenho.
O PVM™ ¢ um projeto de pesquisa em andamento. O software é distribuido liviemente e
estd sendo usado em muitas aplicagdes computacionais ao redor do mundo. Ele é portavel e
executa em uma grande variedade de plataformas modemnas. Ele foi bem aceito pela comunidade
mundial de computagdo e € usado com sucesso para a resolugdo de problemas de grande porte na
ciéncia, industna e negocios [Sunderam 94}.
Para medir o custo da execugdo de um programa, costumeiramente definimos uma fungdo
complexidade (custo) (), onde (}(n) € a medida do tempo requerido para executar o algoritmo em
um problema de tamanho n.
Em geral, o custo de obten¢io da solugiio aumenta com o tamanho # do problema. Se o
valor de n € suficientemente pequeno, mesmo um algontmo ineficiente ndo tera muito trabalho
para executa-lo, de modo que a escolha de um algoritmo para um pequeno problema ndo € critica.
Em muitos casos, entretanto, quando # cresce, surge uma situagdo onde o algortmo ja ndo pode
ser executado em um periodo de tempo aceitdvel. Dizemos que a complexidade de um algontmo
¢ Oflog n) (leia-se “ordem log n”), se o processamento, pelo algoritmo, de um problema de
tamanho 7, leva um tempo proporcional a log n [Kronsjo 87). E equivalente dizer que:
a) a complexidade do algoritmo € da ordem log n; isto pode também ser escrito como
“O(log n)”;

b) o algonitmo é executado em tempo O(log »);

¢) a quantidade de trabalho exigido pelo algoritmo é proporcional a log 1, ou ¢ de
O(log n).

Os algoritmos que operam sobre vetores, requerem O} operag¢des, onde 17 é o nimero de

componentes dos vetores; os algontmos que operam sobre matrizes quadradas e vetores, t€ém




complexidade 0(n2 ), onde n € o numero de colunas ou de linhas da matriz; e, finalmente, os
algoritmos que operam com matrizes, como por exemplo algoritmos para multiplicagio de

matrizes, tém complexidade O(»*).

1.2 - Objetivo da Dissertagio

O problema de resolugdo de um sistema de equagdes lineares € um dos problemas centrais
da Matematica Computacional e Ciéncia da Computagdo. Muitos métodos para a solugio desse
problema envolvem a triangularizagio de uma matriz, seguida por uma substitui¢do regressiva.

O objetivo desse trabalho é estudar a resolugio de sistemas lineares de grande porte
usando processamento paralelo, através de uma analise comparativa de desempenho entre este
processamento € o processamento senal convencional.

Nossa investigagdo de métodos para resolugdo de sistemas de equagdes lineares em uma
rede UNIX™ de computadores utilizou os seguintes métodos:

1. Eliminagio de Gauss

8]

. Fatoracdo LU

3. Método iterativo de Gauss-Jacobi

=Y

. Método iterativo dos Gradientes Conjugados.

Os métodos iterativos foram populares na década de 50 e uma das classes desses métodos
foi amplamente analisada por David Young, cujo livro ([Young 71]) é um tratado sobre o
assunto. Young e seus colaboradores continuam trabalhando ainda em métodos iterativos, dentre
os quais destacam-se o método iterativo de Gauss-Jacobi, o de Gauss-Seidel e 0 método iterativo
dos Gradientes Conjugados.

A compreensdo dos métodos diretos foi possivel gragas aos trabalhos de J. Wilkinson
[Wilkinson 63] no inicio da década de 60. A Eliminagdo de Gauss estd definitivamente
consagrada, gragas aos trabalhos de Wilkinson e ao sucesso do método dos elementos finitos, que
a utiliza para resolver sistemas lineares contendo milhares de equagdes.

O principio utilizado na resolu¢go numérica dos métodos diretos é o da divisdo e
conquista. Em geral a matriz dos coeficientes 4 é representada como o produto de duas matnzes,
reduzindo, deste modo, o tamanho do problema a ser resolvido.

Os métodos diretos, tats como Eliminagio de Gauss e similares, podem gerar elementos
ndo nulos em posigdes da matriz que originalmente continham zeros. Essa geragdo, conhecida
como fill-in (preenchimento) prejudica a eficiéncia dos algoritmos se a matriz dos coeficientes for

esparsa, isto é, se a porcentagem dos elementos nulos for maior que a dos elementos nfo nulos. A

10




exploragdo da estrutura esparsa se faz armazenando, somente, os elementos ndo nulos, usando
para tal uma estrutura de dados que permita identificar cada elemento da matriz.

Faremos modificagdes nos algontmos desses métodos, caso sejam necessarias, para
adequéa-los ao ambiente PYM™. Implementaremos os algoritmos adaptados e efetuaremos a
avaliago do desempenho dos algoritmos paralelos, comparando o desempenho dos mesmos com
o dos algoritmos implementados em arquitetura seqiencial,

Algoritmos para computagdo paralela devem ser concebidos para cada ambiente
(hardware + software). Usamos o ambiente PVM™ que esta disponivel no Centro Nacional de
- Processamento de Alto Desempenho no Nordeste (CENAPAD-NE), localizado na Universidade
‘Federal do Ceara, em Fortaleza. © CENAPAD-NE é onginario de um projeto da Secretana de
Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara (SECITECE), da Financiadora de Estudos e Projetos
(FINEP) e do Ministéno da Ciéncia e Tecnologia (MCT). O endereco do CENAPAD-NE na

Internet é http://www cenapadne br/
1.3 - Organizacdo da Dissertagdo

A Dissertagdo contém 6 capitulos e 2 apéndices. O primeiro capitulo é uma introdugao e
0s cinco restantes seu desenvolvimento,

O capitulo 2 apresenta os conceitos basicos de paralelismo e a Taxinomia de Flynn,

O capitulo 3 apresenta o software PVM™ (Parallel Virtual Machine) e enfoca, também,
o paradigma geral para programacado de aplicagdes PYM™,

O capitulo 4 apresenta uma revisdo dos métodos implementados (Eliminagdo de Gauss,
Fatoragdo LU, método de Gauss-Jacobi ¢ método dos Gradientes Conjugados) com seus
respectivos algoritmos. Também ¢é feito um estudo dos erros na obtengdo da solugdo de sistemas
de equagdes lineares e um estudo sobre pivoteamento.

O capitulo 5 apresenta uma descrigdo das matrizes dos coeficientes dos sistemas lineares
usados nos testes, a metodologia de testes utilizada, os algoritmos paralelos e os resultados dos
testes realizados e uma avaliagdo comparativa do desempenho dos algoritmos paralelos.

O capitulo 6 apresenta conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.

O apéndice A mostra como executar e escrever aplicagdes PVM™, usando as linguagens
de programagdo C ¢ FORTRAN. Em seguida, é feita uma descri¢do das principais rotinas do
PVM™ usadas na implementag¢io dos programas paralelos.

O apéndice B mostra uma listagem dos algoritmos paralelos, para os métodos de

resolucio de sistemas lineares estudados.
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Capitulo 2

Paralelismo

2.1 - Introdugio

Problemas de fisica nuclear, previsdo das condi¢des climaticas, projeto de aeronaves,
termodindmica, sismologia e outros, sempre necessitaram de grande capacidade de processamento
de dados. Esforgos foram desenvolvidos na obtengdo de circuitos mais rapidos, que permitiram
acelerar os computadores e. portanto, melhorar sua capacidade de processamento. No entanto,
estas pesquisas resultaram em peguenas evolugdes, enquanto que as necessidades de
processamento cresceram de maneira bem mais rapida.

Para superar estas limitagdes, os pesquisadores em Arquitetura de Computadores
desenvolveram, ao longo dos anos, técnicas de projeto chamadas de “operagdes concorrentes”,
que permitem aumentar, de forma apreciavel, a capacidade de processamento das méquinas, para
uma dada tecnologia. O principio geral destas técnicas € a obtengdo de paralelismo no tratamento
dos dados, de onde surgiu o nome geral de “Processamento Paralelo”, para designar estas
técnicas [Navaux 90].

2.2 - Conceitos Béasicos de Paralelismo

o Defini¢io: Varios processadores cooperando para executar, de forma simultanea,
partes de um mesmo programa.

¢ Finalidade: Estratégia para executar mais rapidamente, atividades complexas. Um
algoritmo grande e complexo pode ser dividido em pequenas tarefas, executadas
simultaneamente por 7 processadores que se comunicam entre si.

» Paralelismo de dados: Cada processador executa as mesmas instrugdes sobre dados

diferentes;

¢ Paralelismo funcional: Cada processador executa instrugdes diferentes, que podem ou

nao operar sobre o mesmo conjunto de dados.
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e Multiprogramac¢ido: Um processador executando concorrentemente varios segmentos
de programas (sistema de tempo compartithado).

Multiprocessamento: Vanos processadores executando processos diferentes
utilizando, para tanto, memoria compartilhada ou meméria distribuida.

Meméria Compartilhada (Shared Memory). Varios processadores compartithando
uma Gnica memoria. A memona € acessada por somente um processador de cada vez.

Veja a Figura 2.1.

Processador ‘ ]Processador

Figura 2.1 - Mcméria Compartilhada

Vantagens:
1. Aumento da velocidade,
2. Os processadores trabalham independentemente.
Desvantagens:
1. Largura de faixa limitada;
2. Limite no nimero de processadores;
3. Sdo necessarias técnicas de sincronizagio para leitura e gravagao.
Exemplo:
Cray Y-MP (Centro Nacional de Supercomputagdo da UFRGS).
Memoéria Distribuida (Distributed Memory): Varios processadores, que operam
independentemente, onde cada um possui sua propria memoria. Os dados sdo

compartilhados através da rede, usando o mecanismo de message passing. Veja a

Figura 2 2.
 meména memdéria memoria
~ processador processador processador

—_—

Figura 2.2 - Memoéria Distribuida
Vantagens:

1. Velocidade no acesso a memoria, sem interferéncia;

2. Nio existe limite para o numero de processadores.

Desvantagens:
1. O usuario € responsavel pelo sincronismo e recebimento de dados;

2. Elevado overhead devido a comunicagio.
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Exemplo:
IBM Risc/6000 SP2 (CENAPAD-NE)

* Passagem de mensagem (message passing): Método de comunica¢do entre varios
processadores que possuem memoéna propria. Se baseia na transmissio dos dados via
uma rede de interconex3o, segundo as regras do protocolo da rede (exemplo: IP).

2.3 - Taxinomia de Flynn

Qualquer computador, serial ou paralelo, opera executando instru¢des sobre dados. Um
fluxo de instrugdes (o algeritmo) diz ao computador o que fazer em cada caso. Um fluxo é uma
seqiiéncia de objetos tais como dados, ou de a¢des, tais como instru¢des. Um fluxo de dados (a
entrada para o algoritmo) € afetado por essas instrugdes [Akl 89).

Existem diversas classificagbes propostas para as arquiteturas de maquinas como a de
Feng [Feng 72], que ¢ baseada no processamento serial x paralelo, e a de Handler [Handler 77)
que determina o grau de paralelismo e pipeline em vérios niveis. Entretanto, a classificagiio
melhor aceita até a presente data ¢ a de Flynn {Flynn 72], em especial devido a sua grande
simplicidade.

A classificagdo de Flynn baseia-se na multiplicidade de fluxo de dados e instrugdes, €
propde quatro categorias de maquinas. Segundo ela, o ponto principal do processo de um
computador ¢ a execugdo de um conjunto de instrugSes sobre um conjunto de dados. Fluxo é uma
seqiencia de instrugdes ou de dados executados num unico processador. Portanto, fluxo de
instrugGes € uma sequéncia de instrugdes executadas por uma maquina enquanto que fluxo de
dados € umé seqiiéncia de dados, inclusive de entrada, resultados parciais ou intermediarios,
utilizada pelo fluxo de instru¢des. As quatro categorias de arquiteturas propostas por Flynn
(usando o modelo baseado nos diferentes fluxos usados em processos computacionais) s30:

SISD: “Single Instruction stream, Single Data stream”
SIMD: “Single Instruction stream, Multiple Data stream”
MISD: “Multiple Instruction stream, Single Data stream”

_ MIMD: “Multiple Instruction stream, Muitiple Data stream”
2.3.1 - Computadores SISD

Um computador nesta classe consiste de um unico Elemento de Processamento, recebendo um
unico fluxo de instrugdes, que opera sobre um tnico fluxe de dados. Em cada passo durante a
computagdo, a unidade de controle emite uma instru¢do que opera em dados obtidos da unidade

de memoria. Tal instru¢do pode dizer ao processador, para executar, por exemplo alguma
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operagdo logica ou aritmética em alguns dados e entdo colocar de volta o resultado na memoria.

Veja a Figura 2.3.
FI

‘l Fl FD

ucC EP

. Figura 2.3 - Computador do tipo SISD.,
Na Figura 2.3 foi adotada a seguinte legenda:

UC - Unidade de Controle
EP - Elemento Processador
MEM - Memona

FI - Fluxo de Instrugdes

FD - Fluxo de Dados

MEM

A grande maiona dos computadores de hoje segue este modelo inventado por John Von

Neumann e seus colaboradores, no final dos anos 40. Um algoritmo para um computador desta

classe é dito ser seqUencial ou senial [Akl 89].

2.3.2 - Computadores SIMD

Nesta categoria, um computador paraleio consiste de n processadores idénticos. Cada um dos n

processadores possui sua propria memona local, onde ele pode armazenar programas e dados.

Todos os processadores operam sob o controle de uma tnica instrugdo, emitida por uma unidade

central de controle. Equivalentemente, os n processadores tém copias idénticas de um dnico

programa, cada copia sendo armazenada em sua memoria local. Ha » fluxos de dados, um por

processador. Este modelo corresponde aos processadores matriciais (array processors). Veja a

Figura 2.4.
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» EP FD, MEM,
P
v
ucC FI * EP, FD, MEM,
EP, FD, MEM
———————— ]
Memornia

Figura 2.4 - Compuladores do tipo SIMD,

Os processadores operam sincronamente. Em cada passo, eles executam a mesma
instrugdo, cada um sobre um dado diferente. A instrugdo pode ser simples (como somar dois

numeros) ou complexa (como juntar duas listas de numeros). Similarmente, os dados podem ser

simples (um numero) ou complexo (varios numeros). Algumas vezes, pode ser necessario ter

somente um subconjunto dos processadores executando uma instrugdo. Esta informagdo pode ser
codificada na propria instrugdo, desse modo informando ao processador se estara ativo (e
executar a instrugdo) ou inativo. Processadores que estdo inativos durante uma instrugdo ou
aqueles que completaram a instrugdo antes dos outros podem, ficar ociosos até que a proxima
instrugdo seja emitida. O tempo de execugdo entre duas instrugdes pode ser fixo ou depender da
instrugao sendo executada.

Em muitos problemas que s3o resolvidos em um computador SIMD, € desejavel que os
processadores sejam capazes de se comunicar entre si durante a computagdo, para trocar dados
ou resultados intermediarios. Isto pode ser realizado de duas maneiras, resultando em duas
subclasses: computadores SIMD onde a comunicagio entre os processadores ¢ feita através de

memoria compartilhada (Shared Memory) e aqueles onde a comunicagio € feita via uma rede de
interconexao [Akl 89].
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2.3.3 - Computadores MISD

Neste caso, n processadores, cada um dos quais com sua propria unidade de controle,
compartilham uma unidade de memoria comum, onde residem os dados, como mostra a Figura
2.5 . Ha n fluxos de instru¢des e um nico fluxo de dados. Em cada passo, um dado recebido da
memoria € operado por todos os processadores, simultaneamente, de acordo com as instrugdes
recebidas da sua unidade de controle. Assim, o paralelismo é realizado, fazendo com que os
processadores realizem tarefas diferentes, a0 mesmo tempo, sobre o mesmo dado. Esta classe,
serve naturalmente para aquelas computagdes que requerem uma unica entrada, submetida a
varias opera¢des [Akl 89]. ]

Embora seja facil imaginar e projetar computadores MISD, tem havido pouco interesse

neste tipo de arquitetura paralela. Ndo ha maquina construida usando este modelo.

FD

) 4

EP, FI, | UC, FI, MEM,
ER, | FI, | UG, FI, MEM,

t—
e
.

FD Memoria
b

Figura 2.5 - Computadores do tipo MiSD
2.3.4 - Computadores MIMD

Esta classe de computadores é mais geral e mais poderosa em nosso paradigma de computagdo
paralela, o qual classifica computadores paralelos conforme o fluxo de instrugdo e/ou o fluxo de
dados € duplicado. Nesta classe se enquadram os multiprocessadores.

Aqui temos n processadores, » fluxos de instrugdes e 1 fluxos de dados, como mostra a
Figura 2.6. Os processadores, aqui, sdo do tipo usado em computadores MISD, no sentido de

que cada um possui sua propria unidade de controle, sua memoria local e sua propria unidade de
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aritmética e logica. Isso faz esses processadores mais poderosos que aqueles usados por
computadores SIMD.

Cada processador opera sob o controle de um fluxo de instrug@o, emitido por sua unidade
de controle. Assim os processadores est3o, potencialmente, executando diferentes programas em
diferentes dados, enquanto resolvem subproblemas de um dnico problema. Isto significa que os
processadores operam, tipicamente, assincronamente. O que mantém a interagio entre oS
processadores € a memoria global, ou sistema de mensagens, gerenciados por um sistema
operacional tnico.

Como nos computadores SIMD, a comunicago entre processadores é executada atraveés
de memoria compartilhada ou por meio de redes de interconexio. Computadores MIMD que
compartilham uma memoéna comum, séo freqiientemente referidos como Multiprocessadores (ou
maquinas fortemente acopladas), enquanto que aqueles com redes de interconexdo, sido
conhecidos como Multicomputadores (ou maquinas fracamente acopladas).

Multicomputadores s3o, algumas vezes, referidos como sistemas distribuidos. A distancia
€ usualmente baseada na distdncia fisica separando os processadores ¢ ¢, portanto,
freqiientemente subjetiva. A regra do dedo polegar ¢ a seguinte: se todos os processadores estdo
nas proximidades uns dos outros (na mesma sala, digamos), entdo eles formam um
Multicomputador, de outra forma (em vanas cidades, digamos) formam um Sistema
Distribuido [Akl 89]. Um exemplo de Sistema Distribuido € o mostrado na Figura 2.7 formado

por um Supercomputador SP2 e duas estagdes de trabaiho IBM RISC6000.

r

FI,

UC, FI, ,| ER | __FD .| MEM,
FI,

ucC, FI, | EP, | FD, .| MEM,

ucC, FI, .| EP, |, __FDs MEM
Meméoria FI,

Figura 2.6 - Computadores do tipo MIMD.
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via
switch
via
" ethernet

Figura 2.7 - Sistema Distribuido - CENAPAD-NE
2.4 - Resumo

As inimeras possibilidades de organiza¢do de um grande numero de processadores tém
produzido uma grande vaniedade de computadores paralelos, com o objetivo de atingir alto
desempenho em classes de problemas tradicionalmente dominadas pelos supercomputadores, a
um custo relativamente baixo. O primeiro método para classificar arquiteturas de computadores,
amplamente disseminado, foi proposto por Flynn em 1966. O método se baseia nas possibilidades
de combinagdo entre uma ou mais sequéncias de instrugdes, atuando sobre uma ou mais
sequéncias de dados.

O proximo capitulo trata de uma descri¢o de um software para computagdo paralela

chamado PVM™ (Parallel Virtual Machine), o qual permite que uma rede de computadores

UNIX™  funcione como uma Unica maquina paralela de alto desempenho, chamada Mdquina

Virtual Paralela.
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Capitulo 3

O PVM

3.1 - Introdugdo

Este capitulo apresenta um pacote de software para desenvolvimento de programas
paralelos, executaveis em uma rede UNIX™ de computadores. A ferramenta chamada Parallel
Virtual Machine (PVM™), permite que uma cole¢io heterogénea de estagdes de trabalho e
supercomputadores funcione como uma Unica méquina paralela de alto desempenho, chamada
Maquina Virtual Paralela.

O projeto do sistema comegou no verdo de 1989, no Laboratorio Nacional de Oak Ridge.
O sistema prototipo foi construido por Vaidy Sunderam e Al Geist. Esta versio do sistema foi
usada internamente no laboratorio e ndo foi liberada para uso publico. A versio 2.0 do sistema foi
escrita na Universidade do Tennessee e liberada para divulgagio, em margo de 1991. Durante o
ano seguinte, 0 PVM™ comegou a ser usado em muitas aplicagdes cientificas. Depois de varias
mudangas sugenidas por usuarios, uma revisdo completa foi empreendida, e a versdo 3.0 foi
completada em fevereiro de 1993. A vers3o que usamos nos testes € a 3.3 (a qual chamaremos,
simplesmente, de PVM™). O software ¢ distribuido livremente e esta sendo usado hoje em
muitas aplica¢des computacionais.

O software ¢ o sustentaculo do projeto de pesquisa em computagdo de redes
heterogéneas, uma iniciativa colaborativa entre o Laboratério Nacional de Oak Ridge, a
Universidade do Tennessee, a Universidade Emory e a Universidade Carnegie Mellon, todas nos
Estados Unidos da América.

O sistema evoluiu, nos ultimos anos, para uma tecnologia vidvel em processamento
paralelo distribuido. O PVYM™ suporta um modelo simples de passagem de mensagens.

O software foi projetado para reunir recursos computacionais e fornecer aos usudrios uma
plataforma paralela para execugdo de suas aplicagdes, sem levar em conta o numero de

computadores diferentes que eles usam e onde estdo localizados. Quando o PVM™ esta
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corretamente instalado, ele € capaz de controlar os recursos combinados de uma plataforma de

computagdo de redes heterogéneas e entregar altos niveis de desempenho e funcionalidade.

3.2 - O Sistema PVM

O software € um pacote que permite a um programador criar e acessar um sistema de
computacdo concorrente, composto por uma rede de processadores fracamente acoplados. O
hardware reunido na maquina virtual do usuario pode ser composto de uma workstation, varias
maquinas vetoriais ou supercomputadores paralelos. Os elemento individuais podem ser de um
mesmo tipo (homogéneo) ou de tipos diferentes (heterogéneo) ou uma mistura deles, contanto
que todas as maquinas usadas estejam conectadas através de uma ou mais redes. Estas redes
podem ser tdo pequenas como uma LAN, ou grandes como a Internet. Esta habilidade de reunir
diversas arquiteturas sob um controle central, permite ao usuario PVM™ dividir o problema em
subtarefas e determinar que cada uma delas seja executada pelo processador mais indicado, o que
possibilitara aos usuarios um grande ganho no desempenho de seus programas, se desenvolvidos
em paralelo. Esse software atua interligando varias maquinas da rede, formando um ambiente pré-
estabelecido pelo usuario. Esse ambiente passa a ser visto de uma forma transparente, como se
fosse um Unico no do sistema. Sob 0 PVM™ uma colegdo de computadores seriais, paralelos e
vetonais, aparece como um tnico computador de memonia distribuida. Ele fornece as ferramentas
para langar tarefas na maquina virtual e permite que estas se comuniquem durante o
processamento, a fim de solucionar o problema.

O PVM™ € um conjunto integrado de ferramentas de software e bibliotecas que emulam
uma plataforma de computagdo concorrente heterogénea, flexivel, de proposito geral, de
computadores interconectados. O principal objetivo do PVM™ ¢ possibilitar que uma colegio de
computadores seja usada, cooperativamente, para computacdo paralela e concorrente.

O software usa o modelo de passagem de mensagens, para permitir a programadores
explorar a computagdo distribuida, através de uma grande variedade de tipos de computadores,
incluindo os Supercomputadores. O conceito chave no PVM™ ¢ que ele faz com que uma
colecdo de computadores pareca como uma grande maquina virfual, dai o seu nome. O software
fornece uma plataforma uniforme, na qual programas podem ser desenvolvidos de modo eficiente,
usando o hardware disponivel. Ele transparentemente manipula todo o roteamento de mensagens,
conversio de dados e escalonamento através da rede de computadores de arquiteturas variadas.

O usuério escreve uma aplicagdo, como uma colegdo de tarefas cooperantes. Estas tarefas
acéssam recursos do PVM™ através de uma biblioteca de rotinas. Estas rotinas, por sua vez

permitem o inicio € o fim de tarefas na rede, bem como comunicagio e sincronizagio. As
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primitivas de passagem de mensagens PVM™ sio orientadas a operagdes heterogéneas,

envolvendo construgdes fortemente tipificada para armazenamento e transmisso. Construgdo de

comunicagdes incluem aquelas para emissio e recepcio de estruturas de dados, bem como

primitivas de alto nivel, tais como espalhamento, barreira de sincronizagio e soma global.

Em qualquer estagio da execugdo de uma aplicagio concorrente, qualquer tarefa pode

Iniciar ou parar outras tarefas, adicionar ou remover computadores da maquina virtual. Qualquer

processo pode se comunicar ¢/ou sincronizar com qualquer outra tarefa. Os principios sobre os

quais 0 PVM™ esta baseado incluem:

Maquina virtual configuravel pelo usuério: as tarefas computacionais de uma aplicagio
sdo executadas em um conjunto de maquinas, que sio selecionadas pelo usuario, para
um dado programa PVM™ em execu¢do. Maquinas com um unico processador e
multiprocessadores (incluindo computadores com meméria compartithada e distribuida)
podem fazer parte da maquina virtual. A maquina virtual pode ser alterada através da
adi¢do e remogdo de maquinas, durante a operagdo (uma importante caracteristica para
tolerdncia a falhas).

Acesso seletivo ao hardware: o programa paralelo pode “ver” a maquina virtual como
uma colegdo de CPU sem caracteristicas especiais, ou pode aproveitar as vantagens da
arquitetura de cada CPU da maquina virtual.

Computagido baseada em processos: a unidade de paralelismo € a tarefa (freqiientemente
mas nem sempre um processo UNIX™), a linha de controle altema entre comunicagao e
computagdo. Nenhum mapeamento processo-processador € incluido ou imposto pelo
PVM™; em particular maltiplas tarefas podem ser executadas em um Gnico processador.
Modelo de message passing explicito; as tarefas que formam o programa paralelo
dividem o trabalho através, da troca de mensagens determinada pelo usuario, a ser
realizada pelas mesmas. O tamanho das mensagens é limitado somente pela quantidade
de memona disponivel. As mensagens sdo passadas, entre tarefas, pela rede de conexio.
A conversdo de dados € feita automaticamente entre as maquinas que nao compartilham
a mesma representacdo de dados

Suporte a heterogeneidade: o sistema suporta heterogeneidade em termos de maquinas,
redes e aplicagdes. Com respeifo a passagem de mensagens, ele permite que mensagens

contendo mais de um tipo de dados sejam trocadas entre maquinas, tendo diferentes

modos de representacdo de dados.
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¢ Suporte a multiprocessador: o sistema usa recursos proprios de passagem de mensagens
nos multiprocessadores para tirar vantagem do hardware basico.

O sistema PVM™ ¢ composto de duas partes:

PYM Daemon A primeira parte é um daemon, chamado pyvmd3 (algumas vezes usaremos o

nome abreviado pvind), que reside em todos os computadores que compdem a maquina
virtual (um exemplo de programa daemon é o programa de correio eletronico que
executa em background e manipula todos os email que estdo chegando e saindo em um
dado computador). O pvmd3 foi projetado de modo que qualquer usuario com um Jogin
valido possa instalar este daenon em uma maquina.

Quando um usuario deseja carregar uma aplicagio, ele primeiro cria uma maquina

virtual disparande o PVM™. A aplicagdo pode entdo ser iniciada em qualquer das

maquinas. Multiplos usuarios podem configurar uma maquina virtual sobreposta, e cada
usuario pode executar varias aplicagdes, simultaneamente. Os pvmd pertencentes a um
usuario nio interagem com aqueles pertencentes a outros usuarios, para reduzir o risco
com a segurang¢a, € minimizar a colisio de um usuario com outro. O pymd serve como um
roteador e controlador de mensagens. Ele fornece um ponto de contato, autenticagao,
controle de processos e detecgio de falhas. Um pvmd inativo, ocasionalmente venfica se
0s outros iguais a ele ainda estdo em execugdo. Mesmo se um programa aplica¢fo falhar,
os pvmnd continuam em execu¢io.

Cada pvmd mantém uma lista de todas as tarefas sob seu gerenciamento. Muitas
tarefas estio também em uma segunda lista, classificada pelo identificador de processos.
Uma tabela de maquinas descreve a configuragdo de uma maquina virtual. Ela lista o
nome, endereco e estado de comunicagdo de cada maquina. Um pvmd encerra suas
atividades, quando ele é removido da maquina virtual, morre, perde contato com o pvmd
mestre, ou quando falha (erro no barramento).

Biblioteca de Programacio A segunda parte do sistema PVM™ ¢ uma biblioteca de rotinas
de interface chamada libpvm. Ela contém um repertorio completo de primitivas que sdo
necessanas para a cooperagio entre as tarefas de uma aplicag@o. Esta biblioteca contém
rotinas que podem ser chamadas pelo usuario para passagem de mensagens, distribuigdo
de processos, coordenagio de tarefas e modificagdo da maquina virtual. Libpx}m € escrita
em C e suporta diretamente aplicagdes C e C++. Este conjunto de linguagens foi incluido,
baseado na observagio de que a grande maiona das aplicagbes sdo escritas em C e
FORTRAN, com uma tendéncia emergente em experimentos com linguagens e

metodologias orientadas a objeto. A biblioteca FORTRAN, libfpvm3.a (também
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escrita em C), € um conjunto de fungdes wrapper que executam as chamadas FORTRAN.
A biblioteca libpvm permite a uma tarefa interagir com o pvmd e outras tarefas. Ela
contém fungdes para empacotamento (composigio) e desempacotamento de mensagens,
funges para executar chamadas a0 sistema PVM™, através do uso de mensagens para
enviar servigos de requisi¢do ao pymd.

Libpvm fornece fungdes para empacotar todos os tipos de dados primitivos em
uma mensagem, em um dos vanos formatos de codificagdo. Ha 5 conjuntos de
codificadores e decodificadores. Cada buffer de mensagens tem um conjunto associado a
ele. Quando uma mensagem € criada, o conjunto codificador ¢ determinado através do
parametro de formato da fungdo pvm_mkbuf (). Quando uma mensagem é recebida, os
decodificadores sdo determinados pelo campo codificador do cabegalho da mensagem. Os

dois mais usados empacotam dados nos formatos nativo (maquina nativa) e padrdo
(XDR).

TR

“Escravo 1

““Fscravo 27

e T

"“Escravo 3™

Figura 3.1 - Componcntes do PVM™

'O modelo de computagio PVM™ ¢ baseado na nogdo de que uma aplicag@o consiste de
vanas tarefas. Cada tarefa ¢ responsavel por uma parte da aplicagdo que esta sendo executada.
Algumas vezes uma aplicagdo € paralelizada ao longo de suas fung¢des; isto é, cada tarefa executa
uma fungdo diferente, por exemplo, entrada, inicializa¢do, solugio, saida e exibi¢do. Este
processo é, frequentemente chamado paralelismo funcional. Um método muito comum de
paralelizar uma aplicag¢io € chamado paralelismo de dados. Neste método, todas as tarefas sdo
as mesmas, mas cada uma delas conhece e resolve somente uma pequena parte dos dados. Este
método também € chamado de modelo de computagio SPMD (Single-Program Multiple-Datay).
O sistema suporta um ou o outro modelo, ou uma mistura destes. Dependendo de suas fungdes,
as tarefas podem ser executadas em paralelo de maneira sincronizada, embora este ndo seja
sempre o caso.

As ligacdes das linguagens C e C++ para a biblioteca de interface de usuirio PVM™, sdo
implementadas como fungdes, seguindo a convengdo geral usada pela maioria dos sistemas C,

incluindo sistemas operacionais como UNIX™. Programas de aplicagdo escritos em C e C++
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acessam a biblioteca de fungdes PVM™  através da conexio a uma biblioteca chamada
1ibpvm3.a que ¢ parte da distribui¢Zio padrio.

As ligagdes da linguagem FORTRAN s3o implementadas como sub-rotinas, ao invés de
fungdes. Um argumento adicional foi introduzido em cada chamada a biblioteca PVM™, para o
resultado de status a ser retornado ao programa chamador. As rotinas para colocagio e
recuperagdo de dados colocados em buffer de mensagens sdo unificadas, com um parametro
adicional indicando o tipo do dado.

Todas as tarefas PVM™ sio identificadas por um inteiro identificador de tarefa (TID).
Mensagens s3o enviadas e recebidas de tarefas, com seus respectivos TID. Uma vez que esses
identificadores precisam ser Gnicos em toda a maquina virtual, eles sdo fornecidos pelo pvmd local
e ndo sdo defimdos pelo usuario. Embora 0 PVYM™ codifique a informagio de cada TID, os
usuarios devem considerar os TID como identificadores inteiros transparentes. O sistema PVM™
contém varias rotinas que retornam valores TID para que as aplicagdes de usuarios possam
identificar outras tarefas no sistema.

Daemons PYM™ e tarefas podem compor e enviar mensagens de tanﬁanhos arbitrarios
contendo dados. Os dados podem ser convertidos usando o sistema de conversdo de dados XDR
(eXtended Data Representation standard) [Sun 87], quando estiverem passando entre maquinas
com formatos de dados incompativeis.

O emissor de uma mensagem ndo espera por uma confirmagdo do receptor, mas continua
assim que a mensagem tenha sido mandada pela rede e o buffer de mensagens possa ser
removido com seguranga ou reusado. O PVM™ entrega mensagens com seguranga, desde que
fornecidas as destinagdes existentes.

Primitivas de recebimento, bloqueado e ndo-bloqueado, sdo fornecidas. Desse modo, uma
tarefa pode esperar por uma mensagem sem (necessarniamente) consumir tempo de processamento
através de polling. Também € fornecido um recebimento com tempo de espera, que retorna
depois de um certo tempo, caso nenhuma mensagem tenha chegado. Se ignorarmos a recuperago
de falhas, entdo uma aplicagdo sera executada até o seu término ou, se algum componente falhar,
ela sera encerrada.

O PVM™, usa 0 modelo de programagdo Mestre-Escravo. Sob o paradigma Mestre-
Escravo, uma tarefa € usada como mestre. O unico propésito da Tarefa-Mestra € criar todas as
outras tarefas (Tarefas-Escravas) que vao trabalthar no problema, coordenar a entrada de dados

iniciais para cada tarefa e coletar os resultados de cada tarefa. As Tarefas-Escravas realizam os
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calculos propriamente ditos. Ao processo de criagio dos processos escravos da-se o nome de

spawning. Veja a Figura 3 2.

Programa Mestre:

‘Escravo'l "l Escravo2 Escrave 3

Figura 3.2 - Modclo de programagio Mestre-Escravo

No paradigma Mestre-Escravo, a comunicagio entre processos é fundamental em, pelo

menos, duas situagdes:
¢ Transmissdo das informac¢des da Tarefa-Mestra as Tarefas-Escravas, a fim de
realizarem a computagio necessaria;

¢ Recepgdo (pela Tarefa-Mestra) dos resultados das Tarefas-Escravas, a fim de concluir

a fase do processamento

Em PVM™ tal comunicagio subdivide-se como na Figura 3.3:

Figura 3.3 - Comunicagio cntre processos

O paradigma geral para programacdo de aplicagdes usando PVM™, ¢ como segue. O
USuario escreve um ou mais programas sequénciais em C ou FORTRAN, que contenham
embutidos chamadas a biblioteca PVYM™. Cada programa corresponde a uma tarefa compondo a
aplicagdo. Estes programas sdo compilados para cada arquitetura na maquina virtual, e os
arquivos objetos resultantes sio colocados em localizagdes acessiveis na maquina virtual,

Para executar uma aplicagio, o usuario comumente inicia uma copia de uma tarefa
(usualmente a "mestra” ou a tarefa de imicializagdo) manualmente, de uma maquina do sistema
virtual. Este processo, subseqiientemente inicia outras tarefas PVM™ (Tarefas-Escravas),
eventualmente resultando em um conjunto de tarefas ativas, que entdo computam localmente e

trocam mensagens com cada uma das outras para resolverem o problema.
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finclude "puvm3.h"
main{)
{ int eec, tid, msgtag;
char buf[100];
printf("Eu sou t%x\n",pvm mytid());
cc=pvm_spawn({"hello other™, (char**)0,0,"", 1, &tid);
if (ce==1)
{ msgtag=1;
pvm_recvitid, msgtag);
pvm_upkstr(buf);
printf ("De: t%x: %s\n", tid, buf)
}
else
printf(”"Ndoc posso iniciar helle_cther\n");
pvm_exit(};

Figura 3.4 - Programa hello.c

Vemos na Figura 3.4 o corpo do programa hello.c, um exemplo simples que ilustra os
conceitos basicos da programagdo PVM™. Este programa foi projetado para ser chamado
manualmente; depois de mostrar seu identificador de tarefa (obtido com pvm_mytid()), ele
inicia uma copia de outro programa chamado hello_other.c, usando a fungido pvm_spawn ().
Uma distnibuigdo com sucesso levard o programa a executar uma recepio bloqueada através da
chamada a rotina pvm_recv (); depois do recebimento da mensagem, o programa mostra a
mensagem enviada por hello_other e também seu identificador de tarefa; a mensagem é extraida

do buffer, usando pvm_upkstr (). No final, a chamada a rotina pvm_exit () desliga o

programa do PVYM™,
f#include "pvm3.h"
main{}

{ int ptid, msgtag;
char buf[100);
ptid=pvm parent();
strepy(buf, "Alo mundo, de:");
gethostname (buf+strlen(buf),64)
msgtag=1l;
pvm_initsend(PvmDataDefault);
pvm_pkstr(buf);
pvm_send({ptid,msgtag);
pvm_exit();

Figura 3.5 - Programa PVM hello_other.c

A Figura 3.5 ¢ a listagem do programa “escravo;’ ou distribuido; sua primeira agdo é obter
o identificador da Tarefa-Mestra, usando a chamada & rotina pvm_parent (). Esta tarefa,
entdo, obtém o nome da maquina e o transmite para a Tarefa-Mestra, usando as trés chamadas
seguintes - pvm_initsend(), para inicializar o buffer de emissio; pvm pkstr(}, para
colocar uma sfring em um buffer de emissdo; e pvm send () para transmiti-lo ao processo

destino especificado por ptid, rotulando a mensagem com o numero 1.
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Para conhecer maiores detalhes de como iniciar o PVM™ e escrever aplicagdes PYM™
veja o Apéndice A. Para maiores detalhes sobre as rotinas da biblioteca PVM™ usadas na
implementagio dos programas paralelos veja o Apéndice B.

3.3 - Resumo

Este capitulo mostrou o que ¢ o PVM™, seus componentes: daemons e a biblioteca
Libpvm. Mostrou exemplos de programas mestre e programas escravos na linguagem C
explicando o funcionamento das rotinas da biblioteca PYM™.

O software pode ser obtido por fip anénimo de netlib2.cs.utk.edu. Olhe no
diretério pvm3. O arquivo index descreve os arquivos deste diretorio e seus subdiretérios.
Usando uma ferramenta para navegar na Internet como o Netscape, os arquivos PVM™ podem
ser recuperados usando o enderego http://www.netlib.org/pvm3/index.html. O
software pode ser solicitado por email. Para receber este software envie email para
netlib@ornl.gov com a mensagem: send index from pvm3. A documentagdo €
distnbuida em arquivos postscript e inclui um guia do usuano, manual de referéncia e um cartdo
de referéncia rapida

De acordo com especialistas, 75% dos problemas de computagio numeérica envolvem de
alguma forma a solugdo de problemas de algebra linear ¢ a resolugdo de sistemas de equagdes
lineares € um problema que surge em varias areas do conhecimento.

No capitulo seguinte veremos alguns métodos para a resolugio de sistemas de equagdes

lineares com o nimero de equag¢des igual ao numero de incognitas,
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Capitulo 4

Sistemas de Equacoes Lineares

4.1 - Introducdo

Sistemas de equagdes lineares ocorrem, freqiientemente, em resolugdo de problemas numeéricos,
diretamente (por exemplo, analisando circuitos pela aplicagdo das leis de Kirchhoff), e
indiretamente (por exemplo, como resultado do uso de técnicas de diferengas finitas, para obter

uma solugdo aproximada de uma equagio diferencial parcial).

4.2 - Sistema Linear

E um conjunto de m equagdes a » incdgnitas x,, x,, X3, ... , X, . Restringimos nossa
discussdo aos casos onde o numero de equagdes e incOgnitas € 0 mesmo. Assim, o sistema

a,x, +a,x, +a,x, +--+a,x, =5,

Ay X, + Ay X, + Aoy X, +oo-4a, X, = b,

a, X, +a,x, +a,x, ++a, x =b

In"n 3
.................................................. (4.1)
a”xl + a,,xz + a,3x3 + +amx =0,
a,x, ta,x, +a,x;+--+a,x =0,
¢ linear.
O sistema linear (4.1) pode ser escrito na forma matricial
Ax=Db, (4.2)

em que A € matriz n x n dos coeficientes representados por a; comi,j= 1,2, 3, ..., n

x= (X, X, ... , X,)7 € o vetor das incognitas e b= (4, b, ..., b,)Té o vetor dos termos

independentes.
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a, 4, d; *oa, b] xi-|
Ay 4an Ay a., b %
a, da; d; - a,, b, X;
A= : : tl, b=|:{ e x=1:]. (4.3)
al]. al 2 ar3 T ain bl xi
_anl anZ an3 e am:_ __bu__ __xn_

A matriz A é chamada de matriz incompleta do sistema. As entradas de 4 e b podem ser
complexas, com x podendo ser complexo. Contudo, se todas as entradas de A e b sdo reais entio

~ os elementos do vetor solugdo serdo também reais. Assumiremos que todos os sistemas sdo reais,
a menos que se diga o contrario. .

Sistemas da forma (4.1) podem diferir em tamanho, de um pequeno niimero de equagdes
a grandes sistemas contendo centenas, ou até mesmo milhares, de equagdes. Ha também um
vasto espectro para a estrutura da matnz A:; ndo simétricas, simétricas, bandas, triangulares e
diagonais. Em geral, a grande maioria dos sistemas que sdo resolvidos por métodos diretos,
tendem a ser esparsos (muitos elementos nulos) ou altamente estruturados (freqientemente, os
elementos ndo nulos estdo concentrados nas bandas) ou ambos.

Devemos observar, ainda, que talvez a forma mais natural de resolver um sistema Ax=b
seja escrever x =A'b, o que implica em obter a inversa de A. No entanto, ¢ totalmente

desaconselhavel o cilculo de A™', uma vez que, a matriz obtida pode diferir muito da verdadeira

- : 18
A7, Por exemplo, considere a equagdo 3x = 18, que tem como solugdo x = —3—= 6. Se

escrevermos x = (3)'x18, entdo x = (0,33333)x18 = 5,99994, trabalhando com 5 casas

decimais.

Podemos dizer que se a inversa, A", da matriz dos coeficientes existe, entdo a solu¢io

existe e & unica. Contudo (4.2) nio devera ser resolvida pela determinagio de A
explicitamente, por causa do alto custo computacional e dos problemas de erros de
arredondamento.

A condigdo que 4 ¢é inversivel ou ndo singular (isto é, 4~' pode ser calculada) é
equivalente as seguintes afirmagdes:

¢ Nenhuma equagdo no sistema pode ser expressa como combinagdo linear das outras;

® As colunas (linhas) da matriz dos coeficientes sdo linearmente independentes;

e O determinante de A4 é diferente de zero.
Esperamos que o software numeérico possa detectar e relatar uma matriz singular, O maior

problema € determinar os efeitos dos erros de aredondamento na computagdo € isso requer uma
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andlise detalhada dos algoritmos. Além disso, a matriz pode ser mal condicionada, isto é,
pequenas mudangas na matriz dos coeficientes ou nos elementos do vetor dos termos
independentes, podem causar grandes mudangas nos elementos da solugio computada.

O estudo de métodos para a resolugdo de sistemas lineares é necessario, pois, em geral, os
problemas praticos exigem a resolugdo de sistemas lineares de grande porte. Felizmente, existe

um método cujo tempo necessario para a solugio varia polinomialmente com

3 2 . . . .
aw +a,n” +an+a,. Como n® é o termo dominante para n > 1, o tempo € proporcional a esse

termo, representando esse fato com a notagio (Xr°). Para n = 50, tem-se n° = 125.000, ¢ o
tempo necessario para resolver um sistema de equagdes lineares sera da ordem de segundos.
Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de Eliminagéo, que evitam o calculo direto da
matriz inversa de 4 e, além disso, ndo apresentam problemas com o tempo de execugdo, como a
Regra de Cramer.

Os métodos diretos sdo aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem a
solugdo exata do sistema linear, caso ela exista, apds um numero finito de operagdes antméticas.

Excelentes métodos numeéricos para resolugdo de sistemas lineares, em um sistema de
processador unico, foram desenvolvidos e muitos codigos confiaveis e de alta qualidade estdo
disponiveis para diferentes casos de sistemas lineares (isto €, no /nternational Mathematical and
Statistical Library -IMSL). Por outro lado, os métodos para a resolugdo de sistemas de equagdes
lineares em computadores paralelos MIMD, estdo ainda no estagio conceitual, embora algumas
idéias basicas ja tenham surgido. O corrente estado da arte em algebra linear numérica paralela, ¢

bem descrito por Heller [Heller 78] e Sameh [Sameh 78].
4.3 - A solugéo de Sistemas Triangulares
4.3.1 - Sistema Triangular Superior

Uma matriz triangular € aquela na qual os elementos abaixo ou acima da diagonal

principal sdo zeros. U é uma matriz triangular superior se u,= O para todo i > j.

Consideremos o sistema triangular superior Ux =y

Uy Uy, Uy, u,, T X, -‘ i B A )
0 Uyy Uy u,, X, Y2
U=| 0 0 : o= (4.4)
0 0 0 un-].n—t un-l n xn—l yn—'l
i 0 0 0 7 1 S
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Vemos imediatamente que a solugio da n-ésima equagdo é x, = In A (n-1)-ésima

ufl!l

(yn—l - un—],nrn)

u

equacdo tem somente uma incognita, x,_;, que € calculada por x,_, = , € assim

n-1,n-1

por diante, ou seja:

[y, - Z"bx;J
_ J=k-1

X, = . (4.5)

Uy

- Supondo que a matriz dos coeficientes é armazenada em um espago bidimensional, U, que o
- vetor dos termos independentes e o vetor solugdo s3o espagos unidimensionais, y e x,
respectivamente, entdo o algoritmo 4.1 resolve o sistema triangular superior (4.4).

Algoritmo 4.1 - Substitui¢do Regressiva - Dada uma matriz triangular superior U, de ordem n,

e o vetor dos termos independentes y, este algoritmo determina o vetor x, de modo que Ux = y.

Y
L x, =
uM
2. fork=n-1untl 1 do
3 soma = )
4, forj=k+ 1 until n do
5. soma:.= soma + uhxj
6. cndfor
v — S0Ma
7_ xk — '}l'—.._.
M, .
8. endforD |

O somatoério da linha 5 requer (1 — & ) multiplicagdes. Como & varia de (n — 1) a 1 tem-se

n~1 _
Z(n—k)=1+2+3+--- +"_1:n(n 1),
k=] 2

ou seja, O(n?).
4.3.2 - Sistema Triangular [nferior

L é uma matriz triangular inferior se [ = 0 para todo i <. Consideremos o sistema

triangular inferior Ly = b

l, 0 0 o Y 1 T b, ]
lw L 0 0 Y2 b,
L=\5, 1, : : = : (4.6)
: : Ly ymen 0 il ¥aa b,
L n1 ]nz ln.n—l Inn___ Yn | L b, ]
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e . b, ~
Vemos, imediatamente, que a solugdo da 1* equagiio é y, =—-. A 2* equagio tem
1

C , b, - : :
somente uma incognita, y,, que € calculada por y, = M, e assim por diante, ou seja:

L,
(br - Z::I,q.ij

/

kt

%= @.7)

Supondo que a matriz dos coeficientes é armazenada em um espago bidimensional, L, que
o vetor dos termos independentes e o vetor solugdo sio espagos unidimensionais, b e vy,
respectivamente, entdo o algoritmo 4.2 resolve o sistema tnangular inferior (4.6).
Algoritmo 4.2 - Substituicdo Progressiva - Dada uma matriz triangular inferior, L, de ordem n

e o vetor dos termos independentes b, este algoritmo determina o vetor y, de modo que Ly = b.

b
L oy= T
1
2. fork =2 until ndo
3. soma = (
4, for j =1 until k-1 do
5 soma:= soma + /.y,
6 endfor
b, — soma
7. Y, = ————
ly
8. endfor(

O somatério na linha 5 requer (k¥ — 1) multiplicagdes e como a linha 2 € executada (k — 1)

vezes, o numero total de multiplicagdes sera

D hk-1)=1+2+3+ - +n—1:n—("—_—]2,
k=2 2

ou seja, O(n? ). O processo portanto, tem um custo operacional O n?).

4.4 - Operagdes Elementares

Veremos a seguir alguns algoritmos para solugio do sistema 4x = b. A esséncia destes
algoritmos para, os métodos diretos, sido transformagdes sobre o sistema que deixa inalterada sua
solugdo.

Sdo operagdes elementares sobre uma matriz, n x n, qualquer:

1. Multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo.

2. Adicionar, a uma linha, uma outra linha da matriz.

3. Subtrair de uma linha, uma outra linha da matriz multiplicada por um escalar ndo nulo.
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Os métodos diretos que estudaremos funcionam por ser facil resolver um sistema Ux = b
se U ¢ triangular superior, isto €, em um tal sistema, podemos calcular por substitui¢io

regressiva, nesta ordem, as componentes x,, x,,,...,XY,. Tal método funciona, se

n
u, #0,Vi<n. Como det(V) = nu,,, esta condigdo equivale a termos um sistema bem
i=1

determinado. Estudaremos a seguir, como levar, através de operagdes elementares, um sistema

qualquer a forma triangular.

4.5 - A Eliminagdo de Gauss

O método da Eliminag3o de Gauss triangulariza a2 matriz A dos coeficientes, ou seja, reduz a
matriz 4 a uma matriz tnangular superior, conforme o processo a seguir:

Consideremos um sistema de 7 equagdes lineares a n incognitas, do tipo:

ayx, +a,x, + - ta,x, =b
Ay X, + ApyXy + o0 +a,,x, = b, 4.8)
X, +a,.x,+ - +a,x,=b

Podemos escrever o sistema (4.8) na forma matricial;

Ax=b
em que,
ajy ap aj, x) b
A= 2 D) xR . b= |
Ay dp D X, b,

Podemos associar ao sistema Ax = b, a matriz ampliada, denotada por [ A | b ] onde

dyy Gy Wy, b,
[4b)= | 2 7 G B (4.9)
anl anI "t ann bn

emque, b, = a1y, 8 = Tygpary 5oy By T Ay

O primeiro passo € a eliminagdo de todos os elementos da primeira colunade [A4 ] b ],

exceto a,,. Yamos supor que o pivd a,, # 0. Definimos os multiplicadores por

parai= 2,3, ..,
Multiplicamos a 1* linha por m,,, e a subtraimos da i-ésima linha, parai = 2, 3, ..., n,

obtendo,
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ap, ay, ay, b,
0 ay-ma, ay, —mya,, b, —my,b,
0 a,, —m,a, a,, —m,a,, bn - mnlbl
Reescrevendo a nova matriz como:
a, ap, a, b,
0 o ad
[4]b]0=| ] B @ fny (4.10)
(¢)) V) (¢)]
0 an! arm bn

onde o sobrescrito (1) indica que uma eliminagéo foi realizada com

ai('l) =a; -

p y —Mma, parai,j= 23,...8

b,.“) =b -mb parai= 2,3, ...,n

Admitamos, agora que o pivd al) #0. No segundo passo, eliminamos todos os

)
: ; a .
elementos da 2* coluna de [4 | b ], abaixo de a;;'. Definimos m, = —%- parai= 3,4, ..,
22
n. Multiplicamos a 2* linha por m,,, e a subtraimos da i-ésima linha, parai = 3,4, .., n,
obtendo:
Ay G 9y a, b
Q) Q) (M (1)
- 0 ay ay a, b
= (2) (2 p2)
(4161 =0 0 & - o ¥D |,
2 2 2
L 0 0 a3 afm) b: ’d
em que,
a;.l) = a;.') - mlzaglj) parai,j= 3,4,...,n
e
b,m = bfl) _’”.-zb;l) parai= 3,4,..,n.
Repetindo este procedimento (n — 1) vezes, obtemos:
a G, @y, a,, b, 1
(1) (1) Q) (&)
et 0 a; ay An by
=l = (2) (2) (2)
[4] b ] 0 0 a3 - ap b (4.11)
(n=1)  p(n=1)
| 0 0 0 a, -l

contanto que no i-ésimo estagio os pivés @™ 20, parai=1, 2,3, ..., (n - 1), onde:
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(k-1)
h‘ >

(k) _ plk-1) _ (k-1)
b = By BN

ath

— k-1 _
y =4y m,a

a(:—l)
m, =—
1k TE

parak=1,2,3,..,(n-1) e i,j=k+1),(k+2),..,n
| De (4.11), temos:

b(n—l)

X, =~y se al™ 20 (4.12)
aM

e
1 ) n
- (i-1) (-1

x = 5 b0 — > al X, (4.13)

i J=1+1

parai =(n—1),(n-2), ..., 1. Maiores detathes, ver [Patel 94], [Forsythe 67] e [Albrecht 73].

O metodo de Eliminagdo de Gauss, descrito anteriormente, pode ser implementado
utilizando o algoritmo 4.5.1. Ele encontra-se implementado no LINPACK [Dongarra 79].
Algoritmo 4.5.1 - Eliminacido de Gauss - Este algoritmo triangulariza a matriz 4 do sistema
linear Ax = b, de ordem n, usando 0 método da Eliminagio de Gauss. # € o nimero de equagdes
e incognitas; a, parai,j=1,23, .., nsio os elementos da matriz 4; b,, 3,, --- , b, sdo os

elementos do vetor dos termos independentes b.

1. fork=1untiln-1do

2. fori=k+ 1 until » do

a

! 1

3 m,. =—

Ay,
4, forj=k+ 1 until n do
5. a:=a; —mlkab
6. endfor
1 br:z b: - mrkbk
8. endfor
9. endfor (]

Apos a triangularizag@o da matriz 4 em uma matriz triangular superior, obtemos o vetor
x, a partir do sistema (4.11).

A idéia por traz da Eliminagdo de Gauss, € converter um dado sistema 4x = b em um
sistema triangular equivalente, através de operagdes elementares do tipo 3. Tentaremos fazé-lo
usando, nesta ordem, a primeira linha para anular os elementos abaixo da diagonal na primeira
coluna, a segunda linha para anular os elementos abaixo da diagonal na segunda coluna, etc..

Dois sistemas lineares, 4x = b e A’x = b’, so equivalentes se qualquer solugio de um ¢

também solu¢do do outro.
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Em cada etapa da Elimina¢8o, denominamos a linha que esta sendo multiplicada e
subtraida das demais, de linha pivd, seu elemento diagonal de elemento pivéd ¢ os fatores de
multiplicagdo de multiplicadores. Cada linha é usada, por sua vez, para eliminar os coeficientes
imediatamente abaixo do seu elemento diagonal. Vemos abaixo o estado do sistema, quando a

k-ésima equacdo esta prestes a ser usada no processo de eliminagio

RO m [0 1],
a4 oot a4y, i:z)
(2) (2)
022 :-- aam s a azn 2
A(k) = .. : X b(k} - .
a,(;) ag) bik)
) ... (0 )
L anl: ama b Lb,('k)_.

A k-ésima linha € conhecida como linha pivd. O bloco de elementos sobrescritos & €

chamado bloco ativo.
O objetivo do k-ésimo passo € usar multiplos da linha pivd para eliminar os elementos

(k) (k) ()

Qe >Des ko9’ -

Parak=1 2, .., (n—-1) resulta em um sistema tnangular

[ (1) 4 1 Myl [a]
ay,y” ay; o a, X by
2 2 2
O ol EN RS
i al? ||x,] | 6]

equivalente ao sistema original, cuja solugio pode ser determinada usando substituigdo
regressiva. O sobrescrito na ultima linha € indicado por » para consisténcia notacional. Na

verdade ha somente (7 — 1) passos de Eliminagdo.

4.5.1 - Pivoteamento

A Eliminagdo Gaussiana é computacionalmente possivel a menos que em algum estagio

encontremos um pivo nulo. Por exemplo, o processo aplicado a

o 1x]
1 1x,| |2
ira fracassar. O sistema tem solugdo x :_[] l]T, e fica claro que o pivd nulo ndo

necessariamente significa que a solugio do sistema n3o exista.
Assim, necessitamos modificar nosso algoritmo para resolver esta situagfo. Para executar

a Eliminagio, podemos trocar a linha que tem pivo nulo, com qualquer linha no bloco ativo que
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ndo tem valor zero na coluna pivd. Se todos os elementos na coluna pivd do bloco ativo sdo
zeros, entdo a matriz € singular, abortamos o processo e relatamos a falha ao usuario.

A mudanga de linhas ¢ conhecida como pivofeamento parcial, e seu uso ndo é restrito a
situagdo mostrada acima. Do ponto de vista da estabilidade numérica, ¢ desejavel computar o
pivoteamenio parcial colocando como elemento pivd, em cada etapa, o elemento de maior
moédulo. Do contrario, pivés de modulo menor que o maior mddulo levam a multiplicadores

maiores que a unidade, que por sua vez, tendem a aumentar os erros nos dados originais e os

- s a,
erros de arredondamento. Esta estratégia, garante que todos os multiplicadores |m, = -4 <1

all
parai= 2,3, .., n controlando a propaga¢do de erros de arredondamento.
4.6 - A Fatoracdo LU
O objetivo desta segdo € fatorar a matriz A do sistema linear
Ax=b, (4.14)
em que A é de ordem », ndo singular e sem estrutura especial, num produto
A=LU, (4.15)

em que L € uma matnz triangular inferior, com diagonal principal unitaria ¢ U ¢ uma matriz
tnangular superior, segundo Ketter [Ketter 69] e Hopkins [Hopkins 88].

Admitindo que as matrizes L e U tenham sido encontradas na forma

1 0 0 .. 0] —u“ U, U, - ulﬂ
L, 1 0 - 0O 0wy wuyy ey,

L=|L, L, 1 o 0 eU=s| 0 0 wy - 1y, (4.16)
Lln'l 1, Iy - 1] 0 0 0 o |

tal que A = LU, o sistema linear, (4.14), se torna entio

(LU)x=b. (4.17)
Estabelecendo que

Ux=y | (4.18)
o sisterna (4.17) se torma '

Ly=b. (4.19)

A seguir, sera analisado como obter os elementos das matrizes L e U, a partir da matniz 4.

Seja o sistema linear Ax=b, 4 x 4, onde a matriz 4 ¢ dada por
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1

2 3 1 5 31
1
1

Eliminando x, das trés Gltimas equagdes resulta em

111
1 <1 3
2 4 4
2 4 -5

QO O =

Com algum esforgo verificamos que para recuperar 4 a partir de A4,, precisamos
multiplicar esta por alguma matriz e vice-versa; para se chegar de 4 para A4, é necessario

multiplicar A4 por alguma matriz. A matriz que multiplica A para transforma-la em 4, deve

anular todos os elementos abaixo da diagonal da primeira coluna de 4. A matriz

1 0 00
-2 1 00
M=l o ’
1 0
-3 0 01
em que
a 2
my=-Ft=-"=-2
a, 1
mn__ﬁ _"__1_]
ay, 1
my, = T - E—‘3
a, 1

executa a transformacdo. Assim, M, A = A4,. Para desfazer a transformagdo, fica claro que basta

calcular 4 = M, ™' 4,. Resta saber se a obtengdo de M, ndo ¢ dificil. Felizmente, M, tem uma

bela propriedade. Ela é da forma
M,=1+mge, (4.20)
onde m, = [O -2 1 —B]T ee = [1 00 0] como se pode verificar executando o produto e
somando com /. A propriedade é
M =1-mge, (4.21)
pois
+ mle;r)(] - m,e;r) =I-me +m,e| - (me] )Y(m,ef)=1- m,(e;m,)e =/
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uma vez que e,rmlz 0 porque e,T s6 tem 0 primeiro componente ndo nulo ¢ m, tem o primeiro
nulo. Isso mostra que o segundo membro de (4.21) ¢, de fato, a inversa de M,. Em termos

praticos, para obter M ," basta trocar os sinais dos elementos abaixo do elemento diagonal na
coluna 1 de M, . Efetuando o produto M,™' 4, recuperamos A.

Agora, tendo 4, que corresponde ao primeiro membro do sistema, do qual eliminamos
x, das trés ultimas equag¢des, prosseguimos para obter 4,, que tem os elementos, abaixo da

diagonal, nas colunas | € 2, nulos. Como em 4, os elementos abaixo da diagonal so nulos na

- coluna 1, precisamos preserva-los e anular os elementos abaixo da diagonal, na coluna 2. Seja
M, a matnz tal que A, A4, fique com elementos abaixo da diagonal nulos na coluna 2 e

mantenha a coluna 1 de A, inalterada.

Antes de construir M, , vamos generalizar a relagdo (4.20), que fornece M, , procurando

encontrar uma matriz que anule os elementos abaixo da diagonal, na coluna 4. Para isso, basta

escolher um vetor m, da forma

mkz[O 0 ... 0 my,, m,, ]T
e multiplicar por eI=[0 0 .. 010 .. 0], que tem o k-ésimo elemento igual a I,
resultando em

M,=1+me} (4.22)

Assim, para executar a nossa operagao na coluna 2 usamos

- T
mzzl:o 0 _d _ﬂ]

022- 022.

onde a,,, denota o elemento (7 , j) de 4,. Obtemos

m,=[0 0 -2 2]

-]
1 0 0 0
0 1 0 0
Mz_o -2 1 0
0 2 0 1

Efetuando o produto M, 4,, resulta
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Ay = MyA =

QD D
QO O e
|
o
|
o8]

Finalmente, para anular o elemento abaixo da diagonal na coluna 3, encontramos
my=[0 0 0 1.

Multiplicando por e; = [0 0 1 O] obtemos

10 0 O
01 0 0
M"oo 1 ol
00 1 1

11 1 1

01 -1 3

Ay = M A, = .
NS B B B
0 0 0 -1

Observamos que em cada passo kK podemos desfazer a transformagdo para recuperar a matriz do
passo anterior, isto é
= _ ag-1
Ay =M A, Ay =M 4.

Convencionando que 4, = 4, obtemos

A=Ag=M'A4=M'M'4y= -« =M;'M;' - -M'4,, (4.23)

se 4 € R"™". Observe que A,_, é triangular superior, razdo pela qual passamos a chama-la por

U e por L o produto das inversas de M,

L=M'M;'"..M,. (4.24)
No nosso exemplo obtemos
1 0 0 O
.- 2 1 0 0
L=M"M;'M;' =
VR Tl 2 1 00
3 -2 -1 1

Observamos que as colunas de L sdo constituidas pelas colunas de Ml'l (coluna 1), Mz'1

(coluna 2) e M3'l (coluna 3), ou seja o produto em (4.24) preserva a coluna k& de M k_l. Isso
significa que, & medida que efetuamos a transformagdo, podemos construir L, coluna a coluna,

pois a coluna k de L sera igual a coluna k de M k" , tendo a forma
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[0 o b emgng Mo _m"k]T

_ Akaryk
“m(k+r)k -

, r=1,213 .. . n-k
ik

Efetuando agora o produto de L por 4, = U recuperamos a matriz 4, original, ou seja
A=LU.
Substituindo 4, no sistema Ax = b por LU e chamando
| Ux=y | (4.25a)
resulta Ly=b%. (4.250)

Resolvendo (4.25h) e a seguir {4.254) obtém-se a solu¢dio x desejada. Para o exemplo

considerado, temos

10 o7l ¥, 10
21 oll y, 31
12 1 oy, || -2
3 -2 -1 1|y, 18

desenvolvendo o produto do primeiro membro obtém-se

N = 10
2y + ¥, = 31
N+t =-2

=2y, =yt = 18,

cuja solugdo € y,=10, y, =11, y =-14, y,=—4. Agoraresolvemos Ux=y.

Resumindo, para se resolver o sistema Ax=b
{a) fatoramos a matriz A na forma 4 = LU,
(b) resolvemos o sistema triangular inferior Ly = b, chamado substituigdo progressiva e
(¢c) resolvemos o sistema triangular superior Ux =y, chamado substituigio regressiva.

A questdo levantada da equivaléncia de dois sistemas, pode, agora, ser respondida de
forma trivial, porque 4x = (LU)x nos diz que o sistema do primeiro membro € igual ao do

segundo membro e, portanto, a solugdo do sistema do segundo membro deve ser também a

solugdo do primeiro membro.,

Como subproduto da Fatoragdo LU podemos calcular o determinante da matriz dos

coeficientes A, através de

A=LU, detA=det(LJU)=detL xdet U
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Como L € tnangular inferior e os elementos de sua diagonal sdo todos iguais a 1, det L é dado
pelo produto dos elementos da diagonal principal, det Z = 1. Como U é tnangular superior, o seu

determinante sera igual ao produto dos elementos da diagonal principal

n
det U= ), Xy X thyyx---xu, = Huﬁ.
i=l

Como det L = 1, temos que det 4 = det U. O produto dos elementos da diagonal pode causar
overflow ou un;ierﬂow mesmo que det A possa ser representado internamente, se valores
elevados ou pequenos de u, ocorrerem no inicio do produto.

Outro subproduto da Fatoragdo LU ¢ a possibilidade de obter a inversa da matriz 4. Para

obter A7, resolvemos n sistemas lineares Ax = b“’, &k = 1, 2, .. , n, adotando

»

bt%) = e = [O o ... 1 .. O]T, com o componente k de e, igual a 1. Assim, cada sistema

permite obter uma coluna de A4™'. Observamos, contudo, que em computagdo numeérica,
raramente precisamos de 4~ [Hattori 96].

Algoritmo 4.6.1 - Fatoraciao LU - Dada uma matniz A, n x », constroi as matrizes L e U tal que
A = LU, armazenando U, uma matnz tnangular superior como tridngulo superior de 4 e L, uma

matriz triangular inferior, no tridngulo infenor de 4, sem armazenar os elementos da diagonal

por serem todos iguais a 1. A matriz A onginal sera destruida.

1. fork=1untiln-1do

2. fori=k+1until n do
a
3. a, =%
A
4. forj=k+ 1 until »n do
5. aU:: a[j—arkab
6. endfor
7. endfor
8. endfor?Q

Claramente o algoritmo termina em um nimero finito de passos. Isso permite calcular o
numero de operagdes aritméticas necessarias para fatorar uma matriz # x ». Para obter esse

nimero observamos que
(a) a linha 1 sera executada (1 — 1) vezes,
(b) para cada k a repeti¢do controlada pela linha 2 sera executada (n — k) vezes;
(c) e para cada passo i da linha 2 a linha 1 sera executada (# — k) vezes e a linha 3, uma vez.

Desta observagio, resulta que o niimero de multiplicagbes (ou divisGes) sera calculado somando-

se o numero de operagdes (c) para cada &
n =1 n-1
S (n—k)}n-k+1)=>(n-k)+2 (n-k)
k=1 k=1 k=1
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=n(n-1) (2n-1) +n (1-1)
6 2

Para valores elevados de n, o termo dominante sera o primeiro e, assim, dizemos que a

complexidade da Fatoragio LU é O(n’).

L

Tendo a Fatoragdo LU da matriz dos coeficientes de um sistema linear Ax = b, podemos

resolvé-lo resolvendo os sistemas triangulares Ly =be Ux =y.
4.6.1 - A Fatoragdo LU com Pivoteamento Parcial

Vimos que, na Fatoragdo LU, a matriz M, , que no passo k anula os elementos abaixo da
diagonal na coluna &, tem elementos m, , obtidos pela relacio

a
_ _ ik
mik -

, (4.26)
A

em que o elemento a,, ¢ chamado o pivo do passo . Se, para algum £, o pivd se tornar nulo, a
divisio em (4.26) se toma impossivel e, em conseqiiéncia, impede o prosseguimento da
Fatoragdo LU. Nem sempre um pivd nulo impede o prosseguimento da fatoragdo, conforme

veremos no exemplo abaixo, em que uma simples permutagdo de linhas evita um pivé nulo.

Considere o exemplo

11 1 1 00
A=|1 1 2|, M,=|-1 1 o]
1 2 2 -1 0 1
Pode-se verificar que a matriz 4 ¢ ndo singular (det(4) = —1). Executando o primeiro
passo da Fatoragao LU, resulta
1 1 1
MA=(0 0 1}
011

Para prosseguir precisamos permutar as linhas 2 e 3 de M, A, pré-multiplicando essa matriz por

uma matriz de permutagdo

1
PMA=|0
0

1 1 1
0 1|=10
I 1 0

- O O
o - O
o O -

Com isso, evitamos o pivd nulo e, na realidade, obtivemos o fator U/ desejado. Resta verificar a

influéncia da matriz de permutagido. O fator L sera




L

il
o

Efetuando o produto LU, obtemos

1 11
Lu=1 2 2(=4
11 2

a matriz A4, com as linhas 2 e 3 permutadas. Na realidade, LU = P4 . Portanto, a relagio entre 4 e

os fatores L e U passa a ser

PA=LUoud=P'LU=P'LU,
uma vez que a matriz de permutagdo € ortogonal, isto é, P~' = PT_[Strang 79]
Se tivermos um sistema linear Ax = b, resolvemos Ly = Pbe Ux = .

Vamos agora perturbar a matriz 4, somando 107™ a a,,. Tem-se:

1 0 0 B 1 i 1 1 1
M =[-1 1 0], A=|1 10001 2|, A4,=MA=|0 00001 1,
-1 0 1 1 2 2 0 1 1
1 0 0] 1 1 1] 1 0
M,=10 1 0|, 4, =M,4 =10 0,000 1|l=Uel =11 1 0
|0 -10000 1] 0 0 -9999 | 1 10000 1

Sejab= [1 2 I]T, no sistema linear Ax = b, com A dada. Entdo, a solu¢do de

1 0 01 ¥, 1
Ly=11 1 Oy, (=2
110000 1 y, 1

¢ y=[1 1 -10000], a solugiio de Ux = y, fornece, com 5 digitos x = [L001 —10000 0,99990],
enquanto que a solugdo correta é x = [],OOOO -1,0000 1,0001 ]'r .

Se no segundo passo permutarmos as linhas 2 e 3 obtemos

1 0 0 11 |
L=]1 1 0 U=10 1 1].
10,0001 1 0 O 099990

Entdo, a solugio de Ly = Pybé y=[1 0 1]T ede Ux=yé x = [,0000 —1,0000 1,0001],

correto com 5 digitos. Devemos evitar pivdé nulo e pivd “pequenc” [Strang 79]. Para chegar a

essa conclusdo calculamos, usando a formula de propagacio de erros, o erro da expressdo

45




supondo que a,, a; € dy estdo sujeitos a erro g,

|Emo|< e l+]a,gl|a“+a‘kl+ a"'l.

3 (4.27)
Dy

iy
Verifica-se que a unica maneira de minimizar o erro, é escolher o maior | Qe | possivel.

O método que apresentamos escolhe, em cada passo k, o maior elemento, em valor
absoluto, na coluna & da matriz 4, a partir da diagonal para baixo. A estratégia ¢ conhecida como
pivoteamento parcial. Podemos utilizar também o pivoteamento total, em que procuramos, em
cada passo k, o maior elemento em valor absoluto na submatriz obtida excluindo-se as (k — 1)
primeiras linhas e as (k ~ 1) primeiras colunas da matriz obtida no passo anterior. A desvantagem
do pivoteamento total ¢ o custo da pesquisa do maior elemento em valor absoluto em cada passo:
precisamos examinar (# -k + 1)(n - k + 1) elementos em cada passo. Como a fatoragdo requer

(r — 1) passos, o total de comparagdes ¢ dado por

n—-1

> (n—k+1)=00r).

k=1
A vantagem do pivoteamento total é de assegurar a estabilidade do método. No pivoteamento

parcial o nimero de comparagdes no passo & € (n — k£ + 1) e o total de comparagdes sera
n-1
> (n-k+1)=0@"),
k=1

tendo como desvantagem a seguranc¢a parcial da estabilidade do método. Na pratica, usa-se
pivoteamento parcial porque € muito dificil encontrar matrizes em que o pivoteamento parcial
seja instavel [Stewart 73].

Vamos, agora, reapresentar o algoritmo 4.6.1 com pivoteamento parcial.

Algoritmo 4.6.2 - Fatoragdo LU com pivoreamento parcial.

1. fork=1 untiln-1do
/* encontra o pivd pesquisando a coluna k */

2. Encontrertalquclarklr—maxl a:k1,comi=k,k+],...,n;
i
3. if @, = O then a matriz 4 ¢ singular, stop
4, Permute as linha re k
5 for i=k+1until n do
a,
6. a,-kl= i
a4
7. for j=k+1 until n do
9 endfor
10. endfor
11. endfor (0
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Observe que as permutagdes de linhas devem ser registradas, de alguma forma, porque
precisamos delas ao resolver o sistema triangular Ly = Pb, onde P ¢ a matriz de permutagdo. No
algoritmo, deixamos esse detalhe omisso. Agora discutiremos a forma de guardar P para
posterior utilizag3o.

Se P ¢ a matniz global de permutagdo, usada no pivoteamenio parcial, obtemos a
fatoragdo de PA e ndo de 4, de modo que PA = LU. Para resolver 4x = b, devemos ndo so
substituir a matriz 4 pelos fatores L e U/, para economizar espago de memoria, como escriturar as

permutagdes de linhas ditada pelo pivoreamento. Por questdes de eficiéncia, devemos também

- evitar a operagdo de permutagdo de linhas, porque cada permutagio envolve 3(n — k) operagdes

de atribuic3o no passe k (k= 1, 2, ..., n — 1). Essencialmente, a linha 4 do algoritmo 4.6.2 é o

ponto sutil da implementagao.

A idéia basica da implementacdo € de usar um vetor auxihiar v, cujos componentes,
inteiros, fornecem a seqtiéncia das linhas da matriz 4 que vdo ser processadas. Inicialmente v,
V), ..., ¥, rotulam as linhas 1, 2, ..., » da matnz A4, ou seja, v, = i. No passo k da fatoragdo, se
houver permutagdo das linhas k e r, 0 componente v, tera valor r e o v,, o valor & Assim, ao
final da fatoragdo, v, v,, ..., v, fornecera a seqiiéncia das linhas que foram usadas como pivé.
As operagdes de transformagdo serdo executadas nas colunas (¥ + 1), ... , n e nas linhas
Vie1sees V- O algontmo 4.6.2, entdo toma a forma

Algoritmo 4.6.2a [Forsythe 67] - Fatoragio LU com pivoteamento parcial.

1. fori=luntiln do v =i
2. fork=1untiln-1do
/* encontra o pivd pesquisando a coluna k #/

3. Encontre r ta] que I a, |= max | a, I,comi: Vi Vigls cor s Yy
H
4. if @, = O then a matriz 4 ¢ singular, stop
5. Permute as linhas v, e Vv, cdefina p = ¥,
6. for =V, until v do
a
7 a,-‘__ - L
a
8. for j=k+1until n do
9. 8= a; —~a,8,
10. endfor
11 endfor
12. endfor O
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4.7 - Métodos Iterativos

O termo método iterativo refere-se a uma variedade de técnicas que usam sucessivas
aproximagdes para obter solugdes, a cada passo mais precisas para um sistema linear. Nesta
se¢do, vamos abordar dois tipos de métodos iterativos: estacionarios € nio estacionarios.
Meétodos estacionarios sdo antigos, simples de compreender e implementar, mas geralmente ndo
eficazes. Os métodos iterativos estacionarios s3o aqueles que podem ser expressos na forma

x*Y = pxDy ¢
(onde nem B nem ¢ dependem da quantidade de iteragbes k). Os principais métodos iterativos
estacionanios sdo: o método iterativo de Gauss-Jacobi, o método iterativo de Gauss-Seidel, o
método iterativo de Sobre-Relaxagio Sucessiva (SOR) e o método iterativo de Sobre-Relaxagio
Sucessiva Simétrica (SSOR).

Os métodos ndo-estacionarios foram desenvolvidos recentemente, sua andlise €
geralmente dificil, mas sdo altamente eficazes. Os métodos ndo-estacionarios sdo baseados na
idéia de seqiiéncias de vetores ortogonais. A diferenca entre os métodos ndo-estacionarios e 0S
métodos estacionarios, € que a computacdo envolve informagdes que mudam a cada iteragio.
Tipicamente, constantes sdo computadas através de produtos internos de residuos, ou outros
vetores que surgem do método iterativo. Entre os métodos ndo-estacionarios, encontra-se o
método iterativo dos Gradientes Conjugados [Barrett 94].

No caso de sistemas esparsos de grande porte, usualmente sdo utilizados métodos
iterativos’ que ndo destroem a estrutura da matriz dos coeficientes, ao contrario dos métodos
diretos que introduzem elementos ndo nulos nas posigdes que inicialmente continham elementos
nulos. Dizemos que um sistema linear é esparso quando a matriz dos coeficientes possui uma
grande percentagem de elementos nulos. Para tais sistemas, a resolugdo através do método da
Eliminagdo de Gauss ndo € aconselhavel, por que este método ndo preserva a esparsidade, ou
seja, durante o processo de eliminagdo muitos elementos nulos poderdo se tomar nao nulos.

Métodos iterativos sfo mais adequados que os métodos diretos, na solugdo de sistemas,
quando se procura minimizar o tempo de processamento e o espa¢o de armazenamento requendo
no computador [Varga 62], devido a simplicidade e uniformidade das operagdes realizadas nas
iteragdes. Contudo, deve-se chamar a ateng@o para o fato de que ndo ha regras rigidas para
escother entre um método direto e um iterativo [Ralston 65]. Na verdade, existem controveérsias
quanto & essas regras.

Existem alguns métodos que fazem uso apenas dos elementos da matriz 4 original. Estes

. . . . k+1
métodos consistem de algoritmos simples para converter qualquer vetor 7 em outro , x*** ),

48




que depende de x4 ¢ b, € preservam a esparsidade de A4, pois os elementos desta matriz ndao
sdo alterados. Eles pertencem a classe dos métodos iterativos para resolver sistemas lineares.

Definicio 4.7.1 - Diz-se que o método € iterativo quando partindo de uma aproximacdo inicial,
€ possivel se chegar a aproximagdes mais precisas que dependem, sempre, de valores

anteriormente calculados.

Os ,métodos iterativos gozam, ainda de, uma outra vantagem sobre o método da

Elimtnagdo de Gauss, que € o fato de apresentarem uma relativa insensibilidade ao crescimento

dos erros de arredondamento.

A idéia central dos métodos iterativos € generalizar o método iterativo linear, utilizado na

busca de raizes de uma equagao.
Seja o sistema linear Ax = b, onde:
A : matnz dos coeficientes, 17 x n;
X : vetor das vanaveis, n x 1;
b : vetor dos termos constantes, 1 x 1.
Este sistema é convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g = p(x) onde

C é uma matriz # x n e g um vetor n x 1. Observamos que p(x) = Cx + g é uma fungio de

iteragio, dada na forma matricial.

E, entdo, proposto o esquema iterativo:

Partimos de x'® (vetor aproximacio inicial) e entdo construimos, consecutivamente, os

vetores
D = x4 g = p(x@) (primeira aproximagio)
xB = x4+ g = p(xM) (segunda aproximagio) etc.
De um modo geral, a aproximagéo de ordem (k+1) é calculada da formula x**" = Cx+ g, ou
seja,
x**D = 5™y k=123, ..
E importante observar que, se a seqiiéncia de aproximagdes x(?,x .. x® . ¢ tal que,

Lim x¥) = a0 entdo, @ = Ca + g, ou seja, a € a solugdo do sistema linear Ax = b.
k—x
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4.7.1 - Teste de Parada

Um método iterativo produz uma seqiiéncia {x(')} de vetores convergindo para o vetor x,

satisfazendo um sistema Ax = b, n x n. Para ser eficaz, um método iterativo precisa decidir

quando parar. Um bom critério deve:

1. identificar quando o erro ¢ = x')— x & pequenc o bastante para parar,

2. parar, se 0 erro nao mais decresce ou decresce lentamente, e

3. limitar o nimero maximo de itera¢des.

O usudnio precisa fornecer as quantidades maxit e stop tol. O inteiro maxit € o nimero
maximo de iteragdes que o algoritmo permitira executar. O numero real sfop fol mede quio
pequeno © usuario quer o residuo, r® = 4x”—b, da ultima solucio x'’. O usuario devera
escolher stop_tol menor que 1 e maior que o € da maquina (em uma méquina com o padrao de
aritmética de ponto flutuante IEEE, € = 272 ~ 1077 em precisdo simples, e € = 272 %107 em
precisio dupla)

O processo iterativo é repetido, até que o vetor x‘*) esteja suficientemente proximo do
(k-1

vetor x

Medimos a distancia entre x* e x**"  por M™ = max
1sisn

O X0

Assim, dada uma precisio €, o vetor x™*’ sera escolhido como x, solugio aproximada da
solugd M®
¢do exata, se <E.

Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de fungdes,

podemos efetuar, aqui, o teste do erro relativo:

(4.7.1)
max
1<i<n

Computacionalmente, usamos também como teste de parada o numero maximo de

iteragoes.
4.7.2 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi

A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax = b em
x=Cx + g ¢ a seguinte;

Tomemos o sistema linear
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a, X, +a,,X; + -

ay Xy tanX, + -+ +a,,x,

+ alnrn = bl

b,

(4.72)

A, X +a,% + - +a,x, =b

esupondo a, #0, i=1, 2, ..., n, isolamos o vetor x mediante a separagdo pela diagonal, assim:

*

1
X, =— (b —a,x;, - ap3x, -a,x,)
1
! b
Xy =— (b, —ayx) —ayxy; = 0 —ayx,) (4.7.3)
22 _ ;
= 1 b
xn - _( n anlxl - an2x2 - - an,n-lxn-l)
k- nn
Desta forma temos x = Cx + g onde
[ a a a, | M B ]
0 < R 2B _ G b
ap, a, a, ay
_ 94 o -9 _%, b, X,
Ay ot o - x
o= @ 2 p _ | %2 _|*2
Sl1_%1 9 0 _ Y s g= € L
Qs 33 ayy :
- : : X,
_ a, ", dn2 - Apy 0 ﬁ’.'_
R aﬂ'n aﬂﬂ ann 2 Laﬂﬂ_
O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado x”, um vetor aproximagdo inicial, obter
xV .. x® .. através da relagdo recursiva x4 = ox®) g g
ey _ ] ) _ (k) ®)
Xy =—(b - a;,%; axy = e —ayxy)
a
(k+1) _ (k) (k) x)
Xy =y mayxy T —anxy = e @y x) (4.7.4)
) ) o
(k+1) _ - - 4 3 [T (k)
X, - (bn a,x —a,,%; an,n-lxn-l
| nn
l n
x4 = | p - Za,jx}k) parai=1,2,3, ...,n ¢k=0,1,2,.... (47.5)
a j=1,j#i

Definido este método iterativo bésico, pode-se concluir, pela constru¢do da matriz C, que
uma condi¢do necessaria para que o método seja aplicavel, € que todos os elementos da diagonal

principal da matriz dos coeficientes A sejam diferentes de zero.
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O valor de x' ¢ arbitrario pois veremos mais adiante, que a convergéncia ou nio de um
método iterativo, para solugdo de um sistema linear de equagdes, é independente da aproximagio

inicial escothida.

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condig3o suficiente para a convergéncia do
método iterativo de Gauss-Jacobi.
Teorema 4.7.1: Seja o sistemaAx=be

i abI)

=
q =1
A

Se @ = maxa, < 1 entdo o método de Gauss-Jacobi gera uma segiiéncia {x“’} convergente para a

Iskon
solugdo do sistema dado, independentemente da escolha da aproximagio inicial, x°.00

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada na referencia [Demidovich 73].

Corolirio 4.7.1 (Critério das linhas): E condigio suficiente para que a iteragio definida em

(4.7.5) convinja, que
|a) > X|a,., parai=12,3,..,n0 (4.7.6)
J=lge

Observagdo: A matnz que satisfaz as hipoteses do corolario 4.7.1 é chamada estritamente
diagonal dominante.

Na pratica, € usado o critério de suficiéncia de convergéncia expresso no corolario 4.7.1,
para o método de Gauss-Jacobi. Basta que o sistema satisfaga o critério para se ter a
convergéncia garantida, independentemente da escolha do vetor aproximagdo inicial. Para maiores

detalhes veja o livro de David Young [Young 71].
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Algoritmo 4.7.1 Este algoritmo resolve Ax = b usando o método de Gauss-Jacobi dado pela
equagdo 4.7.5. n ¢é numero de equagdes e incognitas; a; parai,j=1,23,..,nsdo os
clementos da matriz 4; b, b,, .-+, b, sdo elementos do vetor dos termos independentes b;

Xy, X3, ... , X, $80 os elementos do vetor aproximagdo inicial; TOL ¢é a tolerincia e MAXIT é

o numero maximo de iteragdes.

1. Begin
2. fte;=0
3. while ite € MAXIT do
4, ite:=ite+1
5 fori=1untiln do
6. xold, = x,
7. endfor
8. fori=1 until n do
9. sum =10
10. forj=1 untiln do
11 if j =i then
12. sum 1= sum + d, x xoldj
13. endif
14. endfor
b -sum
15 x, = {5 -sum)
a;
16. endfor
17. maior : = |x, - xoldll
18, for i=2until n do
19. aux : = ]x, - x()!d,|
20, if aux £ maior then
21 MBIOT | = 8uX
22. endif
23. endfor
24, if maior € TOL then
25. exit
26. endifl
27. endwhile
28, if major < TOL then
29. print ite, x
30. stop
31. else
32. print Algoritme falha, sclugo ndo converge
33 stop
34, endif
35. endD

4.7.3 - M¢étodo iterativo dos Gradientes Conjugados

No inicio da década de 50, Hestenes e Stiefel [Hestenes 52) apresentaram um novo
meétodo iterativo para resolugio de sistemas de equagdes lineares. Este novo método ficou
conhecido como método dos Gradientes Conjugados. Embora seja um método iterativo, converge
para a solugdo verdadeira, na auséncia de erros de arredondamento, em um namero finito de

iteragdes [Young 81]. Por causa desta e de muitas outras propriedades interessantes, o metodo
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dos Gradientes Conjugados atraiu atengdo consideravel da comunidade de analise numérica
quando, foi apresentado pela primeira vez.

E um método eficaz para sistemas de equagdes lineares com a matriz dos coeficientes
simétrica positiva definida. E o mais antigo e mais conhecido dos métodos ndo-estacionarios. O
método gera uma seqiiéncia de vetores de aproximagdo (isto €, sucessivas aproximagdes da
solugdo), os residuos correspondentes a esses vetores e vetores de diregdo, usados na atualizagdo
dos vetores de aproximagdo e respectivos residuos. Deriva o seu nome do fato dele gerar uma
seqliencia de vetores conjugados (ou ortogonais). Estes vetores sdo os residuos dos vetores de
aproximagdo. Eles sdo também os gradientes de um funcional, 2 minimizagio do qual é
equivalente a resolver o sistema linear.

Em cada iteragdo do método, dois produtos internos s3o executados, a fim de computar
os escalares atualizadores, que sdo definidos para fazer com que as seqiiéncias satisfagam certas
condigdes de ortogonalidade. Em um sistema linear com matriz dos coeficientes simétrica positiva
definida, estas condigdes implicam que a distancia para a solugdo verdadeira é minimizada em

alguma norma.

Consideremos o problema de minimizar o funcional Q(x), definido por

Q(x)=% x' Ax-b' x,

ondebe R" e 4 € R™”7 & simétrica positiva definida, ou seja, A € simétrica, com x! Ax> 0,

para qualquer vetor x # 0, de ordem nx1. O valor minimo de Q é — % b’ 47! b, obtido atribuindo

r

x=A"'b. Assim, a minimiza¢do de QQ e a resolugdo de Ax = b sdo problemas equivalentes.

O problema consiste em determinar um vetor x € R” que seja o ponto de minimo da
fungdo Q(x). Muitos Algoritmos foram sugeridos para resolugdo deste problema. Basicamente o
procedimento deste algoritmo € de seguir iterativamente uma diregdo descendente de Q(x), até a
determinagdo do ponto de mimimo com a precisdo exigida [Pequeno 83). Uma das estratégias
mais simples para minimizar Q é o método Steepest Descent [Golub 89]. A idéia basica deste
método consiste de um processo iterativo, no qual cada iteragio apresenta dois estagios: no

primeiro, a diregiio descendente p*? ¢é determinada, e no segundo, 0 parametro a®) que define

o tamanho do passo ao longo da diregio descendente p(k) é determinado. O resultado da
iteragdo é dado por:

5D o R g (R p(k)
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o processo iterativo termina quando O ponto x¥) satisfaz um critério de convergéncia,
pré-determinado. A escolha de p*) devera ser tal que p*) seja uma diregdo de declive de Q(x)
[Pequeno 83].

Do célculo, sabemos que se Q(x} tem um minimo em aigum ponto x, entdo as derivadas

parciais de Q nesse ponto sdo nulos. Calculando (0, , derivada parcial de Q em relagdo a x;, e

fazendo ), =0, resulta no sistema linear Ax — b = 0 ou Ax = b. Dai vemos que ¢ correto ver
i

Ax = b como o gradiente de Q e escrever VQ(x) = Ax — b. Sabemos que em um ponto ) a

fun¢do Q decresce mais rapidamente na diredo do gradiente negativo —V Q( xy=pb -4 x?

Definimos
p?= ¢ =p 45D

como sendo o residuo de x*). Se x!? ¢ alguma aproximagdo de x, entdo no método Steepest
Descent, obtemos uma aproximagio melhorada, x(”]), movendo-se, na diregdo de

@ _

p’=-VQ x(i)), para o ponto onde Q( x('l”)) € minimo, isto €,

XD = x4 g p®)

Agora resta descobrir um valor para «; (tamanho do passo ao longo do vetor de diregéo p?) que
minimize F(a) = Q( x'7+ a p?). Calculando F’(cx) pela regra da cadeia,
Fe)= VQ(x"+ a p@)p? =[4(x+ a p) - b)) p? =
S AxD+ ad pP-b]p® =[pW= ad p©] g,
Assim, fazendo F’(a) = 0, vemos que @, para a computagio de x*1 ¢ dado por
(N5

PP

Q, = ————.
p® A p®

H
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Algoritmo 4.7.2 {Wolfe 78] - Este algoritmo resolve o sistema linear Ax = b, usando o método
Steepest Descent.

1. xo, aproxima¢5o inicial.
2. fori=1 until max: do

3. prl= b —axth

(p(i-l))T p(l'—])

4, a; = - -
! (p(l—l))TA p(l—])
s, 2O LN, g oD
6. if (o critério de convergéncia for satisfeilo ) then
7. goto 10
- 8 endif
9. endfor

10. print Solugdo = xi
()

11. print Residuo= 1

O método Steepest Descent é facil de implementar, mas freqiientemente, para matrizes
mal-condicionadas, a taxa de convergéncia é bastante lenta. O algoritmo nio € considerado um
bom método. O algontmo ¢ relativamente eficiente durante as iteragdes iniciais, mas quando o
(k)

x*"’/ se aproxima da solu¢do x, o algoritmo perde eficiéncia. Seu valor esta no fato de ser o

precursor de todos os métodos que utilizam ¢ gradiente e ser um método de facil compreensao
{Pequeno 83]. A principal razio de sua convergéncia lenta € que, em cada iteragdo, nos buscamos
o minimo de Q em uma unica dire¢do. Contudo, escolhendo os nossos vetores diregio
diferentemente, obtemos o método dos Gradientes Conjugados, que da a solugdo em ndo mais de |

n iteragdes, na auséncia de erros de arredondamento.

Os vetores x\") sdo atualizados, em cada iteragdo, por um multiplo (a; ) do vetor diregio

0.
x@ = 50D 1 g 0

Correspondentemente os residuos r? =b - 4 x? sio atualizados como
Y

r = v D5 q onde ¢ = 4pV. 4.7.7)

(r(i—l))T r(f—l)
) 4p"

A escolha de a=gq; = minimiza (r®)T A7 v sobre todas a possiveis

escolhas para o na equagio (4.7.7).

Os vetores de diregao sdo atualizados, usando os residuos
p® = fy g pliN,

onde a escolha de
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N GO 4 (-1 : ) o (U1
B = ?Wl'('—_l) assegura que p*'’ e ApY”" - ou equivalentemente, r'’ e r -

sejam ortogonais. Esta formulagdo € atribuida a Fletcher e Reeves [Wolfe 78].

Assim, os residuos r(o), M 2

k]

... € os vetores de direcio p'?,p",p?, ... gerados,

satisfazem as relagdes

. (r(i))T =0 parai # j, (4.7.8)
() 4p =0 paraizj, (4.7.9)
Y 4p =0  paraizjeinj+l. (4.7.10)

Os vetores residuos r®, 1" r?_ . sio mutuamente ortogonais e os vetores de direcio

kl

p(o),pm,p(g),... sdo mutuamente A-conjugados. Da relagio (4.7.8), resulta que =0 para

algum s < n. Dessa forma, o método dos Gradientes Conjugados, converge na auséncia de erros

de arredondamento, em ndo mais que » iteragdes [Young 81].
Algoritmo 4.7.3 [Kincaid 90] - Este algoritmo resolve o sistema linear Ax = b usando o método

dos Gradientes Conjugados, onde 4 é uma matriz simétrica positiva definida. maxit é o nimero

méximo de iteragdes permitido; p? sdo os vetores de diregio; e a ; sdo os multiplicadores usados

na atualizagio da solugdo aproximada x“? e do residuo r').

1. Computc P=b - 4%° para alguma aproximagfio x°
2. fori=1 until maxir do
3. if i=1 then
4 ol =
5 else
(T (i)
: RSO i ML )
(r(:~1))r r(r—-l)

7. endif

q(f) = Ap(f)
. Y- (r(i—]))T r(i—!)
e
0. xDox g, g0

12, if(“ r

< Tolerfincia ) go to 14 /¢ Verifica a convergéncie; continua s¢ necessario */
13. endfor
14. print Solugdo=X'

15. print Residuo= r?
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4.8 - Analise de erros na Solugfio de Sistemas Lineares

Embora, teonicamente os métodos de eliminagio conduzam a solu¢io exata, na pratica,
por causa dos erros de arredondamento, a solugdo computada x_ pode ser uma boa solugdo, ou
ndo. SO ndo havena essa introdugdo de erros, se trabalhissemos com precisdo infinita. Essa
situagdo € agravada quando se aplica os métodos na resolugdo de problemas do mundo real, onde
a construgdo do sistema (matriz A e vetor b) estio afetados de erros. Esses erros sio chamados
erros inerentes ao problema que, muitas vezes, ndo sd3o conhecidos. Nesta segdo, serdo
apresentados cntérios para verificar se uma solugdo computada de um sistema linear € aceitavel
ou ndo, segundo [Hattori 96], [Dorn 72], {Albrecht 73] e [Steinberg 74].

Passemos a definir alguns tipos de erro. Seja x o valor exato, também chamado grandeza

verdadeira, e x_ um valor aproximado de x. Entdo:
Definicdio 4.8.1 - O erro absoluto (£) € a diferenga entre o valor exato (x) e o valor aproximado
(x.)

E=x-x,0C
Na maioria dos casos, estamos interessados no valor absoluto de £, ]E| Dizemos assim que
X=X, i[b[ , €m que |1“] representa uma incerteza no valor de x_.
Definig¢do 4.8.2 - O erro relativo € a raz3o entre o erro absoluto e o valor exato

_IE

B e

W

Definicéio 4.8.3 - O erro porcentual (¢,) € obtido multiplicando-se o erro relativo por 100. U

O

Por exemplo, para x = 0,9995 ¢ x_ = 0,9994 tem-se
E=0,0001, e=0,0001 e €,= 0,01%
Assim, suponha que x' € ‘R" € uma aproximagio para x € R". Para uma dada norma de
vetor, || #|, dizemos que
Eaps = [x'=1]

€ o erro absoluto em x enquanto que se x # 0 entdo

_lxA

T

descreve o erro relativoem x.
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O valor absoluto fornece uma maneira conveniente de medir o “tamanho” de nimeros
reais, ou até mesmo numeros complexos. Para muitas situagbes, entretanto, é suficiente medir o
tamanho de um vetor de dimensdo n, através de uma norma.
Definigdo 4.8.4 - A norma vetorial, denotada por /= || e|, € uma fungdo . ®" 5> R que satisfaz
as seguintes propriedades:

Lfx]|2o0; | x|l=0 implica x = 0 (vetor nulo),

2. Jkxf =k | x|, keRexe R,
3 x+y =[x+ rye ®.

indices nas barras duplas sio usados para distinguir entre os varios tipos de norma. Uma classe

util de normas de vetor ¢ a norma-p, definida por:

1
"x"P =(|x1|p+...+|xn|”);v, p>1.

Destas, as normas 1, 2 e o s3o as mais importantes;

Ix], =|x|+-- +]x,| .também chamada de norma uniforme.

xﬂ

! 1
"""z = (lx1|2+---+ 2)2 =(xT )2 , chamada também de norma euclidiana

que € equivalente ao comprimento ou distancia da geometria analitica.

Jx], = max{x|} norma o também chamada de norma de Chebyschev.

Um vetor unitario com respeito a uma dada norma | e} € um vetor x que satisfaz

Il =1

A analise de algoritmos para matrizes freqiientemente requer o uso de normas de matriz.
Por exemplo, a qualidade da solugdo de um sistema linear pode ser pobre se a matriz dos
coeficientes € “quase singular”. Para quantificar a nog¢do de quase singularidade necessitamos de

uma medida de distancia no espago vetorial das matrizes. Normas de matriz fornecem essa

medida.

Como R™" é isomodrfico a R™, a definigdo de uma norma de matriz devera ser

equivalente a defirig3o de uma norma de vetor {Golub 87)].
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Defini¢io 4.8.5 - A norma de matriz, denotada por f = || 0", é uma fungiio £ R™" >R que

satisfaz as seguintes propriedades:

1 4] 20 Ae R™", (|4] =0sed=0),
2. lkA] =1k 4], ke R Aec R™
3. |4+B|<|4|+|Bl., = 4.Bew™

Como em normas de vetor, usamos a notagdo de barras duplas com subscritos para

designar norma de matriz, isto é, ||A || = flA).

As normas de matriz mais comumente utilizadas s3o aquelas induzidas pelas normas 1,2 e

o de vetor:

|4 x| "

4l = max ”,"1 = max 2 a,
1 i=]

A

4l = max % = (maior auto- valor de ATAY? |
2
"Ax" n

Al = o - .
" lLo T‘a;( qum fg%; ayl

Observe que as normas de matriz foram definidas em fungdo das normas de vetor (lembre-se que

Ax € um vetor).
Ao aplicarmos um método obtemos a solugdo computada x,, que poder ser uma boa

solugdo, ou n3o. Apresentaremos um meio para verificar se uma solugdo computada de um

sistema linear é aceitavel ou ndo.

Discutiremos o dificil problema de determinar o erro de uma solugdo aproximada (sem o

conhecimento da solugio). Apresentaremos e usaremos normas como uma maneira de medir o

“tamanho” de vetores e matrizes.

Se x_ € uma solugdo computada para o sistema linear Ax = b, ent3o seu erro absoluto é a

diferenga
e=X—X,_.

Este erro €, naturalmente, ndo conhecido por nds. Mas podemos sempre computar o erro residual

r=Ax-Ax,
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uma vez que Ax ¢ justamente b. O residuo, entdo, mede quio bem x_ satisfaz o sistema linear
Ax =Db. Se r é o vetor nulo, entdo x_ ¢ a (exata) solugdo, isto €, e ¢, entdo, zero. Espera-se que
cada entrada do vetor r seja pequena, se x, € uma boa aproximacio para a solugio x.

O tamanho do vetor residual, r = b — 4 x_, de uma solugiio computada x. nio é sempre
um indicador seguro do tamanho do erro, e = x — x_, nesta solugdo computada. Se ou ndo um
pequeno residuo implic':a em um “pequeno” erro, depende do tamanho da matriz dos coeficientes

e de sua inversa. Para essa discussdo, necessitamos de um meio de medir o “tamanho” de vetores
de ordem 1 e matrizes n x n.

Um outro critério € recomputar a solugdo, introduzindo uma perturbagdo “pequena” no
problema, alterando ligeiramente um ou mais dados (computando a solugdo em precisdo dupla,
caso seja possivel, é uma pratica comum) e verificar se vai haver grandes alteragdes na solugdo.

Vamos agora tratar de obter uma estimativa da relagdo entre as perturbagdes relativas nos
dados (b e 4) e na solugio. Comecemos perturbando b e calculando a perturbagio em x. Seja

A(x+5x)=b+8&b
o sistema perturbado. Temos
Ax +A6x =b + &b,
Adx = bb,

e, em alguma norma,

Jox) <4~ ]ls ). 48.1)
Perturbando, agora, A '

(A +84) x +8x)=b,

Ax + A4 6x +84x + 546x=b

A 0x + 0A4(x + 8x) =0,
de onde se retira

8x = —A'8(x+ 6x),

e, em alguma nomma,

6 <l < 4]

]x|+|(-S ;"x 1 < 47"l "ﬁm“" (4.82)

que expressa a perturbagio relativa na solugio x, devida a perturbagio relativa em 4.

O niimero
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x= ”A -1 ””A I | (4.8.3)
é chamado nimero de condigdo da matriz 4, em relagfio a alguma norma dada.
Da desigualdade

o1l = 114 =1l < [l x|

tira-se

14}

1

el Teil

Multiplicando ambos os membros de (4 8.2) por " H ¢ utilizando a ultima desigualdade, obtemos

A

S O @59

que da uma estimativa da perturbagdo relativa em x, devida & perturbagdo relativa em b.
A interpretagdo que damos a (4.8.2) e (4.8.3) é a seguinte: se x(4) for grande, uma
pequena perturbagdo relativa em 4 e b produzira grandes perturbagdes relativas na solugdo x.

Observemos que x(4) > 1, o que se obtém tomando a normade /=4 4™
= |17|| = “AA“ || < |4 HHA "'”.D

Vemos que a estimativa do nimero de condigdo € crucial para obter uma estimativa da
qualidade da solugdo computada. E interessante averiguar as respostas a duas questdes:
(1) Podemos tratar previamente a matriz A de modo que menos erros de arredondamento
seja gerado durante a eliminagdo ?
(2) Tendo uma solugdo computada, podemos melhorar a sua precisio de alguma forma ?

As segdes 4.81 e 4.8.2 tentardo responder a essas questdes [Hattori 96].

4.8.1 - Escalamento

Da analise de erros no produto interno, e considerando que a maioria das operagdes nos
algoritmos de triangularizagdo podem ser agrupadas na forma de produtos internos, fica evidente
que € conveniente termos todos os elementos da matriz na mesma ordem de grandeza, isto é€,
termos a matriz bem equilibrada . Evitamos, assim, ter multiplicadores muito pequenos e soma de
termos de ordem de grandeza muito diferentes. Se tal ndo ocorre para a matriz de um dado

sistema, Ax = b, podemos encontrar x, através da solugio de um outro sistema melhor

equilibrado.
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Se E = diag(e;, ey, ..., ¢,) e D=diag(d,, d,, ..., d, ) onde ¢,d; 0, o sistema
EADy = Eb € obtido multiplicando-se a i-ésima equagdo do sistema por e¢;, € efetuando-se a

substituigio de variaveis x = Dy, o que equivale a multiplicar a j-ésima coluna de 4 por d i Uma

transformagdo 4 = EAD, A m x n, E e D diagonais com ¢;,d; = 0, é um escalamento da matriz
A.

Seja B a base usada na mantissa e defina as matrizes diagonais D, e D, por

Dy = diag(B*,...,B*] e D, = diag[B,...,B].
A solugdo do sistema Ax = b pode ser obtida, resolvendo o sistema escalado

(D7 ADy)yw =Dy b

P(D{ 4Dy = LU (fatoragio),

Lv= P(D,'l b) (substituicio progressiva),

Uw=v (substituigdo regressiva),

x=D, (compensa escalamento).
Os escalamentos de 4, b e w requerem 0(112) operagdes de multiplicagiio. Observe que a
multiplicagdo IJI'IA divide as linhas de 4 por B", . ,B*™ sem introduzir erros de

arredondamento, escalando as equagdes, enquanto que D, escala as incognitas.

Assim, escolhendo Dy e D, de modo que x (D]"ADZ) seja 0 menor possivel, devemos

obter x_ com maior precis3o.

Um desses métodos € o escalamento de linhas. Neste método D,=1e D, € escolhido de

modo que cada linha de Df‘A tenha a mesma norma . O escalamento de linha minimiza a

possibilidade de adi¢gio de um numero muito pequeno a um numero muito grande durante a
eliminagio.

A escolha dos elementos de D, e D,, como poténcias da base usada na mantissa,
procura evitar introdugio de erros no escalamento.

A idéia do escalamento de linhas pode ser incorporado no algoritmo de Eliminagdo de

Gauss, conforme mostra o algoritmo abaixo.
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Algoritmo 4.8.1 Fatoragdo LU com escalamento de linhas e pivoreamento parcial.

1. fori=1until n do /¢ Calcula o fator de escalamento de cada linha »/

2. S;i= mﬁxl a,j|

3. endfor
4. fork=1luntiln-1do
/* encontra o maior elemento escalado na coluna k o/

|2, | 2
5. Encontre rial que —— = MaX——,comi =k k+1,..,m
r ! i

6 if @, = O then & matriz A ¢ singuler, stop
7. Permute as linha re &
8 for i=k+1untl n do

3
9. a‘-k = —_—

A
10. for j=k+1 until » do
1. a,i=8; — aay
12 endfor
13. endfor
14. endfor O

Escalamento visando equilibrar a matriz do problema, é uma etapa importante na solugéo
de sistemas lineares de grande porte. As operagdes de escalamento ndo afetam os elementos nulos

de uma matriz, e portanto no alteram sua estrutura e esparsidade.
4.8.2 - Refinamento lterativo

Suponha que Ax = b tenha sido resolvido pela fatoragdo PA = LU e que desejamos

melhorar a precisdo da solugdo computada x_. Calculemos

r=b-4x_,
Ly=PFr,
Uz=y, (4.8.5)

v=x, tz
Se a aritmética usada fosse exata, v deveria satisfazer exatamente o sistema
Av=A(x,+z2)=b-r+4z=>b
e podemos encarar z como sendo a correco necessiria em X_, para atingir a solu¢fio correta. Na
realidade, z também ndo € a corregiio procurada, porque pode estar sujeito a erro e, pior ainda, se

for computada ingenuamente, v ndo serd mais preciso que x_. Para que z seja realmente uma

corregdo € preciso computar o residuo em precisdo dupla daquela utilizada no calculo de P4 =

LU, x, y e z. Como a corregio sera também aproximada, podemos repetir os célculos indicados



em (4.8.5) usando, agora, v como nova aproximagio da solu¢io O processo pode ser resumido
no algonitmo 4.8.2.

Algoritmo 4.8.2 - Refinamento iterativo

1. Efetuar a fatoragio P4 =LU;x=0 (t digitos)
2. while (ndo converge) do

3 r:=b-Ax; (21 digitos)
4, Resolva Ly = Pr; (t digitos)
5 Resolva Uz =y; . (t digitos)
6. X:=x+2 (1 digitos)
7. endwhile; O

Este método € conhecido como refinamento iterative. Cabem aqui algumas observagdes.

Primeira, o calculo do residuo r deve ser feito utilizando a matriz original 4 e nfio a recuperada

pefo produto PTLU . Segunda, em computadores que so trabalham com precisdo simples e dupla,
sua capacidade devera ser estendida por software, se quisermos utilizar o refinamento iterativo
quando os dados ja estiverem em precisdo dupla (muitos processadores ja possuem hardware para
precisio quadrupla). Terceira, a necessidade de reter uma copia da matriz 4 é um outro
incdmodo, se os espago de memoria for critico.

No algontmo 4.8.2, omitimos o critério de convergéncia. Dois critérios de convergéncia

sdo usados comumente:
I . _
a) Il <B b) {ix] + Al = |x].
em que A € um namero pequeno (5 a 10) e a norma recomendada € 1 ou =, por serem mais
econdmicas de computar. O cntério de parada (a), depende dos pardmetros ambientais do
processador de ponto flutuante enquanto que o (b) € independente desses parametros; o segundo
critério se presta para uma implementagdo portatil enquanto que © primeiro, para uma

implementagdo transportavel.

4.9 - Resumo

Tratamos da solugdo de um sistema linear Ax = b com uma matriz A, n x 1, ndo singular.
O problema pode ser desdobrado na solugdo de dois sistemas:
Ly=b
Us=y
onde L e U so obtidas pela Fatoragio da matriz 4 na forma LU. Para manter a estabilidade dos
algoritmos da Fatoragdo LU, é necessdrio usar uma técnica chamada pivofeamento parcial.

Finalmente, foi mostrado como implementar a fatoragio LU com pivoteamento parcial, fazendo

escritura¢do eficiente das permutagdes de linhas.
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Vimos também que a solugo x* de um sistema linear Ax = b pode ser obtida utilizando-se

um método iterativo, que consiste em calcular uma seqiéncia x',x®, ., x™ .. de

aproximagdes de x’, sendo dada uma aproximagio inicial 10

Vimos, também, dois métodos para melilorar uma solugdo computada. Um deles da um
tratamento preliminar & matriz A para reduzir o x (escalamento). O outro melhora a solugdo
computada, via Fatoragio LU, por meio do refinamento iterativo. '

Em geral, o custo de obtencdo da resolu¢do de sistemas de equages lineares aumenta
com a ordem n da matriz associada ao sistema. Se n é pequeno, mesmo um algoritmo pouco
eficiente tera um baixo custo computacional para executa-lo. Em muitos casos, quando n cresce
surge uma situagio onde o tempo de execugdo do algoritmo ndo é aceitavel. O préximo capitulo

descreve duas abordagens para o processamento paralelo de sistemas lineares.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

5.1 - Introdugdo

Neste capitulo serdo apresentadas as descri¢des das matrizes dos coeficientes dos sistemas
lineares usados nos testes, um plano de testes, os resultados dos testes realizados e uma avaliagdo
comparativa entre o processamento serial e o paralelo dos métodos utilizados. Nas analises,

tomaremos como base a ordem da matnz, o tempo de execugdo e a qualidade da solugdo

encontrada.
5.2 - Descri¢do das matrizes

A matnz 4 usada nos testes com a Eliminagdo de Gauss e Fatoragdo LU € do tipo geral.
Os elementos desta matriz foram gerados através de um gerador de nimeros aleatorios descrito
por Schrage [Schrage 79] chamado SNADUN(). Os elementos do vetor dos termos
independentes b sdo tais que todos os elementos do vetor solugdo x sejam iguais a 1. Os testes
foram realizados com sistemas lineares de ordem 100, 200, 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500 e
2.000.

A matriz A usada nos testes com o método iterativo de (auss-Jacobi é do tipo
estritamente diagonal dominante. Os testes foram realizados com sistemas lineares de ordem 500,
1.000, 1.300, 1.500, 2.000, 2.500, 3.000, 4.000 e 5.000. Os elementos do vetor dos termos
independentes b sdo tais que todos os elementos do vetor solu¢do x sejam iguaisa 1.

A matriz 4 usada nos testes com 0 método iterativo dos Gradientes Conjugados € do tipo
simétrica positiva definida estritamente diagonal dominante. Os testes foram realizados com
sistemas hineares de ordem 500, 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. Os elementos do vetor dos

termos independentes b sio tais que todos os elementos do vetor solugdo x sejam iguais a 1.
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5.2.1 - Matriz geral

Para gerar os elementos da matnz geral,

ay 4y, a,

Ay Qs d,
A= 21 ...2 In

anl an2 Dn

que foi usada nos testes com a Eliminagio de Gauss e a Fatoragdo LU, usamos o algoritmo 5.1.
Algoritmo 5.1 Este algontmo gera a matnz geral de nimeros reais em precisdo dupla usada nos

testes com a Elimina¢ao de Gauss e a Fatoragdo LU. » € o numero de equag3es e incognitas; a;

parai,j=1,2 3, ., nsd3o os elementos da matriz A; semente € um namero real fornecido pelo

usuario com 0 < semente < 25! 1, onde § é o nimero de bits utilizado na representagio de
inteiras; alear € o numero real aleatdrio retornado pela rotina.

1. forj=1 until n do

2 fori=1until# do

3 call SNADUN( semente , aleat )
4 if (MOD( semente ,2)=0) then
5. sinal - = +1

6 else

7 sinal ; = -1

8 endif

9 a; = aleat x sinal

10.  endfor

11.endfor

5.2.2 - Matriz estritamente diagonal dominante

A matriz de nimeros reais em precisdo dupla usada nos testes com o método iterativo de

Gauss-Jacobi deve ser estritamente diagonal dominante, ou seja,

|a,.,.| > > a;

J=lj=i

, parai=1,2,3, .. ,n

Os elementos da matriz estritamente diagonal dominante s3o gerados pelo algontmo 5.2.
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Algoritmo 5.2 Este algoritmo gera a matriz estritamente diagonal dominante de nimeros reais,

em precisdo dupla, usada nos testes com o método iterativo de Gauss-Jacobi. » € o numero de

equagdes e incognitas; a; para i, j=1,2,3,..,n, s30 os elementos da matriz 4; semente € um

nimero real fornecido pelo usuario com 0 < semente <257'—1, onde S ¢ o nimero de bits

utilizado na representagdo de inteiros; aleat é um numero real, em precisdo dupla, aleatério

retornado pela rotina.

1. forj=1 untiln do

2 fori=1 untiln do

3 call SNADUN( semente , aleat )

4 if (MOD( semente ,2)=0) then
3 sinal : = +1

6. else

p sinal : = -1

8 endif

9 a; = aleat x sinal

10.  endfor

11.endfor

12fori=1 untiln do
13. sum:= 0

14.  forj=1 untiln do

15. if (j#1) then

16. sum : = sum + \ay.|
11 endif

18. a; =sum+ sum

19.  endfor

20.endfor

Em ambos os casos anteriores, os elementos do vetor dos termos independentes b sdo

gerados, de modo que a solugdo é x = [1 1 - I]T. O algoritmo é:
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Algoritmo 5.3 Este algoritmo gera a matriz simétrica positiva definida (SPD), estritamente
diagonal dominante, de nimeros reais em precisdo dupla, usada nos testes com o método iterativo

dos Gradientes Conjugados. » € o numero de equagdes e incognitas; a;, parai,j=1,2,3, ..,
n, so os elementos da matriz A.

1. for i=1 until n do

2 soma = 0.0D0 !

3 for j=1 until » do

4. if (j <i )thendo

5 ‘ a; = a;

6 else

7 a; = Numero_em_precisdo_dupla(/ + j)/1000.0D0
8. endif

9. soma = soma + valor_absoluto(ay. )
10. endfor

11. a; = soma + soma

12 endfor

Algoritmo 5.4 Este algoritmo gera os elementos do vetor dos termos independentes b, de modo

que a solugdo do sistemaseja x =[1 1 1 ... 1] ¥, a;,

parai, j=1,2,3,..,n sd0 0s
elementos da matriz 4; &, b,,---, b, sdo os elementos do vetor b.
1. fori=1until n do

2. soma = 0.0D0

3. forj=1until n do

4. soma =soma + a;
3, endfor

6. b; = soma

7. endfor
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5.3 - Observagdes sobre implementagdo
Na implementagdo das rotinas decidiu-se:
1. ndo usar o processamento de matnizes por colunas;

2. ndo adotar método algum para economizar espago de memona para armazenar a matriz

dos coeficientes, essas matrizes sdo inteiramente armazenadas,

3. para o calculo do residuo da solug@io de um sistema linear, foi escolhida a norma w«© ou
de Chebyshev; e

4. A tolerdncia € usada nas rotinas serial e paralela para os métodos iterativos, €
1x 10712

5.3.1 - Processamento de matrizes por linhas

Na implementagdo dos algoritmos, foi utilizada a linguagem de programagdao FORTRAN.

Nas operagdes entre matnzes e vetores, usamos o processamento por linhas.

5.3.2 - Célculo dos residuos

Para medir a qualidade dos resultados obtidos nos testes, usamos a norma infinita

ol = maxla,|

1€i<n

O algoritmo que faz o calculo dos residuos é:
Algoritmo 5.5 - Este algoritmo faz o calculo dos residuos do sistema Ax = b. nn € o niimero de

equagdes e incognitas; aa;, para i,j=1,2,3,..,n, sdo os elementos da matriz A4, que contém

os elementos da matriz original 4; bb,bb,, --- , bb, sio elementos do vetor bb, que contém os
elementos originais de b; x;,x,, ..., x, sdo os elementos do vetor solugio x.

1. for i =1 until »n do

2 v, = 00D0

3. endfor

4. for j=1luntil »n do

5 for i=1until » de \
6. vl.=vl.+aa,.jxxj _ "
7. endfor

8. endfor

9 for i =1until n do |
10. resid, = abs (b, ~ v,) . |
11 endfor

12. indice = ISAMAX( 1, resid , 1);

13. print “Residuo=", resid,

indice
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5.3.3 - Cnitério de interrupgdes das iteragdes

Para interromper as iteragdes nos testes com o método iterativo de Gauss-Jacobi, foi

usado o seguinte critério:

o Teste da varagio absoluta: ux“‘”)— x“‘)“ < g. Se & = 107 e

"x“‘”)— x“‘)” < &, entdo todos os componentes de x**? e x™ tém os

primeiros p digitos coincidentes.

5.3.4 - Andlise do desempenho

O tempo de execugdo da Tarefa-Mestra foi computado de duas formas. Na primeira,
usamos o comando do Sistema Operacional ALIX™, timex, cuja sintaxe é:

timex < programa_executavel>,

Na Segunda, o tempo de execugdo fo1 calculado através do uso da fungao do FORTRAN,
chamada DATE_AND_TIME( ). Usamos essa fungdo no comego e no final do cddigo da Tarefa-
Mestra e depois calculamos a diferenca dos tempos encontrados. O tempo computado é dado em
s (segundos).

5.4 - Plano de testes

Os métodos que foram paralelizados sdo:

Eliminagdo de Gauss

Fatoragdo LU

Meétodo iterativo de Gauss-Jacobi

Meétodo iterativo dos Gradientes Conjugados

Na implementag@o das rotinas para o processamento paralelo dos métodos citados acima

foram usadas duas abordagens:
e Primeira abordagem

¢ Segunda abordagem
5.4.1 - Primeira abordagem

A idéia inicial, foi distribuir processamento entre as Tarefas-Escravas, sem minimizar a
passagem de parametros entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas. O processamento realizado

pelos algoritmos paralelos para a Eliminagio de Gauss, Fatoragdo LU e método iterativo de

Gauss-Jacobi ocorre de acordo com os seguintes algoritmos:
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Algoritmo 5.6 - Algoritmo da Tarefa-Mestra, usando a primeira abordagem para a Elimina¢o

de Gauss e Fatoragdo LU.

1. while ( / <namero_linhas - 1) do

2 Encontra a linha pivé p do estagio i.

3. Distribui a linha pivé p para as Tarefas-Escravas.

4 Distribui os blocos da matniz 4 para as Tarefas-Escravas.
5

Recebe de cada Tarefa escrava os blocos da matriz 4, que foram atualizados pelo
processo de eliminagao.
6. endwhile

Algoritmo 5.7 - Algoritmo da Tarefa-Escrava, usando a primeira abordagem para a Elimina¢do
" de Gauss e Fatoragio LU.

1. Recebe a linha pivd p.

2. Recebe um bloco b da matriz 4.

3. Executa a Eliminagio de Gauss no bloco & usando a linha pivo p.

4. Envia o bloco b, que foi atualizado pela Eliminagio de Gauss para a Tarefa-Mestra.

A Figura 5.1 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.6 e 5.7. Ela mostra como se da a
comunicagdo entre as tarefas, para 0s métodos diretos, utilizando a abordagem inicial de
comunicagio. As setas indicam passagem de mensagens entre as tarefas. Veja que em cada passo
da Eliminagdo, a Tarefa-Mestra envia a cada Tarefa-Escrava a linha pivd e um dos blocos da
matriz A. Em seguida, a Tarefa-Mestra espera para receber de volta esses blocos, atualizados
pelas Tarefas-Escravas. Observe que o trafego entre as Tarefas € bastante acentuado. Essa
comunicagio ocorre até o ultimo passo da Eliminagio.

O trabalho de cada Tarefa-Escrava consiste em receber a linha pivé e um dos blocos da
matniz A, e aplicar o0 método de Eliminagdo sobre esses dados. Em seguida, a Tarefa-Escrava

envia o bloco atualizado para a Tarefa-Mestra.

Tarefa-Escrava 1

Tarefa-Mestra ¥ Linha pivd
» Bloco Bl da matriz A
Matriz 4 Executar a Eliminagio
While bloco atualizado
Encontrar a linha pivo

Dividir a matriz 4 em blocos
Distribuir os blocos
Receber os blocos atualizados < Tarefa-Escrava 2
Endwhile

» Linha pivé

» Bloco B2 da matriz 4
Executar a Eliminacdo
Bloco atualizado

Figura 5.1 - Primeira abordagem de comunicagio entre as tarefas — Métodos diretos
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Algoritmo 5.8 - Algoritmo da Tarefa-Mestra usando a primeira abordagem para o método

iterativo de  Gauss-Jacobi.

1. divide a matniz 4 em k blocos, cada bloco tendo 1 linhas.

2. divide o vetor independente b em k& vetores partigio, cada vetor tendo m elementos.
3. while ( iteragio < MAXITE) do

Distribui o vetor aproximagdo x° para as k Tarefas-Escravas.
Distribui os & blocos da matriz 4 para as k Tarefas-Escravas.

4

5

6. distnibui as £ parti¢gdes do vetor b para as & Tarefas-Escravas.
7. while (i<k)do
8
9
1

Recebe de cada Tarefa-Escrava uma parti¢do do novo vetor aproximagao x°,
endwhile
0.endwhile

Algoritmo 5.9 - Algoritmo da Tarefa-Escrava, usando a primeira abordagem para o método

iterativo de Gauss-Jacobi.

1. Recebe o vetor aproximagio x°.

2. Recebe um dos 4 blocos da matriz A.

3. Recebe uma das 4 parti¢des do vetor b.

4. Calcula uma das 4 partigdes do novo vetor iteragio.

5. Envia a parti¢do do novo vetor aproximagdo para a Tarefa-Mestra.

A Figura 5.2 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.8 e 5.9. Ela mostra como ocorre o
trafego de dados entre as tarefas, para o método de Gauss-Jacobi, utilizando a abordagem inicial
de comunicac¢io. Observe que a cada iteragdo, a Tarefa-Mestra envia para cada Tarefa-Escrava o
vetor aproximagdo x°, um dos blocos da matniz 4 e uma das particdes do vetor dos termos
independentes b. Feito isto, a Tarefa-Mestra espera para receber, das Tarefas-Escravas, partigdes
de vetor que vdo compor 0 novo vetor aproximagio x°. Este comunicagio se repete até que um
critério de parada seja satisfeito.

O trabatho de cada Tarefa-Escrava € receber o vetor aproximagdo x°, um bloco de dados
da matriz 4 e uma das parti¢Ses do vetor b. Em seguida, ela aplica 0 método de Gauss-Jacobi

sobre esses dados, e o resultado dessa operag@o, que é uma particdo de vetor, é enviado para a

Tarefa-Mestra.
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Tarefa Escrava 1

Tarefa Mestre

» Vetor aproximagio x°
» Bloco Bl da matriz A
Matriz A : ¥ Particdio do vetor b
Dividir a matriz A em & blocos Executar o método Jacobi
Dividir o vetor b em X particoes Parti¢do do novo vetor x°
While
Vetor aproximagio x°
Blocos de 4
Particoes do vetor b
Compor o novo vetor x° 4 Tarefa-Escrava 2
| Endwhile
> Vetor aproximacao x°
¥ Bloco B2 da matriz A

» Particdo do vetor b
Executar o método Jacobi
Particao do novo vetor x°

Figura 5.2 — Primeira abordagem de comunicagfo entre as tarcfas — Método de Gauss-Jacobi




5.4.2 - Segunda abordagem

A idéia foi distribuir o processamento entre as Tarefas-Escravas, com o menor grau de

comunicagdo entre as Tarefas-Escravas e a Tarefa-Mestra, ou seja, a passagem de pardmetros

entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas foi minimizada. Os algoritmos paralelos que usam

essa nova abordagem de comunicagio entre as Tarefas, sio como segue:

Algoritmo 5.10 - Algoritmo da Tarefa-Mestra utilizando a segunda abordagem para a

Eliminac¢do de Gauss e Fatora¢io LU.

1. divide a matnz A em & blocos, cada bloco tendo m linhas

2. divide o vetor independente b em £ partiges, cada parti¢do contendo m elementos
3. determina a primeira linha pivd, utilizando o pivoteamento parcial
4. cragdo e distribuigao das & Tarefas-Escravas

5. for i=1 until £do

6 envia a linha pivo para a Tarefa-Escrava i

7 envia o bloco 7 para a Tarefa-Escrava /

8. endfor

9 true=1

10.while( true = 1) do

11. fori =1 until £ do

12. recebe da Tarefa-Escrava / informagdes sobre a linha do bloco i que € candidata a
sera nova linha pivd do proximo passo da eliminagao

13. endfor

14, escolhe a nova linha pivd entre as candidatas

15, fori=1until kdo

16. envia para cada Tarefa-Escrava uma mensagem contendo a informagio de qual
tarefa escrava contém a nova linha pivo

17. endfor

18.  recebe de uma das Tarefas-Escravas a nova linha pivé

19. recebe a linha pivd que foi usada na eliminagdo e a armazena na matriz 4

20. if { for o ultimo passo da eliminagio ) then do

21 encerra o processo de eliminagio

22. mata as Tarefas-Escravas; true =0

23. endif

24, for i=1until kdo

25. envia a nova linha pivd para cada Tarefa-Escrava

26. endfor

27 endwhile

28.substituigdo regressiva,
29.print ‘solugdo:’, x
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Algoritmo 5.11 - Algoritmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para a

Elimina¢io de Gauss e Fatoragao LU.

1. recebe a linha pivd que serd usada na pnmeira eliminagio
2. recebe um bloco da matriz 4 que sofrera a eliminagdo

3. true=1

4. while ( true = 1) do

5. + aplica o processo de eliminagao

6. pesquisa no bloco pela linha que € candidata a ser a linha pivd para a proxima
eliminagdo

7. envia para a Tarefa-Mestra informagdes sobre a linha candidata a linha pivé

8. recebe da Tarefa-Mestra o resultado da pesquisa

9. if ( a linha pivd estiver nesta tarefa ) then do

10. envia para a Tarefa-Mestra a linha pivo

11. envia a linha que foi usada como linha pivd para ser armazenada em 4

12. endif

13, if ( ainda tiver trabalho) do

14. recebe a nova linha pivo que sera usada na proxima eliminagio

15. else

16. true =0

17, endif

18.endwhile

A Figura 5.3 ilustra o funcionamento dos algontmos 5.10 e 5.11. Nela é mostrado como
se da a comunicagdo entre as tarefas, para os métodos diretos, utilizando a segunda abordagem
comunicagdo. As setas indicam passagem de mensagens entre as tarefas.

A Tarefa-Mestre distribui a linha pivo e os blocos da matriz 4 entre as Tarefas-Escravas.
Cada Tarefa-Escrava, recebe a linha pivd e um dos blocos da matriz 4 e entra em um Joop. Neste
loop ela aplica o0 método de Elimina¢do sobre os seus dados, e a linha que foi usada como linha
pivO € enviada de volta para a Tarefa-Mestra, a fim de atualiza a matriz 4. Em seguida, cada
Tarefa-Escrava pesquisa no seu bloco de dados atualizados, pela candidata a linha pivd. Essas
candidatas s3o enviadas & Tarefa-Mestra, que elege a nova linha pivé do proximo passo de
Elimina¢do. Finalmente, a Tarefa-Mestra envia a nova linha pivd para cada uma das Tarefas-
Escravas, que por sua vez, executam o préximo passo da Eliminagdo, sobre seus dados. Ao final

do processo de Eliminagdo, a matriz 4 estara pronta para soffer o processo de substituigdo

progressiva e/ou regressiva.
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Tarefa Mestre

Tarefa Escrava |

Matriz A

» Linha pivd

Linha pivé

Dividir a matriz 4 em blocos
While
Atualiza a Matriz A
Encontrar a nova linha pivé

«—

‘_

¥ Bloco Bl da matriz A
while
Executar a Eliminagio -
| — linha pivé usada

Pesquisar nova linha piv{
J —» Nova linha pivd

endwhile

Linha pivé
Endwhile
Substitui¢ido progressiva
Substituicio regressiva

» Linha pivo

> Bloco B2 da matriz A
while
Executar a Eliminacao
linha pivo usada

Pesquisar nova linha piv{

Nova linha pivo

endwhile

Tarefa Escrava 2

Figura 5.3 - Segunda abordagem de comunicagio entre as tarcfas — Métodos dirctos
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Algoritmo 5.12 - Algontmo da Tarefa-Mestra utilizando a segunda abordagem para o método

iterativo de Gauss-Jacobi.

N N

—r et et ek et s pmed ed
WNOMbA W = O

19.
20.
21,
22.

24.
25.
26.
27.
28
29.
30.
3L
32.
33.
34,
35.
36.
37.
38.
39.

/* inicializagao do vetor aproximagio inicial */
tolerancia = 1.0D-12
fori=1luntil ndo
x(1)=0.0D0
endfor
fori= 1 until # do
xold(i)= x({i)
endfor
a matriz A ¢ dividida em & blocos, cada bloco tendo m linhas
o vetor independente b é dividido em % partigGes, cada partigdo contendo m elementos

. distnibuigdo dos k blocos da matriz 4
. fori = 1 until kdo

envia 0 bloco i da matriz 4 para a Tarefa-Escrava i
envia a partigdo i do vetor b para a tarefa i

envia o vetor aproximagao xold para a tarefa i
endfor

L ite = 0

while ( ite £ maxit) do
ite= ite + 1
for i =1 until £ do
recebe de cada Tarefa-Escrava uma parti¢do do novo vetor aproximagao x
endfor
/* essas partigdes com m elementos v3o formar o novo vetor aproximagdo x */
/* que devera ter m x k elementos. ./
/* faz o teste de parada */
if ( teste_de parada < tolerancia ) then do
exit
else
continue
endif
for / =1 until n do
xold(i)= x (1)
endfor
fori = 1 until kdo
envia para cada Tarefa-Escrava o novo vetor aproximacéo xold
endfor
endwhile
for/ = 1 until xdo
mata a Tarefa-Escrava i
endfor
print 'solu¢do:’, x
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Algoritmo 5.13 - Algontmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para o método

iterativo de Gauss-Jacobi,

1. recebe um dos bloco da matniz 4, contendo m linhas

2. recebe uma partigio do vetor b contendo m elementos

3. receber o vetor aproximagao xold

4. true=1

5. while (true =1)do

6. /* calculo das m componentes do proximo vetor aproximagio * /
1. aplica o método de Gauss-Jacobi, no bloco recebido, usando xold
8. enwvia a partigao do novo vetor aproximacdo para a Tarefa-Mestra
9.

1

recebe da Tarefa-Mestra o novo vetor aproximagio xold
0.endwhile
A Figura 5.4 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.12 e 5.13. Ela mostra como ocorre a
passagem de mensagens entre as tarefas, para o método de Gauss-Jacobi, utilizando a segunda
abordagem de comunicagio.

A Tarefa-Mestra, inicialmente, distnibui para cada Tarefa-Escrava um dos blocos da matriz
A, uma das partigdes do vetor b e o vetor aproximagdo. Em seguida, ela entra em um loop e
espera para receber parti¢cdes de vetor, vindas das Tarefas-Escravas. Essas partigdes vio compor
0 novo vetor aproximagdo, que € enviado de volta para cada uma das Tarefas-Escravas. A
Tarefa-Mestra permanece neste loop até que um cntério de parada seja satisfeito.

O trabalho da Tarefa-Escrava, € no inicio, receber um dos blocos da matniz 4, uma das
parti¢des do vetor b e o vetor aproximago. Depois ela entra em /oop, executando o método de
Gauss-Jacobi. O resultado dessa operagdo € uma parti¢ao de vetor, que ira compor o0 novo vetor
aproximagdo. Essa partigdo € entdo levada a Tarefa-Mestra, que se encarregard de receber as
outras partigdes, vindas das outras Tarefas-Escravas, e finalmente ira compor o novo vetor
aproximagdo. Esse novo vetor aproximagido € mandado de volta para as Tarefas-Escravas, para

que elas executem novamente 0 método de Gauss-Jacobi.
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Tarefa-Mestra

Tarefa-Escrava 1

1% Bloco Bl da matriz A

Matriz A
Dividir a matriz A em & blocos
Dividir o vetor b em k particdes

> Parti¢io do vetor b

» Vetor aproximacao x°
while
Executar o método Jacobi

Blocos da matriz 4

Parti¢des do vetor b
Vetor aproximacio x°

while
Compor o novo vetor x°

Particdo do novo vetor x°
-1 —» novo vetor x°
endwhile

Novo vetor x° <
Endwhile

Tarefa-Escrava 2

L4

¥ Bloco 52 da matriz A

> Particio do vetor b

‘\ > Vetor aproximacio x°
while

Executar 0 método Jacobi
Particio do novo vetor x°

» Novo vetor x°
endwhile

Figura 5.4 — Scgunda abordagem de comunicagfio entre as tarefas para o méiodo de Gauss-Jacobi
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Algoritmeo 5.14 - Algoritmo da Tarefa-Mestra, utilizando a segunda abordagem para o método

iterativo dos Gradientes Conjugados. 7 é o nimero de equagdes e incognitas do sistema linear,

A matriz A deve ser simétrica positiva definida.

@ =~ O kW N

24
25.
26.
27
28.
29
30.
31
32,
33.
34,
35.
36.
37.
38.

39

40.

41
42
43

tolerancia = 1.0D-12
maxit = 50
for i=1until » do /* vetor aproximagio inicial */
x(1)=0.0D0
endfor
r=b-Ax /¢« computaoresiduo r = b—dAx */
for i=1 until n do
p(i)=r(i)
endfor
. C = produto_imerﬁo( r,r)
. amatriz A é dividida em £ blocos, cada bloco possuindo m linhas
. distribuicio dos & blocos da matriz A para as Tarefas-Escravas
. fori = 1 until £ do
envia 0 bloco /i para a Tarefa-Escrava
envia o vetor p para a Tarefa-Escrava i
endfor

for r=1 until maxit do
if ( sqri(produto_interno( p, p)) < tolerdncia ) go to 44
fori =1 until k do

recebe de cada Tarefa-Escrava uma parti¢do do vetor q
endfor

o = ¢/ produto_intemo{ p, q}

r

for + = 1 until n do
x(1)= x(i) + a x p(i)

endfor

for /7 =1 until n do
f(i1)=r(1)- axq(1)

endfor

d = produto_interno(r, 1)

for i =1 until n do

p(i)=r(i)+(d/c)xp(i)
endfor
c=d

fori = 1 until % do

envia para cada Tarefa-Escrava o novo vetor p
endfor
endfor
continue

.for i = 1untilkdo

mata a Tarefa-Escrava i
. endfor

. print 'A solucdo €', x

. print 'O residuo €', r
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Algoritmo 3.13 - Algontmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para o método

iterativo dos Gradientes Conjugados. # € 0 numero de incOgnitas de cada equagio do sistema
linear.

1. recebe um dos blocos da matriz 4 contendo m linhas
2. recebe o vetor p com n componentes

3. /* calculo das m componentes do proximo vetor q */
4. true =1

5. while( true= 1) do
6. for i = luntil m do
7. soma = 0.0D0

. 8. for j =1 untiln do
9. soma =soma+{ a(i,j)xp(j) )

10 endfor

1. wq(1)= soma

12.  endfor

13.  Enwvia o vetor wq com m componentes para a Tarefa-Mestra, que ird compor o vetor q

14, recebe da Tarefa-Escrava o novo vetor p
15.endwhile

Tarefa-Escrava 1

Tarefa-Mestra » Bloco Bl de A
P Vetor p
Matriz A while
Vetor aproximacio x° calcular wq = Blp
Dividir a matriz A em k blocos —>»  vetorp
Vetor de direcio p endwhile
While
Compor o vetor (<
Calcular x
Calcular r Tarefa-Escrava 2
Calcular p >
Endwhile Bloco 52 de 4
> Vetor p
while
calcular wq = B2p
» vetor p
endwhile

Figura 5.5 — Segunda abordagem de comunicagdo entre as tarefas para o método dos Gradientes
Conjugados.

A Figura 5.5 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.14 e 5.15. Ela ilustra como ocorre a
passagem de mensagens entre as tarefas, para o método dos Gradientes Conjugados, utilizando a

segunda abordagem de comunicagdo.
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Inicialmente, a Tarefa-Mestra, distribui para cada Tarefa-Escrava um dos blocos da matriz
A e o vetor de direcdo p. Em seguida, ela entra em um /oop e espera para receber parti¢des de
vetor, vindas das Tarefas-Escravas. Essas partigdes vdo compor o vetor g, usado para calcular a
proxima aproximagio x e o residuo correspondente. Depois, a Tarefa-Mestra faz um novo calculo
do vetor de diregdo p e este € enviado de volta para cada uma das Tarefas-Escravas. A Tarefa-
Mestra permanece neste loop até que um critério de parada seja satisfeito.

O trabalho da Tarefa-Escrava, € no inicio, receber um dos blocos da matriz 4 e o vetor de
dire¢io p. Depois ela entra em /oop, executando a multiplicagdo do bloco pelo vetor p. O
resultado dessa operagdo € uma parti¢do de vetor, que irda compor o novo vetor q. Essa parti¢do é

entdo levada a Tarefa-Mestra, que se encarregara de receber as outras partigdes, vindas das

outras Tarefas-Escravas, e finalmente COMPpOr O NOVO vetor q.
5.5 - Resultados dos testes

Nesta segdo, serdo apresentados os resultado de testes de execucdo das rotinas senal e
paralela, que implementam a Eliminagio de Gauss, a Fatoragdo LU, o método iterativo de

Gauss-Jacobi e 0 método iterativo dos Gradientes Conjugados.
5.5.1 - Resultados dos testes usando a primeira abordagem

As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram um resumo dos testes realizados utilizando a primeira
abordagem. Nestas Tabelas, os melhores tempos produzidos pelo algoritmo paralelo de cada
método (Eliminagio de Gauss, Fatoragio LU e o método iterativo de Gauss-Jacobi) sdo
comparados com o tempo obtido pelo algoritmo senal para sistemas lineares de ordem 100, 200,
500 e 1.000 respectivamente. Ndo foram realizados testes com o algoritmo paralelo para o
método iterativo dos Gradientes Conjugados, usando a abordagem inicial de comunicag¢do entre

as Tarefas, pois, os resultados dos testes com os algontmos paralelos dos outros métodos, nao

foram satisfatonos.

Mclhor tempo computado

pelo algoritmo paralele, Tempo computado Ta,

Matriz usando a primeira abordagem : TA] pelo algoritmo serial : T, T,
100x100 21,33 s 0,17 s 125,47
200x200 70,11 s 1,50 s 46,74
500x500 668,84 s 35,76 s 18.70
1.000x1.000 5.698.45 s 729,11 s 781

2.000x2.000 * 12.043,50 s *

Tabela 5.1 - Comparagio dos tempos paralelos obtidos usando a primeira abordagem ¢ o tempo
serial para a Eliminagdo de Gauss



Melthor tempo computado
pelo algoritmo paralelo, Tempo computado T,
usando a primeira abordagem : 7, A, pelo algoritmo serial @ T T,
Matriz

100 100 21.27 s ) 0.i8 s 118,16
200x200 8302 s 143 s 37.07
500x 300 48589 s 3500 s 1388
1.000x1.000 4.806.12 s 70427 s 6,82

2.000x2.000 * 11.616,87 s "o

Tabela 5.2 - Comparagdio dos tempos paralclos obtidos usando a primeira abordagem e o tempo scrial para

a Fatoragdo LU
Meclthor tempo computado Tempo compulado

pelo algoritmo paralclo, Pclo algoritmo scrial © 7 Ta,

Matriz usando a primeira abordagem : TA: T,
S500x 50 3058 s 3169 s 8.28
1.000x1.000 12995 s 18,16 s 7.15
1.300x].300 20272 s 33136 s 6.07
1.500x1.500 22735 ¢ 4576 s 4.96
2.000x2.000 350.51 s 153.16 s 228
2.500x2 500 59278 s 23905 s 247
3.000x3.000 468,63 s 301,52 s 1.55

Tabela 5.3 - Comparagiio dos tempos paralclos obtidos usando a primcira abordagem ¢ o icmpo scrial para
o mclodo ilcrativo de Gauss-Jacobi

As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram que a primeira abordagem, usada para a paralelizagao
da Eliminagdo de Gauss, Fatoragdo LU e método iterativo de Gauss-Jacobi, ndo foi satisfatona.
Para um sistema de ordem 2.000, os algoritmos paralelos dos métodos diretos ndo forneceram
resposta, em virtude da passagem de parametros ser muito intensa. A razdo entre o melhor tempo

computado pelo algoritmo paralelo, (7, ). € o tempo computado pelo algoritmo serial para

sistemas de ordem 100, 200, 500 e 1.000, mostra que o tempo paralelo € muito maior que o

tempo senal (7§ ).

Os resultados completos dos testes utilizando a primeira abordagem, sdo mostrados nas
Tabelas 5.4 a 5.20. Inicialmente, foi investigado o desempenho dos algoritmos paralelos, em
fungio do numero de maquinas, do niumero de Tarefas-Escravas e do tamanho da matriz utilizada
no processamento. Nas Tabelas 5.4 a 5.8 sdo mostrados os resultados produzidos pelos testes
com a Eliminagdo de Gauss. As Tabelas 59 a 5.13 e 5.14 a 5.20 mostram os resultados
produzidos pelos testes com a Fatoragido LU e método iterativo de Gauss-Jacobi,
respectivamente. Como referéncia, as Tabelas mostram o tempo do processamento serial para
cada caso. Pode-se observar que os tempos de processamento paralelo, sdo sempre maiores que
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os do processamento serial, independente da configuragio (n°® de maquinas x n® de Tarefas-
Escravas x tamanho da matniz).
Os resultados obtidos, portanto, demonstraram a inviabilidade dos algoritmos usando a

primeira abordagem, devido a forma como ¢ feita a comunicagdo entre a Tarefa-Mestra e as

Tarefas-Escravas.

Processamento Paralelo

$ maquinas 6 maquinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 3262 s 2434 s 2133 s
6 Tarcfas-Escravas 2685 s 2850 s 2510 s
7 Tarefas-Escravas $2.87 s 1788 s 30,14 s
8 Tarcfas-Escravas 3189 s 31.99 s 34,38 s
9 Tarelas-Fscravas 31,71 s 3538 s 3169 s
10 Tarefas-Escrrvas 50,03 = 45,52 3 42,82 s
20 Tarcfas-Fscravas 9034 s 76.78 s 64,42 s
Residuo 0,110605162495502896E-04
Processamemo Serial
Tempo 017 s
Residuo 0,746069872548105195E-13

Tahela 5.4 - Eliminagio de Gauss - Matriz 100x100

Processamento  Paralelo

5 maquinas 6 miquinas 7 miguinas

$ ‘Tarcfas-Escravas 103,72 s 10514 5 9221 s
6 TFarefas-Escravas 133,25 s 116,60 s 104,77 s
7 Tarcfas-Escravas R43d s %285 s 76,11 s
8 Tarcfas-Escravas ¥R.94 s 89.29 s 92,55 s
9 Tarcfas-Fscravas 9293 s KRB0 s £9,27 s
10 Tarefas-Escravas 13554 5 14493 s 134,95 s
20 Tarcfas-Escravas 22128 s 191,35 s 181.19 &
Residuo 0.715649658973305236E-04

Provessamento  Serial

Tempo 1.5 s
Residuo 0.27000623958883IR0TIE-12

Tabwla 5.5 - Eliminag80o de Gauss - Matriz 200x200

Processamento  Paralelo

5 miquinas 6 maquinas 7 maquinas
5 Tarcfas-Escravas 1.078.,59 = 1.055.01 s 948.46 s
6 Tarefas-Fscravas 1.24834 s 1.063.84 s 877,56 s
7 Tarefas-Escravas 145408 s 1.157.70 s 802,73 s
8 Tarefas-Escravas 663,84 5 768,55 s 774,14 s
9 Tare{as-Escravas 1.061.41 s 1.080,33 s 1.096.83 s
10 Tarefas-Escravas 142703 s 1.154,59 s 113298 s
20 Tarefas-Escravas 1.519.66 s 1.564.82 s 131734 s
Residuo 0,350419853962335992E-G3

Processamerto Serial

Tempo 35,76 s
Residuo 0,160582658281782642E-11

Tabela 5.6 - Eliminaglo de Gauss - Matnz 500500
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Processamento Paralclo

7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 873538 s
& Tarefas-Fscravas 7.553.37 s
7 Tarefas-Escravas 5.698.45 5
8 Tarefas-Fscravas 6.568.69 s
9 Tarcfas-Escravas 650702 s
10 Tarcfas-Escravas 592671 s
20 Tarefas,Escravas 678522 s
Residuo 0.106228066211422334E-02

Processamemto  Seriaf

Tempo 729.11 s
Residuo 0.76516570857T1657T8REE-11

Tabels 5.7 - Eliminaglo de Gauss - Matriz 1.000x1.000

Processamento Paralelo
7 magquinas

$ Tarefas-Fagravas v

7 Tarcfas-Escravas .

9 Tarefas-Escravas .
20 Tarclas-Escravas .
Residuo i

Processamento Scrial
Tempo 12.043.50 5
Residuo 0,524380538990953937E-11
(*)- A rede ficou congestionada pelo trafego intenso
Tabela 5.8 - Eliminagio de Gauss - Matriz 2.000x2.000
Processamento Paralelo
$ maquinas 6 maquinas 7 miquinas

5 Tarcfas-Escravas 2658 s 2351 s 2131 s

6 Tarefas-Escravas 46,26 s 46,10 s 21,27 s

7 Tarefas-Escravas 49,13 s 3354 s 24,00 s

8 Tarefas-Escravas 3191 s 3033 s 3098 s

9 Tarcfas-Escravas 30,72 s 3292 s 3103 s
10 Tarcfas-Escravas 45,50 s 4187 s 1839 s
20 Tarefas-Escravas 8899 s 80,13 s 67,42 s
Residuo 0,184830463389323851E-04

Processamento Serial

Tempo 0,18 s
Residuo 0,488498130835068878E~13

Tabela 5.9 - Fatoragiio LU - Matriz 100x100



Processamento Parzlelo

5 miquinas 6 maguinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 8548 s 73,17 s 68.21 s
& Tarefas-Fscravas . 7599 s 63,58 s 60,45 s
7 Tarcfas-Escravas 84.02 s 73,96 s 53,02 s
8 Tarefas-Fscravas 85.24 s 8774 s 86,32 5
9 Tarefas-Fscravas 8535 s 2028 s 92,77 s
10 Tarefas-Fscravas 15581 s 13404 5 14347 s
20 Tarefas-Escravas 25552 s 239765 ¢ 22392 s
Residuo 0,446937260250024317E-04
Processamento  Serial
Tempo 1,43 s
Residuo 0,136335387423969223E-12
Tabela 5.10.- Fatoraglo LL! - Matriz 200x200
Processamenito  Panalelo
5 maguinas 6 miquinas 7 méquinas
5 Tarefas-Fscravas 60410 & 598.14 s 590,84 s
6 Tarcfas-Excravas 67702 s 49299 s 485,89 5
7 Tarclas-Escravas 78587 s 494,06 s 487,14 s
8 Tarcfas-Escravas 61776 s 564,25 s 540.20 s
9 Tarclas-Escravas 612,58 s 591.76 s 54034 s
10 Tarcfas-Escravas 723,19 s SAR2L s 466,67
20 Tarefas-Escravas 77452 s 75744 s 72064 5

Reiduo

0.279305974634880272E-03

Processamento Scnial

Tempo

35 s

Residuo

0.390798504668055102E-12

Tabela 5.11 - Fatoragho LU - Matriz 300x500

Processamento Paralelo

7 maquinas

5 Tarefas-Escravas 778332 s
6 Tarefas-Escravas 6.046,83 s
7 Tarcfas-Escavas 4.806.12 s
8 Tarefas-Escravas 5.807.40 s
9 Tarefas-Escravas 6.065.65 s
10 Tarefas-Escravas 6.13319 s
20 Tarefas-Escravas 649763 s

Residuo

0,1049534R85624758R3IE-02

Processamento Serial

Tempo

704,27 s

Residuo

0.1300293206440938334E-11

Tabela 5.12 - Fatoragio LU - Matriz 1.000x1.000
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Processamenio Paralelo
7 miquinas
6 Tarcfas-Fscravas .
7 Tarefas-Fscravas *
8 Tarefas-Fscravas *
9 Tarefas-Escravas *
10 Tarefas-Escravas .
Residuo *
Processamento Secrial
Tempo 11.616.87 s
Residua 03026912054TIR02679F-11
(*) - A rede ficou congestionada pelo trifego intenso
Tabela 5.13 - Fatoragio LU - Matniz 2.000x2.000
Processsmento Paraielo
S muguinas 6 muiquinas 7 mAguinas
5 Tarcfas-Facravas 4555 s 43,35 3 3058 »
7 Tascfas-Eacravas 6192 s €347 s 33,44 s
9 Tarcfas-Fscravas Ti12 s 6681 s 53,28 s
10 Tarefas-Escravas 51.56 s 51,11 s 50,40 s
14 Tarcfas-Fscravas 7387 s 60,39 s 40,11 s
21 Tarcfas-Escravas 76.62 s 58,02 s 4464 s
28 Tarcfas-Escravas 7543 ¢ 6785 s 50,96 s
Residuo 0.000000000000000000F, - 00
Processamento Scrial
Tempo 1,69 s
Residuo 0.000000000000000000E 4 00
Tabcla 5.14 - Mé&odo terativo de Gauss-Jacobi - Matriz 500x 500
Processamento  Paralclo
5 mdguinas 6 miquinas 7 miquinas
5 Tarcfas-Escravas 162,36s 136.63 s 14543 s
7 Tarefas-Fscravas 227.50s 22580 s 129,95 s
9 Tarcfus-Fucravas 79945 18138 s 176,52 =
10 Tarcfas-Escravas 15905 s 157,34 s 159.86 s
14 Tarefas-Escravas 176,78 s 178.92 s 12063 s
21 Tarefas-Escravas 214,51 s 164,32 s 131,19 5
28 Tarcfas-Escravas 204,15s 170,59 s 136,48 s
Residuo 0,000000000000000000E~+ 00
Processamento Serial
Tempo 18.16 5
Residuo 0,000000000000000000F, ~00

Tabela 5.15 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.000x1.000

89



Processamento Paralelo

: S maquinas 6 miguinas 7 miquinas
5 Tarcias-Escravas 29885 s 293,26 s 25537 s
7 Tarefas-Esaavas 389.95 s 240,49 s 249,06 s
9 Tarefas-FEscravas 320,15 s 202,72 s 206,22 s

10 Tarefas-Escravas 28662 s 293,78 s 291,65 s
14 Tarcfas-Escravas 305,26 s 31093 s 226,10 s
21 Tarefas-Faavas 28565 s 226,46 s 22934 s
28 Tarcfas-Escravas 27392 s 28091 s 237.54 s
Residuo 0,000000000000000000F.+ 00

Processamento Serial
Tempo 33.36s
Residuo 0,000000000000000000E +00

Tabela 5.16 - Método lterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.300x1.300

Processamento Panalelo

5 méquinas 6 maguinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 0750 s 39096 s 35405 s
7 Tarcfas-Escravas 506,79 s 499,71 s 297,79 s
9 Tarcfas-Escravas 402.17 = IRR.26 5 38740 s
10 Tarcfas-Escravas 35294 s 328,76 s 319,18 s
14 Tarcfas-Escravas 33578 s 33862 s 227,35 s
21 Tarcfas-Escravas 37691 s 31492 s 23944 s
28 Tarcfas-Escravas 35836 s 35599 s 13871 s
Residuo 0,000000000000000000E + 00
Processamemo Senal
Tempo 4576 s
Residuo 0.0000C0000000000000E - 00
Tabela 5.17 - Método [terativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.500x1.500
Processamento Paralelo
5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas
% Tarefas-Escravas 672,23 s 616,88 s 736.17 s
7 Tarcfas-Fscravas 516,07 s 472,70 s 448,24 s
9 Tarefas-Escravas 785,01 s 55388 s 55308 s
10 Tarefas-Escravas 550,62 s 52724 s 350,51 s
14 Tarefas-Escravas 642,39 s 42324 s 431,51 s
21 Tarefas-Escravas 62183 s 437,61 s 450,95 s
' 28 Tarefas-Escravas 539,78 s 460,18 s 386,73 s
‘ Residuo 0,000000000000000000E+00
Processamento Senial
Tempo 133,16 s
Residuo 0,000000000000000000 E+-00

Tabcla 5.18 - Méodo lerative de Ganss-Jacobi - Matriz 2.000x2.000



Processamento Paralelo
5 maquinas & maquinas 7 maquinas
5 Tarcfas-Escravas 94830 s 92392 s 771,54 s
7 Tarefas-Esgavas 1.112.89 s 1.103.27 s 710,69 5
9 Tarefas-Escravas 864,74 s 873,85 s 8§79.65 s
10 Tarcfas-Fscravas £1099 s 786,37 s 791,59 s
14 Tarefas-Fscravas 79773 s 63181 s 602,66 s
21 Tarefas-Escravas 78993 = 603.15 s 621,17 s
28 Tarefas-Escravas 87794 s 725,52 s 592,78 s
Residuo 0,000000000000000000E.+ 00
Processamemo Serial
Tempo 23905 s
Residuo 0, 000000000000000000 F.- 00
Tabela 5,19 - Méodo Herativo de Gauss-Jacobi - Matriz 2500x2500
Provessamento Paralelo
5 miquinas 6 maquinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 1.294.69 5 1.365,09 s 1.207,13 s
7 Tarcfas-Fscravas K7397 s 79574 5 669,33 s
9 Tarcfas-Escravas ¥97.50 s 5E7,28 s 629,69 s
10 Tarcfas-Escravas 72426 & 630,13 s 606,05 s
14 Tarcfas-Escravas 717,34 5 60491 s 49897 s
21 Tarefas-Escravas SRR.2K s 46963 s 47499 s
28 Tarefas-Fscravas 612,20 s 524,40 s 478,48 s
Residuo 0,0000G0000000000000 F - 00
Processamento  Senial
Tempo 301,52 s
Residuo 0.000000000000000000F.- 00

Tabela 5.20 - Méodo herative de Gauss-Jacobi - Matriz 3000x 3000

5.5.2 - Resultados dos testes usando a segunda abordagem

Para obter um ganho significativo no desempenho dos algontmos paralelos, para os

métodos diretos e iterativos,

Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas.

decidimos minimizar a passagem de pardmetros entre a

Na nova abordagem, os tempos computados pelos novos algoritmos paralelos cairam

drasticamente. O resumo dos resultados obtidos é mostrado nas Tabelas 521 a 5.27.

Melhor tempo computado
Pelo algoritmo paralelo,

usando a primeira abordagem ;

Melhor tempo computado
pelo algoritmo paralelo,
usando a scgunda abordagem : T

1
Matriz T,
100x 100 21,33 s 368 s
200x200 70,11 s 792 s
500x500 668,84 s 4984 s
1.000x1.000 569845 s 119,49 s

Tabela 5.21 - Melhores tempos de cada abordagem para a Eliminagio de Gauss
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Na Tabela 5.21, vemos o quanto os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, uttlizando a
segunda abordagem, sdo melhores que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, utilizando a

primeira abordagem, para a Eliminagdo de Gauss.

Meclhor Tempo
computado N°de Tarefas | N°de Tempo computado
pelo algoritmo paralelo, Escravas maquinas | pelo algoritmo serial
. usando a scgunda . T
Matnz abordagem: T 2 s
100x 100 368 s 5 7 0,17 s
200x200 792 s 5 6 1,50 s
S500x500 4984 s 7 5 3576 s
600x 600 62.95 s 10 7 91.22 s
700x700 43,39 s 5 7 17434 s
900x 900 96.57 s 8 6 45585 s
1.000x1.000 11949 s G 6 729,11 s
1.500x1.500 32415 s = 5.4 min 9 7 670004 s=18h
2.000x2.000 1.058,80 s =176 min 14 7 12.043,50 s=33h

Tabela 5.22 - Comparagiio entre o0s tempos paralelos obtidos pela segunda abordagem ¢ os (empos seriais
da Eliminacgio dc Gauss.

A Tabela 5.22 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 700, os tempos
computados pelo algoritmo paralelo, utilizando a segunda abordagem, sio melhores que o©s
tempos do algoritmo serial para certas configura¢des (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas).
Para um sistema de ordem 2.000, o algoritmo senal leva em média 3,3 horas para resolvé-lo,

enquanto que o algontmo paralelo o resolve em 17,6 minutos.
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Figura 5.6 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem até 2.000 —

Eliminacdo de Gausss

Os resultados da Tabela 5.22 estdo ilustrados no grafico da Figura 5.6, onde fica claro a

superioridade dos algoritmos paralelos para sistemas de ordem superior a 1.000.

Desempenho - Eliminacao de Gauss

500 -

400 / ‘ §
w / — Processamento
e 300 Paralelo
E 200 L Processamento
@ v <
- 100 | Serial

100 200 500 600 700 900
Ordem do sistema linear

Figura 5.7 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem até¢ 900 — Eliminacdo de Gauss

A Figura 5.7 mostra mais detalhes dos resultados obtidos nos testes com sistemas lineares

de ordem até 900. Veja que a partir de sistemas com ordem superior a 600, os tempos do

algoritmo paralelo ja sdo bem melhores que o tempo computado pelo algoritmo serial
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Melhor tempo computado Melhor tempo computado
Pelo algontmo paralelo, pelo algoritmo parzalelo,
Matriz Usando a primcira abordagem ! TA1 usando a scgunda abordagem : Tj\l
100x 100 2127 s 3.383 s
200x200 5302 s 6.89 s
500x 500 48589 s 27,00 s
. 1.000x1.000 4.806.12 s 138.60 s

Tabela 5.23 - Melhores tempos de cada abordagem para a Fatoragdo LU

Na Tabela 523 vemos que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, utilizando a
segunda abordagem, sdo bastante melhores que os tempos obtidos pelo algontmo paralelo,

usando a primeira abordagem, para a Fatoragdo LU.

Melhor Tempo
computado N° de Tarcfas N° de Tempo computado
pelo algonimo paralclo, Escravas maquinas pelo algoritmo scrial
. usando a segunda T
Matnz abordagem: 7, ®
2
100x 100 338 s 5 7 0.18 s
200x200 6.89 s 5 7 143 s
500x500 27.00 s 5 7 3500 s
600x600 6881 s 7 7 9576 s
T00x700 6083 s 5 7 177,70 s
900x900 103.24 s 6 6 462,40 s
1.000x1.000 13860 s 6 6 704.27 s
1.500x1.500 348.06 s =58 min 10 6 7.748.90 5=2.1h
2.000x2.000 1.146.17 s =19.1 min 14 6 1161687 s=322h

Tabela 5.24 - Comparagdo cntre os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem ¢ os tcmpos
scrials da Fatoragio LU

A Tabela 5.24 mostra que para sistemas lineares de ordem superior a 500, os tempos
computados pelo algoritmo paralelo, utilizando a segunda abordagem sdo melhores que os
tempos do algoritmo senial para certas configurages (n°® de Tarefas-Escravas x n° de maquinas).
Para um sistema de ordem 2.000, o algoritmo serial leva, em média, 3,22 horas para resolvé-lo,

enquanto que o algoritmo paralelo o resolve em 19,1 minutos.
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Figura 5.8 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem até 2.000 — Fatoracio
LU

Os resultados da Tabela 5.24 estdo ilustrados no grafico da Figura 5.8, onde fica claro a

superioridade dos algoritmos paralelos para sistemas de ordem superior a 1.000.

Desempenho - Fatoragao LU

200
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: Paralelo
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£ ‘ Processamento
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100 200 500 600 700
Ordem do sistema linear
= \
Figura 5.9 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem at¢ 700 - Fatoragdo LU

A Figura 5.9 mostra mais detalhes dos resultados obtidos nos testes com sistemas lineares
de ordem até 700. A partir de sistemas com ordem superior a 500, os tempos do algoritmo

paralelo ja sio bem melhores que o tempo computado pelo algoritmo serial
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Melhor tempo computado Melhor tempo computado
pelo algoritmo paralelo, pelo algoritmo paraleio,
Matriz usando a primeira abordagem : TA, usando a segunda abordagem : T
500x500 30.58 s 339 s
1.000x1.000 129,95 s 1823 s
1.300x1.300 202,72 s 37,04 s
1.500x1.500 22735 5 5242 s
2.000x2.000 350,51 s 141,99 s ‘
2.500x2.500 592,78 s 20298 s
3.000x3.000 47499 s 186,44 s

Tabela 5.25 - Melhores tempos de cada abordagem para o método de Gauss-Jacobi

Mais uma vez a segunda abordagem se mostrou eficiente, quando aplicada ac metodo
iterativo de Gauss-Jacobi, como é mostrado na Tabela 5.25. Nela, vemos que 0s tempos obtidos
pelo algontmo paralelo, usando a segunda abordagem, sdo bastantes melhores que os tempos

obtidos pelo algontmo paralelo, usando a primeira abordagem.

Meclhor Tempo
computado N de Tarefas N° de Tempo computado
pelo algoritmo paralelo Escravas maquinas pelo algoritmo serial
] usando a segunda T
Matriz abordagem:; lA :
500x 500 339 s 6 5 36,90 s
1.000x .00 18.23 s 6 7 18,16 s
1.300x1.300 3704 s 21 7 3336 s
1.500x1.500 5242 s 35 7 1576 s
2.000x2 000 141.99 s 42 6 153,16 s
2.300x2.500 20298 s 42 6 23905 s
3.000x3.000 186,44 s 35 6 301.52 s
4.000x4,000 831,70 s 10 7 3.593,43 s
5.000x5 000 1.772 82 s 9 7 6.21699 s

Tabela 5.26 - Comparagiio entre os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem ¢ os
lempos seriais do método iterativo de Gauss-Jacobi,

A Tabela 5.26 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 2.000, os tempos
computados pelo algoritmo paralelo, usando a segunda abordagem, sdo melhores que os tempos
do algoritmo serial, para algumas configuragdes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas). Um
sistema linear de ordem 5.000 leva, em média, 1,7 horas para ser resolvido pelo algoritmo serial
(Gauss-Jacobi), enquanto que o algoritmo paralelo leva, em média, 29 minutos usando no

processamento 9 Tarefas-Escravas e 7 maquinas.
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Figura 5.10 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem até 5.000 — Gauss-Jacobi

A Figura 5.10 mostra claramente que o algoritmo paralelo para o método de Gauss-

Jacobi € bastante eficiente na resolugdo de sistemas lineares de ordem superior a 3000.

Melhor Tempo
Computado N° de Tarefas N° de Tempo computado
pelo algoritmo paralelo Escravas pelo algoritmo serial
usando a segunda abordagem: 7}, maquinas T,
Matriz
500x500 345 s 5 6 287 s
1.000x1.000 40,00 s 14 7 40,17 s
2.000x2.000 9235 s 42 7 201,29 s
3.000x3.000 12263 s 35 7 475,75 s
4.000x4.000 61734 s 21 7 2.671,68 s
5.000x5.000 1.222,.25 s 35 7 6.882,99 s

Tabela 5.27 - Comparagio entre os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem ¢ os tempos

seriais do método iterativo dos Gradientes Conjugados.

A Tabela 5.27 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 2.000, os tempos

computados pelo algoritmo paralelo, usando a segunda abordagem, sdo melhores que os tempos

do algoritmo serial, para o método iterativo dos Gradientes Conjugados.
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Figura 5.11 — Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem até 5.000 -
método dos Gradientes Conjugados.

Na Figura 5.11 vemos que o algoritmo paralelo para o método dos Gradientes
Conjugados € bastante eficiente na resolucao de sistemas lineares de ordem superior a 1.500.

Os resultados completos dos testes, usando a segunda abordagem, sdo mostrados nas
Tabelas 5.28 a 5.60. Investigamos o desempenho dos algoritmos paralelos, em fungdo do nimero
de maquinas, do numero de Tarefas-Escravas e do tamanho da matriz utilizada no processamento.
Nas Tabelas 5.28 a 5.36, sdo mostrados os resultados produzidos pelos testes com a Eliminagao
de Gauss. As Tabelas 5.37 a 5.45 e 5.46 a 5.54, mostram os resultados produzidos pelos testes
com a Fatora¢do LU e o método iterativo de Gauss-Jacobi, respectivamente. As Tabelas 5.55 a
5.60, mostram os resultados produzidos pelos testes com o método dos Gradientes Conjugados.
Como referéncia, as Tabelas mostram o tempo do processamento serial, para cada caso.

Para os testes realizados com a Eliminacio de Gauss, pode-se observar que os tempos
obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 600, sio menores que os tempos obtidos
pelo algoritmo serial para algumas configuragdes (n° de maquinas x n® de Tarefas-Escravas). O
mesmo se verifica para sistemas lineares de ordem 700 e 900. Para sistemas de ordem a partir de
1.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sdo menores que os tempos obtidos pelo
algoritmo serial, para todas as configuragdes (n® de maquinas x n® de Tarefas-Escravas) testadas,
como € mostrado nas Tabelas 5.28 a 5.36.

Considerando os testes realizados com a Fatora¢io LU, pode-se observar que os tempos

obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 500, sdo menores que os tempos obtidos

o8



pelo algoritmo senial, para algumas configuragdes (n° de maquinas x n°® de Tarefas-Escravas). O
mesmo se verifica para sistemas de ordem 600, 700 e 900. Para sistemas de ordem a partir de
1.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sdo menores que os tempos obtidos pelo
algoritmo serial, para todas as configuragdes (n° de maquinas x n° de Tarefas-Escravas) testadas,
como € mostrado nas Tabelas 5.37 a 5.45.

Ja com relagdo aos testes realizados com o método iterativo de Gauss-Jacobi, pode-se
observar que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 2.000, sdo
menores que os tempos obtidos pelo algontmo serial, para algumas configura¢des (n° de
maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O mesmo se verifica para sistemas de ordem 2.500 e 3.000.
Ja para sistemas de ordem superior a 3.000, o ganho no desempenho do algoritmo paralelo é
bastante razoavel, como € mostrado nas Tabelas 5.46 a 5.54.

Considerando os testes realizados com o método iterativo dos Gradientes Conjugados,
pode-se observar que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 2.000,
sd0 menores que os tempos obtidos pelo algoritmo serial para algumas configura¢des (n® de
maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O mesmo se verifica para sistemas lineares de ordem 3.000.
Para sistemas de ordem a partir de 4.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sdo bastante
menores que os tempos obtidos pelo algontmo senal, para todas as configuragdes (n° de
maquinas x n° de Tarefas-Escravas) testadas, como € mostrado nas Tabelas 5.55 a 5.60.

Os resultados obtidos , portanto, demonstraram a viabilidade dos algoritmos paralelos,

usando a segunda abordagem.

Processamento Paralelo

S maquinas 6 miquinas 7 mAquinas

5 Tarefas-Escravas 530 s 506 s 368 s
6 Tarefas-Escravas 4137 s 4,42 s 4,13 s
7 Tarefas-Escravas 472 s 471 s 6,57 s
8 Tarefas-Escravas 653 s 7.20 8 6,41 s
9 Tarcfas-Escravas 6,63 s 7.23 s 6,75 s
10 Tarefas-Escravas 709 s 957 s 704 s
14 Tarefas-Escravas 878 s 384 s 782 s
21 Tarefas-Escravas 14,37 s 17,67 s 12,40 s
28 Tarefas-Escravas 18,12 s 15.82 s 1544 s
Residuo 0,110605162495502896E—04

Processamento Senial

Tempo 0.17s
Residuo 0,746069872548105195E-13

Tabela 5.28 - EliminacXo de Gauss - Matriz 100x100
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Processamemto Paralelo

5 maquinas 6 maquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 1362 s 792 s 11,07 s
6 Tarcfas-Escravas 1414 5 1378 s 1404 s
7 Tarefas-Escravas 23.54 s 1503 s 14,60 s
8 Tarefas-Escravas 19,16 s 1733 s 17,55
9 Tarefas-FEscravas 21.59 s 2262 s 2044 s
10 Tarefas-Escravas 28,59 s 22,50 s 2264 s
14 Tarefas-Escravas 083 s 3237 s 30,83 s
21 Tarefas-Esgavas 4931 s 46,02 s 50,03 s
28 Tarefas-Escravas 66,45 s 64,01 s 61,53 s
Residuo 0,715649658973305236E-04
Processamento Serial
Tempo 15s
Residuo 0,27000623948RBIR0OTIE-12
Tabela 5.29 - Eliminagio de Gauss - Matriz 200x200
Processamento  Paralelo
S magquinas 6 maquinas 7 mAquinas
5 Tarcfas-Escravas 93,47 s 96,25 5 6411 s
& Tarefas-Escravas 85,86 s 86,71 = 79,56 s
7 Tarcfas-Escravas 49,84 s 72,62 s 7663 s
8 Tarcfas-Escravas 75,20 s 73,59 s 7439 s
9 Tarcfas-Facravas 95,08 s 9906 s 9539 s
10 Tarcfas-Escravas 95,15 3 94,12 s 9445 s
14 Tarefas-Escravas 110,72 s 110,75 s 9841 3
21 Tarefas-Escravas 15505 s 151,35 s 147,74 s
18 Tarc{as-Escruvas 197.82 s 19490 s 199,11 ¢
Residuo 0,350419854171946099E-03
Processamenio Serial
Tempo 35,76 s
Residuo 0.160582658281782642E-11
Tabela $.30 - Eliminagio de Gauss - Matriz 500x500
Processamento Paralelo
S maquinas 6 maguinas 7 miquinas
5 Terefas-Escravas 8143 s 7594 s 8294 s
6 Tarefas-Escravas 81,11 s 7398 s 74,61 s
7 Tarefas-Escravas 7569 s 76,77 s 75.58 s
8 Tarefas-Esconvas T8H6T s 66,54 s 64,74 3
9 Tarefas-Escravas 7740 s 75,88 s 6593 s
10 Tarcfas-Escravas 7245 s 71,56 s 62,95 s
14 Tarcfas-Escravas £9.83 s 79,10 s 7295 s
21 Tarefas-Escravas 119,18 s 106,37 s 9960 s
28 Tarefas-Escravas 171,16 s 146,74 s 12922 s
Residuo 0.565589139640110261E—03
Processamento Serial
Tempo 91,22 s
Residuo 0,746069872548105195E-12

Tabela 5.31 - Eliminaglio de Gauss - Matriz 600x600
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Processamexrio  Paralelo

5 maquinas 6 miquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 23428 s 22978 s 4339 s
6 Tarefas-Escravas 271,14 s 25106 s 5437 =
7 Tarefas-Escravas 189,44 s 173,77 s 58,80 s
8 Tarefas-Escravas 160,51 s 151,09 s 5994 s
9 Tarefas-Escravas 19590 s 19297 s 6462 3
10 Tarcfas-Escravas 19012 s 18922 s 73.14 s
14 Tarefas-Excravas 188.04 s 175,74 s 92,61 s
2] Tarefas-Escravas 230.80 s 202,23 s 124.14 s
28 Tarefas-Escravas 34535 s 29234 5 163,24 5
Residuo 0,545146763561987768E-03
Processamento Senal
Tempo 174,345
Residuo 0.870414851306122728E~12
Tabela 532 - Eliminagio de Gauss - Matriz 700x700
Prococsamemo Paralclo
5 miguinas & miguinas 7 miquinas
5 Tarefas-Fscravas 11548 s 105,73 s 108,15 s
6 Tarcfas-Escravas 112,19 s 139,42 s 103,11 s
7 Tarcfas-Escravas 103,66 s 9991 s 10377 s
8 Tarcfas-Escravas 114,87 s 96,57 s 100,51 s
9 Tarefas-Fscravas 148,57 s 146,18 5 133,06 s
10 Tarclas-Escravas 151,45 ¢ 120,34 s 108.57 s
14 Tarcfas-Fscavas 239,67 s 241,58 5 156,55 5
21 Tarefas-Fscravas 328.32 s 306,74 s 196,47 =
28 Tarefas-Escravas 47432 s 41988 s 242,57 s
Residuo 0.885512074628724832E-01
Processamento Serial
Tempo 45583 s
Residuo 0.154187773659941T40E~-11
Tabela 5.33 - Eliminag3o de Gauss - Matriz 900x900
Processamento  Parulelo
5 maquinas 6 maguinas 7 mAquinas
5 Tarefas-Escravas 13981 s 13922 s 13033 s
6 Tarefas-Escravas 124,71 s 119,49 s 122,53 s
7 Tarefas-Escravas 138,19 s 13383 s 123,75 =
8 Tarefas-Escravas 139,29 s 13292 » 12795 s
9 Tarefas-Escravas 138,04 s 184.8] s 131,28 s
10 Tarefas-Escravas 188,70 s 183,47 s 181,79 s
14 Tarcfas-Escravas 188,69 s 186,17 s 176,04 s
21 Tarefas-Escravas 26321 s 28734 s 23202 8
28 Tarefas-Escravas 305,46 s 296,95 s 271,10 s
Residuo 0,106228066134134]1 58E—02
Processamerto Serial
Tempo 729,11 s
Residuo 0,765165708571657888E-11

Tabela 5.34 - Eliminagiio de Gauss - Matriz 1.000x1.000
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Processamento Paralelo
3 méquinas 6 miquinas 7 mAquinas
5 Tarefas-Escravas 51481 s 526,51 s 54265 s
6 Tarefas-Escravas 68234 s 43350 s 45183 s
7 Tarefas-Escravas 561,10 s 386,44 s 391,19 s
8 Tarcfas-Escravas 499.57 s 33874 s 351,73 s
9 Tarcefas-Escravas 446,53 s 374,99 s 324,15 s
10 Tarefas-Escravas 405,77 s 43236 s 449,594 3
14 Tarefas-Escravas 430,44 s 38380 s 321,68 s
21 Tarefas-Fsogavas 558,11 s 48231 s 383,22 s
28 Tarefas-Fscravas 620,55 s 595,04 s 470,27 s
Residuo 0.2717273480C12618108E-02
Processamento Scrial
Tempo 6.700.04 5
Residuo 0.367350594387971796E~11
Tahela 5.35 - Eliminagio de Gauss - Matriz 1.500x1.500
Processamenio Paralelo
5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas
S Tarefas-Escravas 2.55264 s 2.930.58 s 270549 s
7 Tarcfas-Fscravas 2.636,19 s 1.83R8.26 s 1.595,85 s
9 Tarcfas-Fscavas 2.566,85 s 247516 s 256316 s
11 Tarefas-Escravas 1 84248 s 220300 = 2.765,39 s
14 Tercfas-Fsravas 1.379.65 s 1.1¥2,86 s 1.058.80 s
21 Tarclas-Fscravas 1.249.46 s 121793 5 1.06998 s
28 Tarefas-Escravas 1.382.67 s 1.440,06 s 1.255,78 s
35 Tarcfas-Escravas 162192 s 1.861,50 s 191673 s
42 Tarefas-Escravas 191245 s 222522 s 223210 s
Residuo 0.411590085764856894FE-02
Processamenio Serial
Tempo 12.043.50 s
Residuo 0,524380538990953937E~11
Tabcla 5.36 - Eliminagho de Gauss - Matriz 2.000x2.000
Processamento Paralelo
$ miquines 6 maquinas 7 maguinas
5 Tarefas-Escravas 645 s 4.35 s 338 s
6 Tarefas-Escravas 479 s 4,63 s 524 s
7 Tarcfas-Escravas 5,59 s 4,88 s 550 s
R Tarcfas-Escravas 6,53 s 575 s 748 &
9 Tarefas-Escravas 6,86 5 6.36 s 6,10 s
10 Tarcfas-Escravas 857 s 785 s 704 s
14 Tarefas-Escravas 10,12 s 10,06 s 12,27 s
21 Tarefas-Escravas 16,17 s 15,36 s 1541 s
28 Tarefas-Escravas 18,71 s 19,68 s 17,60 s
Residuo 0,110605162495502896E-04
Processamento Serial
Tempo 018 s
Residue 0,488498130835068878E~13

Tabela 5.37 - Fatoragio LU - Matriz 100x100
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Processamento Paralelo

S maguinas 6 miguinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 7.20s g48s 6895
6 Tarefas-Esavas 8.33s 7.99s 831s
7 Tarcfas-Escravas 9,70 s 9225 981ls
8 Tarefas-Escravas 11385 10,79 s 10,48 s
9 Tarefas-Escravas 11,685 11.52s 11,293
10 Tarefas-Escravas 13,185 13.01s 12,835
14 Tarefas-Escravas 18,93 s 17,76 s 17,668
21 Tarcfas-Escravas 26,465 25965 27.02s
28 Tarcfas-Escravas 34,89 3486s 34,783
Residuo 0.715649659075445754E04
Processamento Serial
Tempo 143s
Residuo 0.136335387423969223E~12
Tabela 5.38 - Fatoragio LU - Matnz 200x200
Processamento Paralelo
5 maquinas 6 miguinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 3047 s 29,93 s 2700 s
6 Tarcfas-Fscavas 3401 s 2923 s 2765 s
7 Tarefas-Escravas 3506 s 3513 s 32,18 s
8 Tarcfas-Escravas 42,37 s 3837 s 3728 s
9 Tarefas-Escravas 43,55 s 40,51 s 40,73 s
10 Tarcfas-Escravas 46,11 s 4533 s 44,50 s
14 Tarclas-Escravas 62,70 s 5992 s 3723 s
2] Tarcfas-Escravas R547 s 87.131 s 8543 s
28 Tarefas-Escravas 10944 s 110.99 s 114,47 s
Residuo 0.350419853955230565E-03
Processarmento Scnal
Tempo 3I5s
Residuo 0.390798504668055102E-12
Tabela 5.39 - Fatoragio LU - Matriz 3002500
Processamento Paralelo
§ maquinas 6 migquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 8202 s 7832 s 75,60 s
6 Tarcfas-Escyavas 75,87 s 7438 s 70,07 s
7 Tarefas-Escravas 7932 s 69,36 s 68,8l s
8 Tarcfas-Escravas 77,60 s 78,53 s 70,44 s
9 Tarefas-Escravas 7822 s 81,04 s 76,40 s
10 Tarefas-Escravas 81,16 s 74,21 s 80,79 s
14 Tarefas-Escravas 111,33 s 108,70 s 90,79 s
21 Tarefas-Escravas 153,09 s 14733 s 128,68 s
28 Tarefas-Escravas 215,14 s 199,96 s 17738 s
Residuo 0,565589139666755614E-03
Processamento Serial
Tempo 95,76 s
Residuo 0,596855898038484156E-12

Tabela 5.40 - Fatoracio LU - Matriz 60)x5600
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Processamemo  Paralelo

5 mAquinas 6 miquinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 8421 68,635 60.83s
6 Tarefas-Escravas 6466s 63.55s 71.00s
7 Tarefas-Escravas 75,555 7033 s . 75063
8 Tarcfas-Escravas 93,525 T9.77s 71.58s
9 Tarefas-Escravas 81.7ts 81095 80,125
10 Tarefas-Escravas 89.44 5 83Ais 85355
14 Tarefas-Escravas 216875 204665 114892
21 Tarcfas-Escravas 283355 241,26 161,16 s
28 Tarefas-Excravas 208,865 210,585 206,01 s
Residuo 0.5451467635) 58024%0E-03
Processamento Senal
Tempo 1777
Residuo 0,746069872548105195E-12
Tabela 5.41 - Fatoragiio LU - Matriz 700x700
Processamento Paralelo
5 maguinas 6 mAquinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravas 105,88 s 11149 s 162.28 s
6 Tarefas-Escravas 157,08 s 103,24 s 104,80 s
7 Tarcfas-Fscravas 147,76 s 149.84 s 106,15 s
8 Tarcfas-Escravas 202,93 s 170,76 s 138,79 =
9 Tarefas-Excravas 21486 s 197,79 s 166,54 s
10 Tarcfas-Escravas 14778 s 141,21 s 162,32 s
14 Tarcfas-Escravas 173,27 s 17275 s 163.79 s
21 Tarcfas-Escravas 247,80 s 22391 s 22661 s
28 Tarci{as-Fscravas 29424 s 289,66 s 296,47 s
Residuo 0.885512074644267955E-03
Proccssamento Senial
Tempo 46240 s
Residuo 0,142108547152020637E-11
Tabela 5.42 - Fatoragio LU - Matriz 900x900
Processamento  Paralelo
$ miquinas & maquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 154,05 s 147,14 5 164,34 s
6 Tarefas-Escravas 221,40 s §38.60 s 141,32 s
T Tarefas-Escravas 148,20 s 151,69 s 14522 s
8 Tarefas-Escravas 23826 s 173,46 s 171,27 s
9 Tarefas-Escravas 227,10 s 16934 s 173,03 s
10 Tarefas-Fscravas 20335 s 162,49 s 162,85 s
14 Tarefas-Escravas 224,62 s 221,87 s 198,65 s
21 Tarefas-Escravas 27832 s 269,85 s 263,00 s
28 Tarefas-Escravas 388,48 s 41370 s 373,80 s
Residuo 0,106228066142638466E-02
Processamento  Serial
Tempo 704,27 s
Residuo 0,130029320644098334E-11

Tabeta 5.43 - Fatoragio LU - Matriz 1.000x1.000




Processamento Paralelo

§ miguinas 6 maquinas 7 mAquinas
5 Tarefas-Escravas 561,22 s 559,58 s 59505 3
6 Tarefas-Facravas 575,65 s 489,90 s SI088 s
7T Tarefas-Escravas 48767 5 44190 s 451,75 s
8 Tarefas-Escravas 57033 s 399,13 s 421,71 s
9 Tarefas-Escravas 51131 s 55984 s 398,17 s
10 Tarefas-Escravas 47847 s 421,58 3 348.06 s
14 Tarefss-Escravas 52138 s 474,45 s 472,45 8
21 Tarefas-Escravas 603,48 s 68515 s 644,01 3
28 Tarefas-Escravas T77.88 s 670,97 s 756,75 5
Residuo 0,2717273480882909 1 0E-02
Processamento Serial
Tempo 7.748.90 s
Residuo 0.1875832R2240666449E-11
Tabela 5.44 - Faloragio LU - Matniz 1.500x1.500
Processamento  Paralelo
5 maquinas 6 maguinas 7 miquinas
5 Tarefas-Fscravas 1.171.20 s 1.723.56 s 4.170,06 =
7 Tarefas-Escravas 1.543.02 s 1.398,25 s 337526 s
9 Tarefas-Fscravas 218712 s 2.193,66 s 2.64808 s
1 Tarefas-Escravas 135849 s 2.308,07 s 223836 s
14 Tarcfas-Fscravas 1.22593 s 1.146,17 s 1.280.50 s
21 Tarefas-Excravas 147334 5 135818 s 143042 s
28 Tarcfas-Escravas 1.433.97 s 1.441.66 s 1.707.46 s
35 Tarc{as-Esavas 244546 5 231063 5 2.412.82 s
42 Tarefas-Fscravas 286218 s 2.663.15 s 284924 =
Residuo 0.411590085733593014E-03
Processamento  Serial
Termpo 11.61687 s
Residuo 0.302691205433802679E~11
Tabela 5.45 - Fatoragio LU - Matriz 2.000x2.000
Processamento Paralelo
5 maquinas 6 maiquinas 7 mAquinas
5 Tarefas-Escravas 368 s 343 s 4,18 s
& Tarefas-Escravas 339 s 350 s 461 s
7 Tarefas-Escravas 4.10 s 468 s 497 s
8 Tarefas-Fscravas 433 5 4,04 3 445 s
9 Tarefns-Escravas 431 s 418 s 417 s
10 Tarefas-Fscravas 5,66 s 583 s 517 s
14 Tarefas-Escravas 502 s 477 s 6,15 s
21 Tarefas-Escravas 6,27 s 6,02 s 594 s
28 Tarefas-Escravas 306 s 661 s 6541 s
Residuo 0,000000000000000000E +00
Processamento Serial
Tempo 3,69 s
Residuo 0,000000000000000000E + 00

Tabela 5.46 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 500x500
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Processamento Paralclo

§ maquinas 6 maquinas 7 méquinas
5 Tarefas-Escravas 2732 s 22,50 s 20,23 s
6 Tarefas-Escravas 2009 s 19,30 s 18,23 s
7 Tarefas-Escravas 1952 s 20,41 s 18,73 s
8 Tarefas-Escravas 2022 s 1887 s 1895 s
9 Tarcfas-Escravas 1985 s 18,85 s 1877 s
10 Tarefas-Escravas 2482 s 23,16 s 2461 s
14 Tarcfas-Escravas 2482 s 2358 s 21,62 s
21 Tarcfas-Escravas 22,58 s 20,19 s 18,98 s
28 Tarcfas-Escravas 31,54 s 2147 s 2290 s
Residuo 0,000000000000000000E ~00
Processamento  Serial
Tempo 18165
Residuo 0.00G000000000000000 E+00
Tabcla 5.47 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.000x1.000
Processamento Paralclo
5 miquinas 6 maquinas 7T méquinas
5 Tarefas-Escravas 78593 s R0.24 s 70,45 s
6 Tarcfas-Escravas 69,84 5 6883 s 66,42 s
7 Tarcfas-Escravas 61,60 s 59,25 s 56,89 s
€ Tarcfas-Fscravas 6136 s 59.80 s 56,%9 s
9 Tarefas-Escravas 6018 5 57.04 s 55,54 s
10 Tarefas-Escravas 52,64 s 49.14 s 52,50 s
14 Tarcfas-Escravas 5268 s 46,45 s 4133 s
21 Tarefas-Escravas 44 58 s 4541 s 3704 s
28 Tarefas-Escravas 48,77 s 4338 s 3762 s
Residuo 0.000000000000000000 E < 00
Processamento Serial
Tempo 3336 s
Residuo 0,000000000000000000E+ 00
Tabels 5.48 - Méodo ligative d¢ Gauss-Jacobi - Matriz 1.300x1.300
Processamento Paralelo
$ maquinas 6 maquinas 7 miquinas
5 Tarcfas-Escravas 111,72 s 11708 s 105,32 s
6 Tarcfas-Fscravas 9296 s 8919 s 9101 s
7 Tarelas-Escravas 92,01 s 78,34 s 83,06 s
£ Tarefas-Escravas 88.51 s 75.66 s 74,28 s
9 Tarefas-Escravas 76,30 s 76,38 s 66,94 s
10 Tarefas-Escravas T s 73,52 5 70,58 s
14 Tarefas-Fscravas 6961 s 62,21 s 59,18 s
21 Tare{as-Escravas 56,36 s 55,11 s 53,51 s
28 Tarcfas-Escravas 60,29 s 5468 s 53,73 s
35 Tarcfas-Escravas 5373 s 5331 s 5242 s
42 Tarefas-Escravas 5715 s 5501 s 56,69 s
Residuo 0,000000000000000000E 00
Processamemto Serial
Tempo 45,76 s
Residuo 0,00000000C000OONNOE ~00

Tabela 5.49 - Mé&odo Iterative de Gauss-Jacobi - Matriz 1.500x1.500
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Processamento Paralelo

5 miquinas 6 miguinas 7 maquinas
5 Tarefes-Escravas 22715 s 142,10 s 146,46 s
6 Tarefas-FEscravas 207.29 s 211,17 5 21404 s
7 Tarcfas-Escravas 216,66 s 184,05 5 18898 s
8 Tarcias-Escravas 176,65 s 203,45 s 177,28 s
9 Tarcfas-Escravas 181,66 s 167,21 s 173.11 s
10 Tarefas-Fscravas 177,51 s 181,12 s 196,15 s
14 Tarefas-Escravas 161,41 s 172,30 s 161,68 s
21 Tarefzs-Facravas 14995 s 14578 s 14431 s
28 Tarefas-Escravas 153,05 s 152,85 s 142,37 5
35 Tarefas-Escravas 148,92 s 14423 s 14247 s
42 Tarcfas-Escravas 156,47 s 14831 s 141,99 s
47 Tarefas-Escravas 16194 s 149.09 s 145,75 s
Residuo 0,000000600000000000E ~00
Processamento Serial
Tempo 15316 &
Residuo 0.000000000000000000E - 30
Tabela 5.50 - Metodo lierativo de Gauss-Jacobi - Matriz 2.000x2.000
Processameno Paralelo
3 méayuinas 6 maguinas 7 maguinas
§ Tarcfas-Escravas 392,47 s 34475 s 336,76 &
6 Tarefas-Facravas 33083 5 276,67 s 275,10 s
7 Tarefas-Escravas 28434 s 291,26 s 263,37 s
B Tarefas-Fscravas 23867 s 25691 s 262,60 s
9 Tarefas-Escravas 246,76 s 25083 s 253.56 s
10 Tarefas-Escravas 240,48 s 239.06 3 236,19 s
14 Tarefas-Escravas 22793 s 228,66 s 220,25 s
21 Tarefas-Escravas 221.19 s 21349 s 211,24 =
28 Tarefas-Escravas 21564 s 207,48 s 203,96 5
35 Tarefas-Escravas 21872 s 20963 s 206,63 s
42 Tarefas-Fscravas 22107 s 21193 s 20298 s
Residuo 0.000000000000000000 E - 00
Processamento Serial
Tempo 239.05s
Residuo 0.00000000000G00000CE~00
Tahela 5.51 - Método Hemative de Gauss-Jacobi - Matriz 2.500x2.500
Processamento Paralelo
S miquinas 6 maquinas 7 maquinas
5 Tarefas-Escravss 599.24 s 51533 s 1002.49 s
6 Tarefas-Escravas 69197 s 62521 s 360,52 s
7 Tarefas-Escravas 501,60 s 581,53 s 336.21 s
§ Tarefas-Escravas 398,18 s 404,76 s 398,38 s
9 Tarcfas-Escravas 33775 s 326,46 s 353,11 s
10 Tarefas-Escravas 34997 s 28586 s 18748 s
14 Tarefas-Escravas 27386 s 28442 s 233,11 s
21 Tarefas-Escravas 26127 s 20691 s 21623 8
28 Tarefas-Escravas 269,84 s 190,76 = 184,21 s
35 Tarefas-Escravas 23867 s 186,44 s 19522 s
42 Tarefas-Escravas 30042 s 21093 s 19506 s
Residuo 0,000000000000000000E ~00
Processamento  Serial
Tearpo 301.52 5
Residuo 0,000000000000060000E+-00

Tabela 5.52 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 3.000x3.000
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Processamento Pamalelo
. 5 miquinas 6 miquinas 7 miquinas
S Tarefas-Escravas 1.991,82 s 261149 s 1.350,54 s
7 Tarcfas-Escravas 2.07930 s 1.95408 s 1.35985 ¢
9 Tarcfas-Escravas 2.460.56 = 1.795.53 s 1.23971 s
10 Tarefas-Escravas 141652 s 1.52605 s 831,70 s
14 Tarefas-Escravas 131174 s 140311 s 1.591,i5 &
21 Tarefas-Escravas 130038 s 1.577.99 s 161227 s
28 Tarefas-Escravas 1.221,76 s 1.096.02 s 1.433,54 5
35 Tarefas-Escravas 155382 s 1.496.39 s 1.384,62 s
42 Tarefas-Escravas 1.23549 s 1.487.54 s 1.707.09 s
Residuo 0.000000000000000006GE +00
Processameno  Serial
Tempo 359343 s
Residuo 0.000000000000000000E - 00
Tabela 5,53 - Método Iaativo de Gauss-Jacobi - Matriz 4.000x4.000
Processamento Paralelo
5 maquinas 6 mAquinas 7 migquinas
5 Tarcfas-Escravas 273401 s 3.24001 s 3.701,85 s
7 Tarcfas-Escravas 3.023,86 s 3.488.72 s 2.540,74 s
9 Tarcfas-Esaaves 257248 s 2.984.57 5 1.772,82 s
10 Tarcfas-Escravas 218716 s 2.723.56 = 314190 =
14 Tarefas-Escravas 231839 = 274895 5 248123 s
21 Tarcfas-Fxcavas 226249 s 249538 s 232487 s
28 Tarcfas-Fscravas 2.999.50 s 209650 s 2.367.09 s
35 Tarcias-Escravas 297936 s 207633 s 234805 s
42 Tarcfas-Escravas 243099 s 229394 = 232199 s
Residuo 0. 000000000000000000E - (0
Processamemo Serial
Tempo 6.216.99 s
Residuo 0.000000000000000000E + 00
Tabela 5.54 - Método [lerativo de Gauss-Jacobi - Matniz 5.000x5.000
Processamento Paralelo
3 miquinas 6 migquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Escravas 381 s 345 s 422 s
7 Tarefas-Escravas 551 s 39 s 378 s
9 Tarcfas-Escravas 5,13 s 503 s 374 s
10 Tarefas-Escravas 571 s 367 5 4,55 3
14 Tarefas-Escravas 588 s 499 5 40 s
21 Tarefas-Fscravas 6,25 s 576 s 483 s
28 Tarefas-Escravas 727 s 6,17 s 568 s
35 Tarcfas-Escravas 777 s 889 s 6,20 s
42 Tarefas-Escravas 9,36 s 745 s 696 3
Residuo 0.450420544757630355E-13
Processamento Serial
Tempo 287 s
Residuo 0,460420544757630355E-13

Tabela 5.55 - Método dos Gradientes Conjugados - Matriz 500x500
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Processamento Paralelo

5 miguinas 6 maquinas 7 miquinas
5 Tarefas-Excravas 784 s 755 s Il s
7 Tarefas-Escravas 587 s 62,1 s 550 s
9 Tarcfas-Fscravas 490 s 48,1 s 464 5
10 Tarefas-Escravas H3 s 442 s 436 s
14 Tarcfas-Escravas 589 s 429 s 40,0 s
21 Tarefas-Escravas 426 s 406 s 436 s
28 Tarefas-Escavas 484 s 46.0 s 435 s
35 Tarefas-Escravas 55.1 s S1.2 s 483 s
42 Tarefas-Fscravas 597 s 563 s 548 s
Residuo 0.810251631816719177E~13

Processamento Serial

Tempo 4017 s
Residuo

0.810251631816719177E-13

Tahela 5.56 - Método dos Gradientes Conjugados - Matriz 1.000x1.000

Processamento Paralelo

5 miguinas 6 maquinas 7 maguinas
5 Tarefas-Escravas 22069 s 19578 s 201,18 s
7 Tarefas-Escravas 14939 s 15168 s 155.27 s
9 Tarefas-Escravas 13264 s 127,65 s 111,57 s
10 Tarcias-Escravas 12751 s 158,15 s 15417 s
14 Tarcfas-Escravas 149,27 s 17452 s 165,60 s
21 Tarcfas-Esaavas 132,96 s 117,53 s 121,19 s
28 Tarcfas-Fscravas 115,94 s 116,45 s 108,05 5
35 Tarefas-Escravas 124,66 s 118,06 s I0B.05 s
42 Tarefas-Escravas 12981 s 96,05 s 92,35 s

Residuo

0,428691799418971195E-12

Procossamento  Senial

Tempo 201.29 s
Residuo 0,428691799418971195E-13
Tabela 5.57 - Método dos Gradientes Conjugados - Matriz 2.000x2.000
Processamento Paralelo
5 maguinas 6 maquinas 7 maquinas
| 5 Tarefas-Escravas 51998 s 587,18 s 48527 s
7 Tarefas-Escravas 34i27 s 36430 s 35782 s
9 Tarcfas-Escravas 287.64 s 26621 s 274,82 s
10 Tarefas-Escravas 25141 s 236,11 s 22935 s
14 Tarefas-Escavas 206,15 s 183,97 s 181.39 s
21 Tarcfas-Escravas 190,22 s 141,86 s 149.10 s
28 Tarefas-Escravas 176,87 s 143,79 s 13935 s
35 Tarefas-Escravas 176,83 s 13938 s 12263 s
42 Tarefas-Escravas 171.83 s 147,42 & 131,85 5

Residuo

0,104420576998773973E-12

Processamerto Senal

47575 s

Residuo

0,104420576998773973E-12

Tabela 5.58 - Método dos Gradientes Conjugadas - Matriz 3.000x3.000
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Processamento  Paralelo
§ maquinas 6 maguinas 7 maguinas

S Tarefas-Fscravas 1.31562 s 1.308,00 s 908,14 s
7 Tarefas-Escravas 1.21648 s 1.208,09 s 1.009.72 s
9 Tarefas-Escravas 884,57 s 94336 s 928,57 s
10 Tarcfas-Escravas 822,89 s 91841 s 807,06 s
14 Tarefas-Escravas 721,10 s 76993 5 666,84 s
21 Tarcfas-Escravas 807,46 s Tl4.44 s N 6173 s
28 Tarefas-Escravas 689,66 s 727.00 s 61843 s
35 Tarefss.Escravas 63542 s 714,85 s 637,39 s
42 Tarefas-Escravas 662,22 s 70747 s 632.15 s
Residuo 0.538805926524021561E-13

Processamento Serial
Tempo 267168 s
Residuo  0,538B05926524021561E-13

Tabela 5.59 - Método dos Gradientes Conjugados - Matriz 4.000x4.000

Processamento  Paralelo
5 miguinas 6 miquinas 7 maquinas
5 Tarcfas-Facravas 1.600,63 s 237389 s 250827 s
7 Tarcfas-Frcravas 2.779.25 5 1.975,60 s 199572 s
' 9 Tarcfas-Escravas 1.32848 s 1.58195 s 1.650.96 s
! 10 Trrefas-Escravas 1.387.84 s 1.789.01 s 163993 s
14 Tarefas-Escravas 1.294,72 s 1.601.53 s 1.392.56 s
21 Tarclas-FEscravas 131835 s 1.279.22 s 1.290.51 s
. 28 Tarcfas-FEscravas 1.22751 s 135778 s 1.249.61 s
' 35 Tarcfas-Fscravas 1.250,09 s 132454 s 1.22225 s
42 Tarefas-Escravas 1.279.64 s 1.346,5%4 s 1.23448 s
Residuo 0.858167651402136165E-13
I Processamento  Serial
]
Tempo 6.882.99 3
Residuo 0.R58167651402136165E-13

Tabela 5.60 - Método dos Gradientes Conjugados - Matriz 5.000x5.000

Para fazer uma comparagio entre os dois métodos iterativos estudados realizamos testes
com um sistema linear, cuja matriz dos coeficientes € SPD (Simétrica Positiva Definida) e

estritamente diagonal dominante. Os resultados s3o mostrados nas Tabelas 5.61 e 5.62:

N® de Equagdes
500 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000
Método

Gauss-Jacobi 42 . 42 42 42 42 42

Gradientes Conjugados 32 33 33 33 34 34

Tabela 5.61 - Numero de equagdes x Niimero de iteragdes - Matriz SPD cstritamente diagonal dominante
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Residuo - Processamento paralelo

Ordem Gauss-Jacobi Gradientes Conjugados
do Sistema

500 0,2346496330574] S485E—08 0,460420544757630335E-13
1.000 0.979343894869089127E-08 0.810251631816719177E-13
2.000 0.400905264541506767E-08 0.428691799418971195E-13
3.000 0.908039510250091 SSIE-08 0.1044205769987739T3E-12
4.000 0.16210833 5644006 729E—07 0,538R05926524021561E-113
5.000 0,253639882430434227E-07 0.858167651402136165E-13

métodos

A Tabela 5.61 mostra a relag@o entre o nimero de equagdes e o numero de iteragdes, para
os métodos iterativos testados. Sdo apresentados os nimeros de iteragdes, para sistemas lineares
de ordem 500, 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. O valor de tolerncia usado foi de 107> O
numero de iteragdes realizadas para resolver um dado sistema linear com a matriz dos coeficientes

SPD, estritamente diagonal dominante € menor no método dos Gradientes Conjugados, se

comparado ao método iterativo de  Gauss-Jacobi.

Ja a Tabela 5.62 mostra a relagdo entre 0 numero de equa¢des e o residuo, para os

metodos iterativos testados. Sdo apresentados os residuos, para sistemas lineares de ordem 500,

1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. O valor de tolerancia usado foi de 1072 A precisdo obtida

nos testes manteve a mesma grandeza.

Tabela 5.62 - Namcro de equagdes x Residuo - Matriz SPD estritamente diagonal dominante para os
iterativos

Residuc - Processamento paralelo

Ordem
da Mainz Eliminagio de Gauss Fatoragdo LU
100 0.110605162495502896E—04 0,110605162495502896E-04
200 0.715649658973305236E04 0.713649659075445754E-04
500 0.350419854171946099E-03 0.350419853955230565E-03
600 0,565589139640110261 E~03 0.596855898038484 ) 56E03
700 0,545146763561987768E—03 0.545146763515802490E-03
$00 0,885512074628724832E~03 0.142108547152020637E-03
1,009 0,106228066134134]1 58E-02 0,130029320644098334E02
1.500 0.271727348012618108E-(2 0,27172734808325(0910E-02
2.000 0,411590085764856894E—02 0,411590085733593014E-02

A precisio obtida nos testes com os algoritmos paralelos para os métodos diretos, foi

decrescendo, a medida que a ordem do sistema linear cresceu. Como mostrado na Tabela 5.63.

Tabela 5.63 - Residuos obtidos nos testes com os métodos diretos:




Considerando o método de Eliminagio de Gauss, os testes mostraram que as
configuragdes (n® de Tarefas-Escravas x n® de maquinas) que produziram o melhor desempenho
do algoritmo paralelo, para os valores de n testados, sdo mostradas na Tabela 5.64. Esta Tabela
mostra que, na maionia dos casos, o melhor tempo € obtido com 7 ou 6 maquinas e que para

sistemas lineares de ordem n = 600, 700, 900, 1.000, 1.500, 2.000, o nimero otimo de Tarefas-

Escravas deve ser 10, 5, 8, 6, 9 e 14, respectivamente.

Ordemn do n® de Tarefas-Escravas n° de maquinas
sislermna
600 10 7
700 5 7
900 6
1.000 6 6
1.500 9 7
2000 14 7

Tabcla 5.64 - Configuragdo dos melhores resultados obtidos para a Eliminagio de Gauss.

Para a Fatora¢ao LU, as configura¢des (n° de Tarefas-Escravas x n°® de maquinas) que
produzzram o methor desempenho do algoritmo paralelo, para os valores de » testados, sdo
mostradas na Tabela 5.65. O nimero de maquinas deve ser 6 ou 7. O nimero 6timo de Tarefas-

Escravas para sistemas lineares de ordem n = 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500, 2.000 deve ser 5,
7,5, 6,6, 10 e 14, respectivamente.

Ordem do n® de Tarefas-Escravas n® de maquinas
Sisterna
500
600
700
900
1 000
1.500
2.000

(=SR-S EE) V)

Juy
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Tabela 5.65 - Configuragdo dos mcelhores resultados para a Fatoragdo LU.

Para 0 método iterativo de Gauss-Jacobi, as configuragdes (n°® de Tarefas-Escravas x n°
de maquinas) que produziram o melhor desempenho do algontme paralelo, sdo mostradas na
Tabela 5.66. O nimero de maquinas deve ser 6 ou 7, dependendo do valor de n. O nimero o6timo

de Tarefas-Escravas para sistemas lineares de ordem n = 2.000, 2.500, 3.000, 4.000, 5.000 deve
ser de 42, 42, 35, 10 e 9, respectivamente.

Ordem  do | n® de Tarcfas-Escravas n® de maquinas
Sistemna

2,000 42 &

2.500 42 6

3.000 35 6

4.000 10 7

5.000 9 7

Tabela 5.66 - Configuragdo dos melhores resultados para ¢ método iterativo de Gauss-Jacobi.
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Considerando o método iterativo dos gradientes conjugados, as configuragoes
(n® de Tarefas-Escravas x n° de maquinas) que produziram o melhor desempenho do algoritmo
paralelo, para os valores de # testados, sdo mostradas na Tabela 5.67. O numero de maguinas
deve ser 7. O nimero otimo de Tarefas-Escravas para sistemas lineares de ordem n = 2.000,

3.000, 4.000, 5.000, deve ser de 14, 42, 35, 21 e 35, respectivamente.

r

Orden do | n° de Tarefas-Escravas N° de maquinas
Sisterna

1.000 14 7

2.000 42 7

3.000 35 7

4.000 21 7

5.000 35 7

Tabela 5.67 - Configuragdo dos melhores resultados para o método iterativo dos gradicntes conjugados.
5.6 - Resumo

Este capitulo descreveu as matrizes usadas nos testes com os métodos para resolugdo de
sistemas lineares, o algoritmo que gerou essas matrizes, os algoritmos paralelos da primeira e
segunda abordagem; os resultado dos testes dos algoritmos da primeira e segunda abordagem.

Foi feita também uma comparagdo entre os dois métodos iterativos. A precisio dos

meétodos iterativos foi comparada com a precisdo dos métodos diretos.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 - Introducdo

O presente trabalho teve por objetivo investigar a viabilidade da utilizagio, em maquinas
paralelas, de métodos classicos de solugdo de sistemas lineares de grande porte. Para tanto, foi
realizada uma analise comparativa entre dois tipos de métodos: métodos diretos, representados
pela Elimina¢do de Gauss e Fatoragio LU, e métodos iterativos, representados pelos métodos de
Gauss-Jacobi e o dos Gradientes Conjugados.
Os algontmos paralelos foram implementados nas estagdes IBM  PowerPC do
Laboratornio de Computagdo (LabCom) da Universidade Federal da Paraiba - UFPB, Campus I,
em Campina Grande e processados em uma rede de computadores instalada no CENAPAD-NE
(Centro Nacional de Processamento de Alto Desempenho no Nordeste), em Fortaleza. A rede
dispde dos seguintes equipamentos, baseados no sistema IBM™ RS/6000 Scalable
POWERparallel System (SP) da plataforma IBM RISC System/6000:
e Um (1) IBM RISC6000, modelo 590 Scalable POWERparallel System (SP2), com 4
processadores RISC super-escalares de arquitetura POWER?2, interconectados por um
SWITCH de alta velocidade, 256 MB de meméria RAM por nd, 2 GB de capacidade
de armazenamento em disco rigido (SCSI-2), 256 bit no barramento de memoria e
sistema operacional AIX v.3.2.5. A taxa de transferéncia de dados, ponto-a-ponto, ¢ de
320 Mb/s e a Laténcia de hardware ¢ de 500 ns. Cada no tem desempenho maximo de
266 MFLOPS, fazendo com que o SP2 atinja um desempenho total de 1 GFLOPS.

¢ Um (1) IBM RISC6000, modelo 7011/250, processador RISC POWER PC 601-66
MHz ligado ao SP2, operando como estagdo de controle, sistema operacional AIX
v.3.2.5, 64 MB de memoria RAM, 2 GB de capacidade de armazenamento em disco
rigido (SCSI-2) e 64 bit no barramento de memona.

¢ Dois (2) IBM RISC6000, modelo 7013/590 processador RISC POWER2 66 MHz

operando como servidores de arquivos, sistema operacional AIX v.3.2.5, 128 MB de
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memoria RAM, 20 GB de capacidade de armazenamento em disco rigido (SCSI-2) e

256 bit no barramento de memoria. Eles estio interligados ao SP2, por uma rede

FDDL
A rede utiliza o software para computagio paralela chamado PVM, ou Maquina Virtual Paralela
(Parallel Virtual Machine). Uma maquina virtual paralela é um conjunto de computadores
conectados por uma rede de comunicagdo, que trabalham cooperativamente para resolver um
“grande” problema computacional. O modelo de programagio usado pelo PVM € o
Mestre-Escravo, onde um programa de controle (mestre) é responsavel pela criagio de Tarefas-
Escravas e pela coleta dos resultados das mesmas. As Tarefas-Escravas realizam os calculos
propriamente ditos.

Para a transferéncia e o processamento dos algoritmos, foram usados dois servigos da
INTENET: o FTP e o TELNET. O FTP € um protocolo usado para a transferéncia de arquivos
entre computadores. O TELNET € um servigo que permite a um usuario entrar em uma outra
maquina ligada a Internet, transformando a maquina local em um terminal da maquina remota.
Varios testes com os programas paralelos foram processados a partir dos terminais do
Laboratorio de Automagio e Processamento de Sinais (LAPS) do Departamento de Engenharia
Elétrica da UFPB.

Este trabalho foi pioneiro, no sentido de mostrar a viabilidade de um processamento de
alto desempenho a distidncia. Essa utilizagio foi feita dentro da filosofia para a qual o
CENAPAD-NE foi criado, isto €, de ser um centro regional que pudesse ser usado por usuarios

de outras localidades, o que se verificou no presente caso.
6.2 - Avaliagdo comparativa dos métodos

Os testes com os métodos diretos foram realizados, usando sistemas lineares para os quais
os elementos da matriz dos coeficientes foram gerados aleatoriamente. Ja os testes com o método
iterativo de Gauss-Jacob1 foram realizados, inicialmente, usando sistemas lineares cuja matnz dos
coeficientes era estnitamente diagonal dominante e posteriormente, visando uma comparagio dos
resultados com aqueles obtidos com o método dos Gradientes Conjugados, foram realizados
testes com método de Gauss-Jacobi utilizando sistemas lineares com matriz simétrica positiva

definida estritamente diagonal dominante.
6.2.1 — Minimizagdo de passagem de paradmetros

Os primeiros algoritmos paralelos que foram implementados ndo visavam minimizar a
passagem de pardmetros entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas. Foi constatado que os

tempos obtidos com esses algoritmos foram extremamente altos, em comparagdo com 0s tempos
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obtidos com o algontmo serial. A primeira tentativa que se fez para resolver esse problema foi
trabalhar com a transposta da matriz original, reescrevendo o cédigo dos algoritmos para que
fizessem as operagdes nas colunas da matriz transposta, visando reduzir o tempo gasto pelos
programas, em FORTRAN, no acesso a memoria da maquina. Entretanto, essa tentativa ndo
resultou numa melhona significativa nos tempos obtidos pelos algoritmos paralelos.

Em seguida, na busca da melhona dos tempos, foi usada uma nova abordagem na
comunicagio entre as Tarefas-Escravas e a Tarefa- Mestra. Nessa abordagem, a carga de trabatho
€ distribuida para as Tarefas-Escravas e a partir dai, a passagem de pardmetros entre as Tarefas
Escravas e a Tarefa Mestre ¢ minimizada. Como esperado, verificou-se que o bom desempenho
dos programas paralelos depende da maneira como ¢é feita a comunicagio entre a Tarefa-Mestra e
as Tarefas-Escravas (Paradigma de Programag@o Mestre-Escravo). A passagem de pardmetros
entre as Tarefas deve ser a menor possivel, a fim de reduzir o overhead devido a comunicagio.

No caso da Eliminagdo de Gauss e Fatoragdo LU, apos a distnibui¢do dos blocos da matnz
A para as Tarefas-Escravas, os dados que trafegam pela rede correspondem apenas a nova linha
pivé que sera usada no proximo passo da eliminagdo e a um vetor que vai atualizando a matriz 4
(que esta armazenada na Tarefa-Mestra). Ao final do processamento paralelo, a matriz A estara
pronta para ser submetida aos processos de substituigio (progressiva e/ou regressiva).

No caso do metodos iterativos estudados, apos a distnbuigdo dos blocos da matriz 4 para
as Tarefas-Escravas, o trafego pela rede é composto, unicamente, por um vetor de /7 nimeros
reais.

Desse modo, constatamos que o maior gargalo da execugdo de programas paralelos € a
comunicagdo entre as tarefas cooperantes. Portanto, esta comunicagdo deve ser minimizada para

evitar uma queda de despenho na execu¢do dos algoritmos paralelos.

6.2.2 — Sintese dos resultados

Na resolugdo de sistemas lineares n3o singulares Ax = b, usando os algoritmos paralelos

foi verificado que para sistemas lineares de ordem »:
e Paran =100, 200, 500, para os métodos diretos; 7 = 500, 1.000, 1.300, 1.500, para o
método de Gauss-Jacobi e # = 500, 1.000, para o método dos Gradientes Conjugados,

ndo houve ganho no desempenho, em comparagdo com os tempos obtidos pelo

algoritmo serial.
e Para n = 600, 700, 900 para os métodos diretos; n = 2.000, 2.500, 3.000, para o

método de Gauss-Jacobi e n = 2.000, 3.000, para o método dos Gradientes
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Conjugados, houve um ganho razoivel no desempenho, somente para algumas
configuragdes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas).

Para n = 1.000, 1.500, 2.000, para os métodos diretos; n = 4.000, 5.000, para o
método de Gauss-Jacobi e n = 4.000, 5000, para o método dos Gradientes
Conjugados, houve ganho de desempenho bastante significativo.

Foi venficado que a precisdo obtida nos testes com os algoritmos. paralelos, para os
métodos diretos, decresce a medida que a ordem do sistema linear aumenta. Ja a precisdo obtida
nos testes com os algontmos paralelos, para os métodos iterativos, manteve a mesma grandeza,
para todos os valores de ordem de sistemas testados.

Os testes mostraram que o melhor desempenho dos algoritmos paralelos, para cada
método estudado, € obtido com o namero de maquinas m:

e m=6oum=7, para a Eliminagio de Gauss.

e m=6oum=7, para a Fatoracdo LU.

e m==6oum=7 para o método de Gauss-Jacobi.

¢ m =7, para o método dos Gradientes Conjugados.

O numero de Tarefas-Escravas que produziu o melhor desempenho para os métodos
estudados foi:

» Eliminag3o de Gauss: para n = 600, 700, 900, 1.000, 1.500 ¢ 2.000, o nimero 6timo de

Tarefas-Escravas foi 10, 5, 8, 6, 9 e 14, respectivamente.
+ Fatoragdo LU: para n = 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500 e 2.000, o niimero 6timo de
Tarefas-Escravas foi 5, 7, 5, 6, 6, 10 e 14, respectivamente.

e Método de Gauss-Jacobi: para n = 2.000, 2,500, 3.000, 4.000 e 5.000, o nimero 6timo

de Tarefas-Escravas foi 42, 42, 35, 10 ¢ 9, respectivamente.

e Método dos Gradientes Conjugados: para n = 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000, o

numero otimo de Tarefas-Escravas foi 14, 42, 35, 21 e 35, respectivamente.

Considerando os métodos iterativos, ndo foi possivel fazer testes com os algoritmos
paralelos e seriais para sistemas lineares com mais de 5.000 equagdes usando 0s recursos
disponiveis no CENAPAD-NE, atualmente. Essa impossibilidade se deve & limitagdo da parti¢do
alocada. Ja para os métodos diretos, ndo foi possivel fazer testes com os algoritmos paralelos com
sistemas lineares com mais de 2.000 equagdes, devido 2 propagagdo de erros de arredondamento

no processo de eliminagio.

Para uma mesma precisdo, verificamos um melhor desempenho do algoritmo dos

Gradientes Conjugados, com relagdo ao de Gauss-Jacobi
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Visando minimizar o problema de propaga¢io de erros de arredondamento nos métodos
diretos, foram usadas técnicas de Pivoteamento e Escalamento. No caso dos métodos iterativos
isso ndo foi necessario, visto que a convergéncia, uma vez assegurada, independe da aproximagio
inicial. Desta forma, para os métodos iterativos, somente os erros de arredondamento cometidos
na ultima iteragdo afetam a solucio.

Podemos afirmar que os programas paralelos, implementados para os métodos diretos, se
prestam aos sistemas lineares de ordem 700 < 17 < 2.000, obtendo um bom desempenho usando os
recursos atuais do CENAPAD-NE. Os programas paralelos para os métodos iterativos, quando
ha convergéncia garantida, sdo bastante vantajosos na resolugdo de sistemas lineares de ordem
n 2 3.000. O tnico limitante encontrado para os testes com esse método foi a falta de memodria na

parti¢do alocada. Todas as operagdes foram feitas em precisdo dupla.
6.3 - Perspectivas ¢ trabalhos futuros

Vanos grupos de pesquisa tém desenvolvido sistemas que, como o PVM, dio assisténcia a
programadores no uso de computagio distribuida. Entre os mais conhecidos esta o MP1 (Message
Passing Interface).

O MPI é um software para computag@o paralela que usa um conjunto padronizado de
rotinas para passagem de mensagens (Message Passing). Ele foi cuidadosamente projetado para
executar eficientemente, em diferentes tipos de maquinas. A interface definida ndo é muito
diferente dos padrdes PVM, NX, Express, P4, etc. ¢ acrescenta extensdes que permitem maior
flexibilidade. E compativel com sistemas de memoria distribuida, memodria compartilhada e
qualquer combinagdo destes. O conceito de comunicadores no MPI, permite prover um elevado
nivel de seguranga na comunicagio, permitindo diferenciar mensagens de bibliotecas de
mensagens de usuaros.

Uma tendéncia para o futuro € a criagdo do PVMPI pelo Laboratorio Nacional de Oak

Ridge e a Universidade do Tennessee, tentando viabilizar uma mistura entre as melhores

caracteristicas do PVM e do MPI.
As fungdes do PVMPI seriam:

e Utilizar implementagdes especificas de hardware, quando disponiveis em maquinas

multiprocessadoras;

e Permtir acesso a idéia de uma maquina virtual, com controle de recursos e tolerdncia a
falhas;

¢ Usar a rede de comunicagio PVM transparentemente, para transferir dados entre

diferentes implementagdes de MPI, permitindo a interoperabilidade.
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A caracteristica final seria um misto entre as fun¢des do PVM e MPI, mantendo, tanto
quanto possivel, as identidades desses dois sistemas, para passagem de mensagens.

Como proposta para trabalhos futuros sugerimos:

Implementagio dos algoritmos paralelos para resolug@o de sistemas lineares no sistema MPI.

¢ Implementar os algoritmos paralelos para o método iterativo dos Gradientes Bi-Conjugados,

em que a matriz dos sistemnas lineares € ndo simétrica e ndo singular.

e Implementagdo da solugdo exata de sistemas de equagdes lineares, utilizando a artmeética

residual.

¢ Resolugdo de sistemas com matrizes complexas.
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Apéndice A

Detalhes sobre o PYM

Al - Iniciando o PVM

O conscle PVM, chamado pvm, € a unica Tarefa PVM que permite ao usuario,
interativamente, comegar, consultar e modificar a maquina virtual. O console pode ser iniciado €
encerrado multiplas vezes em qualquer uma das maquinas na maquina virtual, sem afetar o PVM
ou qualquer aplica¢@o que possa estar sendo executada.

Quando iniciado, pvm determina se PVM ja esta em execugdo, se ndo, pvm,
automaticamente executa o pymd nesta maquina. Uma vez que o PVM ¢ iniciado, o console
imprime o pronto
pvm>

Antes que examinemos 0S passos para compilar e carregar programas PVM, vocé devera
estar certo de que pode disparar o PVM e configurar uma maquina virtual. Em qualquer maquina
em que o PVM foi instalado vocé pode digitar
¥ pvm
e voce tera de volta o pronto do console PVM significando que o PVM esta em execugdo nesta
maquina. Vocé pode adicionar maquinas na maquina virtual, digitando no pronto,
pve> add nome da maquina
E vocé pode remover maquinas (exceto aquela onde vocé esta) da sua maquina virtual, digitando
pvi> delete nome_da_maquina
Se vocé receber a mensagem “ndo posso iniciar o pvmd”’, entdo verifique a se¢do dos problemas
mais comuns de instala¢do e tente novamente.

Para ver qual € a configuragio atual da maquina virtual, digite

pvmm> conf

Para ver qual ¢ a Tarefa PVM que esta sendo executada na méquina virtual, digite
pvme> ps -a

Em qualquer maquina da maquina virtual, vocé pode digitar

% pvm
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e vocé recebera a mensagem “pvm j& esta em execugdo” e o pronto do console. Quando vocé
tiver terminado os trabalhos na maquina virtual, devera digitar

pvme> halt

Este comando mata qualquer Tarefa PVM, encerra as atividades na maquina virtual e sai do

console PVM. Este é o método recomendado para terminar o PVM, pois ele assegura que a

maquina virtual realmente encerre suas atividades.

Voce devera praticar iniciar, encerrar e adicionar maquinas ao PVM, até que vocé esteja

confortavel com o console PVM.
pvm> kill < id processo >
Este comando pode ser usado para encerrar qualquer processo PVM.
pvm> quit
Este comando sai do console, deixando os daemons e as Tarefas PVYM em execugio.
Se vocé ndo quiser digitar uma certa quantidade de nomes de maquinas toda vez que

iniciar o PVM, ha uma opgdo para cnar um arguivo com 0s nomes das maquinas que se chama

hostfile. Vocé pode listar os nomes de maquinas no arquivo, um por linha e entio digite

% pvm hostfile
O PVM, entdo, adicionara as maquinas listadas, simultaneamente, antes do pronto do
console PVM aparecer. Varias opgdes podem ser especificadas a cada maquina no hostfile.
A.2 - Executando Programas PVM
Nesta sec#io, aprenderemos como compilar e executar programas PVM,
Para compilar:
+ Edita-se os fontes em um diretério apropriado.
e Na compilagio deve-se sempre incluir as bibliotecas PVM necessanias (C, FORTRAN).
e Usar o compilador com sintaxe adequada:
e C:
cc -0 <programa> <programa.c> -Lusr/local/pvm3/include -L/usr/local/pvm3/RS6K/1ib -lpvm3
e FORTRAN:

f77 -0 <programa> <programa.f> -lfusr/local/pvm3/include -L/usr/local/pvm3/RS6K/Nib -1fpvm3 -lpvm3
Para executar programas PVM:

e Antes de executar o programa propriamente dito, deve-se invocar o PVM
o Pode-se fazer isso basicamente de duas formas:
e (Chamando diretamente o daemon (em background):

%pvmd3 < arquivo_de_maiquinas > &
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¢ Pelo console pvm, que permite interagio com o usuario:

% pvm
» Para executar o programa, deve-se sair do console PVM pela opgio quit.

A.3 - Escrevendo Aplicagdes PVM

Durante a execugdo, antes que qualquer outra rotina PVM seja chamada, uma Tarefa
precisa primeiro registrar-se no PVM. Isto atribui um namero inteirb a Tarefa. Uma vez que a
Tarefa tenha completado seu trabalho no PVM, ela precisa informar ao daemon PVM que esta
deixando a maquina virtual. Isto ndo mata o processo, que pode continuar a executar Tarefas.
Entretanto, a Tarefa ndo podera interagir com qualquer outra Tarefa.

As se¢des seguintes mostram um p}ograma exemplo em C e FORTRAN.

Os exemplos dados aqui, ilustram um cddigo, no modelo Mestre-Escravo, que soma as
componentes de um vetor de inteiros. A Tarefa-Mestra distribui cinco (5) Tarefas-Escravas, envia
a cada uma delas uma partigdo do vetor, recebe as somas parciais de cada uma das Tarefas-
Escravas e adiciona-as para a soma total. As Tarefas-Escravas recebem um vetor de inteiros,
somam todas as componentes do vetor e enviam a soma total de volta a Tarefa-Mestra. A Figura

A3.1 mostra o calculo da norma 1, para um vetor de tamanho 8, usando duas (2) Tarefas-

Escravas
Tarefa-Mestra
x= 1_ 213 4| 51 61 7| 8

10 + 26 = 36

& &
Tarefa Escrava 1 Tarefa-Escrava 2

Y11 2 { 34| A 5161 78|75 «

1+ 2+3+4 =10 26=5+6+7+8

Figura A_3.1 - Calculo da norma 1

Considerando a Figura A.3.1, a Tarefa-Mestra divide o vetor x em duas partigdes ( A
e £ ). Cada particdo € enviada a cada Tarefa-Escrava. Cada Tarefa-Escrava faz o calculo da

norma 1 da partigdo recebida e envia o resultado para a Tarefa-Mestra. Finalmente, a Tarefa-

Mestra recolhe os resultados parciais das Tarefas-Escravas e obtém a norma 1 do vetor x.
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A.3.1 - Exemplo em C

#include "pvm3.h"
#include <stdio.h>
#define size 1000
#define nprocs 5

e registro no pvm ®7

/* envia dados para as Tarefas-Escravas * /

/* espera e recebe os resultados * /

A Figura A 3.2 mostra o codigo em C para a Tarefa-Mestra que esta contido no arquivo

main()
{ int mytid, task_ids[ nprocs ],codret, bufid. numt;
int x[ size ], results| nprocs ], soma = 0,
int 1, msgmt,msgwk, num_data = size / nprocs
mytid = pyvm_mytid();
for(i=0;1<size;i++)
ali]=1% 25
/* distribuic8o das Tarefas-Escravas */
numt = pvm_spawn( "worker", null, pvintaskdefault, "", nprocs, task_ids);
msgmt = 4;
for(i=0;1<nprocs;i++)
{ bufid = pvm_initsend( pvimdatadefault),
codret = pvm_pkint( &num_data, 1, 1 ),
codret = pvm_pkint( &x[ num_data*i ], num_data, 1 ).
codret = pvim_send( task_ids[ 1 ], msgmt ),
}
msgwk = 2;
soma = ();
for(1=0;1<nprocs;i++)
{ bufid = pvin_recv( task_ids| 1 ], msgwk ).
codret = pvm_upkint( &results[i],1,1),
soma = soma + results[i]
H
printf{"a soma ¢ ¢d \n", soma),
codret = pvm_exit(),
}
Figura A.3.2 - Excmplo dc Tarcfa-Mestra em C.
master.c.

#include "pyvm3.h"
#include <stdio.h>

main()

{

int mvtid;
int 1, soma, *a, msgmt, msgwk, bufid,
int num_data, master,codret,num_data;,
msgmt = 4;
msgwk = 2;
mytid = pvm_mytid(),
master = pvm_parent(),
bufid = pvin_recv( master , msgmt ),
codret = pvm_upkint( &num_data, 1, 1 );
a = ( int *)malloc(num_data*sizeof{int));
codret = pvin_upkint( a, num_data, 1),
soma = (0
for(i=0;1<num_data;i++)

soma = soma + a[ i ];
bufid = pvm_initsend( PvmDataDefault),
codret = pvm_pkint( &soma, 1, 1 ),
codret = pvm_send( master, msgwk ),
codret = pvm_exit();

/* Registrono PVM  */

/* Recebe uma parte do vetor a ser somado */

/* Envia a soma computada de volta para a Tarefa-Mestra */

Figura A.3.3 - Exemplo de Tarefa-Escrava em C.
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A Figura A3.3 mostra o codigo C para a Tarefa-Escrava da aplicagio PVM armazenada no
arquivo worker . c. Vamos examinar cada Tarefa, para ver como as chamadas PVM sio usadas.

A primeira linha de ambas as Tarefas inclui o arquivo de cabegalho PVM. Este arquivo da
as defini¢des para nomes simbdlicos PVM e fungdes.

A primeira chamada PVM na Tarefa-Mestra informa ao daemon PVM de sua existéncia
atraves do registro da Tarefa na maquina virtual. A fun¢do pvm _mytid () € usada para este
proposito e atribui um identificador de Tarefa (TID) para a Tarefa-Mestra.

mytid = pvm mytid()

O resultado retornado € o identificador da Tarefa-Mestra. Ndo ha pardmetros para esta fungio.

Depois que a Tarefa € registrada na maquina virtual, a Tarefa-Mestra inicializa o vetor
cujas componentes serdo somadas. Depois, as Tarefas-Escravas sio distribuidas através da
chamada 4 rotina pvm_spawn ().

numt=pvm_spawn ("worker",null, pvmtaskdefault,"",nprocs, task ids}

O pnimeiro parametro € o nome do arquivo executavel, que sera usado como Tarefa-
Escrava. O executavel precisa residir na maquina em que ele sera iniciado. A localizag3o padrio €
$HOME/pvm3/bin/$PVM ARCH/filename. O terceiro parimetro € usado para determinar
uma maquina especifica, ou o tipo de arquitetura onde a Tarefa distnbuida sera executada.

O quinto parametro, NPROCS, especifica o numero de copias da Tarefa-Escrava a ser
distribuida e task ids € um apontador para um vetor de inteiros que retorna os TID de todas
as Tarefas-Escravas distnbuidas. A fung@o retorna o numero de Tarefas-Escravas que foram
distribuidas com sucesso. Se algumas Tarefas ndo foram langadas, as (nprocs-nunmt) ultimas
posigdes de task ids conterdo os codigos de erro das Tarefas-Escravas que ndo foram
lancadas.

Para enviar uma mensagem de uma Tarefa para outra, um buffer de emissdo € criado para

manter os dados. A fun¢o pvm_initsend() cna e limpa um buffer, retornando o

identificador do buffer em bufid.

bufid = pvm_initsend(PvmDataDefault)
Se um tnico buffer é usado, pvm_initsend() precisa ser chamada cada vez que uma nova
mensagem for enviada. De outra forma, a nova mensagem sera acrescentada a mensagem que ja
esta no buffer. O pardmetro PvmDataDefault especifica como a codificagdo sera feita. Esta
opg¢do usara a codificagdo de mensagens XDR (eXtended Data Representation standard), se a

maquina virtual for heterogénea, caso contrano nenhuma codificagéo ¢ feita.
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Antes de emitir um comando de emissdo, um buffer precisa ser empacotado com os dados
a serem enviados. As fungdes que empacotam dados no buffer de emissio ativo sdo
pvm_pkXXXX () onde XXXX indica o tipo de dado que serd empacotado. Os tipos de dados
suportados pelo PVM sdo byte (byte), complexo (cplx), complexo duplo {(dcplx), duplo
(double), real (float), inteiro (int), longo (long) e curto (short). O nosso exemplo
empacota intei'ros e usa a fungio pvm_pkint ().

codret=pvm_pkint{ &num data, 1, 1 };

codret=pvm_pkint{ &x{ num data*i ], num data, 1 );

Cada uma das fun¢des citadas acima tem 3 parametros. O primeiro, € um apontador para o
primeiro item a ser empacotado na mensagem, o segundo parametro, € o numero total de itens a
serem empacotados (ndo € o numero de bytes). E o terceiro pardmetro, € o passo a ser usado para
ler os itens da memoria.

Uma dnica mensagem pode conter qualquer numero de diferentes tipos de dados e ndo ha
limite na complexidade da mensagem. Contudo, vocé devera assegurar que a mensagem recebida
seja desempacotada, da mesma maneira que foi originalmente empacotada. A fung@o para enviar
uma mensagem € pvm_send {) .

codret = pvm_send( task ids[i], msgmt)

| Esta fungio liga um rotulo inteiro (msgmt=4) a mensagem e imediatamente envia o
conteudo do buffer de emissdo para a Tarefa com identificador task _ids(i). O parametro
msgmt pode ser usado para distinguir diferentes tipos de mensagens que a Tarefa pode enviar.

No 2° loop da Figura A.3.2, a Tarefa-Mestra limpa o buffer de emissdo para cada nova

mensagem e empacota este dbuffer com duas strings:

1) o numero de elementos do vetor que seguira na mensagem e

2) a parti¢do do vetor a ser somada.

Uma vez que cada parti¢8o do vetor x a ser enviada, comega na posigdo (num_dataxi),
o passo para a fung¢do de empacotamento € 1. O vetor task ids, que foi retornado da chamada
a pvm_spawn (), é usado para endere¢ar cada uma das Tarefas-Escravas que recebera a
partigdo do vetor. O valor msgmt = 4, arbitrariamente escolhido, € usado para rotular a
mensagem.

Depois que as partigdes do vetor forem distribuidas, a Tarefa-Mestra precisa receber a

soma parcial de cada uma das Tarefas-Escravas. Para receber a mensagem, a Tarefa-Mestra

chama a fungdo pvm_recev ().

bufid = pvm recv(task ids[i], msgwk ).
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Ela recebera uma mensagem da Tarefa identificada por task ids[i], com rétulo
msgwk, e a colocara no buffer de recepg¢do com identificador bufid.

Uma vez que a mensagem tenha chegado, os dados precisam ser desempacotados. As
fun¢des para desempacotamento sdo pvm_upkXXXX (), onde XXXX corresponde ao tipo de
dado que sera desempacotado. As mesmas extensdes usadas nas fungdes pvm_pkXXXX () sdo
validas para pvm_upkXXXX (). Por exemplo, como a Tarefa-Mestra esta recebendo um inteiro
de suas Tarefas-Escravas, ela chama a fungfio para desempacotamento de inteiro.

codret=pvm_upkint( &results[ 1 ], 1, 1 )

O primeiro pardmetro € um apontador, para onde o primeiro item desempacotado sera
armazenado. O segundo e o terceiro s30 o numero de itens a serem desempacotados € 0 passo a
ser usado, para desempacotar os itens para a memoria. Nosso exemplo desempacota cada
resultado parcial recebido para uma posigdo diferente do vetor results e adiciona-o a variavel
soma.

Depois que a soma ¢ computada e exibida, a Tarefa-Mestra informa ao daemon PVM
local que estd deixando a maquina virtual. Isto é feito através da chamada a rotina
pvm_exit ().

codret = pvm_exit ()

Quanto a Tarefa-Escrava, depois de registrar-se na maquina virtual, ela espera para
receber a particio do vetor. Depois de desempacotar o numero de itens de dados da mensagem, a
Tarefa aloca bastante espago para manter o resto dos dados contidos na mensagem. As
componentes da parti¢io do vetor sio somadas e o total é enviado de volta a Tarefa-Mestra. O
identificador da Tarefa-Mestra € retornado pela fungdo pvm_parent ().

master = pvm_parent{)

Como a Tarefa-Mestra estd esperando uma mensagem com rotulo igual a 2, este valor

precisa ser usado na chamada pvm_send ().
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A3.2 - Exemplo em FORTRAN

PROGRAM MASTER

INCLUDE ‘fpvm3 k'

INTEGER SIZE, NPROCS

PARAMETER (SIZE = 1000, NPROCS = §)

INTEGER MYTID, TASKID{NPROCS).CODRET. BUFID

INTEGER X(SIZE), RESULT(NPROCS), SOMA

INTEGER L NDATAMSGMT MSGWK

c REGISTRO NO PVM
CALL PVMPMYTID(MYTID)
DO 10 I=1,SIZE
X(1)= MOIXI,25)
10 CONTINUE

DISTRIBUIGAO DAS TAREFAS-ESCRAVAS

CALL PVMFSPAWN(worker, PYMDEFAULT , '™, NPROCS , TASKID , CODRET)

NDATA = SIZE # NPROCS

c ENVIA DADOS PARA AS TAREFAS-ESCRAVAS

MSGMT=4

DO 20 [ =0, NPROCS
CALL PAMFINITSEND{ PVMDEFAULT. BUFID)
CALL PVMFPACK( INTEGER4, NDATA. 1. 1. CODRET )
CALL PVMFPACK({ INTEGER4, N(NDATA" (I~ 1)+ 1), N\DATA. 1, CODRET )
CALL PVMFSEND( TASKIDX( I . MSGMT, CODRET )

20 CONTINLUE
C ESPERA E RECEDE OS RESULTADOS
MSGWK =2
SOMA -0

DO 30 I= 0. NPROCS
CALL PYMFRECV( TASKIIX 1), MSGWK, BUFID)
CALL PYMFUNPACK( INTEGER4, RESULT( 1), 1. 1,CODRET )
SOMA = SOMA + RESULT(1)

30 CONTINUVE

PRINT *. ' ASOMAE ", SOMA

CALL PVMFEXIT{CODRET}

STOP

END

Figura A 3.4 - Excmplo de Tarefa-Mestra em FORTRAN.

A Figura A.3.4 mostra o codigo em FORTRAN para a Tarefa-Mestra que esta contido no

arquivomaster. f.

PROGRAM WORKER
INCLUDE fpym3 b
INTEGER MYTID
INTEGER 1. SOMA. A{ 1000), BUFID.CODRET
INTEGER NDATA. MASTERMSGMT, MSGWK

C REGISTRO NO P\M
CALL PYMPMYTIX MYTID )
CALL PV MFPARENT(MASTER)
MSGMT = 4
MSGWK = 2

& RECEBE UM PARTE DO VETOR A SER SOMANDO
CALL PYMFRECV( MASTER. MSGMT . BUFID)
CALL PVMFUNPACK( INTEGERS, NDATA, 1, 1, CODRET)
CALL PVMFUNPACK({ INTEGER4, A, NDATA, 1.CODRET)
SOMA =0
DO 10 I=1,NDATA

SOMA = SOMA + A(1)
10 CONTINUE

[N p)

ENVIA A SOMA COMPUTADA DE VOLTA AO PROGRAMA MESTRE
CALL PVMFINITSEND{ PYMDEFAULT, BUFID)

CALL PYMFPACK( INTEGER4, SOMA, |, 1, CODRET )

CALL PYMFSEND( MASTER, MSGWK, CODRET ),

CALL PYMFEXIT{CODRET)
STOP
END

Figura A.3.5 - Exemplo de Tarefa-Escrava em FORTRAN,
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A Figura A.3.5 mostra o codigo, em FORTRAN, para a Tarefa-Escrava da aplicagdo
PVM, armazenado no arquivo worker. f. A seguir, nos examinaremos cada programa para ver
como as chamadas PVM sio usadas.

As rotinas FORTRAN PVM sio rotinas de interface para as correspondentes rotinas em
C. O daltimo pardmetro de todas as rotinas em FORTRAN foi projetado para retornar o valor
retornado pela fungio equivalente em C. Para a maioria das rotinas isto ndo sera nada mais que
um codigo de informagdo para relatar o sucesso da chamada a rotina.

A primeira linha em ambas as Tarefas incluem um arquivo de cabegalho PVM. Este
arquivo da as defini¢Ses para nomes simbolicos e rotinas do PVM.

A pnmeira chamada PVM na Tarefa-Mestra informa ao daemon PVM da sua existéncia,
através do registro da Tarefa na maquina virtual. A fungdo pvmfmytid () € usada para este
proposito e atribui um TID para a Tarefa-Mestra.

call pvmfmytid (mytid)

O identificador de Tarefa € retornado através do pardmetro inteiro mytid.

Depois que a Tarefa € registrada na maguina virtual, a Tarefa-Mestra inicializa o vetor x.

Depois, as Tarefas-Escravas séo distribuidas através da chamada a rotina pvmfspawn ().

call pvmfspawn ('worker',pvmdefault, '*',nprocs, taskid,
codret)

O pnmeiro parametro ¢ uma sfring contendo o nome do arquivo executavel que sera
usado como Tarefa-Escrava. O segundo pardmetro ¢ usado para determinar a maquina especifica
ou o tipo da arquitetura onde a Tarefa distnbuida sera executada. O pardmetro nprocs
especifica o nimero de copias da Tarefa-Escrava a serem distribuidas e taskid um vetor de
inteiros que contém os TID de todas as Tarefas-Escravas distribuidas com sucesso. A fungdo
retorna o nimero de Tarefas que foram distribuidas com sucesso, através do parametro codret.
Se algumas Tarefas ndo puderam ser langadas, as (nprocs-codret) ultimas posigdes de
taskid conterdo os codigos de erro das Tarefas-Escravas que n3o foram langadas.

A fungio pvmfinitsend() crna e limpa um buffer para emissdo e retorma o
identificador do buffer em bufid. |

call pvmfinitsend (PvmDefault, bufid)

Se um unico buffer € usado, pvmfinitsend () precisa ser chamada, toda vez que uma nova
mensagem for enviada. De outra forma a nova mensagem serd acrescentada a4 mensagem que ja
esta no bduffer ativo.

Antes de emitir um comando de emissdo, um buffer precisa ser empacotado com os dados

a serem enviados. A fung@o que empacota dados no buffer de emissdo ativo € pvmfpack(}.
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call pvmfpack({integer4, ndata, 1, 1, codret )
call pvmfpack(integer4,x{ndata*i-1)+1),ndata, 1, codret)
O pnmeiro pardmetro inteiro especifica o tipo de dado a ser empacotado. Os valores possiveis
540!
string bytel integer2 integer4 real4 complex8 real8 complexlé

O segundo argumento € um apontador para o primeiro item a ser empacotado, o terceiro
argumento € o numero total de itens a serem empacotados (ndo o nimero de bytes) e o quarto ¢
0 passo a ser usado para ler os itens da memona. Vocé devera assegurar que a mensagem
recebida seja desempacotada, da mesma maneira que foi originalmente empacotada.

A fungio para enviar uma mensagem € pvmfsend ().

call pvmfsend(taskid (i), msgmt, codret)

Esta fungdo liga um rotulo inteiro (msgmt=4) a mensagem e imediatamente envia o conteudo do
buffer de emissdo para a Tarefa com identificador taskid[i].

No 2° /oop da Figura A.3.4, a Tarefa-Mestra limpa o buffer de emissdo, para cada nova
mensagem, e empacota este buffer com o numero de elementos do vetor que seguira na
mensagem € a partigdo do vetor a ser enviada para a Tarefa-Escrava. Uma vez que cada partigio
do vetor x a ser enviado, comega na posigdo (num_datax (i-1)+1), o passo para a fungdo de
empacotamento € 1. O vetor taskid que foi retornado da chamada a pvmfspawn () € usado
para enderegar cada uma das Tarefas-Escravas que recebera a parti¢do do vetor. O valor msgmt
= 4, arbitrariamente escolhido, é usado para rotular a mensagem.

Depois que as partigdes do vetor tiverem sido distribuidas, a Tarefa-Mestra precisa
receber a soma parcial de cada uma das Tarefas-Escravas. Para receber a 'mensagem, a Tarefa-
Mestra chama a fungdo pvmfrecev ().

call pvmfrecv(taskid (i), msgwk, bufid).

Ela recebera uma mensagem de uma Tarefa com identificador taskid[i], com rotulo
msgwk, e a colocara no buffer de recepgdo ativo com identificador bufid.

Uma vez que a mensagem tenha chegado, os dados precisam ser desempacotados. A
funcdo para desempacotamento € pvmfunpack ().

call pvmfunpack{ integerd4, result(i), 1, 1, codret )
O primeiro pardmetro especifica o tipo de dado a ser desempacotado. As op¢des usadas para
pvmfpack () sdo validas para esta rotina. O segundo pardmetro indica onde o 1° item
desempacotado sera armazenado. O terceiro e o quarto argumento ddo o namero de itens a serem

desempacotados € o passo a ser usado quando desempacotando os itens para a memona do
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usuario. Nosso exemplo desempacota cada resultado parcial recebido das Tarefas-Escravas ¢ o
coloca em cada posigdo diferente do vetor results e, finalmente, adiciona-o & variave! soma.
Depots que a soma € computada e exibida, a Tarefa-Mestra informa ao daemon PVM

local que estd deixando a maquina virtual. Isto é feito através da chamada a rotina

pvmfexit{).

call pvmfexit (codret)

Quanto a Tarefa-Escrava, depois de registrar-se na maquina virtual, ela espera para
receber a partigdo do vetor a ser somado. Depois de desempacotar o nimero de itens de dados
da mensagem, a Tarefa aloca bastante espago para manter o resto dos dados contidos na
mensagem. Os elementos da parti¢do do vetor sdo somados e o total € enviado de volta a Tarefa-
Mestra. O identificador de Tarefa-Mestra € retornado pela fungdo pvm_parent ().

master = pvmiparent ()

Como a Tarefa-Mestra esta esperando uma mensagem com rotulo igual a 2, este valor

precisa ser usado na chamada pvm_send () [JICS 95].
A4 - Paralelizagdo do produto interno

A computagdo de um produto interno de dois vetores pode ser facilmente paralelizada; a
Tarefa-Mestra divide o vetor x em » parti¢des e envia, para cada uma das » Tarefas-Escravas,
uma partigdo do vetor. Cada Tarefa-Escrava computa o produto interno da partigio
correspondente do vetor. Os resultados das operagdes efetuadas nas partigdes devem ser enviados

para a Tarefa-Mestra para serem combinados no produto interno global.

A.5 - Paralelizagdo do produto matriz-vetor

O produto matriz-vetor € facilmente paralelizivel em maquinas com memona distribuida,
atraves da divisio da matriz em blocos e o envio de cada bloco juntamente com o vetor, as
Tarefas-Escravas. Cada Tarefa-Escrava, entdo, computa apenas uma partigdo do vetor solugdo.
Vamos ilustrar, com um exemplo, com uma matriz 4x4 e um vetor de tamanho 4, como mostrado

na Figura A 3.6.
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Figura A.3.6 - Multiplica¢iio matriz-vetor

A.6 - Algumas rotinas do PVM

A.6.1 - Controle de Processos

pvm{mytid() pvm_mytid()

int tid = pvm_myt:id{void)
call pvmfmytid(tid)

A rotina pvm_mytid () retorna o TID deste processo e pode ser chamada multiplas
vezes. Ela registra este processo no PVM na sua primeira chamada. Qualquer chamada ao sistema
~PVM (néo apenas pvm_mytid()) registrard a Tarefa no PVM, se a Tarefa ndo foi registrada
antes desta chamada. E uma pratica comum chamar pvm_mytid (), primeiro para o registro.

Se o PVM nio foi iniciado antes que uma aplicagdo chame pvm_mytid (), ¢ tid
retornado sera < 0.

Parametros:

tid identificador inteiro do processo PYM. Valores menores que zero indicam erro.

pvmfexit() pvim_exit()

int info = pvm_exit(void)
call pvmfexit{info)

A rotina pvm_exit () diz ao pvmd local que este processo esta deixando o PVM. Esta
rotina n3o mata o processo, que pode continuar a executar Tarefas exatamente como qualquer
outro processo serial UNIX. Os usuéarios comumente chamam pvm_exit () antes de sairem de

seus programas C e antes do comando STOP em programas FORTRAN,
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Pardmetros:

info codigo inteiro de sfafus retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam
erro.
pvmfspawn() pvm_spawn( )

int numt = pvm_spawn{char *task,char **argv,int flag,
char *where, int ntask, int *tids)

call pvmfspawn (task,flag,where, ntask, tids, numt)

A rotina pvm_spawn () dispara ntask copias do arquivo executavel chamado task na

maquina virtual. argv ¢ um apontador para um vetor de argumentos para task com o final do

vetor especificado por NULL. Se a Tarefa ndo tem argumentos, entdo argv é¢ NULL.

As maquinas em que os processos PVM serdo executados, sdo estabelecidas pelos

argumentos £1lag e where. Parametros:

task string de caracteres contendo o nome do arquivo executavel a ser iniciado. O
executavel precisa esta residente na maquina em que ele sera executado. A
localizagdo default ¢ SHOME/pvn3/bin/$PVM_ARCH/filename.

argv ponteiro para um vetor de argumentos para o executavel task.

flag inteiro especificando opgdes de distribuigdo.

Em C, flag devera ser a soma de:
Valor Opgio Significado
0 PvmTaskDefault PVM escolhe onde distnbuir cada processos
1 PvmTaskHost where indica uma maquina particular
2 PvmTaskArch where indica um tipo de arquitetura
4 PvmTaskDebug inicia processos sob o debugger

where string de caracteres indicando onde executar os processos PVM. Dependendo do
valor de f£lag, where pode ser um nome de maquina como “ibml.epm.ornl.gov”
ou uma classe de arquitetura PVM tal como “SUN4”. Se flag ¢é zero, where €
ignorado e o PVM selecionara a maquina mais apropriada.

ntask inteiro especificando o nimero de copias do executavel a serem iniciadas.

tids vetor de inteiros com tamanho ntask. No retorno o vetor contém os TID dos
processos PYM iniciados através da chamada a pvm_spawn {). Se ha um erro de
inicializagdo em uma dada Tarefa, entdo a localizagio correspondente no vetor
contera o codigo de erro correspondente.

numt inteiro retornado indicando o nimero de Tarefas distribuidas. Valores menores
que zero indicam erro no sistema. Um valor positivo menor que ntask indica
uma falha parcial. Neste caso o usuario devera verificar o vetor tids.

pvmfkill() pvm_Kkill()

int info = pvm_kill (int tid)
call pvmfkill (tid, info)
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A rotina pvm_kill () mata qualquer outra Tarefa PVM identificada por tid. Esta

rotina ndo foi projetada para matar a Tarefa que a chamou, que devera ser realizada pela

chamada a rotina pvm_exit () seguido por exit ().

A rotina pvm_kill () envia um sinal terminador (SIGTERM) para o processo PVM

identificado por tid. Se a chamada a rotina pvm_kill () for bem sucedida, info sera zero.

Parédmetros:

L

tid identificador inteiro do processo PVM a ser encerrado.

info codigo inteiro de status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam
erro

pvmfparent( ) pvim_parent()

int tid = pvm_parent (void)

call pvmfparent{tid)

A rotina pvm_parent () retorna o TID do processo que gerou a Tarefa que fez a
chamada a rotina. Se o processo ndo foi criado através da chamada 4 pvm_spawn (), entdo
tid éigual a PvmNoParent.

Parametros:;

tid inteiro retornando o identificador da Tarefa pai. Se o processo ndo foi criado
através da chamada a rotina pvmm_spawn (), entdo tid = PvmNoParent.

A.6.2 - Passagem de Mensagens

Enviar uma mensagem compreende trés passos no PVM. Primeiro, um buffer de emissdo
precisa ser inicializado através de uma chamada & rotina pvm initsend() ou
pvm_mkbuf (). Segundo, a mensagem precisa ser “empacotada” para este buffer usando
qualquer numero e combinagdo das rotinas pvm_pk* (). (em FORTRAN todo empacotamento
de mensagens ¢€ feito pela rotina pvimfpack () ). Terceiro, a mensagem é enviada para outro
processo através da chamada a rotina pvm_send () ou espalhada através da chamada 4 rotina
pvim_mcast ().

Uma mensagem ¢ recebida através da chamada a uma rotina receptora bloqueada ou a
uma n#o bloqueada, em seguida “desempacotando” cada um dos itens do pacote para o buffer de
recepgdo. As rotinas de recepgdo podem estabelecer aceitar qualquer mensagem, qualquer

mensagem de uma fonte especifica, qualquer mensagem com um rétulo especifico ou somente

mensagens com um rotulo de uma dada fonte.
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A.6.2.1 - Buffers de Mensagens

pvmfinitsend() pvm_initsend( )

int bufid = pvm initsend(int encoding)
call pvmfinitsend(encoding, bufid)

Se o usudrio esta usando um tnico buffer de emissio (e este € 0 caso geral) entdo
pvm_initsend() € a unica rotina para buffer solicitada. Ela é chamada antes do
empacotamento de uma nova mensagem em um buffer. A rotina pvm_initsend () limpa o
buffer de emissdo e cra um novo para empacotar uma nova mensagem. O esquema de
codificagio usado para este empacotamento €é estabelecido por encoding. O novo
identificador do buffer é retorado em bufid.

Parametros:

encoding inteiro indicande o proximo esquema de codificagdo das mensagens.
As opg¢oes em C para encoding sio:

PvmDataDefault - a codificagio XDR € usada como default pois o PVM nido
sabe se o usuano estda adicionando uma maquina heterogénea antes desta
mensagem ser enviada. Se o usuario sabe que a proxima mensagem sera enviada

somente para uma maquina que compreende o formato nativo, entdo podemos usar
PvmDataRaw.

PvmDataRaw - nenhuma codificagdo é feita. Mensagens sdo enviadas no seu
formato original. Se o processo de recep¢io ndo puder ler neste formato, ele ira
retornar uma mensagem de erro durante o desempacotamento.

bufid identificador inteiro do buffer de mensagens. Valores menores que zero indicam
um erro.

No PVM 3 ha um buffer de emissio ativo e um buffer de recepgao ativo por processo em
qualquer momento. O programador pode cnar qualquer numero de buffer de mensagens e
permutar entre eles para o empacotamento e emissio de dados. As rotinas de empacotamento,

emissdo, recep¢io e desempacotamento afetam somente o buffer ativo.

A.6.2.2 - Empacotando Dados

Cada uma das rotinas seguintes em C empacota um vetor de um determinado tipo de
dados para o buffer de emissdo ativo. Elas podem ser chamadas multiplas vezes para empacotar
dados em uma Unica mensagem. Assim, uma mensagem pode conter varios vetores, cada um com
um tipo diferente de dado. Ndo ha limite para a complexidade das mensagens, mas uma aplicagdo
devera desempacotar a mensagem exatamente como ela fol empacotada.

Os argumentos para cada uma das rotinas sdo um apontador para o 1I° item a ser

empacotado, nitem € o nimero total de itens do vetor a serem empacotados, € stride €o
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passo a ser usado quando empacotando os itens. Um stride igual a 1 significa que os itens estdio

ocupando posigdes contiguas de memoria serdo empacotados.

int info=pvm_packf({ const char *fmt,...)

int info=pvm pkbyte( char *Xp, int nitem, int stride)
int info=pvm_pkcplx{ float *cp, int nitem, int stride)
int info=pvm pkdcplx( double *zp, int nitem, int stride)
int info=pvm_pkdouble (double *dp, int nitem, int stride)
int info=pvm pkflecat{ float *fp, int nitem, int stride)
int info=pvm_pkint ( int *ip, int nitem, int stride}
int info=pvm pklong( long *ip, int nitem, int stride}

Cada uma das rotinas pvim_pk* () empacota um vetor de um determinado tipo de dado
no buffer de emissdo ativo. A rotina em FORTRAN pvmfpack (STRING, ...} espera que
nitem seja o numero de caracteres na sfring e stride seja 1. ‘

Se o empacotamento for bem sucedido, info sera zero. Se algum erro ocorrer, info
sera < 0. Uma vanavel simples (ndo um vetor) pode se empacotada estabelecendo nitem=1 e
stride=l.

Uma unica subrotina FORTRAN substitui todas as fungdes C acima.

call pvmfpack(what, xp, nitem, stride, info)

O argumento xp ¢ o primeiro item do vetor a ser empacotado. Em FORTRAN o nimero
de caracteres em uma string a ser empacotada precisa ser indicada em nitem. O inteiro what
indica o tipo de dado a ser empacotado.

A rotina pvm_packf {) usa uma expressio no formato printf para indicar o tipo de

dados a ser empacotado no buffer de emissdo.

Parametros:
frt expressdo do formato dos dados a ser empacotado.
nitem namero total de itens a serem empacotados (nio o numero de bytes).
stride passo a ser usado quando empacotando os itens.
Xp ponteiro para o comego de um bloco de bytes, ou seja, a primeira posigdo do vetor

de dados (itens) a ser empacotado. Pode ser qualquer tipo de dados, mas precisa
concordar com o correspondente tipo de dado a ser desempacotado.

cp vetor de numero complexos de pelo menos nitem*stride itens de tamanho.

Zp vetor de numero complexos em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride
itens de tamanho.

dp vetor de nimero reais em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride itens de
tamanho.

fp vetor de numero reais de pelo menos nitemxstride itens de tamanho.

ip vetor de numero inteiros em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride itens
de tamanho.

ip vetor de nimero inteiros de pelo menos nitemxstride itens de tamanho.

sp apontador para uma sfring de caracteres terminada por NULL.

what inteiro indicando o tipo de dados sendo empacotado.
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STRING 0 REAL4 4 BYTEl 1 COMPLEXS8 5 INTEGERZ 2

REALS 6 INTEGER4 3 COMPLEX16 7
info codigo inteiro de stafus retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam
um erro.

A.6.2.3 - Enviando e Recebendo Dados
pvmfsend() | pvm_send()

int info = pvm_send(int tid, int msgtag)
call pvmfsend(tid, msgtag, info)

A rotina pvm_send () rotula uma mensagem armazenada no buffer de emussio ativo
com um identificador inteiro msgtag e a envia imediatamente para o processo identificado por
tid. msgtag e usado para rotular o conteudo da mensagem. A rotina pvm_send() €

assincrona. A computagdo no processo emissor recomeca assim que a mensagem esteja segura em

seu caminho para o processo de recepgdo. Pardmetros:

tid identificador inteiro do processo destino.

msgtag inteiro fornecido pelo usuario usado para rotular a mensagem. msgtag devera
ser > 0.

info codigo inteiro de sfafus retormado pela rotina. Valores menores que zero indicam
um erro.

pvmirecv() pvm_recv()

int bufid = pvm _recv{int tid, int msgtag)
call pvmfrecv(tid, msgtag, bufid)

Arotina pvm_recv () bloqueia o processo até que uma mensagem com rétulo msgtag
tenha chegado de uma Tarefa com identificador tid. Ela entdo coloca a mensagem em um
novo buffer de recepgdo ativo que foi criado. O buffer de recepgao ativo anterior € esvaziado.

Se pvm_recv () for bem sucedida, bufid tera o valor do identificador do novo buffer
de recepgdo ativo. pvm_recv () € bloqueada, que significa que a rotina espera até que a
mensagem chegue ao pvmd local. Se a mensagem chegar, entdo pvm recv() retomna
imediatamente com a mensagem. Uma vez que pvm_recv () tenha retornado, os dados na

mensagem podem ser desempacotados para a memoria do usuario, usando as rotinas de

desempacotamento.
Parametros:
tid identificador inteiro do processo emissor da mensagem, fornecido pelo usuario.

(-1 neste argumento aceitara mensagens de qualquer Tarefa.)
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msgtag inteiro usado para rotular o conteddo da mensagem, fornecido pelo usuario.
msgtag precisa ser > 0. Ele permitira ao programa do usuério distinguir entre

diferentes tipos de mensagens. (-1 neste argumento aceitard mensagens com
qualquer rotulo.})

bufid inteiro retornando o identificador do novo buffer de recepgdo ativo. Valores
menores que zero indicam erro.

A.6.3 - Desempacotando Dados

L

As seguintes rotinas em C desempacotam (multiplos) tipos de dados do buffer de
recep¢do ativo. Em uma aplicagio, elas devem concordar com suas correspondentes rotinas para
empacotamento em tipo, numero de itens, e stride. nitem é o numero de itens que serdo

desempacotados e stride ¢ o passo usado no desempacotamento para a memona do usuario.

int info=pvm_unpackf( const char *fmt, ...)

int info=pvm upkbyte( char *RXp, int nitem, int stride)
int info=pvm_upkcplx{ float “*cp, int nitem, int strade)
int info=pvm_upkdcplx{ dcuble *zp, int nitem, int stride)
int info=pvm _upkdouble( double *dp, int nitem, int stride)
int info=pvm upkflecat( float *fp, int nitem, int stride)
int info=pvm_upkint{ int *ip, int nitem, int stride)
int info=pvm_upklong ( leng *ip, int nitem, int stride)

Cada uma das rotinas pvm_upk* () desempacota um vetor de um determinado tipo de
dados do buffer de recepcio ativo.

Uma exceqdo € pvm_upstr () que por definigio desempacota uma siring de caracteres
terminada por NULL e assim ndo necessita dos argumentos nitem e stride.
Arotina pvm_unpackf () usa uma expressio no formato printf para indicar o tipo dos dados
a serem desempacotados no buffer de recepcdo. A rotina em FORTRAN
pvmfunpack (STRING, ...) espera que nitem seja o numero de caracteres na siring €
stride seja 1. Se o desempacotamento for bem sucedido, info sera zero. Se algum erro
ocorrer, info serd < 0. Uma vanavel simples (ndo um vetor) pode ser desempacotada
estabelecendonitem =lestride =1,

Uma Gnica subrotina em FORTRAN substitui todas as fungdes C acima.

call pvmfunpack(what, xp, nitem, stride, info)

Pardmetros:

fmt expressdo do formato dos dados a serem desempacotados.

nitem numero total de itens a serem desempacotados (ndo o nimero de bytes).

stride o passo a ser usado quando desempacotando os itens para a memonia.

Xp apontador para o comego de um bloco de bytes, onde serdo desempacotados os
itens. Pode ser qualquer tipo de dados, mas precisa concordar com o tipo de dado
empacotado.

cp vetor de nimeros complexos de pelo menos nitemxstride itens de tamanho.

Zp vetor de nimeros complexos em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride

itens de tamanho.
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dp

fp
ip

jp

what

info
um

vetor de numeros reais em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride itens
de tamanho.
vetor de niimeros reais de pelo menos nitemxstride itens de tamanho.
vetor de numeros inteiros em precisdo dupla de pelo menos nitemxstride
itens de tamanho.
vetor de nimeros inteiros de pelo menos nitemxstride itens de tamanho.
apontador para uma string de caracteres terminada por NULL.
inteiro indicando o tipo de dados sendo desempacotado.

‘

0 REARL4 4 BYTE 1 COMPLEY.8 5

INTEGER2 2 REALS & INTEGERY4 3 COMPLEX16 7

N Liss

codigo inteiro de status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam

erro. [Sunderam 94).
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Apéndice B

Algoritmos paralelos

utilizados nos testes

Algoritmo BI - Eliminagfio de Gauss - Resolve um
sistema linear Ax = b através da Eliminacio de Gauss
com pivotcamento parcial usando processamento
paralelo. Ao término, a matriz 4 conterd a matriz
triangular superior resultante da climinagio. O vetor dos
termos indcpendentic b serd atualizado a cada passo da
elimina¢do. Este ¢ o algoritmo para a Tarefa-Mestra.

¢ Eliminacio de Gauss - Tarefa-Mcstra

¢ nprocs = nimero de Tarcfas-Escravas a serem distnbuides
¢ nla = numero de linhes da matriz 4

c nca = nimrero de colunas da matniz 4

¢ mitd = identificador da Tarefa-Mestra

¢ wtids = vetor de idantificadores das Tarefas-Escravas

¢ linhas, extra = usados pars delerminar a quantidade de linhas

¢ da matriz a serem enviadas a cada  Tarefa-Escrava
¢ linha = posicio da linha tia matriz 4

c rot = eodigo de retomo de algumas fungdes do PYM
¢ =& = matriz 4

¢ b = vetor dos lermos independentes

call pvmifmytid { mitid }
if( miud < 0 ) then do
print ' Tarefa-Mesira incapaz de registrar-se no PVM'
print ' Tarefa-Mestra saindo_....'
stop
ehe
print Tarcfa-Mestra registrada no PVM com o numero: ', mitid
endif
In=nla-1
linhas = In / nprocs
extra=mod ( In, nprocs )
col=1
tam = nla
col=1
index =0
mifpivo{ 1 )= 1
for i = 2 until nprocs do
mtfpivo( i) =0
endfor
for i= ] until nprocs do
mrecpivo( )= 1
endfor
for i =1 ont] nla do
npiv(i)=i
endfor
. colmax = 0.0DO
fori=1 until nla do
hold = abs{ a{ npiv(1), 20l })
if (hold > colmax ) then do
colmax = hold
nrow=1i
endif

4]

endfor

ipivot = npiv( nrow )

if( nrow # 1 )thendo
apiv( nrow ) = npiv( col )
npiv( col ) = ipivot

endifl
call pvmfspawn( tarefa_cscrava’, pvimdefault, ™ | nprocs, wiids , ret )
msgnit = |
msgwk = 2
k=2
uso = 1
for i= [ untl nprocs do
(i < extra)thendo *
qtdlin = linkas + |
clse
qidlin = linhas
endif
Jpivot =npiv{ k )
call pvmfinitsend{ pvmdefault, ret )
cal] pvmfpack( imtegerd ,1,1, 1, ret)
call pvimfpack( imegerd , ool , 1,1, ret)
call pymifpack({ imteges4 ,tam, 1,1, ret)
call pvmfpack( integerd , qtdlin, 1, 1, ret)
call pvmfpack( real8 , af ipivot, 1 ), tam, nla, ret )
call pvmipack{ real8 , & ipivoi ), 1,1, ret)
call pvmfpack( mtegerd , mifpive(i), 1,1, et}
call pvmfpack( inteperd |, mrecpivo(i), 1, 1.ret)
for j = 1 until qtdlin do
call pvmfpack( real8 , a{ jpivol, 1 },tam, nla, ret)
call pymfpack( real , b jpivot ), 1, 1, ret )

call pvmfpack( integerd ., j, 1,1, ret)
call pvmfpack( integerd 1,1, 1, ret)
call pvmfpack( integerd ,uso, 1,1, ret)
k=k+1]
Jpivot = npiv(k )
endfor
call pvmiend( wtids( i ), msgmi , ret }
endfor
true=1
linha=Q
while { true = 1) do
linha = linka + |
ind=0

for k=1 untll nprocs do
if { mrecpivo{ k ) # O ) then do
ind=ind 41
call pyvmfrecv( wiids( k ), msgwk , ret )
call pvmfunpack( real8 , coluna{ind ), 1,1,
call pymfunpack( integerd , pos(ind ), 1,1,
call pvimfunpack( inlegerd , quattfiind ) , 1,
endif
endfor
colmax = 0.0D0
for i=| until ind do
hold = abs( coluna( 1))
if(hold > colmax) then do
colmax = hold
nrow = |
endif
endfor
Verifica a singularidade, A matriz ¢ considerada singular se
colmex for equivalente ac zero
if (um + colmax # um } then do
goto 73
elae
go to 250
endif
As vanidveis achei(1) e achei(2) informam parn as Tarefas-
Escravas em qual delas estd a préxima linha pivé
(pivotamento parcial)
73  continue
achei( 1 ) = pos( nrow )
achei( 2 ) = qualtf{ arow )
for j = 1 until nprocs do
call pvmfinitsend({ pvmdefault , ret )
call pvmfpack( integerd , achei, 2,1, ret)
call pvinfsend( wtids{ j ), msgmt, ret )
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endfor
for k = 1 unti] nprocs do
if { mrecpivo( k } # 0 ) then do
call pvmirecy( wiids( k ), msgwk , ret)
call pvmfunpack( integer4 , mtfpivo{ k), 1,1, ret)
call pvmfunpack( integerd, mrecpive(k ), 1,1, ret)
i ( achei( 2 )=k ) then do
call pvmfunpack( integerd ,meol , 1,1, ret)
call pyvmfunpack( integerd . mtam , 1,1, ret)
call pvmfunpack( real® , mlinhapivo, mtam , 1, ret )
call pvmfunpack( real®, mb, 1,1, ret)
call pvmfunpack(real8.aflinha mcol-1), mtam=1_nla. ret)
call pyvmfunpack( real® , b( linha ), 1,1, ret)
endif
endif
endfor
¢ ¢éauhtima linha recebida da Tarefa-Mestra
if{ linka =(nla—1)) then do
a{ nla , nla ) = mlinhapivo( 1 )
b nlay=mb
c MALA Of Processos CSaravos
fori= 1 until nprocs do
call pymflill{ wtids( i ), ret )
endfor
goto 120
endif
for m = | untdl nprocs do
i ( mrecpivo{ m } = (¢ )thendo
call pymfinitsend( pymdefault , ret )

call pvifpack( integerd , mtfpivo(m ), 1,1 ,ret)
call pymfpack( imegerd ,meol , 1,1, ret)
call pvrfpack( imegerd , mtam, 1, 1, ret )
call pymipack( real8 , mlinhapivo, mtam, 1, ret )
call pymfpack(real8 Lmb, 1,1 .ret)
call pymfsend( wiids{ m ), tsgmt, ret )
cndif
endfor
endwhile

120 continue
¢ inicio da substituigdo regressiva.
x(nla}=h{nla}/a{nla, nla)
for i = nla—] until | passo - |
sum = i)
for j =i+ | untl nlado
sum = sum - &{i,))x X(J)

endfor

si)= sum / ali,i)
endfor
print *,' solugdo do sisterna*
fori = | untli nla do

pant® x (L) ="0)
endfur

¢ calculo do vetor de residuos
fori = | untll nla do
Wi)= 0.0I0
endflor
for j = | until nla do
for 1 = | until nia do
Wiy=v(i)* aa(i.j) (i)
endfor
endfor
fori = ! until nla do
resid( i ) = abs{ bb(i) = Wi} )
endfor
indic = isamax( nla, resid , 1)
print *,' residuo =", resad indic )
po to 260
250 continue
print * ' matriz considerada angular
260 continue
call pymfexit ret )
stop
end
Obs.: ISAMANX(]) ¢ uma rotina do BLAS,

Algoritmo B2 - Eliminagdio de Gauss - Algoritmo para a

Tarefa-Escrava.

¢ = lamanho de uma linha da matriz 4

¢ mitid =identificador da Tarefa-Escrava

¢ tidmi = identificador da Tarcfa-Mestra

¢ motl = nimero de linhas a serem alocadas na memédria do processo
c escravo

¢ codret = codigo de retomo de algumas rotinas do PYM

call pyvmimytid{ mitid )
msgmt = 1
msgwk =2
call pyvmfparent( tidmt )
print ‘identidade da tarefa pai =", tidmt
print "identidade da Tarefa-Escrava =", mitid
call pvinfrecv( udmt , msgmt , codret )
call pvmfunpack( integer4 , wiarefa . 1,1 ,re1)
call pvmfunpack( integer4 , weol, 1, 1, codret )
call pyvmiunpack( integerd , wiam, 1, 1, codret )
call pymfunpaci( integerd , wqidlin, 1, 1, codret )
call pymfunpack( real8 , privet,, wiam, | , codret)
call pvmfunpack( real® , wbl, 1, 1, codret }
call pymfunpack( integerd . witfpivo . 1.1, codret )
call pyvmfunpack( imegerd , wrecpivo, 1, 1, codret )
for i=1 until wqtdlin do
call pvmfunpack( real8 , waa(i, 1), wiam, mot, codret }
call pymfunpack( real8 , wbb( 1), 1.1, codret )
call pymfunpack( imegerd , wpos(i),1,1,ra1)

call pymfunpack( imeger4 . wtaf{i). 1, 1. codret)
call pymfunpack( imteger4 , wuso(i), 1.1, codret)
endfor
true = |
while (true =1 )do
wx=0

for i = 1 untll wqtdlin do
If (wuso( i) # 0)then do
waa( i, weol ) = waa( i, weol )/ privet{ weol )
for j = weol £ | until nl do
waali,j) =waa(i, [} (waa( i .wool )xprivet(j))
endfor
whb( i) = wbb{ i)~ waa(i, weol } x whl
wx=wx+ 1
endifl
endfor
tcol = weol + 1
tconta = 0
fori= 1 untll wqtdlin do
iff wuso{ 1) = 0)thendo
tconta = teonta + 1
teolunaf tconta ) = waa( i, tcol )
tpos{ 1conta } = wpos{ i )
tafl tconta ) = wiaf{ 1)
endif
endfor
colmax = 0.0D0
for i= 1] until tcona do
hold = abs{ tcoluna{i) )
iff hold > colmax) thendo
colmax = hold
arow = i
endld
endfor
call pvmfinitsend( pvindefault , codret )
call pvmipack( real8 | tcoluna( nrow ), 1, 1, codret )
call pvmfpack( imegerd , tpos( nrow ) , 1, |, codret )
call pvmfpack( integer4 , ttaf{ nrow ), 1,1, ret)
call pvmfsend( tidmt , msgwk , codret }

call pvinfrecy( tidmt , msgmt , codret )

call pvmfunpack( integerd , wachei, 2, 1, codset )

if ( ( wachei{ 2 }=wiarefa ) .and (wx=1))thendo
wrecpivo=0

endif

call pvmfinitsend( pvindefault , codret )

call pvinfpack( integer4 , wifpivo, 1,1, codret )

call pvmfpack( integer4 , wrecpivo, 1, 1, codret)
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iR wiarefa = wachei( 2 ) ) then do

wiam = wiam -]
weol = weol + ]
call pvinfpack( imegerd , weol . 1,1, ret)
cal} pyvmipack( integerd , wtam , 1,1, ret }
call pymifpack(real8 waa(wachei{ 1), weol ) wiam.ntotret)
call pvmfpack( real® , whbb{ wachei( 1)),1,1,ret)
call pvmfpack(real2, privet(wool-1),wiam +1,1.codret)
call pvmipack( reai8 , wh1, 1, 1, codret )
wuso( wachei( 1) )=0

endif

call pvmfsend( tidmt , msgwk , codret )

I wreepivo=0) goto 80

call pvmirec( tidmdt , msgmnt |, codret )
call pvmfunpack{ integer4 , wtfpivo, 1, 1. codret )
call pvmfunpack( integerd , wool , 1, 1, codret )
call pymfunpack{ imtegerd , wtam, 1, 1, codret )
call pvmfunpack( real8 , privet{ weol ), witam,, 1, codret )
call pymfunpack( real®  wbl 1,1, codret)

endwhile

80 continue

call pvmiexit{ codret )

stop

end

Algoritmo B3 - Fatoragdo LU - Rcsolve um sistema

lincar 4x = b através da Fatoragio LU wusando a

Eliminagio de Gauss com pivoleamento parcial utilizando

processamento paralelo. Este € o algoritmo para a Tarefa-

Mestra.

¢ Faloaglio LU - Tarefa-AMestra

¢ nprocs = nmeno de Tarefas-Escravas a serem distribuidas
¢ nia = mimeno de linhas da matriz 4

c nca = numero de colunas da matnz 4

¢ mitid = identificador da Tarefa-Mestra

¢ wuds = vetor de identificadores das Tarefas-Escravas

¢ linhas extra = usados para determinar a quantidade de linhas da matriz 4
¢ a serem enviadas a cada Tarefa-Escrava

¢ linha = posi¢io da linha na matriz 4

¢ et = codigo de retorno de algumas fungdes do PAM

c a =a matniz 4

¢ b = velor dos Lermos independentes

parameter { nprocs = 5 )
integer msgrm , msgwk , meol , tam , mtam , mtfpive( nprocs )
integer mrecpivo( nprocs ). nrow | rel
imeger pos( nla ), quahti{ nla ), uso, linha . auxl
integer qdlin, mqidiin, extra , linhas , ind
integeri.j. k., m, 1, col, weol , mitid, npiv( nla }, jpivot , mipiv
integer In , whids( nprocs ), mudou , achei{ 2 ), quanti
real*8 a(nla,nca ), v(nla) x(nla), sux, b nla), resid( nla )
real*8 aa( nla, nca ), bb{ nla }, v(nla ), cotuna{ nla )
real*8 mlinhapivo( nla ), colmax , hold, mb, zero, um
data zero'0.0D0/ , um  1.0DG/
call pvmfmyti mitid )
ir{ mitid < 0)thendo
print ' Tarefa-Mestra incapaz de registrar-se no PVM *
print ' Tarcfa-Mestra saindo......."
stop
clse
print Tarefa-Mestra regisirada com o nlunero:’, mitid
endif
In=nla-|
linhas = In / nprocs
extra =mod( In , nprocs )
col=1
tam = nla
ool =1
index =0
mufpivo{ 1 }=1
for i=2untl nprocs do
mifpivo{i)=0
endfor
fori=1 until nprocs do
mrecpivo{ i) =1
endfor
fori=1untl nlade
npiv(i)=1i
enfor
colmax = 0.0D0
pesquisa pelo maior valor absoluto na primeira coluna (pivoteamento
parcial)
fori= 1 until nla do
hold = abs{ a{ ppiv (i}, col }))
If ( hold > colmax)then do
coimax = bold
nrow = i
endif
endfor
ipivot = apiv( nrow )
il nrow =1)goto 15
npiv{ nrow ) = npiv{ ¢ol }
npiv( col } = ipivot

15 continue

call pvmfspawn(' tarefa_escrava’,pvmdefault,'™, nprocs,wiids,ret)
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msgot = 1

msgwk = 2
k=2
uso= |
fori= 1 untll nprocs do
If{i < extra)thendo
qudlin = linhas + }
else
qtdlin = linhas c
endif
jpivot=npiv( k)
call pvmfinitsend( pyvmdefault , ret )

¢ call pvmfpack( imegerd 1, 1,1, 1t)
call pvmfpack( imtegerd ,col , 1,1, re1)
cali pymfpack( integerd ,tam, 1,1, ra1)
call pvinfpack( integerd, qidlin, 1,1, ret ) ¢
call pvmfpack( real® , af ipivot , 1), 1am , nla  re1 )
call pvmipack( real® , b{iprvot ), 1,1 ,ret)
call pyvmfpack({ mtegerd . mifpivo({i), ), 1,ret)
call pyvmfpack( integerd , mrecpive(1), 1,1, re1)
for j= until qtdlin do
call pvmipack( real® , af jpivol, 1), tam , nla, ret )
call pymifpack( real8 , b(jpivot ), 1, 1. ret)
call pymipack( imtegerd .j. 1.1 ,ret)
call pymfpack( imegerd . i. 1.1 ,ret)
call pyvmfpack( imegerd ,uso, 1,1, et}

k=k~1 call pymfpack( integerd . mtam . 1,1 .ret )
jpivol = mpiv( k) call pvmipack( real8 , mlinhapivo, nla, 1, re1)
endfor call pvmipack(real8 .mb. 1,1 ret)
call pvmifsend( wtids( i ), msgmt , ret ) md;lllp\mfsaﬂ(“udﬂm).msgzm.m)
d I
::l:c 1r| endfor
i endwhile
linha = 0
while (true = 1 )do 120 continue
linha = linha + 1 ¢ [nicio da substituiglio progressiva. O resultado ¢ armazcnado em y
:_'d B ; ¢ Resolvea cquagBoLy=b
3] =

for k = | untll nprocs do
if { mrecpivo( k ) # 0) then do
ind=1ind + 1
call pvmfrecv wiids( k ), msgwk | ret)
call pyvmfunpach( real8 | coluna(ind }, 1,1, ret)
call pymfunpack( inlegerd . pos{ind ), 1, 1,11}
call pvmfunpack( integerd . quahf{ind ), 1,1 .ret)
endif
endfor ¢
colmax = 0.0D0
for i=1 until ind do
hold = abs{ coluna({i) )
if ( hold > colmax ) then do
colmax = hold
nrow = i
endif
endfor
Verifica a singularidade. A matriz é considerada singular se ¢
colmax for equivalente a0 zero
tf {um + colmax # um ) then do
goto 73
else
go to 250
endif
As varidveis achei( 1) e achei(2) informam para as Tarefas-
Escravas em qual delas estd a proxima linha pivd
{pivolamento parcial)

73  continue

achei{ 1 ) = pos( nrow )
achei{ 2 } = qualtfl nrow )
for j=1 until nprocs do

call pvmfunpack( inleperd .meol , 1 . 1. ret)
call pymfunpack( integer4 . mtam . 1,1, ret)
call pvmfunpack( real8 , mlinhapivo,nla, 1. ret)
call pvmfunpack( real8 ,mb. 1,1, ret)
call pvmfunpack( real8 , af linha, 1 ), nla, nla, ret)
call pvinfunpack( real® , & linha}, 1,1 ,re1)
endif
endif
endfloy
€ ahima linha pivd
if (linha = (nla—1} )then do
fori= | until nla do
a( na, i) = miinhapivo( i )
endfor
b nla )=mb
mala Os proCessSos CSCTavos
for 1= 1 untl nprocs do
call pvmikili{ wids( 1), ret)
endfor
go to 120
endif
for m = | until nprocs do
if ( mrecpivo(m ) # 0)then do
call pyvmfinitsend{ pvmdefault, ret )
call pyvmfpack( integerd . mifpivo(m ). 1.1, ret)
call pvmfpack( integerd .meol , 1,1, ret)

W1)=b(1)
for k = 2 until nla da
aux = 0.0D0
for i=| until k-1 do
aux=aux+{alk,i)xy(i) )
endfor
v(k)=b{k)- aux
endfor
nicio da substituigho regressiva.
x(nlay=s{nla)/a(nla.nla)
fori=nla- ] until 1 passo -] do
sum=y(i)
forj=i+ 1 until nla do
sum=sum-~ai,j) x x{j)

enfor
x(i)=sum/ 8{1i.1)
enfor
calculo do vetor de residuos
for i=1 until nla do
Vi)= 0.0D0
endfor

for j=1 until nla do
for i=1 until nis do
Mi)y=w(i) + aali,j)x=j)
endfor
endfor
for i=1 until nla do
resid{ i )= abs( bb{i)-w(i})
endfor
indic = isamax( nla , resid , 1)
print *' residuo =", resid{ indic )

call pvmfinitsend{ pyvindefault , ret ) go to 260
call pymfpack{ imegerd , achei, 2,1 ,ret) 250 continue
call pvinfsend( wiids( j ), msgmt , ret ) print *,' matriz considerada singular '
endfor 260 continue
for k=1 until nprocs do call pvmfexit( ret )
if { mrecpivo(k ) # 0) thendo stop
call pvmirecv( wiids( K ), msgwk , ret ) end

call pvmfunpack( integerd , mtfpivo(k ), 1,1, ret)
call pyvmfunpack( imegerd , mrecpivo{ k ), 1,1, ret)
if (achei( 2 )= k ) then do

Obs,; ISAMAX() ¢ uma rotina do BLAS.
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Algoritmo B4 - Fatoracdo LU - Algoritmo para a
Tarefa-Escrava.

Fatorag@io LU - Tarefa-Escrava
nl = tamanho de uma linha da matriz 4
mitid = idemificador da Tarefa-Escrava
tidrd = identificador da Tarefa-Mestra
niotl = nitmero de linhas a serem alocadas na mandria do
processo escravo
codret = codigo de retorno de algumas rotinas do PYM
include fpvm3 ' :
parameter( nl = 500)
parameter( nprocs = 5)
parameter(mot =({nl-])/nprocs)+ 1)
imeger i, codrel , mitid, tidmt , wool | wlinha |, wqidlin, wifpivo
integer wrecpivo , wiarefa , tool , toonta , wx , nrow
integer tpos( riot ), taff ntot ), wachei{ 2 ), wpos{ Mot )
imeger In, msgrnt , msgwk |, wiam , wopiv( miot ), wuso{ mol )
integer wiaf{ mot )
real8 privet( nl }, waa( niot, nl }, teoluna ( atot ), wh1, whb( ntot )
real®8 colmax , hold’
call pyinfimyid{ mutd )
msgmt =1
msgwk = 2
call pyvmfparent( tidmt )
print ‘ideridade da tarefa pai =", tidmt
print dentidade da Tarefa-Escrava =", mitid
call pvmfrecy( tidmt , msgrm , codret )
call pvmfunpack( integerd , wtarefa , 1,1, ret)
call pvmfunpack( imtegerd , weol , 1, 1, codret )
call pymfunpack{ imegerd , wiam , 1, 1, codret )
call pvmfunpack( imegerd , wqtdlin, 1, 1, codret )
call pvmfunpack( real8 , privet ., wiam, 1, codret )
call pymfunpack( real8 , wbl , 1,1, )
call pvmfunpack( integerd , wifpive, 1,1, codret )
call pymfunpack( imegerd , wreepivo, 1, 1, codret )
for i = 1 until wqdlin do
call pvmfunpack( real8 , waa( i, 1), wiam, ntot , codret }
call pymfunpack( real® , whbb(i), 1,1, ret)
call pyvmfunpack( imegerd , wpos{i),1.1,ret)
call pvinfunpack( integerd , wtaf{ i), 1,1, codret )
call pymfunpack( integerd , wuso{i), 1, 1 . codret )
endfor
true = ]
while (true = | )do
wx = 0
fori = 1 until wyqdlin do
f(wuso{i) # 0 )thendo
waa{ i, wool ) = waa{i, weol )/ privet( weol )
for j = weol + | untll nl do
waa(i j ) = waa(i . j)- ( wan(i , weol )x privei(j ))
endfor
WX = wx+1
cndif
endfor
teol = weol + 1
teonta =0
for i = | until wqldlin do
if ( wuso( i) # 0) then do
teonta = tcomta + ]
1cofuna( iconta )= waa(i,tcol)
tpos( tconta ) = wpos( i )
taf{ tconta ) = wiaf{1)
endlf
endfor
colmax = 0.0D0 -
for i = 1 untll tcona do
hold = abs( tcoluna(i))
if ( hold > colmax) then do
colmax = hold
nrow = i
endif
endfor
call pvinfinitsend( pvmdefault , codret )
call pvmfpack( real8 , 1coluna( nrow ), 1,1, codret)
call pvmfpack( integer4 , tpos(mrow ), 1, 1, codret)

n 660 nn a0

call pvmfpack( inteperd | ttaf{ nrow ), 1,1, ret)
call pyvmfsend( tidmt , msgwk , codret )

call pvmirecy( tidmt , msgnat , codret )
call pyvmfunpack( imeger4 , wachei, 2, 1, codret )
ir ( ( wachei(2) = wtarefa) .and (wx = 1) ) then do
wreepive = 0
endif
call pyvmiinitsend( pyvmdefault, codret )
call pvmfpack( integerd , wifpivo, 1, 1, codret )
call pvmfpack( integerd , wrecpivo, 1, 1, codret )
if (wtarefa = wachei( 2 ) ) then do
wiam = wiam — |
weol = weol + 1
call pvmfpack( imtegerd , weol , 1,1, ret )
call pvmfpack( integerd , wtam , 1,1, et )
cal} pyimfpack(real& waa(wachei(1),1) ,nl ntot, ret)
call pvmfpack( real® , wbb( wachei{ 1) ).1,1,ret)
call pyvmfpack( real8 , privet . nl, 1, codret )
call pvmipack( resl8, wb1, 1, 1, ret)
wuso{ wachei{ 1))= 0
endif
call pymfsend( tidmt . msgwk , codret )

il wreepive = 0) go to B0

call pvmfrecy( tidmt | msgnt , codret )

call pvmiunpack( integerd , wifpivo, 1,1, codret )

call pvmiunpack( integerd , weol, |, 1, codret )

call pvmfunpack( integerd , wiam , 1, 1, codret )

call pvmfunpack( rcal® , privet ,ni, 1, codret )

call pvmfunpack(real® ,whbi, 1,1 . ret)
endwhlile

80 continue

call pyvmifexit( codret )
stop
end
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Algoritmo BS - Método iterativo de Gauss-Jacobi -
Resolve um sistema linear .4x = b através do método
iterativo de Gauss-Jacobi. A matriz 4 deve ser

estritamente diagonal dominante. Este ¢ o algoritmo para
a Tarefa-Mestra,

Méodo Tterativo de Gauss-Facob - Tarefa-Mestra

nprocs = nimero de Tarefas-Escravas a serem distribuidas
nla = namero de linhas da matriz A

nca = pumero de colunas da matriz 4

mitid = idemtificador da Tarefa-Mestra

wlds = vetor de identificadores das Tarefas-Escravas

finhas,extra = usados para delerminar a quantidade de linhas da
matriz A 8 serem civiadas a cada Tarefa-Escrava
linha = posigio da linha ns matriz 4

O 6o 0 n 0o 06 60 0n oo 6obao

et = cidigo de retormo de algumas fungdes do PVA
a = matriz4 diagonal dominante estrita

b = velor dos termos independentes

X = vetor de aproximagdio inicial

s = precisdo requenda

maxit = nkmero maxima de teragdes declarado
e = vanive] de controle

include fprm3 b

paramcter( nprocs = 5 )

parameter( nla = 2000 )

parameter{ nca = 2000 )

imeger linhas , extra, linha , msgmi , msgwk ,i.§,h, ite, maxn
ineger ret , wiids{ nprocs ), bufid , tidmet , mitid , qidlin
integer mlinha , mqidhn , index
real*8 a{nlz , nca ), b{nla), xold nia ), x(nla),cps, v(ala)
real*® resid{ nla)
real®8 maior, aux , sum , vetor( nla x nca ), wa{ nla , nca )
maxit = 50
s = 1.0D-12
¢ registra a Tarefa-Mestra no pym
call pyvifimyvtid{ mitid )
if{ nitid < 0)Ythendo
print ‘ Tarefa-Mestra incapaz de registrar-se no PYM '
print ' Tarefa-Mestra saindo.... "
stop
clse
print ' Tarefa-Mestra registrada com o ndmero: *, mitid
endif
¢ inicializagio do vetor de aproximagio inicial
for 1= 1 untll nia do
x{1}=0.0D0
endfor

for i = 1 untll nla do
xold{ i )=x{1)
endfor
¢ determina a quantidade de linhas a serem enviadas a cada Tarcfa-
¢ Escrava
linhas = nla / nprocs
extra = mod ( nla , nprocs )
linha = 1
¢ distnbuigio das Tarefas-Escravas na miquina virtual
call pvmfspawn( tarefa_escrava ' prmadefault " nprocs,wiids,ret)
for i=1 until nprocs do
H{i S cxtra)then do

qtdlin = linhas + 1
else

qidlin = Jinhas
endif

c envia dados para as Tarefes-Escravas
c linha = ¢ a posico na matriz.
e qudlin = quantidade de linhas da matriz 4, que sero enviadas para
c cada Tarefa-Escrava
c b = qtdlin elementos do vetor independente b
¢ xold = vetor de aproximagio micial
¢ a = as qidlin linhas da matriz 4
msgmt = 1

o 60 0 nn0

call pvmfinitsend pymdefault | bufid )

call pvinfpack( tnteger4, linha , 1,1, ret )

call pvmfpack( integerd , qudlin, 1,1 . ret)

call pvmfpack( real8, b( linha }, qtdlin, 1, ret )

call pyinfpack( rcal8 , xold ,nla, 1, ret)

for j =1 until qtdlin do
call pvmfpack( real8, a( linha, 1 ). nla, nla, ret)
linha = linha +

endfor

call pyvinfsend( wtids( 1), msgmt , ret )

endfor

espera pelos resultados das Tarefas-Escravas

miinha = posigiio micial no vetor x .

mqtdlin - = nimero de elementos a serem desempacotados em x 2

partir da posigio s{mlinha)

x(mlinha) = os mqtdlin clementos do novo vetor ileragio

ite=0
while{ ile £ maxit )do
fe=ite + ]
msgwk = 2
for i = | untll nprocs do
call pyinfrecv) wuds( i }, mspwk , bufid )
call pvmfunpack( integerd , miinha , 1,1 . ret)
call pymfunpack( integerd . mqudlin . . 1 ret)
call pyvmfunpack( real8 , x{ mlinha ), mqudiin, 1, ret )
endfor
faz o teste de parada
aux=x{ 1 )— xold( 1)
maior = abs{ aux )
for i =2 until nla do
aux = x( 1)~ xold{ i}
aux = abhs{ aux)
if ( aux > maior ) then do
MAIOr = aux
endif
endfor
If{ maior £ eps) thendo
ge to 160
endif
for i =1 until nlado
xeld{1)=x{1)
endfor
envia o novo velor iteragdo para as Tarclas-Escravas
fori= 1 undl nprocs do
call pvmiinitsend{ pymdefautt | bufid )
call pvmfipack{ real®  xold , nla. §,ret )
call pymfsend( wiids{ i ) . msgmt, ret )
cndfor
endwhile

160 continue

print *sojugior’

for i = ] entil nla do
print 'x("iN="\ %)

endfor

™ALA 05 PrOCEssOs ESCTaves

for i = 1 until nprocs do
calf pvmnfkill( wiids( i), ret)

endfor

calculo do vetor de residuos

for i =1 antil nla do
v(i)=0.0D0

endfor

for i= I until niado
aux = 0.0D0
for j = 1 until nia do
aux=aux+afi,j) xx(j}
endfor
v(i)=aux
endfor

for i=1 untfl nla do
resid( i) = abs( B{i}-v(i) )
endfor

indic = 1samax{ nla , resid , 1 }
print *residuo =", resid( indic )
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Algoritmo B6 - Método Iterativo de Gauss-Jacobi -

print ' nimero de fteragdes maximo declarado =", maxit
print ' nimero de fleragdes usadas =, ite

call pymfexit{ ret )

slop

end

Algonitmo para a Tarefa-Escrava.

a6 6 6 0 060
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Método iterativo de Gauss-Jacobi - Tarcfa-Escava

nl = lamanho de uma linha da matriz 4

mitid = identificador da Tarefa-Escrava

tdmt = identificador da Tarefa-Mestra

motl = numero de linha A screm alocadas na meméria do
Processo escrave

codret = cidipo de retomo de algumas rotmas do PYM

inciude fpym3.h'

parameter( nl = 2000 )
parameter( npracs =5 )
parameter{ ntot] = ((ni=1)/nprocs)+ 1}
ineger codret , mitid , tidmt , contr
inleger msgmt , msgwk L 1, ), wlinha | wqtdlin, true
real*8 wa{ ntotl, nl ), wh{ ntotl )
real*8 wid ntoll ), wxold{ nl ), soma
registro da Tarefa-Escrava no PV M
call pymimytid{ mitd )
if (miid < Q) then do
print ' Tarefa-Escrava incapaz de registrar-se no PVM*
print ' Tarcfa-Escrava saindo..... *
stop
clse
print * Tarcfa-Escrava registrada com o niimero: ",mitid
endif
recebe uma mensagem da Tarefa-Mestra contendo:
whnhe = indica a posigio na matriz A, indicando a primeira
{inha enviada pela Tarefa-Mestra
wtdlin = quantidade de linhas enviadas a Tarcfa-FEscrava, a
partir da hinha whinha
wh = conlém waqtdlin elementos do velor independente,
comegando pelo elemento na posigio b{wlinha).
wxold = o velor iteragdo, contendo nla clemantos
Wa = matniz que ird amazenar as wqtdlin linhas da matriz 4.
gt = |
msgwk = 2
call pymfparent( tidmt )
call pyvmfrecv( tidmt , msgmt , codret )
call pyvmfunpack{ integerd , wlinha , 1, 1, codret )
call pyinfunpack( integerd , waidlin, 1, 1, codret )
cali pymfunpack( real8 , wh, wytdlin, 1, codret )
call pvmfunpack( real® , wxold, ul, |, codret )
contr = wlinha
for i = ] until wqidlin do
call pvmfunpack( real®, wa(i, 1), nl , ntotd, codret )
endfor
calculo das wqtdlin componentes do novo vetor iteraglo
true=1
while {true = 1)do
contr = wlinha
for i= [ until wqdlin do
soma = 0.0D0
for j= 1 undlnl do
iff contr # j )then do
soma = soma + (wali,] ) x wxold(j))
endif
endfor
wx(1)=( wb{i)—soma)/wa(i,contr)
comtr = contr + 1
endfor
envia o resuliado da operagio de volts & Tarefa-Mestra
wlinha = indica a posi¢io do vetor 1 onde deve comegar
o desempacotamento dos waqtdlin efementos do
novo vetor teragio
watdlin = indica a quantidade de clementos da nova fteraghio
que serdo enviados para a Tarefa-Mestra

< WX = 08 watdlin elementos que fardio parte do novo vetor
c iu

call pymfinitsend( pymdefauh , codret )

call pvmfpack( integerd , whinha , 1, 1 , codret )

call pymfpack( integerd , waudlin , 1, 1 , codret )

<all pyvmfpack( real8 , wx, wqtdlin, 1, codret )

call pvmisend( tidmt , msgwk , codret }

call pymfrecy( tidmt , msgrat , codret )
cal] pvmfunpack( real8 , wxold , nt, 1, codret )
endwhile
call pvmfexit( codret )
stop
end

Algoritmo B7 - Gradientes Conjugados - Resolve um
sistema lincar Ax = b ( a matriz 4 simétrica positiva
definida) através do método iterativo dos Gradientes
Conjugados usando processamento paralelo. Este é o

algoritmo para a Tarcfa-Mestra.

versio na linguagem FORTRAN da Tarcfa-Mestra para o ambicnte pvm.
A Tarefa-Mestra ¢ responsavel pela criagho das Tarcfas-Escravas que viio
trahathar na resolugio do probiema, coordenagio da entrada dos dados
tniciais para cada tarefa escrava ¢ pela coleta dos scus resuliados parciais,
A Tarefs-Mestra distribui nprocs Tarefas-Escravas na maquina virtual,

nprocs = mimero de Tarefas-Escravas a serem distnbuidas
nla = niunero de linhas da mainiz 4

nea = nimero de colunas da matriz 4

mitid = identificador da Tarcfa-Mestra

wiids = vetor de identificadores das Tarcfas-Escravas

linhas , extra = usados para determinar a quantidade de linhas da
matriz A serem enviadas a cada Tarcfa-Escrava

linha = posigho da linha na matriz A

rel = oddige de retorno de algumas fungdes
a = matriz 4

b = vetor dos lermas independentes

X = vetor de aproximaciio inicial

cps = precisiio requerida

maxit = pumere maxime de ticragdes declarado
ite = variivel de controle

cada Tarefa-Escrava reccbe:
(rda / nprocs) linhas da matriz 4
(nia / nprocs) clementos do vetor independente b
€ 0 vetor de aproximac3o inicial x

nonnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

include fpvm3 W'
parameter( nprocs = 2 )
parameter{ nla= 4 )
parameter({ nca=4)
integer linhas , extra , linha , mspmt , msgwk , i.j, h,ite, maxt
integer ret . wlids( nprocs ), bufid , tidmet , mitid , qidlin
integer mlinha , mqtdlin, date_time(®)
real*8a(nla,nca), m(nla), b{nla),v(nla), x(nla)
real*8rsd{ nla ), z{ nla ), soma,t della,c.,d
deha = 1.0D-12
maxit = 50
¢ pera a malriz simétrica positiva definida
for i =] until nlado
soma = 3.0D0
for j=luntll nla do
if (j <i)then do
n{i,j)za(],l)
elae
a(i,j)=dble(float{i+j))
endif
soma =soma + dabs(a(i,j))
enfor
afi,i)=soma + soma
endfor
¢ gera o velor independente de modo que a soluglio do sisema lincar scja
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¢ (L,L1,.,1) print ' fleracao ="k

for i =1 until nla do ¢
soma = 0.0D0 endfor
for j=1 until nla do 100 continue
soma = soma +4(i,j) ¢ mata as Tarefas-Escravas
endfor for i = luntil nprocs do
[ e— call pymfkill( wtids( i ), ret )
endfor endfor
for i= luntil nla do print 'a solucao é '
x(i)=0.0D0 for i=1 until nlado
endfor print 'x(,i,7)=",x(i)
callresid(nla, 4 ,x,b,r) endfor
for i=1 until nla do print ' o vetor residuo &'
vi)=r(i) for i=1 until nlado
endfor prnt rC,i,")=",m(1)
¢ = prod(nla,r,r) endfor )
linhas = nla / nprocs call pvmfexit(ret)
extra = mod( nla , nprocs ) stop
linha =1 ¢
& function prod( nla, x,¥)
istribui . &
z distribui as Tarefas-Escravas " . p——
call pyvinfs Aarcfa_escrava’ ,pvindefault | '* wiids ret <
for o1 et de T TOSMUSD T realtg o). (). soma
If(i < extra) thendo v = Sy
Q=18 o for i= luntil nla do
else soma = soma+x(1)x¥(i)
qudlin = lint endfor
endif z‘::m
msgmt = |
call pyvmfinitsend({ pvmdefault , bufid ) & o
call pyvmfpack( integer4 , linha, 1,1 ,ret) 5 3
call pvmfpack( integerd , qudlin, 1, 1, ret ) . subroutine resid(nla , 4 ,x,b,r)
call pvmfpack( real8, v, nla, 1, ret) X
for j=1 until qidlin do g pata ety 1= Balx
call pvmfpack( real8 , A( linha, 1), nla, nla,ret) ioteger i
by et real*8 a(nla, nla ), x(nla ), Bnla ), r( nla )
Mwtidsl i callmult(nla,4.x,r)
endfis cal] il Witds( L) et o8 ) for i = luntil nla do
¢ r(i) =®i)- (i)
for k=1 until maxit do e
if( sqrt( prod(nla,v,v) ) < delta) go to 100 sk
msgwk = 2 cod
[
c
c reccbe das Tarefas-Escravas vetores que viio compor o vetor z subroutine mult( nla, 4, x,¥)
[~
Cc
for ;ll::nﬁ;npmisu;:(i) e ¢ computa o produto matriz 4 pelo x vetor
g LA ) for i=luntilnlad
call pvmfunpack( real8 , z( mlinhs ), mqtdlin, 1 , ret ) ey
2 enilfor for j= luntil nla do
t=c/prod(nla,v,z) soma = soma +A(i,j)x 5(j)
for i= 1 until nla do f(“’lf;’:
drx(i)-‘: x(i) +txv(i) s
endfor
c
for i= luntil nla do e,
r(i)= r(i)- 1 x2(i) e
endfor
c
d = prod(nla,r,r)
c
for i=1 until nla do
v(i)=r(i)+(d/c)xv(i)
endfor
c
c=d
c envia o novo vetor v para as Tarefas-Escravas
c

for i=1 until nprocsdo
call pvifinitsend( pvmdefault , bufid )
call pvmfpack( real8, v, nla, I, ret)
call pvinfsend( wtids(i ), msgmt , ret )
endfor
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Algoritmo BS- Métode iterativo dos Gradientes Algoritmo B9 - Eliminacio de Gauss -

Conjugados - Este ¢ o algoritmo para a Tarefa-Escrava.

Méodo dos Gradiemes Conjugados - Tarcfa-Escrava
nprocs = pumero de Tarefas-Fscravas a serem distribuidas

descrigho: recehe da Tarefa-Mestra wqdlin linhas da mainiz 4 e
wqtdiin elementos do vetor v ¢ devolve a Tarefa-Mestra wqidlin
clementos do novo vetor x

nl = tamanho d¢ uma linha da matriz 4
mitid = identificador da Tarefa-Escrava
tidmt = identificador da Tarefa-Mestra
codret = codrgo de retorno de algumas rotinas
include fpvm3.h'

Nno6no60660O0Nno 00

[2]

parameter{nl = 2000)
parameter(nprocs = 5)
parameter(mot! = ( {nl - 1)/ pprocs) + 1)
integer codret , mitid , tidmnt , contr
imeger msgmt , msgwk . i . j . wlinha , wqtdlin , true
real*3 wa( niotl, nl )
real* & wy{ motl }, wa{ nl ), soma
call pymimytid mitid )
iff mitid < 0) thendo
print " Tarcfa-Escrava incapaz de registrar-s¢ no PVM
print ‘' Tarcfa-Escrava saindo.....'
else
print * Tarcfa-Escrava registrada com o numero!’,mitid
endif
msgmt = 1
msgwk = 2
call pyvmfparent( tidmt )
call pymfrecy( tidmt |, msgnat, codret )
call pymfunpack( intcperd , wlinha , 1, 1, codret )
call pyvmfunpack( integerd , wqudlin, 1, 1, codret )
call pvmfunpack( real® , wv . nl, 1, codret )
for i = 1 until wiytdlin do
call pyvmfunpack( real8 , wa{i, 1 ),nl, ntod , ooxdret )
endfor

oo

calculo das wqtdlin componcntes do préximo velor 1

truc =1
while { true = 1) do
for i = | until wyidlin do
soma = 0.01D0
for j = 1 until nl do
soma = soma + ( wa(i,j)x w(j) )
endfor
wy{i)=soma
endfor

¢ envia o resultade da operacao de volta a Tarefa-Mestra

call pyvmfinitsend{ pyvmdefault | codret)

call pyvmipack( integerd , wlinha , 1,1, codret )
call pvmfpack( integerd , waudlin, 1, 1. codret )
call pymipack( real8 , wy , wqidlin, 1, codret )
call pymifsend( udmt , msgwk , codret )

¢ recebe o novo vetor v

call pvmfrecy{ tidmit , msgmt | codret )
call pymnfunpack( real8 , wv,nl, 1, codret)
endwhile
call pyvmfexit{codret)
stop
end

Resolve um
sistema lincar Ax = b através da Elimina¢do de
Gauss com pivoleamento parcial ¢ cscalamente usando
processamento paralelo. Ao término, a matriz 4 contera a
matriz triangular superior resultante da eliminagio. O
vetor independente serd atualizado a cada passo da

eliminagdo. Este ¢ o algontmo para a Tarefa-Mestra.

¢ Eliminagdo de Gauss - Tarefa-Mestra

¢ nprocs = niumero de Tarefas-Escravas a serem distnbeuidas

¢ nla = nimero de¢ linhas da matriz 4

¢ nea = nimero de eolunas da matnz 4

¢ mitd = identificador da Tarefa-Mestra

¢ wids = vetor de identificadores das Tarefas-Escravas

¢ linhas, extra = usados para determinar a quantidade de linhas da
c matriz a serem enviadas & cada Tarefa-Escrava
¢ linha = posigio da linha na matriz 4

¢ et = codigo de retorno de algumas fungbes do PY'M

[ = matriz 4

¢ b = velor dos lermos independentes

call pymfmyuid { mitid )
if( mid < 0 )thendo
print * Tarcla-Mestra incapaz de registrarse no PVM'
print " Tarefa-Mestra szindo.......'
stop
else
print Tarefa-Mestra registrada no PVM com o pimero: ', mitid
endtf
In=nla-1
linhas = In / nprocs
extra = mod ( In, nprocs )
col = |
tam = nia
cola 1
index =0
mufpivo( 1 }=1
for i = 2 until nprocs do
mitfpivo{i)=0
endfor
+ for 1= 1 until nprocs do
mrecpivo( i )= 1
endfor
for i = | until nla do
npiv(i)=1i
di)=0
forj= 1 until nla do
d{i) = DMAXI{ d(i), DABS( a(1.j)))
endfor
if (d(i}= 0) thendo
d(1) = 1.0D0
endif
endfor
colmax = 0.0D0Q
fori=1 unti nla do
hold = abs( a(npiv{i), col }/d{ npiv(i)} ) *
H{ hold > colmax) thendo
colmax = hold
nrow = §
endif
endfor
ipivot = npiv( nrow )
if{ nrow # 1 )thendo
npiv{ nrow ) = npiv{ col )
npiv{ col } = ipivot
endif
call pvinfspawn(tasefa_escrava,pvimdefanlt, ™ nprocs,wiids.ret}
msgmt = |
msgwk = 2
k=2
uso=|

..l-n.!
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for i =1 untll nprocs do
if (i S exira)thendo
qtdlin = linhas + 1
else
qtdlin = linhas
endif
ipivot = npiv(k )
call pvmfinitsend( pvmdefautt | ret )
call pvmfpack( imtegerd ,i,1,1,ret)
call pyvmipack( integerd, cof, 1,1, 1et)
call pvmfpack( integerd ,tam, 1,1, ret)
call pymfpack( imegerd . qudlm, 1,1, ret)
call pyvmfpack( realR , a( ipivot, 1 },1am, nla, ret )
call pyvifpack( real® , b( ipivot ), 1,1, ret)
call pymfpack( integerd , mifpivo(i). 1,1, 1)
call pymfpack( integerd , mrecpivo(i), 1.1, ret)
for j = | undl qtdiin do
call pymifpack( real® , s jpivet, 1), tam, nla, nat )
call pyvmfpack( real8 , b(jpivot }, 1,1, ret)
call pvmfpack( real8 , o jpivot }, 1, 1, ret) .
call pvinfpack( integerd ,j. 1.1 . ret)
cal]l pyvmfpack( integerd ,i, 1,1 ,1et)
call pvmifpack( integerd ,uso, 1,1, ret)

call pvmfunpack real8 , mlinhapivo, mtam . 1, ret)
call pvmfunpack(real8 , mb, 1,1, re1 )
call pymfunpack(real8,aflinhameol -1 )mtam+1.nla.ret )
call pvmfunpack( real8 , b{linha ), 1,1, ret)
endif
endif
endfor
¢€ 2 ilima linha reccbida da Tarefa-Mestra
if (linha =(nla—1)}then do
a{ nla, nla ) = mlinhapive{ 1)
B nla)=mb
Matla 0§ processos CSCravos
for i = | undl nprocs do
call pvmfkill{ wids{ i}, ret)
endfor
goto 120
endif
for m = | until nprocs do
If { mrecpivo{m )} # 0 }thendo
call pyvmfinitsend( pyvmdefault | ret )
call pymfpack( integerd , mifpive{m ), 1,1, ret)
call pyefpack( inteperd ,meol. 1.1, ret)
call pvmfpack( imegerd , mtam, 1,1 .n1)
call pymfpack( real8 , mlinhapivo,, mtam, 1, et )
call pymfpack( real8 . mb, 1.1 ret)
call pymfsend wiids({ m ), msgmt , ret }
endlf
endfor

endwhile
120 continue

k=k+1
jpivot = npiv(k )

endfor

call pyvmisend( wtids{ i )}, msgmt , ret)
endfor
true=1
linha= 0
while (truc = 1) do

linha = linha + |

nd=0

for k = ] until nprocs do
if ( mrecpivo{ k ) # 0 ) then do
ind =ind + 1
call pyvmfreev( wiids( k ), msgwk , ret )
calt pvmfunpack( real8 , coluna(ind ), 1,1, ret)
call pymfunpack( rcal8 ., dd(ind ), 1,1, ret) .
call pymfunpack( integerd . pos(ind ). 1,1, ret)
call pymfunpack( integerd.qualtf{ind). 1,1, ret)
endif
endfor
colmax = 0.0D0
for i=1 until ind do
hold = abs( coluna i )/ dd(i} ) »
if ( hold > colmax) then do
colmax = hold
nrow = i
endif
endfor

Venfica a singulandade. A matriz é considerads singular se colmax

for equivalente ao zero
if {um + colmax # um ) thendo
guto 73
clse
go to 250
endif
As vandveis achei(1) e achei(2) informam para as
Tarefas-Escravas em qual delas estd a proxima
linha pivd (pivotamento parcial)
73 continue
achei( 1 ) = pos{ nrow )
achei( 2 }= quahf{ nrow )
for j = 1 until nprocs do
call pvmfinitsend{ pvmdefault , ret )
call pvmfpack( imegerd , achei, 2,1, rat)
call pymfsend( wtids{ j ), msgmt , ret )
endfor
for k = 1 until nprocs do
if ( mrecpivo{ k ) # () then do
call pymfrecv( whids( k ), msgwk , ret)
call pymfunpack( integerd , mtfpivo(k ). 1.1, ret}
call pvmfunpack( integer4, mrecpivo(k }, 1,1, ret)
if (achei( 2)=k) thendo
call pvmfunpack( integer4 ,moeol, 1,1, ret)
call pymfunpack( integerd , mtam , 1, 1, ret)

¢ inicio da substituiglo regressiva,
w(nia)=b{nla)/a{nla nla)
for i = nla—] until ] passo -1
sum = b{1)
for j = i+ | undl nla do
sum = sum - a(i,j)x x(j)
endfor
*i)= sum / a(i.i)
endfor
print *,' solugio do sistema*
fori = ] until nlado
primt* x (", i,")="x(i)
endfor
¢ calculo do vetor de residvos
fori = 1 untilnlado
wi)= 0.0D0
endfor
for j = 1 until nla do
for i =1 until nla do
vi)=v{i)+aali.))xx(})
endfor
endfor

fori = | untif nla do
resid( i )= abs( bb(i) - ¥(i))

endfor

indic = isamax( nla , resid , 1)

print *, residuo =", resid( indic )

go to 260
150 continue

print *,' matriz considerada singular’
260 continue

call pyvmfexiy ret )

stop

end

Obs.: ISAMAN() ¢é uma rolina do BLAS.
* - linha acrescentada ao oddigo da Eliminagio de Gauss com piviteamento
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Algoritmo B10 - Eliminacio de Gauss -

pivolcamento ¢ escalamento.

6o 0O N 006

ni = tamanho de uma linha da matriz 4
mitid = )demificador da Tarefa-Escrava
tidmt = identificador da Tarefa-Mestra

motl = nimero de linhas & screm alocadas na memoria do processo

esTavo
codret = cddipo de retormo de algumas rotinas do PVM
call pymfmytid{ mitid )
msgmt = ]
msgwk =2
call pyvmiparent( tidma )
print ‘identidade da tarefa pai ="', tidmt
print identidade da Tarefa-Escrava =", mitid
call pvmfrecy( tidmt , msgmt |, codret )
call pyvinfunpack( integer4 , wtarefa , 1,1, ret)
call pymfunpack( integerd , weol , 1, 1, codret )
call pvmfunpack( integerd . wiam , 1, 1, codret )
call pvmfunpack( integerd , wqidlin, 1, 1, codret )
call pyvmfunpack( real8 , privet, wiam, 1, codret )
call pyvmfunpack( real8 , wbl . 1. 1. codret)
call pymfunpack( inteperd , wifpivo, 1, 1, codret )
call pymfunpack( integerd , wrecpivo, 1,1, codret )
for i=1 until wqidlin do
call pyvmfunpack{ real® ,waa{ 1,1),witam.mtot.codret)
call pvmfunpack( real® , wbb(i),1,1, codret }
call pymfunpack(real8 ,wd(i),1, 1, codret) *
call pyvmfunpack( mntegerd , wpos(i), 1, 1.ret)
call pyvmfunpach( inmegerd , wtaf{i ), 1,1, codret )
call pvmfunpack( integerd , wuso{i ), 1,1, codret )
endfor
true =1
while ( true =1 )do
wx=0
for i = | until wqtdlin do
if{wuso{i) # 0)thendo
waa( 1, weol ) = waa( i, weol ) / privet( weol )
for j = weol + | until nl do

waa( i.j) =waa(i.j)- (waa{i, wecol ) x privet( j) )

endfor
whb( 1} =wbb(i)- waa( i, weol ) x wbl
wx=wx+1
endif
endfor
tcol = weol + 1
tconta=0
for 1= ] until wqtdlin do
ilf wusof 1 )# 0 )thendo
lconta = iconta + }
teoluna( tcoma ) = waa( i , 1:0l )
td{ tconta } = wd{ i) .
tpos{ 1conta ) = wpos( i )
tafi tconta )= wiaf{ i )
endifl
endfor

colmax = 0.0D0
for i=1 auntil tcona do
hold = abs{ tcoluna(1)/1d{1) ) *
if{ hold > colmax) thendo
colmax = hold
nrow =i
endid
endfor
call pvmfinitsend( pvmdefault, codret )
call pvmfpack( reald , teoluna{ nrow ), 1, 1, codret )
call pvmfpack( real8 , 1d{ nrow ), 1, 1, codret )
call pvmfpack( integerd , tpos{ nrow } , 1, 1, codret }
call pvmfpack( integerd , taf{ row ), 1, 1, ret)
call pvimisend( tidmt , msgwk , codret )

call pymfrecv( tidmt , msgmt , codret )
call pvmfunpack( intcgerd , wachei, 2, 1, codret )

Algoritmo
para a Tarefa-Escrava da Eliminacio de Gauss com

if{ { wachei{ 2)=wiarefa) and (wx =1)

wrecpivo = 0
endif

Jthen do

call pvmiinitsend( pvindefault , codret )
call pvmfpack( integerd , wifpivo, 1,1, )
call pvinfpack( integerd , wrecpivo, 1, 1, codret )
iR wiarefa =-wachei( 2 ) ) then do
wlam = wiam -1
wool = wool + |
call pymfpack( integer4 , weol , 1,1 ,r2t)
call pymfpack( imegerd , wiam, 1,1, ret)
call pyvmfpack(real® waa{wachei(1) weol) ,wtam motret)
call pvmfpack{ real® , whb wachei( 1)).1.,1,ret)
call pymfpack(real8 privet{wcol-1),wtam~1,1 codret )
call pvmifpack( real8 , wbl, 1,1, codret )
wuso{ wache( 1) )=0
endil
call pymfsend( tadmt , msgwk | codret )

I wrecpivo=0) goto RO

call pymfrecy( tidmt . msgmt | codret )

call pyvmfunpack( integerd , wifpivo, 1, 1, codret )

call pymfunpack( integerd , weol . 1,1 codret)

call pvmfunpack( integerd ., wiam . 1,1, codret )

call pymfunpack( real8 | povey( weol ), wiam, 1, codret )
call pyvmfunpack( real , wbl , 1, 1, codret )

cendwhile
20 continue
call pymfexit{ codret)
stop
end

* - Linha de codigo acrescentada ao cédigo da Tarefa-Escrava da Eliminaglio ‘
de Gauss com pivoteamento.
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