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RESUMO

0 objetivo principal desse estudo & o desenvolvi
mento de métodos que solucionem o Problema do Carteiro Chines
“em grafos mistos, visando aplicagﬁes diretas na distribuicao de
bens e servigos publicos. Devido a essas aplicacoes, foram Te
vantadas algumas restricoes associadas as leis de transito e ma
nobras de veiculos, quando essas se fazem necessarios. S@ao apre

sentadas solucbes que adaptam essas restricoes eaos algoritmos a

rota final. §

0 grafo original & modificado através de procedi

mentos heuristicos, que o transformam num grafo Euleriano, onde
sera aplicada a Rota Final. Todos os algoritmos, relativos a
esses procedimentos e a rota final, s3ao apresentados de uma for

ma estruturada, facilitando a sua compreensao e impliementacao.

Ao final sao apresentados alguns aspectos que po
dem ser abordados futuramente, visando uma melhor adaptacao do

trabalho ao problema real.



ABSTRACT

The main purpose of this study is to develop a
method of solving the Chinese Postman Problem in mixed graphs,
aiming direct aplicaticns in the distribution of assets and

public services.

Due, to these aplications, some restrictions
associated to the traffic laws and car maneuvering were
developed, when they were found necessary. Solutions which
adapt these restrictions to the algoritms related to the final

route, are shown here,.

A1l the algoritms related to these procedures
and to the final route, are presented here in a estructural

way, simplifying its comprehension and its implementation.

At the end, some aspects that could be
approached in the future are shown, aiming for a better

adaptation of the work to the real problem.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Nas cidades de meédio e grande porte, as distri
buiéﬁes de bens e servigos, como coleta de Tixo, entrega de cor
respondéncia, limpeza de ruas, entrega normal de gas e outras,
sao feitas de forma ainda insatisfatoria. Esses servigos sao
operados, na maioria das vezes, pelo proprio coletor ou entrega
dor de forma aleatOria, encarecendo os custos de operagao, prin

cipalmente quando sao utilizados veiculos motorizados.

Nesse estudo, o principal objetivo & fornecer me
todos que so]ucionim o problema de se encontrar uma rota, numa
rede formada pelas ruas de uma cidade, cujo custo total seja o

menor possivel,

Existe uma total identificacao entre esse proble
ma especifico e o Problema do Carteiro Chines (PCC) em grafos

mistos, cuja finalidade & encontrar uma rota que percorra todos



0s arcos e ramos do grafo pelo menos uma vez. 0 PCC foi descri
to pela primeira vez por Kuan Meiko I17l, e algoritmos eficien
tes para sua solucao foram apresentados por Edmonds I]OI, para
grafos nao direcionados e grafos totalmente direcionados. Papa
dimitriou 1191, mostrou que, no caso de grafos mistos, o PCC
pertence a classe dos problemas NP-Complete, para os quais ain
da nao foram encontradas solucOes com ordem de complexidade po
Tinomial. Foi proposta, por Edmonds e Johnson, uma solucao heu
ristica para o problema. Essa solucao sofreu algumas alteracoes,
feitas por Frederickson 1141, e foi utilizada por Santos IZOI
na preparacao do grafo para a rota. Essa preparacao consiste na
transformacao do grafo original em um grafo de Euler, onde @&
possivel tracar uma rota que atravesse tcdos os arcos e ramos

exatamente uma vez,.

Apesar do estudo de Santos ter se aprofundado no
assunto fluxos em redes, tratou de uma maneira ruito superfi
cial o tema casamento em grafos gerais, alem de apresentar 0s
algdritmos de uma forma um pouco complicada @ nao operacional.
Devido a esses motivos, uma preocupagao na primeira parte desse
trabalho foi, alem de fazer uma abordagem mais profunda no as
sunto casamento, apresentar cada algoritmo de forma mais estru

turada, facilitando sua compreensao.

Com relacdao a parte principal do trabalho, foram
desenvolvidos algoritmos eficientes que encontram uma rota num
grafo Euleriano. Como em muitos casos de distribuicao de bens e
servicos sao envolvidos veiculos, surgiram alguns problemas, de
transito e de manobra, que precisaram ser compatibilizados com
os algoritmos. Esses problemas estao associados a contorno proi
bido, retornos em U e "rotas" com a origem diferente do destino.
Todos esses pontos foram estudados, e receberam solugoes heurTi

ticas particulares.
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0 trabalho estd organizado da seguinte forma:
uma base tedrica para o desenvolvimento do assunto @ fornecida
nos capitulos 2 e 3; os capitulos 4, 5 e 6 apresentam os algo
ritmos de menores caminhos, fluxos em redes e casamento, atra
vés de uma discussao dos mesmos, descricoes em Pidgin-Algol e
analise de complexidade; no capitulo 7 sao apresentadas as idé
ias e solucoes para a rota e para todas as restricoes; e por
fim a conclusao, apresentacao dos resultados e algumas suges

toes de trabalhos futuros.
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CAPTITULO II

NOCOES FUNDAMENTAIS SOBRE GRAFOS

Nesse capitulo serao apresentados alguns concei
tos ‘sobre grafos, que serao utilizados durante todo o transcor

rer do trabalho,

2.1 - Grafo Misto

Um grafo misto G=(V,E,A) consiste de trés conjun
tos:
- Um conjunto finito de vertices V={1,2,...,n};
- Um conjunto de ramos E€{{i,j}|i,jeV};

- Um conjunto de arcos ACVxV,

Caso um dos dois conjuntos A ou E seja vazio, o
grafo torna-se um caso particular do grafo misto G. 0 grafo
G=(V,A) € chamado grafo totalmente direcionado, e G=(V,E) grafo

nao direcionado,
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Exemplo 1: grafo misto

¥=4{1.,2.3.4.5]
E={12.5) 4361 :14,:0)
A={(]92):(]:3)3(2$3)’(334)=(45])}

2.2 - Incidencia e Grau

Diz-se que um arco (ou ramo) € incidente com um
vértice, quando esse vertice for um dos vertices terminais des

se arco (ou ramo).

Grau de um vértice i, denotado por grau(i), & de
finido como sendo a soma dos arcos e ramos incidentes com ele.
Define-se grau de entrada de um vértice i, representado por
entr{(i), como a soma de todos os arccs que possuem i como vérti
ce final. 0 grau de saida, saida(i), corresponde a soma dos ar

cos que possuem i como vértice inicial.

Exemplo 2:
grau(1)=grau(4)=2

o e grau(2)=grau(3)=3

entr(1)=entr(4)=0 saida(3)=saida(4)=0
e e entr(2)=1 saida(1)=2

entr(3)=2 saida(2)=1

2.3 - Deficit

Chama-se deficit de um vertice, representado por

def(i), a diferenca entre entr(i) e saVda(i).

Com relacao ao exemplo anterior tem-se:
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def(1)= -2
def(2)= 0
def(3)= 2
def(4)= O

2.4 - Caminho, Circuito, Cadeia

Caminho com relacao a um grafo G=(V,E,A), € uma
sequencia finita CAZ@s Cosevvs@)s Bp qseees@ s onde
e =(is14q) ou e ={i i, ,;}. Quando iy=i ,, esse caminho & cha

mado circuito.

Da-se o nome de cadeia a um caminho onde nao sao

consiceradas as orientacoes dos arcos.

Exemplo 3:

G= 5
caminho 2 (1:2):(2,3),{3,8),{5,4})
circutite & (1,2),(2,3),0(3,1)
cadeia r (3571 ):13:81 15,47

2.5 - Rota

P

Define-se rota como sendo um circuito que contém

todos os arcos e ramos do grafo. No exemplo anterior tem-se:

r=(1,2),(2,3),03,4},14,5},15,3}:(3,1)
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2.6 - Rota de Euler (Euleriana)

E uma rota onde todos os ec(EUA) sao atravessa

dos exatamente uma vez.

2.7 - Grafo de Euler

E um grafo que admite uma rota de Euler. 0 grafo

do exemplo 3 admite essa rota, portanto € um grafo de Euler.

2.8 - Grafo Conectado

Un grafo G € conectado, se¢ existir pelo menos

uma cadeia entre todos os pares de veéertices em G.

0s grafos associados aos exemplos 1, 2 e 3 Sao

todos conectados.

2.9 - ﬂrvore

Uma arvore & um grafo conectado, com as seguin

tes caracteristicas:

(i) o vértice r, chamado raiz, possui
saida(r)=0;
(ii) todos os outros vértices i#r, possuem

saida(i)=1.

Exemplo 4:



2.10 - Aumentacao

Um grafo G'=(V,E',A') @ uma aumentacao de
G=(V,E,A), se G' for um grafo construido a partir de G, pelo di

recionamento de alguns ramos e repeticoes de arcos e ramos.

Exemplo 5:

()

Uma aumentacao G' € chamada aumentacao de Euler,

se G' for uma grafo Euleriano.

Associando a cada ee(EVA) um custo c(e), o custio
total de uma aumentacao sera c(E'WA') = & c(e)
ec(E'VA")
0 Problema do Carteiro Chines corresponde a uma
aumentacao G' de Euler do grafo G, sendo o custo da rota igual

ao custo de G'.



CAPTTULO III

PROCEDIMENTOS HEURTSTICOS PARA O PROBLEMA

Para se atingir o objetivo final, que e a gera
c3o da rota, @ preciso utilizar varios métodos e procedimentos
intermediérios que resolivam os problemas mais imediatos. Para
esses problemas, que serao denominados subproblemas, serao gera
das subrotinas que farao as devidas modificagoes no grafo origi
nal, preparando-o para que seja possivel a implementacao da ro

ta final.

A preparacao do grafo e feita atraves de tres
subrotinas chamadas MIXED A, MIXED 1A e MIXED 2A. Essas subroti
nas necessitarao de metodos que resolvam problemas de Menores
Caminhos, Fluxos em Redes e Casamento em Grafos Gerais. Uma
preocupacao nesse capitulo sera detalhar cada um desses subpro
blemas, fornecendo conceitos e teoremas que serao necessarios

para a compreensao dos algoritmos descritos nos capitulos 4, 5
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e 6. Por fim serao apresentados os algoritmos MIXED A, MIXED 1A
e MIXED 2A, responsaveis, como ja foi citado, pela preparacao

final do grafo no qual sera aplicado o algoritmo da ROTA FINAL.

3.1 - Menores Caminhos

Dado um grafo G=(V,A), com a matriz C=[c(i,J)’]
correspondente aos custos dos arcos (i,j), o problema dos meno
res caminhos se preocupa em encontrar um caminho entre dois ver
tices prée-definidos, de tal forma que a soma dos custos associa
dos aos arcos pertencentes ao caminho seja minima. E importante
frisar que esses custos c(i,j) podem ser positivos, negativos
ou zero, com a restricdao de quc nao ocorram circuitos negativos
no grafo. Essa restricdao e facil de ser compreendida, pois o ob
jetivo sendo o de encontrar o menor caminho entre dois verti
ces, nao podera deparar com um circuito negativo, pois nesse ca
50 0 método tenderia a nao mais sair desse circuito e o valor

do caminho iria para menos infinito,.

Num caso particular pode ser de interesse encon
trar ndao apenas o menor caminho entre dois vertices pré-defini
dos, e sim todos os menores caminhos entre quaisquer dois verti
ces pertencentes ao grafo. Isso pode ser feito de uma maneira
relativamente simples, aplicando um metodo que resolva o proble
ma de encontrar o caminho de um veértice para todos os outros,
n vezes. Uma outra opcao & a utilizagao de um metodo que resol
va o problema diretamente, encontrando os menores caminhos en
tre todos os pares de vértices do grafo. Algoritmos para esse
caso e os anteriores serdo apresentados e discutidos no capitu

lo seguinte.

E bom observar também que os custos c(i,j), asso

ciados aos arcos (i,j), nao sao necessariamente menores do que
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c(i,k)+c(k,j), para todos i,j,k, pois nesse caso o menor cami
nho entre i e j seria o arco (i,j), e a finalidade de se encon

trar os menores caminhos perderia todo o sentido.

Outra importante observacao e que, na busca da
solucao para esse subproblema, serao utilizados grafos direcio
nados. lsso pode ser considerado, pois qualquer ramo {i,j} que
surgir, podera ser transformado em dois arcos (i,j) e (j,i),
com c(i,j)=c(j,i). A unica restricao para essa transformagao &
a de que o custo c(i,j)> 0, pois caso contrario poder3ao ocorrer
circuitos negativos. Nesse estudo isso nao sera problema, pois

utilizando distancias, os custos serao sempre nao negativos.

3.2 - Fluxos em Redes

Um subproblema bastante delicado e muito impor
tante para esse trabalho diz respeito ao probiema de fluxos em
redes. Dado um grafo G=(V,A), com capacidades q(i,j), associa
das "aos arcos (i,j), que controlam a maxima quantidade de fluxo
que pode atravessar cada arco (i,j), um dos problemas mais co
muns relacionados com fluxos, € o de se determinar o valor do
maximo fluxo que pode ser transportado de um vertice inicial ,
denominado fonte, para um vértice terminal chamado sumidouro .
Um outro tipo de problema, cuja técnica de resolugao sera efeti
vamente utilizada nesse trabalho, consiste em, sendo fornecido

um fluxo previamente estabelecido, determinar um fluxo de mini

mo custo que percorra o grafo da fonte ao sumidouro.

Para esses tipos de problemas algumas tecnicas

—

de resolucao foram desenvolvidas por Ford e Fulkerson I3 7] e

Busacker e Gowen [ 2 ], e serdo descritas no capitulo 5.
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3.2.1 - Fluxos Maximos

Tem-se um grafo G=(V,A), com capacidade q(i,J)
atribuidas aos arcos (i,j), um vertice fonte seV e um vertice
sumidouro teV. Pretende-se encontrar o fluxo maximo de s para
t, sendo x(i,j) a quantidade de fluxo que atravessa o arco

(i,j). Torna-se claro que 0< x(i,j)< c(i,j)-

Considerando que, para todos os nos j# s,t, a
quantidade de fluxo que chega no vertice € igual a que sai, tor
na-se necessario que z x(i,J) seja igual a I x(j,i), fazendo
com que ] 1

-f se j=s
T x(i,J)-2 x(Jj,i)= i se j#s,t
1 1 f s se j=t

Portanto, sendo f o fluxo que satisfaz as restri
cGes acima, pode-se enunciar o problema do fluxo maximo atraves

da programacao linear, da seguinte forma:

Maximizar f

Sujeito a:
i A se j=s

L x(i,3)-L x(J,i1)= 0, se j#s,t

i i
s se j=t

x(1,3)< q(i,J)
x(i,j)> 0

Serdo introduzidas agora definicoes que sao uti

lizadas em alguns teoremas citados a seguir.
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Definicao III.1 - Caminho com Fluxo Aumentado

Considere um caminho P nao direcionado ligando s
com t. Diz-se que P & um caminho com fluxo aumentado, com res
peito a um fluxo pre-determinado f=x(i,j), se x(i,j)<q(i,j) pa
ra todos os arcos (i,Jj) direcionados nc sentido de s para t, e

x(1,3)>0 para os arcos direcionados em sentido inverso.

Exemplo:
3:0

Caminho com Fluxo Aumentado

Definicao III.2 - Conjunto de Corte - (S,T)

Se o conjunto dos vertices V de um grafo for di
vidido em dois subconjuntos S e T, de tal forma que seS e teT ,
define-se como sendo um Conjunto de Corte-(S,T) o conjunto for
mado por todos os arcos (i,j) direcionados no sentido de S para
T. E define-se como capacidade do conjunto de corte-(S,T), como
sendo c(S,T)= = ¥ efi.4),

ieS JeT
De posse das definicoes acima serdo introduzidos

trés importantes teoremas, utilizados no desenvolvimento de me

todos que tratam do problema de fluxos em redes. Esses teoremas



serao apenas citados pois suas provas sao relativamente simples

e podem ser encontradas na referéncia Lawler [ 16 ].

Teorema I

Um fluxo & maximo se e somente se o grafo nao
permitir a construcao de um caminho de fluxo aumentado, de s pa

ra t.

Teorema I1I

Se todas as capacidades, associadas aos arcos

sao inteiras, ent3o existe um fluxo maximo inteiro.

Teorema IIIT

0 valor do fluxo maximo, de s para t, & igual a

capacidade minima de um conjunto de corte-(S,T).

3.2.2 - Fluxc de Minimo Custo

Considerando um grafo G=(V,A), com custos c(i,J)
e capacidades q(i,j) associadas aos arcos. 0 problema do fluxo

de custo minimo, segundo a programagao linear, seguira o seguin

te modelo:
Minimizar z = ¢ eltad) » x{i.3)
(i,3)eA
Sujeito a:  x(i,j) - £ x(j,i)=0 .
J j para todo i#s,t
T %(s:3) = £
J

X(i,j)j-Q(i,i).

x(1,3)>



Na realidade o que se pretende e obter o fluxo
de minimo custo, de um vértice fonte para um sumidouro, respei

tando um fluxo padrao f prée-estabelecido.

Definicao III.3 - Custo de um Caminho com Fluxo Aumentado

Considerando somente os arcos (i,j) pertencentes
ao caminho com fluxo aumentado, define-se o custo desse caminho
como sendo a soma dos custos dos arcos direcionados no sentido
de s para t, menos os custos dos arcos direcionados em sentido

contrario.

Definicao II1.4 - Circuito de Fluxo Aumentado

E um caminho com fluxo aumentado fechado. Seu

custo @ calculado de maneira analoga ao caminho aumentado.

Apos essas definicoes & possivel apresentar dois
teoremas, utilizados na elaboracao do algoritmo de Busacker e
Gowen, cujas provas se encontram nas referencias Lawler [16 ] e

Christofides [3] )

Teorema 1V

Unm fluxo de valor f € de minimo custosseele nao

admitir um circuito de fluxo aumentado, com custo negativo.

Teorema V

Um acrescimo & em um fluxo f de custo minimo, ao
longo de um caminho com fluxo aumentado de custo minimo, produz

um fluxo de custo minimo de valor f+&.
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3.3 - Casamento em Grafos Gerais

Considere-se um grafo G=(V,E), cujo conjunto dos
vértices V pode ser dividido em dois subconjuntos S e T, de tal
forma que todo ramo {i,j} possua um de seus vertices terminais
em S e o outro em T. Ao grafo G=(S,T,E) da-se o nome de Grafo
Bipartido. Uma aplicacao pratica para esse tipo de grafo @ a
atribuicao de elementos pertencentes a S a elementos de T, por
exemplo, atribuir fungOes a maquinas ou maquinas a homens. As
sim atraves de uma combinagcao entre os elementos, procura-se en

contrar a que produz melhor solucao.

F chamado de casamento um subconjunto MEE tal
que, se forem tomados dois ramos quaisquer pertencentes a M,
nao existe um veértice j comum a ambos. 0s vértices incidentes
com algum ramo pertencente ao casamento sao denominados casa

dos, caso contrario sao chamados expostos.

Nesse estudo o interesse & trabalhar com um gra
fo mais geral, onde pode ser possivel ou ndao a divisao do con
junto de vértices em dois subconjuntos, respeitando a condicao
para ser bipartido. Com relacao a casamentos em grafos gerais,
0 interesse desse trabalho reside na solugao do casamento  per

feito de minimo custo.

Serao apresentadas agora algumas definigoes e -
teoremas, que serao utilizados quando o trabalho tratar especi

ficamente do casamento.

Definicao III.6 - Caminho Alternado
Seja McE um casamento no grafo G=(V,E).

Caminho alternado & um caminho elementar cujos

ramos estao, alternadamente, em M e nao em M.
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Exemplo:

1l—3=—4—5=7

Definigcao III.7 - Caminho Aumentado

E um caminho alternado, onde os vertices inicial

e final estao expostos.

Exemplo: Em relacao a figura anterior, tem-se um caminho
aumentado dado por

J——3 =4 S5=7 6

Definicao III.8 - Arvore Alternada

E uma arvore T, que segue as seguintes restri

coes:

(i) Um dos vertices de T, chamado raiz, € um
vértice exposto;

(ii) Todos os caminhos inicializados pela raiz
sao caminhos alternados;

(iii) Todos os caminhos maximos, iniciados a

partir da raiz, sao de cardinalidade par.

Exemplo:



Ervore Alternada

Definicao III.9 - Rotulagao de Arvore

Nos algoritmes que serao mostrados no capitulo
6, sera muito utilizada a rotulacao de arvores, usada na identi
ficacdao dos caminhos aumentados. Essa rotulacao € feita da se

guinte forma:

(i) A raiz da arvore & rotulada como "saida",
e sera usado como simbolo desse rotulo a
letra 8;

(ii) Para qualquer caminho, iniciado pela raiz,
0s vertices sao rotulados, alternadamente,
"saida" e "entrada". 0 rotulo "entrada" se

ra simbolizado por I.

Exemplo:

10




Definicao II1.10 - Flores

Una flor € um caminho aumentado, onde o vértice
exposto inicial coincide com o vértice exposto final, formando

um circuito de cardinalidade impar.

Exemplo:

flor

Os algoritmos de casamento, segundo uma idéia de
Edmonds e Johnson [113, utilizam as flores para simplificar 0
grafo com o qual estdao trabalhando. Essa simplificacao e feita
através do encolhimento das mesmas, onde a flor & substituida
por um pseudo-vértice, diminuindo portanto o nimero de vertices
e ramos da arvore. Apoc o encolhimento, desenvoivendo-se: a ar
vore, poderao surgir novas flores que englobem as primeiras,

que sao chamadas de flores mais externas.

Para a arvore do exemplo anterior, o encolhimen

to da flor a transformaria em uma outra, que seria a seguinte:

onde p & o pseudo-vértice.

Feita a apresentacao desses conceitos, serao ci

tados agora dois teoremas que praticamente formam a base dos
algoritmos associados ao casamento perfeito de minimo custo. Co

mo nos teoremas citados anteriormente, serao evitadas as provas

desses uUltimos, pois fogem ao escopo .desse trabalho. ETlas podem







































































































































































































































