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Resumo

A presente dissertagdo consiste na relagdo entre buracos negros e a termodinamica,
destacando a importancia de compreender as propriedades fisicas desses objetos astrofisicos.
Iniciamos os estudos com uma pequena revisao sobre as equagoes de campo de Einstein
que fornecem solugoes que descrevem diversos objetos astrofisicos e a evolugdo do Universo
de forma abrangente no campo da Cosmologia. No entanto, algumas dessas solugoes com
simetria esférica, quando consideradas no vacuo, deixam de ser aplicaveis para r = 0 devido
as singularidades presentes. Nesse cendrio, James Bardeen foi um dos primeiros a propor
ajustes na métrica para contornar essa incompatibilidade, o que levou ao surgimento dos
chamados Buracos Negros Regulares. Na secao dedicada aos buracos negros regulares,
sao discutidas solugoes que evitam a singularidade central tipica dos buracos negros de
Schwarzschild. Essas solugoes apresentam uma regiao de estabilidade térmica, o que indica
diferencas fundamentais em suas propriedades termodindmicas. Apresentamos nesta secao
também as métricas regulares, a métrica de Nozari-Mehdpour e a métrica de Bardeen
a qual as duas substitui a massa M, por uma fungdo m(r), com intuito de eleminar a
singularidade central presente no buraco negro singular. A partir destas novas métricas
obtemos um novo horizonte de eventos e uma nova funcao para cada métrica, assim,
estudamos seus comportamentos . Em seguida apresentamos as leis da termodinamica de
buracos negros e fazendo um paralelo com as leis da termodinamica classica. Remontando
aos estudos de Bekenstein na década de 1970, que introduziram a ideia de que buracos
negros possuem entropia. Essa entropia estd relacionada a informacao perdida sobre o
que se encontra dentro do buraco negro, sendo acessivel apenas a um observador externo.
A proposta de que a entropia de um buraco negro esta ligada a area do seu horizonte
de eventos, que nunca diminui, é um ponto central da discussao. Por fim, analizamos o
comportamento das propriedades termodinamicas regulares como a tempertatura, entropia

e a capacidade térmica associadas aos modelos de buracos negros previstos.

Palavras-chave: Termodinamica de buracos negros. Buracos Negros Regulares. Métrica

de Bardeen. Métrica de Nozari-Mehdipour.



Abstract

This dissertation focuses on the relationship between black holes and thermodynamics,
highlighting the importance of understanding the physical properties of these astrophysical
objects. We begin our study with a brief review of Einstein’s field equations, which
provide solutions describing various astrophysical objects and the overall evolution of the
Universe within the field of Cosmology. However, some of these solutions with spherical
symmetry, when considered in a vacuum, become inapplicable at r = 0 due to the
presence of singularities. In this context, James Bardeen was one of the first to propose
adjustments to the metric to overcome this incompatibility, leading to the emergence of
the so-called Regular Black Holes. In the section dedicated to regular black holes, we
discuss solutions that avoid the central singularity typical of Schwarzschild black holes.
These solutions exhibit a region of thermal stability, indicating fundamental differences in
their thermodynamic properties. This section also presents the regular metrics, including
the Nozari-Mehdpour metric and the Bardeen metric, where in both cases the mass M is
replaced by a function of r in order to eliminate the central singularity present in singular
black holes. From these new metrics, we derive new event horizons and new characteristic
functions for each metric, allowing us to study their behavior. Next, we present the laws of
black hole thermodynamics and draw a parallel with the laws of classical thermodynamics.
We revisit the studies of Bekenstein from the 1970s, which introduced the idea that black
holes possess entropy. This entropy is related to the loss of information about what lies
inside the black hole, being accessible only to an external observer. The proposal that the
entropy of a black hole is linked to the area of its event horizon, which never decreases,
is a central point of this discussion. Finally, we analyze the behavior of the regular
thermodynamic properties, such as temperature, entropy, and heat capacity, associated
with the predicted black hole.

Keywords: Black Hole Thermodynamics. Regular Black Holes. Bardeen Metric. Nozari-
Mehdipour Metric.
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10

1 Introducao

As teorias da relatividade de Einstein (tanto a restrita, de 1905, quanto a geral, de
1915) formam a base moderna da fisica para descrever o espago e o tempo, substituindo os
conceitos de Newton sobre espaco e tempo absolutos pela ideia de espago-tempo unificado
[1, 2]. Como todos os fendmenos fisicos, especialmente os classicos, sdo definidos com
base nas concepgoes de espaco e tempo, as leis da fisica precisam estar em conformidade
com essas teorias. Quando essas concepcoes mudam, a fisica deve se ajustar a elas. Foi
essa necessidade de adaptacao que deu origem a fisica relativista, que, desde o inicio,
apresentou previsoes notdveis, como a equacao F = mc?, mostra que massa e energia
sao equivalentes. Ela diz que um objeto com massa contém uma enorme quantidade de
energia, onde E é a energia, m é a massa e ¢ é a velocidade da luz (cerca de 300.000 km/s),

amplamente confirmada experimentalmente.

Inicialmente, a relatividade na fisica implicava a rejeicao do espacgo absoluto, e
foi exatamente isso que ambas as teorias de Einstein realizaram. A relatividade restrita,
que trata do espago-tempo plano, eliminou o conceito de espaco absoluto no sentido
Maxwelliano, o “éter” no qual se pensava que os campos eletromagnéticos, como a luz, se
propagavam [3, 4, 5|. Esta teoria é fundamentada em dois principios: a covariancia das
leis da fisica e a constancia da velocidade da luz. Por outro lado, a relatividade geral, que
incorpora referenciais acelerados e interpreta a gravidade como um efeito da curvatura
do espago-tempo, afirma que a matéria distorce o espago-tempo ao seu redor, fazendo
com que trajetérias que pareciam retas no espaco e no tempo apresentem caracteristicas

associadas a linhas curvas e, consequentemente, que o tempo nao é mais absoluto [6].

Em 1916, o astronomo alemao Karl Schwarzschild foi o primeiro a encontrar uma
solugao exata para Teoria da Relatividade Geral (TRG). Ele resolveu as equagoes de
campo, conhecidas como equacoes de Einstein, para explicar como se comporta o campo
gravitacional de um corpo bastante massivo em colapso. Schwarzschild demonstrou que,
se a massa de um corpo estiver concentrada em uma regiao esfericamente simétrica e
suficientemente pequena, de modo que a razao entre o valor absoluto da massa e o raio
seja maior que um valor critico especifico, o encurvamento do espaco-tempo sera tal que
nada que se aproxime da superficie denominada de horizonte de eventos, que representa
uma fronteira tedrica ao redor da distribuicao de massa, podera escapar, nem mesmo a luz.
Assim, se o raio do corpo for menor que o horizonte de eventos, essa solucao descrevera o

espago-tempo de um buraco negro [7, 8, 9].

Podemos ter como exemplo deste fendomeno o resultado da deformacao do espaco-

tempo causada pelo colapso gravitacional de uma estrela massiva, com pelo menos 30 vezes



Capitulo 1. Introdugdo 11

a massa do Sol, durante uma supernova. Apods esse evento, a estrela desaparece, dando
origem ao que a Fisica se refere como singularidade, o nticleo de um buraco negro, onde o
espaco-tempo deixa de existir. Nesta regiao, o campo gravitacional é tao intenso que toda a
matéria do buraco negro fica concentrada em uma area geométrica extremamente pequena,
fazendo com que a densidade tenda ao infinito, ja que o raio dessa esfera gravitante
é mintsculo [10]. O espago-tempo ao redor da singularidade é tao distorcido que cria
um pogo gravitacional profundo, de modo que qualquer objeto que cruze o horizonte
de eventos serd inevitavelmente atraido para a singularidade [11]. Nessa singularidade,
diversas propriedades geométricas se tornam infinitas. A singularidade é considerada a

parte central do buraco negro, pois ¢ onde toda a sua massa esta concentrada.

A presenga de singularidades na TRG tem sido um ponto de controvérsia desde
seu inicio, especialmente no que diz respeito aos buracos negros. As singularidades
fundamentais impedem a aplicacao das leis da Fisica que conhecemos, levando a propostas
para resolver essa questao. A primeira dessas propostas, conhecida como Censura Césmica,
foi formulada por Penrose no século XX. A segunda surgiu com a solucao de buracos negros
regulares, cuja primeira solucao foi encontrada por Bardeen [12, 13]. E interessante notar
que as solugoes que descrevem buracos negros regulares possuem horizonte de eventos
e a singularidade gravitacional ¢ substituida por uma regiao regular da geometria do
espago-tempo. Ao longo deste trabalho iremos abordar também a solugao de Nazari-
Mehdpour que é uma proposta que explora a geometria nao comutativa, possibilitando
a existéncia de buracos negros que possuem uma estrutura de espago-tempo mais suave
e bem comportada, em contraste com as solucoes tradicionais, com a de Schwarzschild,
que contém singularidade. Nesses modelos, a densidade e curvatura no centro do buraco
negro sao finitas, evitando as singularidades presentes nos buracos negros tradicionais e

compartilham diversas caracteristicas com os buracos negros regulares.

Assim, se os buracos negros sao de fato objetos reais, ha uma boa possibilidade de
que os buracos negros regulares possam ser detectados experimentalmente. Portanto, a
investigacao tedrica dessas solucoes torna-se altamente relevante. Em particular, a analise
da termodinamica dos buracos negros regulares pode revelar implica¢des experimentais
significativas, sendo necessario, para isso, definir como a temperatura sera incorporada e

como a entropia gravitacional serd calculada[14].

A termodindmica dos buracos negros teve seu inicio em 1972, quando Jacob David
Bekenstein sugeriu que buracos negros possuem entropia [15, 16]. A existéncia de entropia
implicaria que um buraco negro tem temperatura, o que contradizia a nogao classica. No
entanto, Bekenstein nao forneceu uma explicagao completa para sua proposta. Somente
com a descoberta da radiacao de hawking essa teoria deixou de ser vista como mera
especulacao. As leis da termodindmica dos buracos negros tracam um paralelo entre os

observaveis dos buracos negros e suas leis, comparando-os com grandezas termodinamicas.
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Uma caracteristica fascinante destes objetos celestes é sua capacidade térmica negativa,
que impede que eles entrem em equilibrio térmico com um reservatério de energia, levando

a sua evaporagao ou a absor¢ao total da radiagdo do reservatorio[17].

Nesse sentido a presente dissertacao busca fazer uma revisao sobre alguns aspectos
da termodindmica de buracos negros classica e em seguida fazer uma discussao sobre
termodinamica de buracos negros regulares analisando as propriedades termodinamicas
inserida neste contexto. Para isso vamos iniciar com um breve resumo das ferramentas
da TRG, que serao tuteis no desenvolvimento desse trabalho. O Capitulo 2 é dedicado
a solugao de Schwarzschild, abordando o campo gravitacional relativistico, as equagoes
relatividade geral, a métrica de Schwarzschild e os conceitos de horizontes de eventos e
singularidades. O Capitulo 3 aborda os buracos negros regulares, discutindo a métrica
regular proposta por Nozari-Mehdpour e a métrica proposta por James Bardeen e suas
implicagoes. Em seguida examinamos as propriedades termodinamicas dos buracos negros,

apresentando suas leis e fazendo seu paralelo com a termodinamica classica.

Por fim, analisamos o comportamento regular das propriedades termodinamicas
como temperatura, entropia e capacidade térmica, definindo as varidveis relevantes e
apresentando métodos para seu calculo. Percebemos, através dos calculos da temperatura
e da entropia, que o buraco negro emitira radiagao e evaporara até que sua massa atinja
um valor minimo o qual definimos. Finalizamos com uma apresentagao das conclusoes e
comentarios finais deste trabalho no Capitulo 4. Ao longo desta dissertagdo, usaremos o
sistema de unidades no qual ¢ = G = kg = h = 1 e adotaremos a assinatura (+, —, —, —)

para a métrica.
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2 Solucao de Schwarzschild

Desde que passaram a observar os astros, os cientistas e entusiastas do espaco tém
sido atraidos e intrigados pelos buracos negros. Esses corpos cosmicos extraordinarios, com
sua enorme gravidade e caracteristicas tinicas, desafiam nossa compreensao do universo
e estimulam nossa imaginacao. O primeiro a postular a existéncia de buracos negros
foi o padre e filésofo inglés John Michell, em 1778. Ele sugeriu que se uma estrela
fosse suficientemente densa, a velocidade de escape em sua superficie seria maior que a
velocidade da luz. Como resultado, a luz emitida por essa estrela seria puxada de volta
pela gravidade, tornando-a escura para observadores distantes. Alguns anos depois, Pierre
Laplace nomeiou esses corpos de “estrelas escuras” em uma obra intitulada Fzxposicio do
Sistema do Mundo [18]. Michell propds que essas estrelas escuras poderiam existir e que,
embora nao pudessem ser vistas diretamente, sua presenca poderia ser inferida a partir
dos efeitos gravitacionais sobre os corpos vizinhos. No entanto, essa ideia nao ganhou

muito apoio na época e acabou sendo esquecida.

Somente com o surgimento da teoria relativistica da gravitagao de Einstein, em
1915, a TRG, ¢é que foi possivel compreender como a gravidade influéncia efeitos nas ondas
e consequentemente na luz [19, 20]. A TRG supoe que o campo gravitacional deve ser visto
como a alteracao da geometria do espago-tempo, causada pela presenca de massa e energia,
e que tal mudanca deve ser determinada a partir da resolucao das chamadas equagoes de
Einstein. Entao, levando isso em conta, em 1916 o fisico alemao Karl Schwarzschild [21, 22],
que trabalhava na linha de frente durante a Primeira Guerra Mundial como cientista, mais
especificamente em fungoes técnicas ligadas a inteligéncia, utilizou seu tempo livre para
encontrar qual seria a forma geométrica mais basica que pudesse representar e explicar as
equacoes de campo de Einstein e constatou que a esfera é perfeitamente simétrica seria
a melhor op¢ao sem movimento e sem carga elétrica, pois a geometria depende apenas
da distancia ao centro, e nao do tempo ou da direcdo. Ao considerar um sistema sem
movimento (estatico) e sem carga elétrica, eliminam-se as variagoes temporais e os efeitos
eletromagnéticos, o que reduz significativamente a complexidade matematica e facilita
a obtencao de solugoes.[23]. As equagdes propostas por Schwarzschild, confirmaram as
concepgoes originais de Michell. Além disso, previam que a luz, ao passar préximo a um

objeto massivo, sofreria uma deflexao.

Em 1919, durante um eclipse solar, a Relatividade Geral foi confirmada. A missao
dirigida pelo cientista britdnico Sir Arthur Eddington foi para a ilha do Principe, no golfe
da Guiné, e para Sobral-CE, no Brasil, com o objetivo de observar o eclipse solar total.
Durante o evento do eclipse, foi possivel observar as estrelas proximas ao Sol devido a

diminuicado de sua intensa luminosidade, o que possibilitou a medicao da deflexado da luz
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das estrelas ao se aproximarem do Sol [18]. Estes resultados validaram a teoria feita por
Einstein da relatividade geral, consolidando-a como uma das teorias mais impactantes na
historia da fisica. A TRG tem desempenhado um papel importante em nossa compreensao
sobre os buracos negros. Em 1969, John Wheeler deu o nome de Buraco Negro a essa
regiao, reforcando assim a sua compreensao e popularizando-o na astronomia e na fisica

tedrica.

Embora muitas vezes sejam vistos como objetos exdticos pelo publico, os buracos
negros sao, na verdade, bastante comuns no Universo. Estima-se que, no centro da grande
maioria das galaxias, exista um buraco negro supermassivo, cuja massa pode ser bilhoes
de vezes superior a do Sol [24]. Devido a sua imensa massa, alguns desses buracos negros
estao préoximos do limite de nossa capacidade de observacao. Como virmos, Einstein por
meio de sua teoria da relatividade geral ja tinha previsto as ondas gravitacionais que
sao geradas por massas aceleradas e propagam-se pelo espaco-tempo a velocidade da luz,
transportando energia na forma de radiagao gravitacional. Porém, elas s6 foram detectadas
experimentalmente em 2015, através da colaboragdo do LIGO (Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory) que anunciou em 2016 , a primeira detecgao de ondas
gravitacionais, que também marcou a primeira observagao de uma colisao entre buracos
negros [25, 26].

Para aprofundar o estudo dos buracos negros, era fundamental obter evidéncias
experimentais, o que exigiu melhorias nos equipamentos utilizados. A equipe do EHT
(Telescopio do Horizonte de Eventos), que reuniu 347 cientistas como astréonomos, fisicos,
matematicos e engenheiros de 60 institui¢oes em 20 paises, por mais de uma década de
trabalho na coleta e analise de dados, apresentou ao mundo em 2019, uma imagem de um

buraco negro e sua vizinhanca [27, 28, 29, 30].

Figura 1 — Buraco Negro da galaxia M87

Fonte: Figura extraida de [31]
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Esta imagem é o resultado de um conjunto de dados processados através de um
algoritmo desenvolvido pela cientista Katie Bouman, a imagem foi captada por meio de um
telescopio virtual do tamanho da Terra, que é formado por 8 radiotelescopio, gerando um
grande avango neste ramo de estudos. A imagem na figura 1 mostra o movimento de uma
nuvem de gas altamente energizada atravessando o disco de acrecao de um buraco negro
supermassivo. Este buraco negro possui uma massa equivalente a 6,5 bilhoes de vezes a
do Sol e esta situado no centro da galaxia M87, localizada a 53,5 milhdes de anos-luz de
distancia na constelacao de Virgem. Ele também é 1600 vezes maior que o outro alvo do
EHT, o Sagitarius A*, que é o Buraco Negro que estd localizado no centro nossa galdxia
27, 32].

Neste capitulo, deduziremos a solu¢ao de Schwarzschild e veremos como os buracos
negros sao previstos. Antes, porém, faremos uma discussao sobre alguns aspectos da

Relatividade Geral e apresentaremos as equacoes de campo.

2.1 O Campo Gravitacional Relativistico

A primeira teoria da gravitacao foi proposta por Isaac Newton em seu trabalho
“Philosophise Naturalis Principia Mathematica”, no ano de 1687. De acordo com essa
teoria, quando uma particula se move na presenca de uma distribuicao de massa de
densidade p, agird sobre ela uma forca atrativa dada por F = mg, onde § = —V®d éo
campo gravitacional, sendo ® o potencial gravitacional, o qual ¢ solugao da equacao de

Poisson,

V20 = 4rp. (2.1)

Uma peculiaridade da gravidade é o fato de que, na auséncia de resisténcia do
ar, todos os corpos caem com a mesma aceleracao (@ = §) quando sujeitos a um campo
gravitacional uniforme, independente de suas massas. Esta observacao foi demonstrada por
Galileu Galilei no século XVII, quando ele supostamente soltou duas esferas de diferentes

massas da Torre de Pisa e observou que ambas atingiram o solo ao mesmo tempo.

Esse aspecto levou a formulagao do principio da equivaléncia, o qual afirma que,
numa pequena regiao do espaco, nao ha diferenga entre as caracteristicas do movimento
em um sistema nao inercial e um sistema inercial na presenca de um campo gravitacional.
Por exemplo, vamos admitir que, uma determinada localidade, um observador dentro
de um foguete sem janelas larga uma bola com aceleracao de 9,8 m/s. Deste evento ele
poderia concluir que estaria em uma regiao onde o campo gravitacional é uniforme e que,
devido a isto, a bola caiu em uma linha reta com uma certa aceleracao, ou ainda que
estaria na auséncia do campo gravitacional em um referencial que se movimenta na mesma

aceleracao da bola.
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Os campos que correspondem aos sistemas nao inerciais, diferem dos campos
reais, onde as forcas gravitacionais reais estao presentes em certos pontos dos referenciais
inerciais. Quando ha dois corpos infinitamente distantes o campo gravitacional real tende
a zero. Entretanto, o campo equivalente ao sistema nao inercial tende ao infinito, ou, em
certos casos, permanece o mesmo modulo em todos os pontos do espaco, incluisive no
infinito. Uma boa ilustracao para exemplificar essa diferenca ¢é a forga centrifuga. Neste
sistema rotativo, a forca aumenta infinitamente a medida que nos distanciamos do eixo
de rotagao . Além disso, quando mudamos de um sistema nao-inercial para um sistema
inercial, o campo criado pelo primeiro é cancelado. No entanto, nao é possivel excluir um
campo gravitacional real com apenas uma alteragdo de referencial. Isso poderia ocorrer se
houvesse um sistema em que sua aceleragao fosse a mesma para pequenas regioes em que
uma particula obteria esta mesma variacao de rapidez se estivesse na area designada do

campo [33].

A teoria newtoniana foi muito bem sucedida, pois conseguiu descrever varios
fenémenos fisicos, como o movimento dos planetas, o comportamento das marés e a queda
de corpos na Terra. Contudo, essa teoria apresenta limitagoes significativas, que passaram
a se tornar evidentes no final do século XIX e inicio do século XX. Uma delas é que ela
falha na descrigdo do movimento de particulas que atigem velocidades proximas a da luz,

a0 se moverem na presenca de um campo gravitacional muito intenso.

Na busca por uma teoria da gravitacao relativistica, que nao apresentasse limitagoes
como essa, Einstein propds a Relatividade Geral. Na elaboracao de sua teoria, ele partiu
de uma ideia simples: assumiu que, mesmo quando o campo gravitacional é muito forte, o
principio da equivaléncia devera permanecer valido. Por conseguinte, concluiu que o campo
gravitacional deve ser visto como a curvatura do espago-tempo. Na sequéncia, partindo
da ideia de espago-tempo incluida na Teoria Relatividade Restrita (TRR), veremos como

Einstein associou gravitagao a curvatura.

Antes da relatividade geral, Einstein publicou a TRR, no ano de 1905 [34]. Nela,
um observador inercial descreve os eventos a partir de um diagrama de espago-tempo

quadrimensional plano, cujo elemento de linha, expresso em coordenadas cartesianas, é
ds* = d* - (da® + dy? + dz*) = 1, da*da”, (2.2)

em que ¥ = (t,2,y,2) e n, = diag(l,—1,—1,—1) é o chamado tensor métrico de
Minkowski. Porém, se desejarmos mudar para um referencial ndo inercial, mesmo utilizando
as coordenadas acima, a forma Minkowskiana do elemento de linha nao sera preservada.

Na verdade, encontraremos
ds® = g, dxtdx”, (2.3)

onde o tensor métrico, g,,, depende das coordenadas z* [35, 36]. Sendo assim, pode-

mos afirmar que, enquanto um referencial inercial é descrito por 7,,, um nao inercial é
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representado por g,

Baseado nesta carateristica e utilizando o principio da equivaléncia, Einstein
postulou que os campos gravitacionais sao semelhantes aos campos de inércia e podem ser
explicados pelas componentes do tensor métrico. A tnica resalva é que, diferentemente
de um campo de inércia, um campo gravitacional real nao pode ser removido através de
uma alteracdo de coordenadas. Em outras palavras, ndo ha nenhuma transformacao de
coordenadas que leve o tensor métrico, associado a um campo gravitacional real, a forma
plana de Minkowski. Diante disso, concluiu que esse tipo de espago-tempo é curvo, e que

essa curvatura é causada pela presenga de massa e energia [33, 36].

2.2 Equacoes da TRG

Uma vez que o tensor métrico é simétrico, conforme podemos verificar a partir
da equagao (2.3), haverd apenas 10 componentes independentes. Como consequéncia, a
Relatividade Geral requer a existéncia de 10 equagdes de campo que devem ser satisfeitas
por tais objetos. Naturalmente, como a TRG ¢é uma teoria relativistica, esse conjunto
deve ser constituido por equagdes diferenciais de segunda ordem do tensor métrico que, no

limite em que o campo gravitacional é fraco, devem adotar a forma da equacao (2.1).

Por esta razao, em analogia ao operador Laplaciano do campo ® na equacao de
Poisson, o lado esquerdo das equacoes de campo deve ser expresso em termo de derivadas
parciais de segunda ordem do tensor métrico; enquanto que o lado direito deve conter
um objeto que seja capaz de descrever a quantidade de matéria e energia presentes, de

maneira semelhante a densidade p.

Levando em conta que, em uma teoria relativistica, o contetido de matéria e energia
é expresso pelo tensor energia momento, 7,,, procurando seguir esses criterios acima
mencionados e desejando satisfazer a condi¢ao de conservagao da energia, V, 7" = 0,

apo6s varias tentativas, Einstein concluiu que as equagoes de campo da TRG sao:
1
R;w - iRg;w = kT;wa (24)

onde

ore. ore
“” LIS 0 W (2.5)

_ ,aB _
Ry = 9" Rappy = orP  Oxv pvt po pp vo
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+ F;ﬁr’;A — ngrgg (2.6)
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os simbolos de Christoffel. Além disso, R = g"”R,,, é o chamado escalar de Ricci e k = 87
(36, 37]. Vale salientar que a constante k é determinada quando as equagoes da relatividade
sao impostas no limite de campo fraco. Nesse regime, as equagoes da TRG precisam estar

alinhadas com as da teoria classica.

Apoés alguns anos Einstein introduziu nas equagoes de campo o termo, A, chamada
de constante cosmologica para garantir uma solucao estatica cosmologica, pois em sua
época existia a crenga do universo estatico e suas equagoes levavam a definicao de um

universo dindmico, entao ele reescreveu as equagcoes da seguinte forma:

1
R,uu - §gMVR - Aglﬂ/ = le“/‘ (28)
Entretanto, mais tarde , com as descobertas de que o universo esta em expansao por Edwin
Hubble, excluia a necessidade de insercao da constante cosmologica, Einstein considereou

a adicao da constante como o maior erro da sua vida.

No entanto, sabemos que hoje em dia com as novas observacoes principalmente a
partir do final dos anos 1990, mostraram que o universo nao apenas estd em expansao,
mas que essa expansao esta se acelerando. Tal aceleragao s6 poderia ser explicada com a
reintroducao de um termo de energia escura, cuja descricao mais simples é exatamente a
constante cosmologica A. A energia escura ocupa uma porcentagem bem acima das demais
componentes, porém a sua natureza ainda é desconhecida, muitos cientistas trabalham
arduamente na sua busca. Para um estudo aprofundado sobre as contribuigoes da constante

cosmdlgica pode ser encontrado em [38, 39, 40, 41, 42].

Embora a relatividade geral tenha sido desenvolvida para um espaco quadridi-
mensional, podemos usa-la em um espago com (2+41) dimensoes. Nessas dimensdes, as
equagoes de Einstein sao expressas da mesma forma pela equagao (2.8). Além disso, a
métrica, os simbolos de Christoffel e o tensor de curvatura sao definidos de forma usual.
Contudo, diferentemente de um espago-tempo quadridimensional, as equagoes de campo
nao mudam possuem um comportamento newtoniano, ou seja, ndo seguem abordagens
de Poisson quando a intensidade do campo é baixa. Devido a isso, na escala reduzida a

constante para ficar sujeito a arbitrariedade.

2.3 A métrica de Schwarzschild

Nesta secao, resolveremos as equacoes de Einstein e obteremos a métrica que
descreve a deformacao do espaco-tempo exterior a um corpo estatico e esférico de massa

M, conhecida como a solu¢ao de Schwarzschild.

Como nao h& matéria e energia na regiao externa, devemos considerar que 7, = 0.
Além disso, para facilitar o nosso trabalho, precisamos escolher um elemento linha que

corresponda a simetria da distribuicao de massa. Em outras palavras, em uma distancia r,
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medida a partir do centro da distribuigao, o elemento de linha escolhido deve garantir que

intervalo entre dois pontos seja 0 mesmo em todas as diregoes.

Para satisfazer o requisito acima citado, a distancia infinitesimal entre dois pontos,
que se encontram na regiao do espago-tempo exterior ao objeto massivo, deve ser expressa

por [37]
ds? = etdt* — eBdr? — r*(d6* 4 sen*0dp?), (2.9)

em que A e B sdao funcoes de r e t. Neste caso, utilizando as coordenadas, 2° = ¢, 2! =
r,ax? = 0,2° = p, vemos que as componentes covariantes e contravariantes do tensor

métrico sao dadas por:

g, = diag (eA, —eB —r? —rzsenQG) (2.10)

g’ = diag (eA, —e B 72, —T’QSen’Qe) ) (2.11)

Logo, a partir de (2.7), vemos que os simbolos de Christoffel diferentes de zero sao:

A A B o
T = 97 Io =Tl = o Y, = 563%, [ = ?eA*B,
B B’
Loy =T = 9 Iy, = > I3, =—re ® Ti, = —rsen’fe?,
1 1
2, =I5 = - I3, = —senfcost), I3, =T = - 3, = T3, = cotgf),

sendo que o “ponto” indica a derivada em relacao a coordenada ¢ e a “linha” representa a

derivada em relagao a r.

Com base nas expressdes acima, realizamos o calculo do tensor e do escalar de
Ricci. Na sequéncia, ao colocarmos os resultados nas equacoes de Einstein, vemos que as
funcgoes, que descrevem a geometria externa a distribuicao esférica, obedecem as seguintes

equacoes diferenciais:

1 B’ 1
-B
— —_ - — — =0 2.12
© <r2 r > + r2 ’ (2.12)
B
——e P2 =0, (2.13)
T

a(A 1) 1
B (T N ) ) (2.14)
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1 2 A -B  ABY 1 . B> AB
—56_B (A” + 4 - > + —e 4 (A +— - ) =0 (2.15)

2 r 2 2 2

1 v? A —-B  ABY\ 1 . B> AB
29| e B (a4 - e A A+ S22 —0. (21
S S Tyt 7 ) Taf L 0. (2.16)

A partir de (2.13), concluimos que B é fungao apenas de r. Além disso, a0 somarmos
(2.12) com (2.14), obtemos:

A+ B =0. (2.17)
Consequentemente,

A+ B = f(z9). (2.18)

Ainda é possivel realizarmos uma transformacio de coordenadas, em que 2° = h (2'°)

e 2% = 2'%, de forma que o elemento de linha (2.9) permanegca inalterado. Neste processo

de mudanca, observamos que:

N 2
oo = gi,ogxngaﬁ = (ﬁ) goo = 1 goo. (2.19)
Logo, escolhendo h(z") como sendo
ho=e T2 (2.20)
onde f(z°) é dado por (2.18), obtemos
9o = ¢ goo. (2.21)

Desse modo, para que a forma do elemento de linha permaneca a mesma depois da
mudanga de coordenadas, devemos impor que f seja nulo. Fazendo isso, segue da equagao
(2.18) que

A=-B. (2.22)

E importante destacar que, ao estabelecer uma relacio direta entre A e B, essa decisdo nos
leva a conclusao de que essas fungoes sao exclusivamente dependentes de r, evidenciando
que a dependéncia temporal da métrica de uma distribui¢ao com simetria esférica pode
ser eliminada através de uma simples transformagao de coordenadas adequada (Teorema
de Birkhoff).

De posse do resultado apresentado em (2.22), podemos reescrever a equagao (2.14)

como

4 (reA — 7“) =0, (2.23)
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e, portanto,
r
d=eB=1-2 (2.24)

em que rg é uma constante de intregacao.

Assim, ao inserir (2.23) na equagao da métrica (2.9), obtemos:

~1
ds® = (1 — TS) dt* — (1 - 7“5) dr? —r? (d92 + sen29d<p2) : (2.25)

r r
No limite em que r — 0o, alcangamos a métrica de um espaco-tempo plano. Ja conside-
rando uma regidao em que r muito grande, vemos que o elemento de linha (2.25) toma a
forma:

ds? — (1 _ 7“3) dt? — <1 + 7’5) dr? —r? (d02 + sen29dg02) . (2.26)
r

r

Além disso, em tal regidao, a componente ggg do tensor métrico é expressa como:
goo =1+ 20, (2.27)

onde ® é o potencial newtoniano, soluc¢ao da equacao de Poisson.

No caso de uma distribuicao simetricamente esférica de massa M, o potencial

gravitacional externo é descrito pela equagao [43]:

' —— (2.28)

r

Desse modo, ao empregarmos este resultado na equagao anterior e a compararmos com a
componente 00 do tensor métrico vinculado ao elemento de linha (2.26), concluimos que a
constante de integracao é dada por rs = 2M. Consequentemente, usando este resultado
em (2.25), vemos que o elemento de linha, que descreve o campo gravitacional exterior a

um objeto esfericamente simétrico, é

2M 2M\ !
ds® = (1 - ) dt? — (1 - > dr* —r? (d92 + sen20dg02) , (2.29)

r r

o qual é conhecido como a métrica de Schwarzschild.

Analisando esta métrica, podemos observar que ela apresenta duas singularidades:
uma em r = 2M e outra em r = 0. A que ocorre em r = 2M nao representa uma
caracteristica real do espaco-tempo, pois é apenas uma consequéncia do sistema de
coodenadas que adotamos. De fato, como veremos na préxima secao, uma simples
mudanca de coordenadas farda com que tal singularidade seja excluida. Contudo, embora
isto aconteca, este valor de r, que é conhecido como o raio de Schwarzschild, é bastante
relevante nesta solugao. Na verdade, ele corresponde ao horizonte de eventos de um buraco

negro, ou seja, é o raio que delimita uma regiao do espaco-tempo onde a gravidade é tao
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intensa que nem a luz pode escapar. Por outro lado, aquela que ha em r = 0 é uma

singularidade fisica, isto é, existe independentemente das coordenadas utilizadas.

Para compreendermos a natureza da singularidade em r = 0, precisamos calcular
o escalar de Kretschmann, que é a quantidade que mede a intensidade da curvatura do

espaco-tempo e é definida por

K = R"R,0p. (2.30)
Fazendo isso, obtemos:
48 M*
K = 5 (2.31)

Este resultado mostra que a medida que r se aproxima de zero, o valor de K aumenta
rapidamente, tendendo ao infinito. Isto significa que a curvatura se torna infinitamente
grande em r = 0. Além disso, visto que K é um escalar, concluimos que este aspecto nao
podera ser eliminado por uma transformacao de coordenadas, o que caracteriza r = 0

como uma verdadeira singularidade fisica.

2.4 Horizontes de eventos, singularidades e Buraco Negro

Para uma melhor compreensao dos aspectos acima citados, faremos, nesta se¢ao,
uma discussao sobre a estrutura geométrica do espago-tempo de Schwarzschild. Para tanto,
consideraremos curvas radias nulas nas quais 6 e ¢ sdo constantes e ds? = 0. Neste caso,

segue da equagao (2.29) que

oM oM\ !
(1 — ) dt* — (1 — ) dr? =0, (2.32)
T T
ou ainda .
dt 2MN ~
—==+({1-— . 2.33
dr ( T ) ( )

Esta relacao determina a inclinagao da reta tangente a linha de universo da luz, para
cada valor de r, sendo que os sinais positivo e negativo estao associados, respectivamente,
aos feixes que se afastam e se aproximam da origem. A partir dela, vemos que, para
valores elevados de r, a inclinagdo é 41, assim como no plano euclidiano. J& quando nos

aproximamos de r = 2M, temos

dt
— + 2.34

o que indica que o cone de luz se estreita & medida que nos aproximamos desse ponto (Ver
Fig. 2). Assim, pelo menos neste sistema de coordenadas, aparentemente, o raio de luz

nao consegue alcangar r = 2M.

Nao é errado afirmar que um observador fixo nao consegue ver um raio de luz

(ou uma particula massiva) atingir a regiao r = 2M, pois a medida que a fonte se
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Figura 2 — Nas coordenadas de Schwarzschild, ao se aproximar de » = 2M o cone de luz
se fecha.

saindo

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

aproxima desta regido, este observador recebera o sinal em intervalos cada vez maiores e
isto continuara para sempre, fazendo com que ele nunca veja uma particula massiva ou a
luz alcancar tal localidade. No entanto, nao ¢ apropriado dizer que a trajetéria no plano
t — r nao alcancara este ponto. Na verdade, esta “impossibilidade” em atigir o horizonte
de eventos esta relacionada ao o sistema de coordenadas utilizado. De fato, na sequéncia

veremos que é possivel encontramos um sistema no qual isto nao ocontecera.

Nossa primeira tentativa sera efetuar uma mudanca que seja capaz de tornar a
inclinacao do cone constante, assim como acontece no espago-tempo plano. Naturalmente,
para satisfazer esse critério, devemos fazer a seguinte transformacao:

r

— — 1. 2.35
| 25

dar’ (1_2M
dr

-1
) =7r"=r+2MIn

T

De fato, nesse sistema, conhecido como coordenadas tortoise, (¢,7*,6, ), temos que

dt
=+1
dr* ’

(2.36)

o que garante que o cone nao se fecha (Ver Fig. 3). Porém, embora isto seja um avanco,
ainda ha algo pendente: nessas coordenadas a superficie de interesse, r = 2M é deslocada

para o menos infinito, indicando que a luz jamais adentraria a regiao em que r < 2M.

Por conta disso, tentaremos uma nova transformacgao. Agora, adotaremos uma

mudanga na coordenada temporal do tipo t* = t* (¢,r), que garanta que a geodésica da luz
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Figura 3 — Nas coordenadas tortoise, a sigularidade » = 2M é empurrada para o menos
infinito.

0 r=2M=r*=— T

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

incidente seja horizontal. Levando isto em conta, segue que a nova coordenada temporal

deve obedecer a equagao

2MN !
dt* = dt + <1 _ > dr, (2.37)

r
que é a expressao que define as chamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein, (t*, 7,6, ).

Realmente, utilizando (2.37) em (2.33) vemos que

e { . 0, entrando (2.38)

dr 1—2M/r)"", saindo

ou seja, que a linha de universo da luz que incide possui inclinagao nula, como queriamos.

Voltando as coordenadas de Eddington-Finkelstein, podemos mostrar que a métrica
nao apresenta singularidade em r = 2M. De fato, usando (2.37), vemos que o elemento de
linha assume a forma

ds2:(1—m

r

) dt** — 2dt*dr — r* (d62 + sen2t9dg02) : (2.39)
o qual é finito nesse valor de r. Isto indica que r = 2M é simplesmente uma singularidade
coordenada do nosso sistema original (¢,7,6, ) [37].

Neste sistema de coordenadas os cones de luz continuam bem-comportados em

r = 2M, e esta superficie equivale a um valor finito da coordenada t*. Isto significa que
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um raio de luz (ou uma particula massiva) nao enfrentara dificuldades para atravessar esta
superficie. Além do mais, algo interessante esta ocorrendo: conforme, ilustra a figura 4,
embora cones de luz nao se fechem, eles sao inclinados de tal modo que para r < 2M todos

os caminhos do futuros sao dirigidos na dire¢cdo decrescente de r. Como consequéncia,

Figura 4 — Ao atravessar o 7 = 2M, o cone de luz sofre uma inclinacao.

|
| o«  Luz
: saindo

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

todas as particulas (independemente da suas massas ou auséncia de massa) que estejam
dentro da superficie em que r < rg, acabarao inevitavelmente caindo na singularidade
r = 0. Além disso, um observador que se encontra na regiao r > rg nao recebera nenhuma
informacao do que acontece no interior desta localidade, porque nada, nem mesmo a luz
pode ir através do raio de Schwarzschild. Assim, para este observador, a regiao dentro
desse raio, é “negra”. A superficie definida pelo raio rg é chamada Horizonte de Eventos,

porque oculta os eventos que estao localizados “atras” dela.

Para que uma distribuicao de massa esfericamente simétrica possua um horizonte
de eventos, é preciso que sua massa se contraia em uma esfera com raio menor do que
o raio de Schwarzschild. Neste caso, esta distribuicao de massa resultara em um objeto

denominado Buraco Negro.
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3 Buraco Negro Regular

Conforme discutido no capitulo anterior, as solugoes das equagoes da TRG sao
aplicadas em uma ampla gama de situagoes na fisica. No entanto, algumas solu¢oes no
vacuo com simetria esférica apresentam divergéncias quando a coordenada radial r = 0,
fazendo com que as quantidades fisicas e matematicas conhecidas se tornem incalculaveis,
ou seja, tendam ao infinito. Portanto, elas nao conseguem descrever a origem desses
objetos. Como mencionado anteriormente, essa lacuna no dominio das solugoes dentro

desses corpos é o que chamamos de singularidade.

Embora os teoremas de singularidades garantam que, sob certas condigoes, as
singularidades sao inevitaveis na relatividade geral, a presenca dessas singularidades pode
indicar a necessidade de incorporar efeitos quanticos significativos em cenarios de campos
gravitacionais intensos [44, 45, 46, 14, 47]. No entanto, surgiram ao longo dos anos
alternativas que contornam essa restricao, ainda dentro de um contexto classico, a auséncia

de singunlaridade resulta na formacao dos conhecidos buracos negros regulares.

Entao, estas solugoes buscam evitar a singularidade no centro, apresentando uma
estrutura mais suave e bem comportada, em que a regularizacao é frequentemente alcancada
através da introducao de matéria exdtica, que pode ter propriedades como pressao negativa,
ou pela modificacao das equagdes de Einstein. Os buracos negros regulares nao se limitam
apenas a modificar as singularidades; eles também apresentam caracteristicas distintas em
comparagdo com os buracos negros tradicionais. Uma revisao histérica referente a buracos

negros regulares pode ser encontrada em [14].

Dentro do contexto mencionado, as primeiras ideias que eventualmente levaram a
concepcao de solugoes para as equagoes de Einstein que nao apresentavam singularidades
e, consequentemente, solugoes regulares para buracos negros surgiram na metade dos
anos 1960, com a proposta de Andrei Sakharov [13], em sua pesquisa sobre a formagao
de estruturas em um universo jovem, obteve um resultado significativo: a medida que
a matéria se acumula devido a forga gravitacional, a densidade de energia nao se torna
infinita, mantendo-se constante dentro desse aglomerado de matéria, que poderia ser uma

galaxia em formacao.

A auséncia de divergéncia ou a nao ocorréncia de uma singularidade s6 é garantida
se 0 espaco-tempo dentro desse aglomerado for um espago-tempo do tipo de Sitter, em
homenagem a Willem de Sitter. Pouco depois do resultado de Sakharov, o fisico inglés
James Bardeen [48] utilizou essa ideia para criar a primeira métrica de buraco negro sem
singularidade, a solugdo ou métrica de Bardeen possui simetria esférica, nao tem carga

e se diferencia da solucao de Schwarzschild por ter uma massa m que é uma funcao da
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coordenada radial, ao invés de uma constante. Sendo assim, a massa, que na solucao de
Schwarzschild é pontual e localizada no centro do buraco, em Bardeen espalha-se por todo
espago-tempo. A fun¢do m(r) deve ser escolhida de forma que a métrica de Bardeen seja
um espago-tempo do tipo de Sitter no nicleo. Com essa condi¢do, o espago-tempo no
interior do buraco negro é regularizado, resultando em um buraco negro regular, ou seja,

um objeto compacto com um horizonte de eventos, mas sem uma singularidade [49].

3.1 Caso I: Solucao de Nozari-Mehdpour

No contexto de geometrias nao comutativas, Nozari e Mehdpour [50] mostraram

que a métrica gerada por uma distribuicao de densidade

MO

— S 3.1
P 2t ey (3.1)
¢ dada por
2
ds* = h(r)dt* — :() — r2(df? + sen®*0dp?), (3.2)
r
em que
AM | (T /O

sendo M a massa distribuida e © o parametro da nao comutatividade.

Tomando o limite © — 0 na expressao (3.2), vemos que esta coincide com (2.29).
Além do mais, a presenca da constante © no elemento de linha faz com que este nao seja
singular na origem. Contudo, para podermos dizer que a geometria é regular nesse ponto,
precisamos mostrar que o escalar de Kretschmann, K = RWQIBR’””O‘/B , ¢ finito quando

tomamos r = 0.

A presente métrica nos leva a uma expressao extensa para o escalar. Desta forma,
analisamos graficamente como mostra a figura 5. Observamos que, em r = 0, a quantidade
K ¢é finita para qualquer valor de ©, exceto na situagdo em que © — 0. Por conseguinte,
entendendo que o elemento de linha (3.2) pode ser construido a partir de troca M — m(r)
em (2.29), onde

m(r) = 27]:/[ [tgl (\%) - Tz\i@@] , (3.4)

dizemos que (3.2) é uma solugao regular Schwarzschild.

Dependendo da relacao entre M e O, o elemento de linha podera apresentar uma
ou duas singularidades, ou até mesmo nenhuma. Na verdade, conforme ilustrado no grafico
da Figura 6, fixando © = 0,01 , havera uma massa critica, My, para a qual a funcao h(r)

serd nula em um tunico r, denominado 7y, € a métrica tera apenas uma singularidade. Ja
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Figura 5 — Comportamento da funcdo K (r) em r = 0, para diferentes valores de O.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Figura 6 — Comportamento da fungéo h(r) para © = 0,01 e diferentes valores de M. Neste
caso, quando M = My = 0,22, a funcao sera nula em r = ry = 0, 2.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.



Capitulo 3. Buraco Negro Regular 29

quando M > My, a referida funcao sera nula em dois valores de r, o quais chamaremos de
r_ery (r_ <ry), e a métrica apresentara dois pontos de divergéncia. Por sua vez, na

situacao em que M < My, nao haverd nenhuma singularidade.
Expandindo a funcao (3.3) numa série de poténcias em ©, obtemos:

h(r)=1—2M+8M\/@+... (3.5)

r r2m

Logo, considerando que o pardmetro é muito pequeno e impondo a condi¢ao h(r) = 0,

encontramos que, nesse regime

rsm+ \/7%72 — 16rsmV/O

r+ =
2

(3.6)

Isso nos permite concluir que, quando a constante de regularizacao é muito pequena, a
solucdo (3.2) apresentara horizontes apenas se rg > 16v/0 /7 (M > My = 8V/0 /7).

A seguir, mostraremos que, caso essa singularidades existam, poderemos elimina-
las a partir de uma mudanca de coordenada. Além disso, assim como na solugao de
Schwarzschild, veremos que os valores de r que tornam a métrica singular indicam a

existéncia de horizontes e, por consequéncia, a existéncia de um buraco negro.
» Horizontes e buraco negro
Buscando entender a estrutura do espago-tempo descrito pela métrica (3.2), inves-

tigaremos o comportamento das curvas radias nulas. Fazendo isso, a equagao (3.2) nos

fornece a seguinte expressao:

a _ [1 _ Qm(”]_l. (3.7)

Realizando uma andlise numérica desta relacio', encontramos o comportamento dos
feixes que se afastam e se aproximam da origem, conforme mostra a Figura 7. Observamos
que os cones de luz se estreitam quando proximos de 7. Isso nos leva pensar que, pelo
menos neste sistema de coordenadas, o raio de luz nao é capaz de alcangar r = r,. Contudo,
de forma analoga a solugdo de Schwarzschild, essa suposta incapacidade esta associada ao
sistema de coordenadas que estamos utilizando. Diante disso, buscaremos um sistema no

qual isto nao aconteca.

Seguindo o procedimento abordado no capitulo anterior, escrevemos a métrica nas

coordenadas de Eddington-Finkelstein, (t*,r,6, ¢), onde

dt* = dt + l1 - 2”1(”] h dr. (3.8)

I Nessa discussdo, fixamos a constante © e consideramos M > M
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Figura 7 — Nas coordenadas de Schwarzschild, ao se aproximar de » = r, o cone de luz se
fecha.

Luz
entrando

//

0 T Ty T

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Fazendo isso, a equagao (3.7) toma a forma

e { 0, entrando (3.9)

dr | 2 [1—2m(r)/r]”", saindo

ou seja, que a linha de universo da luz que incide possui inclinagao nula. Por sua vez, o

elemento de linha torna-se

ds® = [1 _ 2mlr)

] dt** = 2dt*dr — r* (d6” + sen’0dip?) (3.10)

o qual ¢ finito para qualquer valor de r. Isto significa que r = r, e r = r_ sdo singularidades

presentes apenas nas coordenadas originais (¢,7,0, ).

A Figura 8 mostra os comportamentos das linhas de universo da luz, nas coordenadas
de Eddington-Finkelstein, obtidos a partir da resolugdo da equagao (3.10). Nela, vemos
os cones de luz nao se fecham ao atingirem r = r, e, portanto, o feixe de luz (ou uma
particula massiva) atravessara esta superficie. Outro aspecto a ser destacado é que, na
regido ry < r < r_, os cones estao inclinados de tal maneira que todos os caminhos
do futuros sao dirigidos na direcao decrescente de r. Isto significa que, apds atravessar
a fronteira 7., a luz (ou uma particula) seguird para a regiao 0 < r < r_. Contudo,
diferentemente do espaco-tempo de Schwarzschild, no qual a linha de universo sempre
terminard na origem (ver Figura 4), aqui as posi¢oes dos cones nesse setor indicam que

o ponto r = 0 nunca sera atingido. De qualquer forma, seguindo as argumentacgoes
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Figura 8 — Ao atravessar a superficie definida por r = r,, o cone de luz sofre uma
inclinacao.

0 r_ Ty T

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

apresentadas no capitulo anterior, dizemos que esta configuracdo de massa é um buraco
negro, sendo ryg = r4 o raio do horizonte eventos.

3.2 Caso Il: Buraco Negro de Bardeen

O buraco negro de Bardeen [48] é uma solucao das equacoes de Einstein, estatica e

esféricamente simétrica, expressa por

2
ds* = f(r)dt* — % — r2(df? + sen®*0dp?), (3.11)
onde O M 12
,
fry=1- —_, 3.12
) =1 (3.12)

que ¢ o elemento de linha que corresponde ao campo gravitacional gerado por um monopolo
magnético que resulta da eletrodinamica nao linear. Nesta equacao, ¢ e M representam,
respectivamente, a carga magnética e a massa de um monopolo magnético [51]. Se a
constante ¢ for nula, a configuragdo do espago-tempo dada por (3.11) retornara a métrica
de Schwarzschild. Diante disso, a solu¢ao de Bardeen pode ser vista como uma solugao

regular de Schwarzschild.

Analisando a equacao (3.12), vemos que, quando 7 for igual a ry = v/2¢, a funcio

f(r) assumird o valor minimo, f; = — (4M V3/9q — 1). Por esta razao, dependendo da
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Figura 9 — Comportamento da fungao f(r) para ¢ = 0,01 e diferentes valores de M.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

relagdo entre as constantes ¢ e M, a componente g'' da métrica (3.11), que é igual a
f(r), podera ser nula para um ou dois valores de 7, ou ainda ser diferente de zero para
qualquer valor de r. Isto significa que a existéncia da superficie e que define o horizonte
de eventos e, consequentemente, de um buraco negro, esta condicionada a forma como
essas quantidades estao relacionadas. De fato, como podemos observar na figura 9, se
M > 9q/4V/3, fo serd negativo e havera dois valores que anulam a referida componente,
o que caracteriza a existéncia de dois horizontes. Porém, de modo semelhante ao caso
anterior, o horizonte de eventos sera o de maior valor. J& quando M = M, = 9¢/4/3, o
que corresponde a fy = 0, ambos os horizontes coincidem. Por sua vez, na situagdo em
que M < 9q/4v/3, f, assumird uma valor positivo e g'! nunca seré nula, impossibilitando

a presenca dessa superficie.

Impondo a condicdo f(r) = 0 e considerando M > 9¢/4+/3, segue de (3.12) que o

horizonte de eventos da métrica (3.11) é dado por

1
THg = 6\/127% — 364 4 21/31261/3 — 22/36 (6¢%r% — r§) 7113, (3.13)

sendo
1
€= 1 <27"g — 18r%q® + 27riq* + 3rig®\/27¢% — 47“%) . (3.14)

Por conseguinte, no caso em que g < rg, temos:

3 2
P =Ty — 27‘{5. (3.15)
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A abordagem matematica adotada por Bardeen, que consiste na substituicao de M
por uma fungao especifica de massa, resultou na regularizagao da métrica (3.11), removendo
a singularidade que existia na origem do sistema de coordenadas e convertendo esse ponto
em um ponto genérico qualquer. A regularidade da solucao de Bardeen se torna evidente
ao analisar a métrica diretamente ou ao calcular certos escalares. Por exemplo o escalar de
Ricci e o escalar de Kretschmann para a métrica de Bardeen, que demonstra claramente

essa regularidade:

_ 6Mq* (4¢” —r?)

S

(3.16)

12M? (8¢® — 4¢°r? + 47¢*r* — 12¢%r% + 4r®)

R va RMV&/B =
uvaf (T2+q2)7

. (3.17)

Nesse contexto, ao contrario do escalar de Kretschmann da métrica de Schwarzschild,
dado pela equagao (2.31), o limite quando r tende a zero é finito. Além disso, a métrica
também se apresenta como regular, com ds? sendo finito no limite em que r — 0. Assim,
o buraco negro de Bardeen se mostra regular, nao possuindo uma singularidade na origem
do sistema de coordenadas. Ele é caracterizado como um buraco negro principalmente por

ter, no minimo, um horizonte de eventos, conforme discutimos no capitulo anterior.
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4 Termodinamica do Buraco Negro Regular

A origem da Termodinamica dos Buracos Negros remonta a década de 1970, quando
estudos comecaram a revelar semelhancas entre as propriedades observaveis dos buracos
negros e as leis da Termodinamica Classica [52, 53]. A ideia de associar entropia a um
buraco negro surgiu nao apenas pelo fato de que todos os sistemas possuem entropia,
mas também pela necessidade de preservar a Segunda Lei da Termodinamica Cléssica,
ao considerar a perda de entropia do universo quando um corpo entra em um buraco

negro.[17]

Segundo Bekenstein [15], a entropia de um buraco negro seria uma medida da
informacao perdida sobre o que ha em seu interior, inacessivel para um observador externo.
Assim, a diminui¢do da entropia de um corpo ao ser engolido pelo buraco negro seria
compensada pelo aumento da entropia, e, consequentemente, da area do horizonte de
eventos, ou seja, a area de um buraco negro sempre aumenta ou permanece constante
independente dos processos fisicos que ele sofra. Por exemplo, quando dois buracos negros
se fundem, a area do horizonte de eventos do buraco negro resultante é maior do que a
soma das areas dos horizontes dos buracos negros originais. Isso significa que a entropia

total de dois sistemas combinados é sempre maior do que a soma das entropias individuais.

No mesmo estudo, Bekenstein propds a Segunda Lei da Termodinamica Generali-
zada, afirmando que a soma da variacao da entropia de um buraco negro e do ambiente
externo nunca poderia diminuir. No entanto, ele ndo forneceu uma justificativa fisica
detalhada para esse postulado, apenas baseou sua hipotese em conceitos da teoria da
informacao e experimentos tedricos. Isso, aliado a visao classica de que os buracos negros
absorvem matéria sem emitir nada e a recente descoberta do fisico inglés Stephen Hawking
[52, 54], de que o horizonte de eventos de um buraco negro nunca encolhe, fazia com que a
ideia de entropia e temperatura nos buracos negros fosse tratada mais como uma analogia

ou até especulacao na época.

Somente em 1974, Hawking , influenciado pelo trabalho de Jacob David Bekenstein,
comegou a aplicar os conceitos da mecanica quantica ao estudo dos buracos negros
[55, 56]. No universo quéntico, o vacuo nao estd completamente vazio; em vez disso, pares
de particulas virtuais aparecem e desaparecem tao rapidamente que sdo praticamente
impossiveis de serem detectadas. Essas particulas virtuais se manifestam como fétons
e seu constante processo de criacdo e aniquilagao é conhecido como flutuacao quantica
[57, 58, 59]. Quando esse fendmeno ocorre nas proximidades de um buraco negro, o intenso
campo gravitacional pode atrair as particulas para dentro do buraco negro. No entanto,

também ¢é possivel que uma dessas particulas escape para o infinito, processo conhecido
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como Radiacao de Hawking. A emissao dessas particulas pode eventualmente levar ao
desaparecimento do buraco negro. Para que essa radiacao se produza, é necessario um
gasto de energia, que ¢é retirado do préprio buraco negro, resultando na sua evaporagao,

ou seja, na diminuigao do seu tamanho ao longo do tempo [58, 60, 61].

Para que ocorra a “evaporacao” do buraco negro, as particulas absorvidas devem ter
energia negativa (conforme o principio da conservagao de energia), enquanto as particulas
que escapam devem possuir energia positiva (como qualquer particula real em regides de
gravidade mais fraca). A medida que o buraco negro emite essas particulas, sua massa e
tamanho diminuem de maneira uniforme, facilitando a liberacdo de mais particulas por
tunelamento quantico. Dessa forma, a emissao continua em um ritmo crescente até que,
eventualmente, o buraco negro irradia toda a sua energia e desaparece, como ilustrado na

figura 10.

Figura 10 — Representacao esquematica do efeito Hawking

horizonte de eventos
-

pares virtuais
-1

radiagao Hawking

/
’

Fonte: Figura extraida de [55]

Portanto, ha razdes mais do que suficientes para considerar um buraco negro como

um sistema termodinamico, possuindo temperatura 7' e a entropia S.

4.1 Variaveis Termodinamicas

Iniciaremos, agora, o estudo das quatro leis da termodinamica de buracos negros.

A primeira lei da termodinamica afirma que uma pequena alteracdo na entropia
de um sistema esta sempre associada a uma variagdo proporcional na energia, sendo a
temperatura o fator de proporcionalidade. Bekenstein [15], foi o primeiro a perceber
que os buracos negros seguem uma lei semelhante, em que uma mudanca na massa do
buraco negro esta relacionada a uma variacao na area do horizonte de eventos, o que

seria analogo a entropia. Nesse contexto, o fator de proporcionalidade é conhecido como
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gravidade superficial, representada por s, que corresponde a medida da intensidade do
campo gravitacional no horizonte de eventos. Essa analogia se torna ainda mais clara pelo
fato de a gravidade superficial ser uniforme em todos os pontos do horizonte de eventos,

assim como a temperatura é constante em todo corpo que esta em equilibrio térmico.

dE = TdS — pdV. (4.1)

Sob a perspectiva da relatividade geral classica, a analogia mencionada ¢é bastante
consistente. Cada uma das leis da termodindmica tem um equivalente na mecanica dos
buracos negros. Um sistema que alcanca equilibrio térmico em um estado estacionario
corresponde a um buraco negro em estado estacionario. A Lei Zero estd relacionada
a gravidade superficial no horizonte de eventos. Enquanto a Segunda Lei diz que area
do horizonte de eventos de um buraco negro nunca diminui com o tempo semelhante a
entropia dos processos irreversiveis, ou seja, 0A > 0 isso é demonstrado pelo Teorema da
Area de Hawking, que estabelece uma relacio entre a drea A de um buraco negro e sua
entropia S [62, 63].

A forma usual da terceira lei afirma que nao é possivel alcancar uma temperatura
de T' = 0 em qualquer processo fisico, ou que a entropia deve se aproximar de zero quando
a temperatura se aproxima de zero. Para buracos negros postula-se que: E impossivel
reduzir a gravidade superficial £ de um buraco negro a zero por um ntmero finito de
processos, essa ideia nao se aplica em todos os casos, o que ocorre é que k£ = (0 se refere aos
buracos negros extremos, que nao possuem necessariamente uma area de desaparecimento.
No entanto, esta lei também nao funciona, no sentido de que existem sistemas fisicos
comuns que a violam. Com isso, podemos fazer algumas correspondéncias de propriedades
termodindmicas com os buracos negros como, por exemplo, energia, entropia e temperatura
sao correspondidas & massa, a area e a gravidade da superficie da seguinte forma: E — M,

T — arx S — A/8ma, onde o é uma constante indeterminada.

Na teoria da relatividade geral, essa similaridade é basicamente perfeita com
cada lei da termodinamica, correspondendo a uma lei da mecanica dos buracos negros.
Essa conexao descrita é de grande relevancia, uma vez que E e M expressam a mesma
propriedade fisica, ou seja, a energia total do sistema. Entretanto, de acordo com a
relatividade geral classica, a temperatura fisica de um buraco negro é zero absoluto. Isso
sugere que nao deve haver uma relacao fisica entre 7" e k. Da mesma forma, seria incoerente
assumir uma relacao fisica entre S e A. Por esse motivo, como ja foi dito anteriormente,
quando essa ideia foi inicialmente apresentada, muitos pesquisadores consideravam a
analogia entre buracos negros e as leis da termodinamica apenas como uma curiosidade

matematica, sem relevancia fisica.

No entanto, essa perspectiva mudou com a descoberta de Hawking [17], demonstrou

em seu trabalho que os campos quanticos em torno de um buraco negro possibilitam a
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emissao de particulas, que irradiam a uma determinada temperatura, dada por:
K
2

Esta expressao representa a temperatura fisica de um buraco negro, nao sendo apenas uma

Ty (4.2)

quantidade puramente mateméatica, mas também analoga a no¢ao de temperatura presente
nas leis da mecanica dos buracos negros. Com isso, o calculo de Hawking para a criacao de
particulas forneceu uma resposta afirmativa sobre a existéncia de um significado fisico nas

relacoes mateméaticas entre as leis da mecanica dos buracos negros e as da termodinamica.

Com isso, podemos interpretar a entropia real de um buraco negro como A/4.

Bekenstein sugeriu uma lei generalizada que define essa relagao como sendo
A
5(5+4)zo. (4.3)

Essa lei generalizada nos mostra que a variacao da entropia de um buraco negro, somada
a variagao da entropia do exterior nunca decrescem. Vale destacar que essa lei inclui a
radiacao de Hawking, pois a reducao da entropia do buraco negro, resultante da diminuicao
de sua massa e area, ¢ equilibrada pelo aumento da entropia no ambiente externo. Esta
lei pode ser comprovada se associarmos a entropia de um sistema ao logaritmo do niimero

de estados quénticos possiveis.

4.2 Calculo das Variaveis

Nesta secao iremos investigar como as propriedades termodindmicas se comportam
na auséncia da singularidade. Especificamente, determinaremos as temperatura, entropia

e capacidade térmica dos dois buracos negros regulares tratados no capitulo anterior.
4.2.1 Caso |: Buraco Negro de Nozari-Mehdpour
e Temperatura

Segundo Wald [64], quando a geometria do espago-tempo é gerada por uma distri-

buigao esfericamente simétrica em rotacao, a gravidade na superficie é expressa por:

1
K= — =V, VY : (4.4)
2 T=ry
onde x* = (1,0,0,9Q) é o vetor de Killing, sendo Q = — (go3/g33)|,—,, a velocidade

angular no horizonte de eventos, ry. Naturalmente, dado que o espaco-tempo estudado é
gerado por um objeto com simetria esférica e estatica, essa velocidade angular é zero. Por
conseguinte, a expressao (4.4) toma a forma:

1 (0% 1%
K2 — — §gmgﬂﬁrwrﬂ0 (4.5)

=Ty
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Uma vez que as conexoes de Christoffel ndo nulas, para os dois espagos-tempo

abordados, sao do tipo

po L ldgo o _ 1 1ldgo o _11ldgun, 7
01 2900 d7’ ) 00 2911 d?” ’ 11 2911 d7’ 22 9117
20 1
I, = —rsgei, Iz, = o 2, = —senfcosf e T3y =coth, (4.6)

podemos escrever (4.5) como

o 1 (dgoo) (4.7)
2y/=googn1 \ dr r=ry
Logo, substituindo em (4.2), segue que
1 dgoo)
Ty = 4.8
" A7 \/—goog11 < dr rery (4.8)

No espago-tempo gerado pelo buraco negro de Nozari-Mehdpour, as componentes

covariantes 00 e 11 do tensor métrico, g,,, sao dadas por

oo — —grt =1 M [tgl ( i ) Vo ] . (4.9)

r Vo, r2+0

Por outro lado, tomando g'' = 0, vemos que a expressao da massa em termos de ryg ¢

-1
M =T e (T ) Tf@\@ (4.10)
4 \/@ me + @
Logo, usando estes equagdes em (4.8), encontramos:
1 [ (e +0) tg™! (rue/VO) — 3r}e V6 — rre©?
The = 5 - . : (4.11)
ATrpe [(THG +0)tg (TH@/\/@) - THG)\/@] (rie +©)

Para entendermos como a presenca do fator de regularizacao, ©, altera o com-
portamento da temperatura do buraco negro, precisamos escrever Tye em fungao do
raio de Schwarzschild. Porém, devido a forma da métrica, ndo conseguimos encontrar
rge = rye (rs). Por conta disso, optamos por realizar uma analise numérica, conforme
consta na figura 11. Como podemos observar, diferentemente de um buraco negro singular,
onde a radiagdo é emitida para todos os valores de rg, no caso regular esta emissao ocorre
até um certo valor que corresponde ao raio do buraco negro de massa minima, M. Dito
de outra forma, a presenca da regularidade garante que o buraco negro vai emitir radiagao
e evaporar até que sua massa se torne igual M. Outro aspecto importante é que, para
valores grandes de rg (M > M) a temperatura comporta-se de maneira semelhante a do
buraco negro de Schwarzschild. Isto mostra que, nesse caso, a contribuicao da regularizacao

na radiagao Hawking ¢ muito pequena.
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Figura 11 — Comparacao entre a temperatura do buraco negro de Schwarzschild e o regular
de Nozari-Mehdpour. A curva pontilhada representa o comportamento da
funcao Tye em fungao de rg, para o caso em O = 0,01; enquanto que a
continua decreve a situacao na qual © = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Por fim, substituindo (3.6) em (4.11), podemos mostrar que, quando esse pardmetro

¢ muito pequeno, a temperatura se comporta como:

1 40
Toeo =2 _— 4.12
ie dmtrsg WY ( )

Esta equagao mostra que, nesse regime, os efeitos da regularizagdo nao sao tao relevantes.
« Entropia

De modo geral, a entropia do buraco negro é dada por
dM 1 oM
S = / — ——d 4.13
TH TH or H - ( )
Logo no presente caso, segue que

o [ 1 oM
" J Tue 0rue

drye. (4.14)

Porém, ao substiuirmos (4.10) e (4.11) nesta equagao, ndo conseguiremos resolver
a integral. Sendo assim, determinaremos a entropia apenas para a situacao em que O ¢é

muito pequeno, ou seja, assumiremos que a temperatura é dada por (4.12).
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Entendendo que rg é uma funcao de ryeo, usando a regra da cadeia e levando em

conta que dM/Jrs = 1/2, podemos mostrar que a equagao (4.14) toma a seguinte forma:

1 1

Assim, usando (4.12) e integrando, obtemos

160
Se = mrg+—In (7% - 160). (4.16)

Figura 12 — Comparagcao entre as entropias dos buracos negros de Schwarzschild e o regular
de Nozari-Mehdpour. A curva continua representa o comportamento da funcao
(4.16) em funcao de rg, para o caso em © = 0,001; enquanto que a tracejada
decreve a situacao na qual © = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Analisando a equagdo (4.16) ou o grafico da figura 12, vemos que, diferentemente
do que acontece com o buraco negro de Schwarzschild, onde a entropia se tornara nula
quando rg = 0, a do buraco negro de Nozari-Mehdpour se anulard quando rg = 16v/0 /.
Isto significa que a entropia decresce a medida que a radiagao é emitida e a massa ¢é
reduzida, e que este processo se encerra quando o buraco negro atinja a massa minima
M, =~ 8/6 /7. Outro aspecto que pode ser observado é que, quanto maior for a massa,
menor sera a contribui¢do do fator © no comportamento da entropia. Além disso, quando
o parametro de regularizacao ¢ nulo, o resultado torna-se igual aquele que é previsto por

Bekeinstein (1973) para o buraco negro de Schwarzschild.
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o Capacidade Térmica

A capacidade térmica é obtida a partir da relacao

oM
Cy=—. 4.17
Sendo assim, para o Buraco Negro de Nozari-Mehdpour, podemos escrever
OM M [0Tge\ ™" OM (0Two\ ™"
C@ = = Ll = C@ = — "o . (418)
GTH@ 8qu 87“1{9 a’l“g 87‘5

Logo, considerando que o pardmetro © é muito pequeno e usando o fato que M = rg/2,

segue, a partir de (4.12), que

2rem?

Co = w2k — 486

(4.19)

Figura 13 — Comparacao entre as capacidades térmicas do buraco negro de Schwarzschild
e regular de Nozari-Mehdpou. A curva continua representa o comportamento
da funcao (4.19) em funcao de rg, para o caso em © = 0,001; enquanto que a
tracejada decreve a situacdo na qual © = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Para compreendermos a influéncia da regularizacao, na figura 4.19, comparamos
as capacidades térmicas dos buracos negros de Schwarzschild e de Nozari-Mehdpour. A

capacidade térmica, representada no eixo vertical, nos d4a uma medida de como o buraco
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negro responde a absorcao de calor em termos de variacao de temperatura. Valores positivos
indicam que, ao absorver calor, a temperatura aumenta, enquanto valores negativos indicam
que a absorcao de calor faz com que a temperatura do buraco negro diminua, sugerindo
instabilidade.

A curva continua representa o comportamento da equagao (4.19) em fungao do raio
de Schwarzschild, com © = 0,001. O grafico de Cg mostra um pico no valor da capacidade
térmica quando rg = 4v/30 /m = 0,07, indicando uma regiao de estabilidade térmica.
Nesta regiao, a capacidade térmica é positiva, o que significa que o buraco negro estd em
equilibrio e pode absorver calor sem se tornar instavel. Por outro lado, quando o raio do
horizonte de eventos diminui abaixo desse valor, a capacidade térmica se torna negativa.
Essa regiao negativa no grafico indica uma fase de instabilidade térmica, onde o
buraco negro, ao absorver calor, ndo aumenta sua temperatura de forma equilibrada, mas
sim perde estabilidade. Esse comportamento é tipico de buracos negros pequenos ou com

raios de horizonte muito proximos da singularidade.

A curva tracejada representa o buraco negro de Schwarzschild, que é caracterizado
por uma singularidade central. A capacidade térmica desse buraco negro é sempre negativa,
o que significa que ele é termodinamicamente instavel em todas as situagoes. Isso implica
que, ao absorver calor, sua temperatura tende a diminuir, o que é uma caracteristica da

instabilidade em buracos negros sem qualquer regularizacao ou modificagao.

4.2.2 Caso Il: Buraco Negro de Bardeen

o« Temperatura

No espago-tempo de Bardeen, as componentes ggg € g11 sao

2Mr?
_ -1 _
Goo=—9gpp =1-— 24 ) (4.20)
Além do mais, a massa, expressa em termos do raio do horizonte, é
3/2
2 4
M = (Hq2)’ (4.21)
27“Hq
Como consequéncia, substituindo estas equagoes em (4.8), encontramos:
1 r% —2q?
Th, L (4.22)

T Ay, )

Seguindo a argumentacao do caso anterior, no intuito de compreendermos os
efeitos da regulariza¢do na temperatura do buraco negro, substituimos (3.13) em (4.22),

para escrevermos T, em funcao do raio de Schwarzschild. Porém, ao executarmos esse
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Figura 14 — Comparacao entre a temperatura do buraco negro de Schwarzschild e o regular
de Bardeen. A curva continua representa o comportamento da funcao 4.22
em fungdo de rg, para o caso em g = 0, 4; enquanto que a tracejada decreve a
situagao na qual ¢ = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

procedimento nos deparamos com uma equacao bastante “complexa”, o que dificultou
a nossa compreensao. Por esta razao, decidimos fazer uma andlise grafica, conforme
segue na figura 14. A partir dela vemos que, assim como acontece no buraco negro de
Nozari-Mehdpour, a emissao ocorrera até que o buraco negro alcance uma massa minima,
que neste caso é dada por M, = 9¢/4y/3. Também percebemos que, se M > My, o
comportamento de Ty, ¢ aproximadamente igual ao resultado previsto para o buraco

negro de Schawarzschild.
Além disso, no regime em que g é muito pequeno, podemos mostrar que

1 3 ¢
drrs  8mrd’

112

T, (4.23)

evidenciando que, em tal situacao, os efeitos do parametro ¢ sdo sutis.
« Entropia

No caso II, temos que:

OM _ 3Pt rh, (a7 i) (4.24)

3
Orug 2 THq Tt
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e que a temperatura é descrita pela equagao (4.22). Logo, substituindo esses resultados na

defini¢do da entropia [Ver Eq. (4.13)], chegamos a:

Sy = 20) i o+ ) 4

THq

Figura 15 — Comparagao entre as entropias do buraco negro de Schwarzschild e o regular
de Bardeen. A curva continua representa o comportamento da funcao (4.25)
em funcao de rg, para o caso em g = 0, 3; enquanto que a tracejada decreve a
situacao na qual ¢ = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

De forma anéloga ao caso I, devemos substituir (3.13) em (4.25) para expressarmos
S, como uma funcao de rg. Mas, isto também nos leva a uma equacao muito extensa,
dificultando o nosso entendimento sobre o papel da constante ¢ no comportamento da
entropia. Sendo assim, analisaremos esta variavel a partir do grafico apresentado na figura
15. Observando a referida figura, vemos que a entropia se reduzira até rg = 0,78, que
é o valor correspondente & massa My = 9¢/4+/3, com ¢ = 0,3. Além do mais, quando

M > M,, a contribuicao da regularizacao torna-se irrelevante.

No regime em que ¢ ¢ muito pequeno a entropia toma a forma
~ 2 o7 2
Sy = mrg + > [—3 4 21In(2rg)] ¢°. (4.26)

A partir deste resultado concluimos que, quando ¢ = 0, a entropia torna-se a de Benkeins-

tein.
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o Capacidade Térmica

Para este buraco negro, a capacidade térmica é obtida a partir da relacao

oM OM <8THq> -

Cq - OTHQ - (9qu

4.2
87’Hq ( 7)

Sendo assim, substituindo (4.21) e (4.22) nesta equacao, encontramos
5/2
2 (r%{q + q2) (T%{q — 2q2)

= | (4.28)
! THq (r%{q - 77“%{(](]2 - 2q4>

Figura 16 — Comparacao entre as capacidades térmicas do buraco negro de Schwarzschild
e o regular de Bardeen. A curva continua representa o comportamento da
fungao (4.28) em fungdo de rg, para o caso em ¢ = 0,3; enquanto que a
tracejada decreve a situacao na qual ¢ = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Buscando entender como C, varia com rg, devemos substituir (3.13) em (4.28).
Porém, assim como nos cédlculos das temperatura e entropia, isto nos leva a uma expressao
longa e dificil de ser analisada. Diante disso, optamos por construir um gréafico, onde
comparamos as entropias dos buracos negros de Schwarzschild e de Bardeen, considerando
q = 0,3 [Ver Fig. 16]. Conforme podemos observar, o comportamento da capacidade
térmica desse buraco negro é equivalente ao de Nozari-Mehdpour e, portanto, as conclusoes
do caso anterior podem ser aplicadas aqui. A tunica diferencga é que, no buraco negro de

Bardeen, o pico ocorre em outro valor de rg.
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A analise global dos gréficos revela que, enquanto o buraco negro de Schwarzschild
¢ instavel, a introducao de um parametro que modifique e regularize a métrica cria uma
regiao de estabilidade térmica. Essa transicdo de uma fase instavel para uma fase
estavel ocorre quando o valor de rg atinge certos valores criticos. Isso sugere que, pelo
menos nos casos analisados, os buracos negros regularizados possuem uma termodinamica
mais rica e apresentam uma transicao de fase que pode ser interpretada como um equilibrio

térmico em um regime especifico.
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5 Conclusoes

Na presente dissertacao, com o intuito de compreendermos a termodinamica de
buracos negros regulares, fizemos uma revisao sobre as soluc¢oes propostas por Nozari-
Mehdipour e James Bardeen e estudamos o comportamento das temperatura, entropia e

capacidade térmica associadas ao buraco negro previsto.

A métrica apresentada na se¢do 3.1 mostrou que a massa M nao é um ponto
localizado, mas se distribui por todo espago tempo, o que modifica a natureza do buraco
negro. Os resultados indicam que a presenca de horizontes de eventos depende da relacao
entre a massa M e o parametro da massa critica My. Para M < M, nao ha formagao de
buracos negros, enquanto para M > Mj, onde My = 8,/0O /7, a métrica pode apresentar
um ou dois horizontes de eventos. Isso destaca a importancia do parametro de regularizacao

na definicdo das condigoes de existéncia de buracos negros.

Durante a anélise da temperatura do bruraco negro de Nozari-Mehdpour percebemos
que diferentemente dos buracos negros singulares, onde a radiagdo Hawking pode continuar
até a evaporacao completa, no caso de Nozari-Mehdpour a emissao e a evaporagao correra
até que sua massa se torne My = 8,/0/m. Desta maneira, para massas muito maiores que
My (M >> M), a temperatura do buraco negro se comporta de forma semelhante a de
um buraco negro de Schwarzschild. Isso indica que, em escalas grandes, a regularizacao
tem pouca influéncia na radiagdo Hawing, sendo relevante apenas em regimes proximos a

massa minima.

Virmos também que ao contrario do buraco negro de Schwarzschild, cuja entropia
desaparece completamente quando rg = 0, no caso do buraco negro de Nozari-Mehdipour,
ela se anula em rg = 16/0 /7, indicando um limite diferente para o processo de evaporacio.
Conforme a radiacao Hawking é emitida e a massa diminui, a entropia também decresce
gradualmente, encerrando-se quando o buraco negro atinge a massa minima M, = 80 /.
Outro ponto a ser destacado nesta analise é que, a medida que a massa aumenta, a
influéncia do fator © na entropia se torna cada vez menor. Além disso, na auséncia do
parametro de regularizacao, o resultado recupera a formulagao proposta por Bekenstein

(1973) para a entropia do buraco negro de Schwarzschild.

Para a capacidade térmica observamos que buraco negro de Nozari-Mehdipour
apresenta uma fase onde a capacidade térmica é positiva, sugerindo uma regiao de
estabilidade térmica para determinados valores do raio do horizonte de eventos. A
regularizacdo proposta nesta métrica modifica a capacidade térmica do buraco negro,
permitindo uma fase de estabilidade térmica ausente no caso de Schwarzschild. Esse

comportamento sugere que buracos negros regulares podem ter uma evaporagao diferente
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e possivelmente evitar a singularidade total.

A andlise apresentada na secao 3.2 revelou que, ao regularizar a solu¢ao de Schwarzs-
child, substituindo a massa, M, por uma func¢ao de m(r), Bardeen obteve uma métrica que
corresponde a geometria produzida por uma carga magnética q. Neste caso, dependendo
da relagao entre M e ¢, a solucao pode apresentar um ou dois horizontes, ou até mesmo
nenhum. Em outras palavras, nesta solucao, a existéncia de buraco negro depende dos

valores de M e q. Na verdade, esse objeto existird apenas se M > 9¢/4+/3.

No que se refere a termodinamica, percebemos, através dos calculos da temperatura
e da entropia, que o buraco negro emitira radiacdo e evaporara até que sua massa atinja
o valor minimo, My = 9¢/4v/3. Quanto a capacidade térmica, os resultados mostraram
que, enquanto os buracos negros de Schwarzschild sao sempre instaveis, a introducao de
uma carga cria uma regiao de estabilidade térmica. Essa transicao de uma fase instavel
para uma fase estavel ocorre para um determinado valor de rg. Isso mostra que o buraco
negro de Bardeen possui uma termodinamica mais complexa e apresentam uma transicao
de fase que pode ser interpretada como um equilibrio térmico em um regime especifico.
Também vimos que, quando M > ¢, a contribui¢dao da regularizagdo na comportamento

dessas variaveis é muito pequena.
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