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Resumo

Este trabalho revisita a dinamica de sistemas sob forgas conservativas a partir de
uma perspectiva geométrica. Partindo do arcabougo newtoniano e do limite fraco/lento
da Relatividade Geral, mostramos como a aceleragao newtoniana &= -V, com & =
—GM/r, emerge da geodésica relativistica quando ggo ~ —(1 + 2®/c?). Nesse cenario,
empregamos o Fisenhart lift para reinterpretar a evolugao de uma particula, originalmente
descrita por uma lagrangiana com potencial, como uma geodésica em uma variedade
com uma coordenada adicional. Essa reformulacao introduz, no potencial efetivo do
problema central, um termo corretivo +C/(2r%) que desloca a frequéncia radial e induz
uma precessao leve do periastro, preservando o caso kepleriano na auséncia da correcao
(C=0).

Desenvolvemos as equacoes de Euler-Lagrange passo a passo, identificamos as inte-
grais primeiras (momento angular e constante associada a coordenada extra), construimos
a energia efetiva e derivamos a equacao de Binet, com a qual obtemos a previsao anali-
tica da precessao e da forma quase senoidal de r(f) ao redor de érbitas quase circulares.
Integracoes numeéricas coerentes com as hipoteses exibem 7r(¢) regular e 6rbitas com a
precessao esperada para C' > 0, confirmando as expressoes analiticas. O formalismo,
além de compativel com o limite einsteiniano empregado neste estudo, fornece um para-
metro geométrico de controle sobre correcoes orbitais sem romper com a fisica classica
subjacente.

Palavras-chave: dinamica; mecanica analitica; relatividade geral; geodésicas; Eisenhart

lift.



Abstract

This work revisits the dynamics of conservative systems from a geometric viewpoint.
Starting with the Newtonian framework and the weak/slow limit of General Relativity,
we show how the Newtonian acceleration 7 = —V®, with & = —GM/r, arises from rel-
ativistic geodesics when ggg ~ —(1 + 2®/c?). In this setting, we employ the Eisenhart
lift to reinterpret the evolution of a particle—originally governed by a Lagrangian with a
potential—as a geodesic on a manifold endowed with one extra coordinate. This reformu-
lation yields, in the effective potential of the central problem, a corrective term +C/(2r?)
that shifts the radial frequency and induces a mild periapsis precession, while recovering
the Kepler case when the correction is turned off (C'=0).

We derive the Euler-Lagrange equations step by step, identify the first integrals (angu-
lar momentum and the constant associated with the extra coordinate), build the effective
energy, and obtain Binet’s equation, from which we get the analytical prediction for both
the periapsis precession and the near-sinusoidal form of r(#) around nearly circular orbits.
Numerically consistent integrations display a clean r(#) and orbits with the expected
precession for C' > 0, in agreement with the analytical expressions. The formalism is
compatible with the Einsteinian weak-field limit adopted here and provides a geometric
control parameter for orbital corrections without departing from the underlying classical
physics.

Keywords: dynamics; analytical mechanics; general relativity; geodesics; FEisenhart

lift.
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Capitulo 1

Mecanica Analitica

1.1 Formalismo Newtoniano

Vamos introduzir o assunto, cabendo relembrar as formulagoes Newtonianas em principa.
Temos uma descricao de Newton que conseguiu descrever a dinamica classica utilizando
equacoes prioritariamente vetoriais, a relacao causa consequéncia disposta pode ser for-
mulada nas 3 leis principais.

1. Principio da inércia, onde todo o corpo permanece em estado de repouso, ou em
movimento uniforme em uma linha reta a menos que uma forca aja sobre ele.

2. Uma forca aplicada a um corpo podera originar uma forca resultante que ocasionara

numa variacao da quantidade de movimento na direcao da forca que foi aplicada

F=—, i £
3. Todas as forcas entre dois objetos existem em igual magnitude e em direcao

opostas|[6]. Se um objeto A exerce uma forca F_,’q em um objeto B, entao B ir4 ao mesmo

tempo exercer uma forca Fg em A.

<

Fp=—F,4. (1.2)

De forma geral podemos descrever desde pequenos corpos rigidos a grandes corpos de-
forméaveis dentro das especificagoes newtonianas, o que seria representar um ponto no
espaco sendo inflacionado pelas forgas até um sistema complexo como um carro, barra ou

pilastra.



Na mecanica newtoniana, o movimento descrito pelo sistema ¢ dependente de seu
espaco de configuracao Euclidiano. O espago de configuracao ¢ o conjunto de fatores e
variaveis que descreve o comportamento de um sistema em determinado espaco de tempo
t. E representado como o espaco de todas posicoes possiveis como também se expandido,
pode vir a englobar todas as velocidades. As dimensoes do espaco de configuragao, que
nomeamos graus de liberdade, sera melhor explicado posteriormente [7].

O conjunto de posigoes possiveis no espaco em que a particula consegue se mover é
descrito como nosso sistema. Portanto, cada instante de tempo ¢ corresponde a uma nova
situagao de posicao da particula.

Vamos fazer as devidas especificagoes de 7(z, y, z), que é nosso vetor posi¢ao que tem

a correspondéncia da movimentacao nos 3 eixos de coordenadas e cuja forma é
F=xi+yj]+ zk, (1.3)

onde i, 7, k sao nossos vetores canénicos. Devemos ressaltar que nosso vetor 7 é uma curva

temporal onde todos as variacoes da curva se dao pela variacao no instante t.

F(t) = (2(t), y(8), 2(2)). (14)

Por meio da curva de trajetoria podemos obter o vetor tangente a cada instante da curva,

de forma:

o(t) = %’, (1.5)
)= i d'y(t)j' L 22y (1.6)

dt dt dt
O vetor tangente é uma taxa de variacao muito fundamental do célculo e podemos da

mesma forma achar a aceleracao a partir dessa variacao de forma a termos

() = —2, (1.7)

Com essas relacoes obtemos a segunda lei achando o conjunto de forgas que estao sendo

atuantes sobre a particula em causa (atuagido de um conjunto de forgas sobre o sistema)

10



e consequéncia (movimento do sistema), dado por

A2 (1)

- F(7(t),t) =0, (1.8)

m

onde temos o campo vetorial F' com uma dependéncia explicita e implicita (na condigao
de 7(t)) do tempo. Em casos mais especificos também podemos considerar F' como de-

pendente da velocidade na particula, mas nao consideraremos neste documento.

1.1.1 Vinculos

Dentro dos modelos newtonianos devemos no atentar ao estudo dos vinculos, onde os
consideramos nas formulacoes de nossos sistemas de equagoes vetoriais. Vinculos sao
limitadores a cinematica dos sistemas mecanicos, limitadores das possiveis velocidades
e posicoes, sendo de fundamental relevancia para caracterizar a dinamica de um dado
objeto. Existindo as variaveis z,y, 2z onde r = (z,y, z) caracteriza um vetor do sistema,
podemos estabelecer a condigao fixa f(r) = f(x,y,z) = 0, caracterizando uma restrigao
ao sistema.

Considerando como exemplificacao que se refere ao tamanho da corda na Fig.1, temos

como representacao de vinculos.

[¢]

A

TITIITIITTIT

Figure 1.1: Sistema de polia, lado A ¢ B com comprimento [

Chamamos de vinculos holénomos aqueles que dependem necessariamente das coorde-
nadas do sistema, podendo ou nao depender do tempo em forma explicita. Tais vinculos

sao caracterizados pela seguinte equacao

f&, &, ....&m, 1) =0. (1.10)

11



1.1.2 Exemplificacao do formalismo newtoniano com sistema fisico

Trabalhando com o modelo newtoniano, temos uma representagao da maquina de Atwood,
com o formalismo ja apresentado podemos colocar d a seguinte forma a nossa distribuicao

para o problema em especifico

Figure 1.2: Maquina de Atwood com mola posta

Consideramos nesse sistema a acao das forcas de vinculo e as forcas aplicadas, dessa

forma temos retorno das forgas resultantes
T — m1§ = mia. (1.11)

mad — (T + Fy) = mad. (1.12)

.

Nos atendo apenas a dinamica dos corpos m; e ms, nao iremos considerar a rotacgao da
polia para este exemplo.
Considerando a adigdo das equagoes (2.7) e (2.8) temos para a aceleragdo de forga

resultante do sistema, a relagao

G(my —ml) + F,

g
(my + my)

(1.13)

Aqui expoe-se a maior desvantagem desse formalismo, pelo carater vetorial devemos con-
siderar variaveis no plano tridimensional nao necesséarias para obter as solugoes do sistema,
caindo em redundéancia. A proposta de Newton sofreu diversas controvérsias ao longo do
tempo e modelos de reformulagao, veremos a seguinte o resultado de todas essas novas
propostas chamadas de mecanica analitica que vai ser ponto chave para o entendimento

dos campos escalares e nossas devidas aplicacoes.

12



1.2 Principio de d’Alembert

Considerando a existéncia dos vinculos, que nos proporciona as vérias posigoes possiveis
em determinados instantes ¢ em configuracoes infinitesimalmente préoximas, nos leva ao
entendimento dos deslocamentos virtuais entre estes cenérios. Esse deslocamento pode
ser exemplificado no grafico da Figura 3. Precisamente, considerando um sistema de N
particulas os deslocamentos serao estabelecidos como dér;,1 = 1,2,..., N das particulas

localizadas nas respectivas posicoes 71,72, ..., TN.

Figure 1.3: Configuracao dos sistemas virtuais e reais

Considerando um sistema moével em duas superficies temporais t e ¢ + dt, temos o
deslocamento real representado por dr, que é perpendicular a tais superficies, diferenciado
do deslocamento virtual sempre tangente[8]|. Nesse tipo de representacgio, averiguamos que
os deslocamentos virtuais ocorrerao em um mesmo instante temporal. A forca de vinculo,
em superficies lisas ao quais iremos trabalhar, ¢ sempre normal a superficie e chegamos a

algumas conclusoes importantes em que

W =0, (1.14)

o trabalho da forca de vinculo no sistema idealmente liso ¢ zero, nesse caso os consideramos
como vinculos ideais
Um vinculo mais forte envolvendo o trabalho associado aos deslocamentos virtuais,

pode ser obtido a partir da segunda Lei Newton. Como sabemos, a segunda Lei de

13



Newton estabelece que

onde F; sao as forcas atuando sobre cada uma das 7 particulas do sistema mecanico. Cada

uma dessas forcas, pode ser reescrita como a combinacgao
F=F"+f (1.16)

onde Fi(aj sao as forcas aplicadas e f; as forcas de vinculo, totalizando as forcas gerais no
sistema. A grande dificuldade na equagao é determinar as forcas de vinculo, visto que estas
sao fruto das forcas aplicadas ao sistema, onde pode-se dizer que sao as verdadeiras causas
do movimento do sistema, além da redundancia de varidveis que ja mencionamos|9]. Logo
se faz desejavel uma formulacao que apenas envolva as forgas aplicadas. Considerando

uma situacao estatica e em equilibrio, temos
> Fj o =0, (1.17)
i

e fazendo a decomposicao de forcas, ficamos com

T

ST EW.omi+ > fi-ori=0. (1.18)

E conhecido que o valor do trabalho da forca de vinculo é zero, implicando na seguinte
relacao

N ED 6r=0. (1.19)

Segundo a interpretacao de d’Alembert, cada particula do sistema tem seu equilibrio
regido pela forca real e seu correspondente invertido, uma forca de reagao de resposta do

sistema. Deste modo, podemos reinterpretar a segunda Lei de Newton sob a perspectiva

S 5 — F) o =0, (1.20)

T

resultando em um vinculo natural ao sistema dindmico. A equacdo acima também é
conhecida como principio de d’Alembert [10]. Aqui analisamos o principio como um

avanco da forma que trabalhdvamos com os problemas de sistemas classicos, agora so

14



dependemos de entender as forcas externas as quais o sistema esta submetido, chegando
aos mesmos resultados da mecanica newtoniana. O principio de d’Alembert é um grande
passo no entendimento do formalismo lagrangiano que o terd como base no uso do modelo
de analise fisica do sistema.

Utilizando do mesmo exemplo anterior, temos de forma geral obtendo

—

m;ﬁf—i—mgéf—(m-gg'—mlg?'—Feg) =0, (121)

ou ainda .
g(mg —ml) + F,
(mi+may)

a—=

(1.22)

Nos dando o mesmo resultado anterior.

1.3 Formalismo Lagrangiano

O principio de d’Alembert ainda nos requisita trabalhar com um namero indesejado
de variaveis, nao necessarias, pois os dr; nao sao independentes como também em muitos
casos, as posicoes r;]9].

Logo nos limitamos a uma quantidade de variaveis N que chamamos de coordenadas
generalizadas, que sao coordenadas independentes, caracterizando univocamente as con-
figuragoes do sistema e tornando os vinculos identicamente independentes. Considerando

que trabalhemos com todos os vinculos holénomos temos as coordenadas|11],
ri = r(q1,q2, -, qN, t) P= L2 nu V. (1.23)

Introduzida as coordenadas generalizadas, os deslocamentos virtuais podem ser expressos

na forma independente,
n v
am
0
—1 Y4k

or; = dqr. (1.24)

Aqui podemos nos situar dentro do espaco de fase ao qual o sistema se ocupa, espago
esse que se caracteriza por todos as coordenadas (niao vamos considerar no trabalho o

espago de fase para as velocidades)[7]. Aplicando o considerado & equagio , temos

. o7 L on
ZZ?’TJ?LT; . a—;éqk = ZZE . a—;én, (1.25)
ik ik :

15



a partir da qual podemos definir as chamadas forcas generalizadas, cujas formas sao

N o .
dri

Qk = Zﬂa—%. (1.26)

Agora manipularemos para algumas consideragoes do que seriam nossas forgas general-

izadas. Mas vamos primeiro nos atentar a nossa primeira parte da equacao,

. B
Zi: Zk: m;v; - 8—;6% (1.27)

trataremos de forma a obter termos que ja reconhecemos. Temos ciéncia que pela regra

do produto.

d or;]  du; O d Or;
et B, P BN (1.28)
dt Oqx dt  Jgx dt Oqx.

voltando para o nosso termo que ja possuiamos na equagao (2.23):
do;  Or; d or; d Or;
T e | i T (1.29)
dt  Odgq. dit Aq dt gy

substituimos entéo o resultado obtido em (2.28) na equagao que possufamos em (2.23):

. 07 L d | 0r ;
ZZ [dt (m«zb . qu) — ;- 7 [aqu (1.30)

a derivada 07; /Oqx com o vetor 7; dependente varias coordenadas e do tempo (g1, g2, ..., Gn, t)

sua derivada em relacao as coordenadas também terd uma dependéncia em relacao as co-

ordenadas. de forma que se analisarmos

d (0r; d
E ('SE‘:) = ‘(Ef(QI.‘ 2, -oes qﬂ:'t)' (1'31)

Dessa forma, trabalharemos com a derivada total de forma:

d (07 Of dg  OFf dt
E(aqk) Zaqut ot dt’ (1.42)

recuperando o termo ja possuido na equacao

_d (O . x=0 (OF\. 0 (n
it () = 23—@(@)“@(@) 5
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e os seguintes termos sao veridicos

d ([ Or a [or
g o R 1.34
A (3%) Iy, (dqz> (1.34)
o [ or o [0r; i
ot (qu ~ O, (E> (38
dessa forma
Lod (O L x~ 0 (OR\. 9 (97 ;
Ls'a(@>—bi';a—%(a—m)m+a—%(a)g (1.36)

colocando em evidéncia o termo 0/0q, temos

L9 (= (07N ., O i

Sabendo que o produto d/dqy - ¢; geraria um resultado nulo pela ndo dependéncia ¢; das

coordenadas g sobrando apenas

5}
Ti - AT} 1.38
o0 (1.38)

Voltando para os termos anteriores entao possuimos

N n
d L O . 00 ‘
Z:Z\: [-d—t (mi-t..i : a—q;) — myv; 3_(;;] I (1.39)

Como demonstramos, tratamos de forma geral os ¢s e ¢s como independentes do tempo.

A situacdo entao, ja nos apontava o resultado:

ovi  Or
= (1.40)
dq,’\: ko
Analisando a propriedade do produto para derivada:
d dv;  Ov; ov;
— (Mt G) = i+ 5— + o Ui = 205 - —. 1.41)
Igi ) Oge  Og ik (

Entao chegarmos no passo final para esse primeiro termo, com

N n
sz:la (3_%( 2 ))_3_%( 2 )]5%- (1.42)

Como os vetores v; sdo paralelos temos que o produto escalar entre ambos é o médulo de
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seu produto v} - v; = v?

vl B e mv? 8 [ d<=m v
PR -a(Es)e  os

k i

Conseguimos obter o primeiro termo de energia para a montagem do formalismo, a Energia

Cinética como modeladora do movimento. Cuja forma é

. [d ¢aT oT

Agora devemos trabalhar com o nosso outro lado da equacao, as forcas generalizadas que
representamos como () podem ser ou nao representados por potenciais generalizados. Di-
vidiremos aqui como @y = Qg +Q'}§U, As forgas que derivam desse potencial analisaremos
a seguir e os que nao derivam podem ser expressos como forcas de resisténcia do sistema.

Abrindo nossa definicdo de Q. e considerando Q'};U = 0 temos

or; Ox; Ay az,,-)
= Hgs s R e Tl % I P 1.45
L 21: Iy Z ( Iqi ya% g ( )

T

onde sabemos por definicao matematica que uma forca que deriva de um potencial gen-

eralizado se expressa da forma F= —VU, assim ficamos com
or; oU Ox; ~ OU dy; ~ OU 0z oU
@ Z Aqr 21: (d;rg; Oqr * Ayi Iqi i 0z aqk) gk (145)

Colocando isso na funcao original, chegamos a um resultado dependente também da
energia potencial que seria denominada equacao de Eiiler Lagrange, cuja forma explicita
é

=

g(&T—W)_wT—W . L=T-V. (1.47)

dt Agp. dqy,

1.3.1 Analise de forcas nao conservativas e funcao de Rayleigh

Para a analise junto aos QY que sdo forcas geralmente dependente das velocidades de
forma F = —k¥:
. ori
nlJ U
= E E—, 1.48)
k = i an: 3 (
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e seguindo a fungao de dissipacgao de Rayleigh para facilitar o tratamento de tais situacoes

que se comporta de forma

1 N . .
F=3 Zf kigtp, + Kyl + izt (1.49)
com iss0
gF
j ey 1.50
v’ ( )
Q== B o, DF AN, OF (1.51)
; dU{a! qu d't.-‘iy qu d‘t-‘@; aqk aqk
transportando para a equacao final temos
d (0T — V)) oT-V) OF
dt ( Ay, ole ofi7 Ha2)

As equagoes de Lagrange oferecem a forma que nos requisitam o minimo de informacao
do sistema em termos de coordenadas, além de eliminarem referéncias aos vinculos. E
notavel que agora diferentemente da forma newtoniana, trabalhamos com um sistema
escalar de n equacoes diferencias de segunda ordem que determinam univocamente as

formas de movimento.

1.3.2 Péndulo simples como demonstracao do formalismo lagrangiano

Consideraremos o exemplo do péndulo simples, um dos sistemas classicos mais conhecidos,

para exemplificar o formalismo lagrangiano.

Figure 1.4: Configuracao dos sistemas virtuais e reais
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Esquematizando geometricamente, teremos:

x = rlsin(0)
y = —lcos(0)
tendo a lagrangiana (sabendo que nosso potencial é de forma U = —mgy

1 r
L= Qm(iQ +9%) +mgy;

b= %m(ﬁé)Z + mglcos(0).

Logo, vamos obter nossas equacoes Euler-Lagrange para 6, dados por

d (0L oL 0:
dt \ 90 06
d, 5 ,
—(ml“0) — mglsin(#)) = 0.
dt
resultamos em:

6+ :?s-m(e) — 0.

Que é a equacao geral para o pendulo newtoniano.

1.4 Principio Variacional de Hamilton

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

Uma introducao ao variacional de Hamilton requer um estudo inicial do Calculo varia-

cional.

O calculo variacional é usado para determinar méximos ou minimos de um funcional,

sendo este uma funcao real com o dominio sendo um espacgo de funcoes, ele retorna ou

associa a fungdo a um numero do conjunto dos nimeros reais. A representacao explicita

de um funcional é dada por

Iyl = /’“ fly(z),y (), z)dz.

(1.60)

onde considerando um funcional genérico, a funcao f : R? — R maximiza ou minimiza o

funcional .J, extremizando-o.
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Para determinarmos que fungoes y(z) extremizam o funcional .J, utilizaremos do ar-
tificio de utilizar uma outra funcao no plano. Deste modo, podemos reescrever a funcao

Yy como

y=y(x)+en(z) ;  n(x) =n(zz) =0, (1.61)

que possul os mesmos valores iniciais e finais da funcao em principio. Atribuindo essa
nova funcao ao funcional resultaria em uma funcao apenas dependente do niimero real €,

nos levando a

Jy) = f " F(@), ¥ (@), 2)dz = B(e). (1.62)

Como em casos extremos temos que € ¢ igual a zero, resultariamos no valor extremo do

funcional J[y| em méximo ou miimo. Assim, teremos o valor maximo ou minimo em

o)  _
dt e=0 0.

Ap6s um certo algebrismo, ¢ possivel mostrar que a variagéo do funcional J[y|, assum-

ido constante sob todo o intervalo de integracao, resulta na equacao

f [d? da (@)] ek =10 (1.63)

Assim, se M(x),z1 € & < x2, ¢ uma fungao continua tal que f:f M (x)n(x)dx = 0 sendo
qualquer funcao continua n(z) com n(z1) = n(x2) =0, entdo M(z) = 0 em [z, z5]. [12]

Este lema aplicado a condigao da equacao de euler- conduz a equacao de Eiiler, cuja

of d (df\
% (a-_y*) =0. (1.64)

1.4.1 Notacao Variacional

forma é

O principio de Hamilton enuncia que, partindo de um ponto a trajetoria fisica pelo sis-
tema mecanico no espaco de configuracao é a trajetéria minima ou que minimiza a acao.

Considerando que uma acgao classica pode ser escrita segundo

ta
S[Ql:-m@mﬂ = / L(Ql:---~Qm‘§"1:---~‘jnat)dt~ (165)

Jt

sendo S o funcional do sistema, e que a coordenada ¢; pode ser reescrita como

qi(f) = qi(t) —+ E?}@(f) = q/gft) + 5q@(t), (166)
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entdo, a variacao S ¢é a variagdo em primeira ordem de S quando g; e ¢; estao submetidos

as variagoes 0q; e 0¢;, respectivamente. Consequentemente,

. oL . 0L _. ]
55:/“ dt( oq; 5 0%t 55;5‘?@) 6S = S[q] — Sq]. (1.67)

Como nesse caso, cada dg é independente, os 0.5 sdo iguais a zero, nos permitindo encontrar
as equagoes de Lagrange do sistema. Assim, podemos entao enunciar o principio de
Hamilton a partir da acao

ts
5= / L{g, ¢ 4)d% (1.68)
J 1

Dada a lagrangiana L, a acao é tal que torna a trajetéria entre os pontos inicial e final

minima.

1.5 Conservacao de Energia e Teorema de Noether

Existe um caso geral que na maior parte dos sistemas fisicos reduz-se a conservacao total
da energia do sistema.
Teorema — sejam q, ..., ¢, coordenadas generalizadas ¢ L(q, ¢,1t) a lagrangiana de um

sistema mecanico. Se L nao depende explicitamente do tempo a quantidade h é definida
por
oL
h= k—=—— — L, 1.69
S all 1, (o

e ¢ constante de movimento. Se dispusermos de uma lagrangiana do tipo L =T —V com

V" independente das velocidades, temos
h=>Y g qk—qk — (1.70)
Se as coordenadas generalizadas nao envolvem explicitamente o tempo, ficamos com
h=2T—-T+V =T+ V = Energia Total. (1.71)

Assim, um dado sistema pode ser caracterizado por:
(i) — h ser constante de movimento, mas h # E.

(i1) — h ser igual a energia total, mas h nao ser constante de movimento.
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(2i1) — h ser igual a energia total, e h ser constante de movimento.

1.5.1 Teorema de Noether

A invaridncia e simetria foram muito bem encaixados finalmente por Emmy Noether
(1918). Nesta se¢ao apresentaremos uma breve reviséo de seu tio famoso teorema.

Suponha o sistema descrito pela acao

to
L) > S= [ Lla.d (172)
ty

considere a transformacao infinitesimal

t—=t =t+eX(q,t), (1.73)

ai(t) = ql(t) = @i(t) + ewi(q, ). (1.74)

O teorema de Noether entao diz que, supondo que a acgao S seja invariante, nao mu-
dando sobre a transformacao infinitesimal, entao, ha uma quantidade conservada sob essa
invariancia da acao relativa a transformacao considerada.

Como vimos anteriormente, ao variarmos a agao, obtemos

AS = [ i (q’(t’), digf’),t’) dt — /j L (q(t), d‘;—gﬂ, t) dt, (1.75)

uma vez que, AS = 0, entao, a quantidade

"\ 0L . |
c=>) a—m(q,gx — ) — Lz, (1.76)

¢ conservada, e se configura como constante de movimento.
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1.6 Dinamica Hamiltoniana ou Formalismo Hamiltoni-
ano

O formalismo hamiltoniano consiste numa simplificacao da resolucao da equagao de movi-
mento de uma dado sistema. Como anteriormente ja citado, a partir de uma lagrangiana
constituida por n coordenadas generalizadas, obtemos n equacoes diferenciais de 29 or-
dem. Aqui trataremos de um grupo de 2n equacoes ordinarias de 12 ordem, conhecidas

como equagoes de Hamilton. Assim, partindo do conjunto

(QI:\'"!qnspla'"!pﬂ)'! (177)
veremos como ¢ possivel obter as equacoes
H(qlﬂ"".'qn'.'pl!"".'pn?t)' (178)

As equagoes de Hamilton na dindmica consistem na formulagao mais poderosa da mecénica
classica e permitem estudar os aspectos mais estruturais da mesma. A mecanica quantica
e a mecanica estatistica se baseiam nessa formulacao para seu proceder, logo se deixa
explicito a sua importancia no estudo[8].

A base da formulac¢ao de Hamilton esta justamente na lagrangiana, o uso da variavel
adicional p néo foi por mero detalhe[6]. Para aredugdo da ordem das equagbes de Lagrange
utilizamos a definigao de momentos conjugados pyy, que como vimos &

oL

Pi= 5 i=1,..,n. (1.79)
4qi

Ao substituirmos as velocidades generalizadas pelos momentos conjugados, teremos como
resultado a diminuigao da ordem das equagoes de movimento, o que facilita sua integracao
e solugao.

A funcao de Hamilton, pode ser obtida a partir do seguinte mapeamento
T
i=1

também conhecido como transformada de Legendre.
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Um resultado imediato que pode ser obtido de H é,

s (0L, OL .\ 0L
dH = Z(q@p@ + Piti) — lz (a—qdqg + 8—qdq’:) + adt] . (1.81)

Substituindo o vinculo da equacao de movimento da relagao anterior, encontramos

OH OH
" , P = —, 1.82
6= g =5 (1.82)
e como subproduto
OH OL
_—= . 1.83
ot ot ( )

Essa ultima equacao demonstra a dependéncia temporal explicita entre a hamiltoniana e
a lagrangiana. Se uma depende explicitamente do tempo a outra também dependera e
vice-versa

A hamiltoniana possui diferentemente da lagrangiana, que tem cardter mais algébrico,
um importante significado fisico. Considerando a forma geral da lagrangiana L =T — V'

sendo V independente das velocidades e T' dependente quadraticamente destas, entao,

> ¢:0T/0¢; =5 ¢:0T/0¢; = 2T em consequéncia
BT T =E, (1.84)

o que significa que a hamiltoniana é, na maioria dos problemas fisicos que iremos tratar,
correspondente a energia total do sistema mecéanico.

As leis de conservacao ja estudadas na secao 2.5 podem ser reformuladas para o con-
ceito da hamiltoniana. Uma coordenada ¢; ciclica, como mencionado em decorréncia da

descricao matemaética, nao aparece também na hamiltoniana, resultando em
Pt = (1.85)

Revelando o seguinte teorema: se a hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo,
entao, H ¢é constante de movimento. Em casos excepcionas, pode acontecer de H se
conservar sem ser a energia total, ou inversamente, de H ser a energia total e nao se

conservar.
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1.6.1 O problema do péndulo esférico como exemplo de aplicagao

ao formalismo hamiltoniano

Considerando a geometria do sistema

Figure 1.5: Péndulo esférico em coordenadas € ,¢ e r

x = lcos(0)sin(¢), (1.86)
y = lsin(@)sin(¢), (1.87)
z = leos(d). (1.88)

A tnica forga que age no péndulo (além do ponto do suporte) ¢ a gravidade, e definimos

o potencial zero como estando no ponto de conexao do péndulo.
U = —mglcos(6), (1.89)
dessa forma, representamos a lagrangiana primeiramente

B %(a&:%g}%é’z); (1.90)

T

L
2

(1262 + sin(0)%¢%) + mglcos(d). (1.91)
As quantidade de movimento generalizada sao

0L .
Pr= o7 = mil®0; (1.92)
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oL i
Py = 2= — msin(0)id. 1.93
Pe= 52 msin(6)°p (1.93)

assim podemos determinar a hamiltoniana tanto por H(q,p,t) = >.! ¢ipi — L(gq,q,1) ou

H =T+ V, temos entao

2 s 2
m Do ml®sin(0)"pe
H=T+V=3l — mglcos(8); 1.94
™ 2" (mi®)? " 2(miZsin(6)2)? mglcos(0); (1.94)
2 2
Py Py
H= — mygleos(8), 1.95
omi2 ' 2misin(@2 cos(0), (1.95)
e dai obtemos as seguintes equacoes de movimento
0=y 1.96
Opg  mi?’ ( )
S v ; 1.97
O = By~ mlPsin(6)?’ (1.97)
- OH  picos(0)
= =gt 1.98
' 06  ml?sin(0)3’ ( )
oH
=55 =0 1.99
Pe= "4 (1.99)

Visto que ¢ ¢é ciclico, a quantidade de movimento pg sobre o eixo de simetria é constante.

1.7 Transformacoes Canoénicas e Funcoes Geradoras

Diferentemente da lagrangiana que ¢ invariante sob a escolha de varias coordenadas, a
hamiltoniana, por ter coordenadas generalizadas independente dos momentos, nos permite
uma mudanca de variaveis no espaco de fase que simplifique a aplicacao de alguns modelos
fisicos especificos. Também existe a diferenca que no espaco de configuragao, mudancas
de variaveis mantém a forma geral da lagrangiana. Isso, em geral, nao ocorre no espaco
de configuragao da hamiltoniana, nao preservando a forma das equagoes de movimento.
Logo, nos restringiremos as mudancas de varidveis que mantém a forma hamiltoniana.

Considere as funcoes

Qi = Qilg, p, 1), (1.100)

P, = Pi(q,p.t). (1.101)
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Como queremos que as novas variaveis mantenham a forma da hamiltoniana, queremos
que exista uma fungao K das novas variaveis canénicas e do tempo K(Q, P,t), tal que K
desempenha o papel da nova hamiltoniana. Assim, podemos escrever que

0K . 0K
T 9P’ "= 0Q;

Qi (1.102)
Sabemos que as equacoes canonicas do movimento originais sao geradas a partir de um
principio variacional. O mesmo se aplica pra as equacgoes canodnicas das novas variaveis.
Logo, ambos os principios variacionais devem ser validos ao mesmo tempo. Uma forma
coerente de validar isso ¢ que ambos os integrandos difiram de uma derivada total com
relagao ao tempo da funcao ¢(q, p,t), ou seja,

o I
5/ P s 5o B (1.103)
. dt

Assumindo que d¢;(t1) = 0q;(t2) = 0 e dp;(t1) = dp;(t2) = 0, ficamos com

n

Y (pidgi — Pid@;) + (K — H)dt = dg, (1.104)
i=1
que representa a forma geral da transformacao canénica.

Com a definicao apresentada nos permite criar meios de produzir ou gerar transfor-
magcoes canodnicas, para isso analisando a equacao podemos utilizar o conjunto indepen-
dente [¢, Q] de 2n variaveis, e assim considerar os momentos transformados em termos de
(g, Q,t). Assim, terfamos

pi = fi(g, @ 1), (1.105)

supondo que para todos os casos isso seja possivel. Assim ao definimos uma funcao F}

Fi = (¢,Q,t) = ¢(q,p(q, Q,1), 1), (1.106)
logo, ficamos com
> (pidg; — PdQ;) + (K — H)dt = dFy, (1.107)
=
L&)
OR . OF OF,

K(Q,P,t)= H(q,p,1) (1.108)

pi_(‘?qa’ i_aQi’ +W'
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Com a funcao F) é diferenciavel, podemos gerar transformacoes ao sistema. Pode também
nao ser possivel utilizar o conjunto [¢, @] como varidveis independentes, mas podemos
utilizar [¢, P] como um conjunto de 2n variaveis independentes, onde existiria a fungio

Fy(q, P, t), cuja forma é

F=) QP+ F, (1.109)
resultando em
OF, oF, 0F,
= = i=—: K(Q, Pt H 3 1.110
Pi= g Q 9P (@ P.t)=H(q,p.t) = -~ ( )

1.7.1 Parénteses de Lagrange e Poisson

Podemos pensar nos parénteses de Poisson como um critério que consegue testar a canon-
icidade de uma transformacao. Com a definicao que ja temos de Transformacao canénica
que responde a equagao 2.103, sabemos que podemos realizar um teste (nao direto exigindo
a inversao de muitas equagoes) a partir das fungoes geradoras. Para obter um conjunto
de 2n variaveis independentes (n variaveis antigas, n variaveis novas) que permite obter
um critério direto sobre canonicidade, utilizaremos os parénteses de Poisson.

Se estabelece por definigao a (n,£) — 2n variaveis candnicas, que por sua vez, repre-
sentam os n ¢'s e p's da formulacgio, e que eles dependam dos parametros [u, v], de tal

forma que:

" [ O O Om. O%e
el = 3 (i - G ). (1111)
k=1 ' ’ ' '

Entao seguindo o teorema 8.2.1 de [8], a transformagéo ¢ candnica se e somente se

9,9l =0, [pipiler =0,  laplqr =dy (1.112)

Os parénteses de Poisson aparecem nas equagoes que regem o movimento de uma variavel
dinamica qualquer, uma funcao das variaveis canoénicas e do tempo. Deste modo, ao

considerarmos a a derivada primeira da funcao F' em relacao ao tempo, obtemos

OF OF OF <~ (OF0H OF0H OF _
- Z (agm gk + B pk) N Z (a—%d—m — ﬁa—q;\) -+ B (1.113)

k=1

na qual utilizamos as equacoes de Hamilton. Consequentemente, os parénteses de Poisson
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podem ser definidos como

" /OF G OF 0G dF OF
[F,G]:g(éam—éa%) , — =[F,G] + —=. (1.114)

A partir das defini¢oes acima, podemos reescrever as equagoes do formalismo hamiltoniano

em termos dos parénteses de Poisson, como pode ser visto em

(jz' = qu,H] ) p? — [pi1H] g (1115)

1.8 Teorema de Hamilton-Jacobi

O método agora discutido ¢ o mais bem elaborado e mais poderoso na resolucao das
equacgoes de movimento. Ele se baseia primeiramente em uma transformacao canonica
capaz de tornar a hamiltoniana transformada identicamente nula, que algebricamente é
representada por

(¢,p) = (Q,P): K(Q,P,t) =0. (1.116)

Por consequéncia a equacgoes de Hamilton transformadas sao

. oK . -
Q=5 =0-Qi= Bi, (1.117)
£
: oK
Rf:——an_ =05 P=a (1.118)

Aplicando a transformacao candnica inversa temos

¢ =q(Q, P,t) = ¢ = q(B, 1), (1.119)

pi = p(Q, P,t) = pi = p(8,, 1), (1.120)

sendo estas as equagoes de Hamilton para as varidveis originais. Assim, devemos nos
preocupar em encontrar uma fungao geradora do tipo F(q, P, t), a qual chamaremos aqui

de S(q, P,t). Essa funcdo tem como propésito anular a nova hamiltoniana K(Q, P,t) e
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estas estarao relacionadas através do mapeamento

K(Q,Pt)=H + ‘;—‘j. (1.121)

Considerando que a nova hamiltoniana deve ser nula, temos

oS

H4—=1) 1.122
+5 =0, (1.122)
e usando os resultados obtidos das novas equacoes de Hamilton, ficamos com
S S
= = —. 1.123
Assim, temos
ds  0s as
H(q,....Qny,=—,-.5—,t) + =— = 0. 1.124
(@1 s g G )+ 5 ( )

A equacao anterior ¢ denominada equacao de Hamilton-Jacobi, onde passamos de uma
representacao das equacoes Hamilton em 2n equacoes diferenciais de primeira ordem para

uma Unica equacao parcial de primeira ordem de n + 1 variaveis.

1.8.1 O problema do oscilador harménico como exemplo de apli-

cacao da teoria de Hamilton-Jacobi

O hamiltoniano para um oscilador harmoénico unidimensional é representado na Fig. 6

H="—t 2 (1.125)

T
1/ 11

T‘T |
)

Figure 1.6: Sistema de oscilador harménico simples

as as
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Substituindo p por %—‘2 no hamiltoniano, temos

2m

1 [0S\* k¢ 0S |
(3_(;) +5+ 5 =0 (1.127)

Uma solugao para (2.126) pode ser obtida por separagio de varidveis na forma de soma

[1]:
S =W(q) +T(). (1.128)

Introduzindo esta relacao resulta em

1 (OWN\? kg dT

= = mm 1.129
2m ( dq ) * 2 dt ( )
Ambos os lados desta equacdo sao iguais a uma mesma constante positiva, que chamare-

mos de a. Ficamos entao, com as duas equagoes diferenciais ordinarias:

1 (OW\?  kqg?
— (a—q> + % = a, (1.130)
e
dT

A constante « coincide com o valor constante do hamiltoniano, pois dW/dq = 0S/dq = p.

A parte de S independente do tempo seré

2 .
W = Vmk /d.qﬁ/f _ (1.132)

consequentemente, com T'(t) = —at, temos

2
Bl ed] =tk /dm /?‘3‘ _ g, (1.133)

A solugao da equagao de movimento para g obtém-se de

B=— (1.134)

as m/ dg ’
= VE et
Y . %C"_QZ
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Integrando, obtemos a expressao

ST T R
; = 2 arccos g 2(}*1

que pode ser resolvida para ¢, ou seja:

[2 . [ k
q= ?ﬂcosw(t—kﬁ), w=4/—

Esta ¢ a bem conhecida solugao do problema do oscilador harmonico

(1.135)

(1.136)

. Supomos que em

t = 0 a particula esteja parada, pg = 0, mas deslocada da posicao de equilibrio de uma

quantidade ¢g. Podemos determinar « resolvendo a Eq. 2.134 para dW/dq e depois

calcular em ¢ = 0. Assim, neste caso

dw kaq?
— = V2m\/a — '
dg 2

Calculando em ¢t = 0, ficamos com :

dgq 2
portanto, temos
ks
Q=
5

AR 2
(dl )t:(]:pg:[]:\/Zm a—@,

(1.137)

(1.138)

(1.139)

que é a energia inicial total do sistema. Este fato pode também ser visto com a relacao

s
H+ o =0.

De S =W — at, temos g = —a, entao

H = «.

A solucao g em termos de seu valor inicial gp sera

q = qocosw(t+ 3),
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e, das condicdes iniciais obtemos 3 = 0. Substituindo a = kg2/2 em (2.125), escrevemos

a funcao principal de Hamilton como:

kZ
S:\/mkquwqg—qZ—%t, k = mw?.

Mas /g3 — ¢? = (1/v/mk)(0S/9q) = p/mw = ¢/w = —qosinwt, entio

. 1
= Tmqug / (5'1112 wt — §) dt.

Portanto, S é a integral do lagrangiano em relacao ao tempo, pois

] w?q? : L)
;Cz%—%zmwzqg (SiﬂZMt—§>.

(1.143)

(1.144)

(1.145)

Este resultado pode ser visto se tomarmos a derivada total de S em relacao ao tempo:

45 505,
Com p; = 05/0q; e H + 0S/0t = 0, teremos

%ZZ}J{@@—H:K.

Portanto, temos

G = /Edt—l— constante .

O resultado que buscdvamos obter.
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Capitulo 2

Formalismo de Eisenhert Lift

Dentro do que trabalhamos na dinamica da mecanica analitica, especificamente no formal-
ismo lagrangiano, fizemos uma analise sobre moldarmos o sistema utilizando os vinculos
deterministico para a cinemética e as forgas adicionais para referenciais nao inerciais.
Trataremos agora sobre um outro formalismo, que ja foi explorado dentro de estudos
da Relatividade Geral, proposto por Luther Eisenhart|[13] (1876 - 1965), onde o objetivo
seria tratar o sistema de forma a considerar uma particula livre em um novo espaco
de configuragao. Considerando as forcas que chamamos de adicionais em sentido que
aparecem em sistemas nao inerciais, trataremos agora de forgas "ficticias" como fala o
autor em artigo [14]. Como essas forgas conservativas agem dentro do movimento, gerando
potenciais conservativos. Podemos analisar de uma forma a se considerar apenas um novo
espaco ao qual esta particula se encontra tornando-se uma particula livre. Analisaremos

a construcao histérica do modelo e sua motivagao para entendermos seu uso.

2.1 Gravidade Einsteiniana

Nesta secao recordamos os elementos minimos da Relatividade de Einstein necessarios
para o restante do trabalho. A gravidade é tratada como geometria do espago-tempo:
particulas livres seguem geodésicas de uma métrica g,,. No regime de campos fracos
e velocidades baixas (limite newtoniano), recuperamos a dindmica sob o potencial ® =
—GM /r, exatamente o cenério que exploramos ao reinterpretar o movimento orbital via
FEisenhart lift como geodésicas em uma variedade com coordenada extra[l5]. Essa ponte

justifica por que os resultados orbitais classicos (e suas corre¢oes) aparecem naturalmente



no formalismo geométrico usado no capitulo.

Relatividade Especial

Para contextualizar as ideias que culminam no FEisenhart lift e, mais adiante, na formu-
lacao geométrica da gravidade, recordamos os pontos essenciais da Relatividade Especial

(RE).

Principio de relatividade e transformagoes. Em mecanica classica (Galileu), as
leis tém a mesma forma em todos os referenciais inerciais. As transformacoes entre dois

referenciais S e S’ com velocidade relativa V' ao longo do eixo x sao
! ! !
x=x—Vt, Yy =y, 2 =g, t =1

de onde o tempo é absoluto. Contudo, a eletrodinamica de Maxwell prediz que a luz se
propaga no vacuo com velocidade ¢ independentemente da fonte. Para compatibilizar esse

fato com a invariancia das leis fisicas, Einstein postula:
1. As leis da fisica tém a mesma forma em todos os referenciais inerciais;

2. A velocidade da luz no vacuo é a mesma ¢ em todos os referenciais inerciais.

Disso decorrem as transformacoes de Lorentz. Para um movimento relativo ao

longo de x:

C

Vv 1
¥ = qi(E— Vi), B =4, 7=z t’:ﬂ;'(t— —2:1‘.) , Y= — (2.1)

Espaco-tempo de Minkowski e intervalo invariante. A estrutura geométrica sub-

jacente é o espago de Minkowski, cuja métrica (com assinatura (—, +,+,+)) é
ds? =, drtdr” = — ?dt* + dz® + dy® + d2?, (M) = diag(—1,1,1,1).  (2.2)
O intervalo ds? ¢ invariante sob as transformacoes de Lorentz

vV 1
d=y@x-Vt), Y=y =z t’z?«'(t—-ﬁ)? V= ——
C lE
2
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Escrevendo o intervalo como
ds®> = — 2 dt* + da? + d.y2 +d2?,
em unidades naturais (¢ = 1) ele reduz-se a
ds® = — dt* + da? + dy? + d2?,
como adotado em partes do capitulo.

Quatro-vetores e dinAmica. Definindo o quatro-vetor posicao =z = (¢t, ¥) e a quatro-
velocidade u* = dz# /dt (com d7 o tempo préprio), temos utu, = —c?. A conservacio de

quatro-momento p* = mu* encapsula a dinamica relativistica em auséncia de forcas.

Relatividade Geral

Do principio da equivaléncia a geometria. A observacdo empirica de que todas
as massas caem com a mesma aceleracao em um mesmo campo gravitacional motiva
identificar massa inercial m; e massa gravitacional mg:

Mg mg=my
g = g
my

F = mja, F=mgg = a=

No pensamento einsteiniano, isto sugere que a gravidade pode ser removida localmente
escolhendo-se um referencial em queda livre: num pequeno laboratorio que cai, as leis

voltam a forma da RE. Essa ¢ a forma operacional do Principio da Equivaléncia.

Meétrica, conexao e geodésicas. A descricao geral passa a ser geoméirica: toda a
fisica localmente inercial é colada por uma métrica lorentziana g, () em uma variedade
de dimensao 4. A derivada compativel com g e sem tor¢ao é a conexao de Levi-Civita,

cujos simbolos de Christoffel sao

1 T
T2 = 59"’ 00 ot g ) (2.3)
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Particulas livres (sem forgas ndo-gravitacionais) movem-se ao longo de geodésicas:

d?zP dzt dx¥

Curvatura e equagoes de campo. A curvatura de Riemann R’;,, mede a nao co-
mutatividade da derivada covariante; suas contragoes dao o tensor de Ricci R, = R?,,,,
e o escalar R = g" R, |16, 17]. As equagoes de Einstein ligam geometria e conteiado
material:

. 1 3rG

G'u'p — R,U.V - §Q#I/R — (1—4 T#V._, (25)

com T}, o tensor energia-momento. As identidades de Bianchi (V,G"” = 0) implicam a

conservacao covariante da matéria, V, 7" = 0.

Limite fraco (newtoniano). Para recuperar a gravitagio classica que usaremos no

capitulo do lift, considere um campo fraco e quase estacionario:

2
G = N = h‘;w: |h,up| < 17 Goo = — 1+ ? ’

onde ® ¢ o potencial gravitacional newtoniano. No regime de baixas velocidades (|7] < ¢)

s [s - pat ) = 1 AT ™ ' E s s AT E 2 .l
e campos lentos, a equacao geodésica fornece, para a aceleragao espacial,

&z »
E £ —V(I’(JS')

Além disso, as equacoes de campo de Einstein reduzem, nesse limite, & equacao de
Poisson:

V2(7) = 47 G p(7).

com p a densidade de massa-energia apropriada. Assim, o termo —V® que aparece
no seu capitulo (forga central) é precisamente o limite de baixa energia de uma métrica

com ggo = —(1 + 2®/c2).

Exemplo canénico (estatico e esfericamente simétrico). Para uma massa central
isolada, a solugdo externa ¢ a métrica de Schwarzschild; no regime r > r, (rs = ZGJM/CQ)
temos ®(r) = —GM/r, isto é, o potencial de Kepler que vocé utiliza. Perturbagoes

da orbita eliptica (precessiao) emergem quando se considera corregoes além do limite
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estritamente newtoniano — mecanismo analogo ao termo adicional +C/(2r?) induzido

pelo lift no seu formalismo.

2.1.1 Conexao com o formalismo do estudo (Eisenhart lift)

No capitulo, re-interpretamos a dinamica de uma particula sob potencial estacionario
V(%) como geodésica em uma variedade com uma coordenada extra. Em termos de RG,

isso corresponde a embutir a aceleragio —V @ (isto ¢, no limite fraco/lento em que

27 ) . GM
-d_ﬂ- o= V(I)(.L‘), (I’(.I‘) = . s

) em uma métrica estendida cuja projecao reproduz as equacoes newtonianas. No caso

central newtoniano (® = —GM/r), a lagrangiana efetiva leva a

1 ., & k C

onde o termo +C/(2r%) é o rastro geométrico da coordenada extra (secdo anterior
do capitulo), modificando a frequéncia radial e induzindo precessio (equagoes de Binet

apresentadas no formalismo)|[18, 19, 20, 21, 22, 23].

2.2 Formalismo (Eisenhart lift) e aplicagao a forga cen-
tral

O Principio da Equivaléncia da Relatividade Geral (RG) sustenta que, localmente, os
efeitos de um campo gravitacional podem ser removidos por uma escolha apropriada de
referencial em queda livre. Isso frequentemente leva & pergunta: a gravidade seria uma
forca ficticia? A resposta geométrica de Einstein é que a gravidade é a manifestacao da
curvatura do espago-tempo quadridimensional; as particulas livres seguem geodésicas, e a
“forga” gravitacional ¢ substituida pela geodésica em uma variedade curval24, 25, 26, 27,
28].

Historicamente, ideias de dimensoes extras (como em Kaluza—Klein|3, 4]) sugerem au-
mentar o nimero de graus de liberdade do espaco-tempo para codificar outras interacoes.

Nesse espirito, o Eisenhart lift mostra que a dinamica newtoniana de uma particula sujeita
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a um potencial estacionario pode ser re-interpretada como geodésicas de uma métrica
em dimensao maior. Assim, “removemos’ o potencial da lagrangiana original, trabal-
hando com uma particula livre em uma variedade pseudo/riemanniana adequadamente

escolhida.

2.2.1 Meétrica de Eisenhart e lagrangiana geodésica

No caso riemanniano mais simples (coordenadas espaciais z' e uma coordenada extra y),

tomamos
5; 0
(g15) = w2z | (2.6)
0 mV(z)

onde V(z) é o potencial positivo associado a forca conservativa e M é uma constante
com dimensao de massa que torna homogéneas as unidades. A lagrangiana geodésica

correspondente ¢é

2.7)

Atencao ao sinal do potencial newtoniano: no problema gravitacional de Kepler, o
potencial fisico é atrativo,
Ur) = ——, k:=GmM >0,

de modo que, na lagrangiana usual de mecéanica classica, Lyowt =T — U = T + % No

arranjo geométrico adotado, a lagrangiana geodésica é

5 0

Lgeo = igu(ﬂf) xTxt, (g15) = ;

a2

mV(r)

e tomamos V(r) = +:—f > () na métrica extra, mantendo o sinal atrativo correto quando
. - Lo e i : : % T o k N . :
retornamos & forma newtoniana (isto ¢, com U(r) = —= na energia efetiva do sistema

fisico).
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2.2.2 Redugao a duas dimensoes e coordenadas polares

Consideremos um movimento planar com coordenadas polares (7, 6):

r =rcosb, Yplano = T sIn 6.

A contribuicao cinética plana é T' = é m(ir"2 + -rZéZ). Tomando V(r) = § na métrica extra
0i 0
(915) = .
0 —o
mV(r)
a lagrangiana geodésica correspondente ¢
2 .2452 o .,
Lyso = = mlr 0 - ——Y*,
2e0 m(r Tr ) + Vf?”) 1
e, portanto, com V(r) = éj obtemos
sy = =M\ T r — o —— = —m\r (& - e " £
2 P 2k/r 2 r 2 k

onde renomeamos a coordenada extra por Y e escrevemos M = « apenas para enfatizar

a constante de escala da dimensao extra.

2.2.3 Equacoes de Euler—Lagrange
Coord. angular 4.
oL

— =mrl = %(mrzlé') =0 = mr?9 =¢ (constante).

Portanto,
. £
0 = ! 2.9
—3 (2.9)
Coord. extra Y.
oL 2 d s Lo
= = %Y = E(% Y) = =p %Y = B (constante),
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isto é,

. kB 1
Definimos, para conveniéncia,
k B?
Coord. radial r.
oL ) d . .
57 =M = E(mr) =i
Além disso,
OL . k 1a? .
= TR = o e Y
Br 2 g 2 k
Logo, a E-L radial ¢
: E o 1a?... . E 1a?.
m-i‘—(m?"ﬂz—ﬁ—i—ia—k}/z)zo = Tni‘:mrﬁz—ﬁ+—2-%Y2.
Usando as integrais primeiras
. ¢ . kB 1
0= 5 e ¥=—=
mr o r
obtemos
. o kC o kB
mi = —g 3 3 com C=—.
2.2.4 Energia efetiva e interpretacao
A energia mecéanica associada é
1 /2 k C 1
E = ~mi? + - -2 4 = = mt 4 Uxgl(r). (2.12)
2 2m r? r 272 2
centrifuga corregao do lift

Isto é, o Eisenhart lift adiciona um termo +§§ ao potencial efetivo do problema de Kepler.

Quando C' = 0, recuperamos o caso kepleriano padrao.

42



2.2.5 Equagao da orbita (Binet) e precessao

Defina u(6) = 1/r(8). Para uma forga central F(r) = — —d—( — k4 -Q) =-k+C a

dr r 2r2

equacao de Binet da

d*u m mk  mC
@2‘"‘”2—@}7(?‘): W—g—z?!
Logo,
" mk mC
' +Au = ik Ai=1+e € = R (2.13)
A solucgao é
(0) ”m[1+ (VA0 9)ﬂ (2.14)
u = — € cos = .1
A €2 O b
com excentricidade e € [0,1) e fase 6p. O fator VA =+ 1 implica precessao do periastro.
Para |e| <« 1,
1 C
Aw = 2ﬂ(ﬁ — 1) n LI = ST ﬂ_z"z_ (retrograda se C' > 0). (2.15)

2.2.6 Orbita quase circular e forma de 7(t)

O raio circular rg satisfaz Ulz(rg) = 0, isto é,

P2+0C Kk 2 +C
- -+ = — 0 — g = .
mry ré mk

Linearizando r(t) = rg + dr(t), obtemos

v " " m'gkA
m or + Ug(rg) 0r = 0, of(T0) = @10
Dai a frequéncia radial
Ui (ro) m2k* m k?
2 eff
= = Wp = . 2.16
YT T @+rcp @+ )3 )
Assim, para excentricidade pequena e < 1,
r(t) = rg [ 1 — e cos (wpt + cb)} 2 (2.17)
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uma “quase senoide” limpa, com frequéncia radial dada por

o m k?
wyr — (572—’—0)5;2
A frequéncia angular no circulo é
o . dm k>
W e T mr2 T (BFO)Y
= JHEE
onde 79 = —5=.

e a diferenca w, # wy ¢é outra forma de enxergar a precessao.

2.2.7 Figuras (simulagoes numéricas)

A integracao numeérica da equacao radial

- 2 " C
mir = = = —
75 o 8
com parametros adimensionais m = 1, k£ = 1, £ = 1.2, ¢ = 0.10 e condigoes quase

circulares (e = 0.06) produz:

Raio
1.650}

1.625f [ - [\ [ !'

r(t) - érbita quase eliptica com correcao 1/r?

1600F | | [ 1 !
15754t

Figure 2.1: Raio r(¢) ajustado (oscilagdo harménica limpa em torno de rg).
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Orbita no plano (x,y) - correcado

1.5

1.0

0.5t

15 -10 -05 00 05 1.0 15

Figure 2.2: Orbita no plano (z,y) com correcio +C'/(2r?): leve precessio do periastro.

2.2.8 Erros frequentes que distorcem a é6rbita

1. Sinal do potencial de Kepler: usamos U(r) = —k/r no problema fisico e, por-
tanto, Lyewt = T+ k/r. Se U entrar com sinal +k/r em L = T — U, o termo
radial atrativo —k/r? fica com sinal errado, gerando artefatos (senoides aceleradas

e orbitas aberrantes).

2. Coeréncia entre V da métrica e U fisico: na métrica estendida use

53'3‘ 0
(915) = ”
0 mV(r)

com V(r) = —Hf > 0, enquanto na energia efetiva do sistema fisico mantenha o

potencial atrativo U(r) = —%. Essa distincao evita inversoes de sinal na forca
radial.
3. Constantes de movimento: checamos dimensdes e defina ¢ == mr’f e C =

kB%/a? > 0. Qualquer ambiguidade em B, a afeta diretamente o termo +C'/(2r?).
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4. Condigoes iniciais quase circulares: para comparar com a forma temporal

240 m k2
T(t)%?“g[l—ecos(wrt—kqb)}, rg = —— wr:m,

tome r(0) = ry e 7(0) = 0. Isso evita beats numéricos que mascaram w,. .

5. Integragao estavel: usamos tolerancias rigidas (p.ex. rtol~ 107) e passo adap-

tativo; passos grandes podem induzir precessao numérica espuria.

O Eisenhart lift fornece uma forma geométrica de incorporar forcas conservativas como
componentes métricas em dimensao extra. No problema central, a assinatura principal é
a correcio +C/(2r?) no potencial efetivo, que altera a frequéncia radial e induz precessio
do periastro, enquanto C' — 0 recupera Kepler. De forma analitica, a equacao de Binet

modificada é

cuja solugao pode ser escrita como

u(f) = ?—;[1 —i—ec:os(\/x (6 — 90))}, r(f) = L

Para || < 1, a precessio por volta é
A~ —mme=—m—.

Além disso, no regime quase circular, a frequéncia radial e a forma temporal do raio sao

m k? ; i’
Wy = m r(t) ~ ro [1 = Eeon{ @)}’ T Tk

Essas expressoes permitem controlar analiticamente (e verificar numericamente) a forma

de r(t) e a taxa de precessao em funcgao de (m, k, ¢, C).
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Conclusoes

Podemos concluir, reafirmando o espirito que guiou este estudo, que a dinamica per-
manece um eixo central para compreender o mundo fisico em multiplas escalas e, mesmo
amparada por séculos de resultados, ela ainda oferece terreno fértil para releituras con-
ceituais e aprimoramentos técnicos. Partindo do arcabouco newtoniano que esta longe de
ser um ponto final, mas sim um ponto de partida exemplar, este trabalho reinterpretou o
movimento sob forcas conservativas por meio do FEisenhart lift, isto ¢, recodificando um
sistema com potencial como uma geodésica em uma variedade munida de uma coordenada
adicional. Essa passagem permite enxergar a trajetoria de uma particula, originalmente
sujeita a um campo, como movimento livre em um espago métrico adequadamente escol-
hido, sem romper com a fisica subjacente e, ao contrario, tornando explicitas as estruturas
geométricas que ja estavam implicitas na formulacao cléssica.

Ao longo do texto, consolidamos os cuidados necesséarios de consisténcia fisica e matemética
para que os resultados numéricos e analiticos reflitam o problema correto. Em particular,
fixamos o sinal atrativo do potencial gravitacional newtoniano U(r) = —k/r e mostramos
como, no formalismo adotado, surge no potencial efetivo o termo adicional +C/(2?“2),
fruto direto da presenca da coordenada extra. Com esse ajuste, a equacgao radial assume
a forma

€2

mr = 5 = Ll e w
mrd r2 rd’

garantindo a recuperacao do caso kepleriano quando €' — 0 e eliminando distorgoes
artificiais nas integracoes. No entorno de orbitas quase circulares, a solugao temporal
de r(t) aparece como uma oscilagio limpa em torno do raio 79 = (¢2 + C)/(mk), com

frequéncia radial dada pela curvatura do potencial efetivo nesse ponto. Em linguagem



geomeétrica, a diferenca entre a frequéncia radial e a frequéncia angular do movimento gera
naturalmente precessao do periastro, exatamente como prevé a equacao de Binet quando
se inclui a corregao +C/(2r?); e é essa precessao, de pequena magnitude controlada por
C', que explica a nao-fechadura perfeita da érbita observada nas simulagoes.

Esses resultados se alinham, de modo transparente, com o limite fraco e lento da
Relatividade de Einstein. No regime em que ggo ~ —(1 + 2®/¢?) com ® = —GM/r, a
geodésica relativistica projeta-se na lei newtoniana Z = —V®. Dessa forma, a estratégia
adotada aqui nao se afasta do quadro einsteiniano; ao contrario, ela explora uma mode-
lagem geométrica auxiliar que “embute” o potencial em dimensao extra e preserva a fisica
orbitral central pertinente as situagoes estudadas. Quando C' = 0, recuperamos a érbita
kepleriana convencional; quando C' > 0, obtemos uma 6érbita levemente precessionante,
em acordo tanto com a analise analitica quanto com as integragoes numéricas realizadas,
que exibem um r(t) regular e a curva no plano com o avango esperado do periastro.

Mantivemos, por clareza e foco, o movimento planar e um potencial puramente cen-
tral, opcao que se mostrou adequada para isolar o papel da coordenada extra na forma
do potencial efetivo e na fenomenologia de precessao. Esse recorte naoc é uma limitacao
do método, mas uma escolha consciente para fazer emergir o mecanismo essencial sem
ruidos adicionais. Ainda assim, ele deixa portas abertas a extensées naturais: a passagem
ao caso tridimensional, em que a rotacao em ¢ dialoga com a constante associada a coor-
denada extra, e a exploracao de potenciais distintos do kepleriano, com especial interesse
nos regimes em que termos adicionais competem com a correcio 1/r? induzida pelo lift.
Também fica delineada a comparagao fina com correcoes relativisticas pos-newtonianas,
permitindo distinguir quando uma precessao observada deve ser atribuida ao contetido
geométrico adicional do modelo estendido ou & curvatura inerente de solugoes da Rela-
tividade Geral como a de Schwarzschild.

Em sintese, o formalismo aqui discutido nao substitui a descricao tradicional: ele
a ilumina. Ao converter o problema de uma particula sob campo em um problema de
geodésicas, ganhamos um quadro unificado em que a dinamica classica se deixa ler de modo
geométrico, compativel com o limite einsteiniano e dotado de parametros que controlam,
de maneira transparente, correcoes qualitativas e quantitativas nas oérbitas. As figuras
e integracoes numéricas serviram como contraprova desses fatos, enquanto as expressoes

analiticas amarram a interpretacao fisica aos objetos centrais do célculo. Revisitar a
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dinamica com esse olhar nao apenas reforca a robustez do edificio classico, mas também
o conecta de forma elegante as ideias geométricas que sustentam a gravitagao moderna,

apontando trilhas nitidas para investigacoes futuras.
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Apéndice A

Da Lagrangiana relativistica ao

Eisenhart lift, 6rbitas e r(t)

Lagrangiana geodésica na Relatividade Geral e limite newtoniano
Comegamos do principio variacional para geodésicas em uma variedade lorentziana (M, g):

dzt dz” m

m [ TR
Sl = f/g“”(x)ﬁ = d, Fes =2 ilg#,,;r“x , (A.1)

onde A é um parametro afim e o ponto denota derivada por d/d\. A variacao 65 = 0 da

a equacgao geodésica
i s 1 ; ; ;
.'I:p + Fplup x#;r-r = 0, FP#V p— 59'00(0#‘90':/ + aygg# = agglu_p). (A?)

Para recuperar o regime orbital classico, tomamos o limite fraco e lento:

20 ()

2P
Juv = ?}',u,u‘i_h-,uv, |h-,u,u| < ]-1 goo = — (]— + 2 ) ,  goi = 01 Gij =~ 63'3' (]— - ?) -

Escolhendo o tempo coordenado t como pardmetro (A = t) e impondo velocidades baixas
(|Z| < ¢), a lagrangiana geodésica
m s



reduz, até O(v?/c?), a

m - GM
Ixg ~ =22 + m®(@), @@F)=-——. (A.3)
r
As equagoes de Euler-Lagrange dao 7= —V &, isto ¢, a dinamica newtoniana sob

potencial central de Kepler. Em polares no plano orbital,

. : k
Ty == %(fh:ﬂe?) + % k=GMm>o0. (A.4)
T

Eisenhart lift (métrica estendida e lagrangiana geodésica)

Para reescrever esta dindmica como geodésica em dimensao maior (aqui, n = 2 espacial

— n+ 1 = 3 com uma coordenada extra), adotamos a métrica riemanniana estendida

0ij 0 ’
(917) = P V(%) > 0.
0 m V(T)

onde V' é uma fungao positiva relacionada ao potencial fisico, e a (constante de massa)

garante homogeneidade dimensional. Tomaremos

k
Vi) = = (>0), (A5)
r
enquanto o potencial fisico na energia efetiva permanece U(r) = —k/r (sinal atrativo).
Usando a métrica estendida
0 0 ﬂ
(gr7) = , V(Z) >0
0 mV(r)

B = ? (72 + r%%) +

onde, no caso central de interesse, V(r) = 7 > 0.

onde Y é a coordenada extra.
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Euler—Lagrange: integrais primeiras e equacao radial

Para 6:
E(@-Ll-&) = E(mir'zl,“:) =0 = mr¥=0 = = z (A7)
dENTT dt mr?’ '
com ¢ constante (momento angular).
Para Y:
d d (a?r - a’r : kB 1
—a-.Li):— N ey TR B ¥ =0 A8
dt(yl& a'.t(k ) 2 a? r Wy
onde B é constante. Definimos
k B?
Para r, escrevemos
o 1a? ...
af-Lljft = mr, arLﬁft = 'mT’G‘Z -+ 5 % Yz.
A E-L radial é
d o La?s
(i) — (m-r’ﬁ'z +3 "% YQ) = (A.10)
Substituindo as integrais primeiras
. . / V2 . : kB 1
G — =% Po—e, i T=F 5§ T,
mr2 k a2 r
na equacao radial
d o k  1la? .,
obtemos
. k 1., 2 k C
R 2 2 -
mr = TTL?"G = ?"_2. -+ i?y — m.?"a == ﬁ + E, (Al].)

2
onch:% > 0.

Isto ¢, a coordenada extra induz a corregio +C/r® na equacdo radial e, portanto, um

termo +C'/(2r?) no potencial efetivo (ver abaixo). Para C' — 0, recuperamos Kepler.
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Energia efetiva e primeiros resultados orbitais
A energia associada a lagrangiana geodésica do lift,

2

Mg 2y 1T o
Lliftzg(?" +T‘9)+§qu
com o potencial fisico atrativo U(r) = — k/r reintroduzido, é
m 2 k C m
E = —¢? - - = — 7% + Ue(r). A2
2" Dty 12 r * 272 2" + Uear(r) ( )
com
/2 '
L = - — — 4 —.
() 2mr?  r N 2r?
O raio circular ry satisfaz Ulg(rg) = 0:
G+C ok Gt+C
s N PN W (A.13)
mry g mk
A curvatura do potencial no circulo é
3.4
m-k
Lz = —. A4
eff(TO) (€2+C)3 ( )

Linearizando r(t) = rg+ dr(t), obtemos a frequéncia radial

T 214
w? = Leigm) = (€?+ké)3, r(t) ~ rg {1 — e cos(wyt + cb)} , (A.15)

que explica a “senoide” limpa observada numericamente. Ja a frequéncia angular no

circulo é
¢ ¢m k2

{'ro T omrg - @+ 02 (A.16)

Wy =

Como wy # wy quando C' # 0, a érbita nao fecha e surge precessao do periastro.

Equacao de Binet e precessao analitica
A forga radial efetiva correspondente & energia efetiva

2 k. C

E=1mr?+ = — ,
2 2mr? r  2r?
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d k C kC
F(T‘) = _}(_;—I—ﬁ) — _E—I_;

Com u(f) = 1/r(f), a equagao de Binet é

d*u m 1 mk  mC ”
Rearranjando,
d*u mk mC
W—F)\U, = f—.z, — ]_—’—51 T 7 (AIS)
A solugao é
o) = B [1 +ecos (VA6 — 90))} R (A.19)
A2 ' u(6)
O avanco angular por revolucao é
1 mC
Aw = QW(E — 1) B € = = ;rrn;—z para || < 1, (A.20)

isto €, precessdo retrograda quando C' > 0 na convengdo acima. Para C' = 0 (A = 1),

recupera-se a elipse kepleriana fechada.

Coeréncia com o limite relativistico e observacoes finais

No limite fraco/lento da RG, gog ~ —(1 + 2®/c?) com ® = —GM /r reproduz & = —V®,
o que coincide com a dinamica obtida a partir da lagrangiana newtoniana
GM

Lng ~ % 72+ m®(F) com B(F)=— g
T

O FEisenhart lift implementado aqui, ao introduzir V(r) = % na métrica estendida

&; 0
(915) = s
0 mV(r)
e ao manter U(r) = —£ na energia cfetiva,
B 5 M 2 EC
= —Mmr —_—— —_—
2 2imr?d o WP
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evita a inversao de sinais na forca radial. A dindmica resultante contém, além do termo

centrifugo usual, a corregao +% que desloca a frequéncia radial,

o m k>
MRS (2 + )32

gera a oscilacao quase senoidal

; 2+C
r(t) = -ro[l — e cos(wyt + @) }1 ry= o

e induz a precessao do periastro

Todos os resultados numéricos do capitulo sao, assim, explicados por estas expressoes

analiticas.

Onde erros arruinam a 6rbita

Dois pontos costumam corromper 7(¢) e a érbita:

e (i) usar U = +k/rem L =T — U, o que troca o sinal do termo —?% na equagao

radial
2 k

mr = - ;
mrs r2

gerando oscilacoes esptrias e orbitas aberrantes;

e (ii) confundir o V(r) positivo usado na métrica do lift,

(911) = , | VE)==>0,
0 r

., e
mV(r)

com o U(r) fisico negativo que entra na energia efetiva,

1 . Z k C
E = -m# & a8 o T
2 2m r? r 2y
Manter V(r) > 0 na métrica e U(r) = —k/r na energia evita a inversao de sinais na

forca radial.
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Apéndice B

Como gerar as figuras por codigo

(Python)

Figura senoidal r(t)

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt

# Pardmetros adimensionais

m, 1, ell, G, e <=:1.0, 1,0, 1.2, 0,10, 10.06

it

# Raio circular aproxzimade e Cls gquase circulares

r0 = (ell**2 + C)/(m*k)
r_init = r0x(1 - e)
rdot_init = 0.0

def radial_ode(t, y):

r, rdot =y

return [rdot, rddot]

t_eval = np.linspace(0.0, 200.0, 4000)
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r = max(r, le-12) # evita divisdo por zero numérica

rddot = (ell#**2)/(m**2 * r*%3) - (k/m)/r**2 + (C/m)/r**3




20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

sol

# Fi
plt.
plt
plt.
plt
plt.
plt.
plt

= solve_ivp(radial_ode, (t_evall[0], t_eval[-1]), [r_init, rdot_init],

t_eval=t_eval, method='DOP853', rtol=1e-9, atol=1le-12)

gura: r(t)
f

igure(figsize=(7,3.2))

.plot(sol.t, sol.y[0], 1lw=1.5)

xlabel('t'); plt.ylabel('r(t)')

.title('Raio r(t) - solugdo quase senoidal')

tight_layout ()

savefig('senoides.png', dpi=300)

.close()
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28

29

30
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32

33

Orbita zy

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros adimensionais

m,; k, ell, G; e = 1.0, 1.0, 1.2, 0.10, 0.06

# Raio circular e condicdes iniciails quase circulares

r0 = (ell**2 + C)/(mxk)
r_init = r0*%(1 - e)
rdot_init = 0.0

theta_init = 0.0

def full_ode(t, y):
r, rdot, theta =y
r = max(r, 1e-12)

rddot = (ell#**2)/(m**2 * r*x3) - (k/m)/r*x2 + (C/m)/r**3

I

thetad = ell/(m * r**2)

return [rdot, rddot, thetad]

t_eval = np.linspace(0.0, 1200.0, 20000) # mais longo p/ ver precessao
sol = solve_ivp(full_ode, (t_evall0], t_evall-1]),
[r_init, rdot_init, theta_init],

t_eval=t_eval, method='DOP853', rtol=1e-9, atol=1e-12)

r, theta = sol.y[0], sol.y[2]

X, ¥ = r#np.cos(theta), r#np.sin(theta)

plt.figure(figsize=(4.8,4.8))
plt.plot(x, y, lw=1.0)
plt.scatter([0],[0], s=16, label='centro')

plt.scatter([x[0]], [y[0]], s=16, label='inicio')

plt.gca() .set_aspect('equal', adjustable='box')
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34

35

36

ar

38

plt
plt

plt.
plt.
plt.

.xlabel('x'); plt.ylabel('y')

tight_layout ()
savefig('orbita.png', dpi=300)

close()

.title('Orbita no planc (C>0: leve precessdo)')
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