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Resumo

Diante da crescente expansao das olimpiadas de Matematica no pais, o preparo de es-
tudantes para conteudos que transcendem o curriculo tradicional constitui um desafio
relevante. Nesse contexto, o presente trabalho apresenta uma abordagem detalhada
da Lei da Reciprocidade Quadratica (LRQ) e das Equagdes Diofantinas Nao Lineares,
utilizando a perspectiva de resolucao de problemas de (Pélya, 1945) para evidenciar a
importancia de ampliar o arsenal estratégico dos estudantes diante de questoes comple-
xas. A partir da selecdo e da resolucao de problemas de nivel olimpico, busca-se estabe-
lecer uma ponte direta entre esses conceitos matematicos avancados e a sua aplicagio
pratica, demonstrando que o dominio de ferramentas robustas enriquece a compreensao
e possibilita a simplificacio de problemas mais rebuscados. Como produto educacio-
nal decorrente desta pesquisa, foi elaborado um livreto instrucional autossuficiente que
compila uma misceldnea de questdes olimpicas e exemplos ilustrativos referentes aos te-
mas abordados. Esse material tem como objetivo fornecer um suporte teérico e pratico
aprofundado, servindo como ferramenta de apoio tanto para a pratica docente quanto

para a preparacao de estudantes.

Palavras-chave: Olimpiadas de Matematica; Aritmética; Equagdes Diofantinas; Re-

solucao de Problemas; Heuristica de Pdlya.



Abstract

Given the growing expansion of mathematics olympiads in the country, preparing stu-
dents for contents that transcend the traditional curriculum constitutes a relevant
challenge. In this context, the present work presents a detailed approach to the Law
of Quadratic Reciprocity (LQR) and Non-Linear Diophantine Equations, using (Pélya,
1945) problem-solving perspective to highlight the importance of expanding students’
strategic arsenal when facing complex questions. Based on the selection and resolution
of olympiad-level problems, this study seeks to establish a direct bridge between these
advanced mathematical concepts and their practical application, demonstrating that
mastering robust tools enriches comprehension and enables the simplification of intri-
cate problems. As an educational product resulting from this research, a self-sufficient
instructional booklet was developed, compiling a miscellany of olympiad questions and
illustrative examples related to the covered topics. This material aims to provide in-
depth theoretical and practical support, serving as a tool for both teaching practice

and student preparation.

Keywords: Mathematics Olympiads; Arithmetic; Diophantine Equations; Problem

Solving; Pélya’s Heuristics.
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1 Introducao

A participagdo de estudantes em olimpiadas de Matematica tem se tornado uma
constante no cenario educacional contemporaneo, atuando como um catalisador para
a descoberta de talentos e para o aprofundamento do saber cientifico nas escolas. Esse
fendémeno impulsiona, de forma analoga, uma demanda por materiais didaticos espe-
cializados e por docentes qualificados para mediar uma jornada de aprendizagem de
alto desempenho. O ecossistema das competicoes cientificas ndo apenas estimula o ra-
ciocinio légico, mas também desafia as fronteiras tradicionais do curriculo da educagao
basica.

A visibilidade e o alcance das competicbes cientificas no cenério educacional brasi-
leiro consolidaram-se por meio do engajamento crescente de estudantes e institui¢oes
ao longo das tltimas décadas. Nesse contexto, conquanto esta dissertacdo analise as
olimpiadas de conhecimento em sua totalidade, os indicadores da OBMEP detalhados
a seguir atuam como um recorte amostral, evidenciando, na pratica, o processo de de-
mocratizacio e capilaridade dessas iniciativas. Nesse contexto, dados divulgados pelo
Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovagdo (MCTI) ilustram a amplitude alcancada
pela competicao:
Em 2025, a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) comemora vinte edigdes da maior competigdo cientifica do
pais com um marco histérico. A 20*°0OBMEP chegard em 57.222 es-
colas de 5.566 municipios garantindo uma cobertura de 99,93% das
cidades do pais, o maior nimero de institui¢oes de ensino e de muni-
cipios inscritos desde a criagao da Olimpiada. Este ano, a competicao
reunird 18,6 milhoes de estudantes do 6%ano do Ensino Fundamental

a0 3%ano do Ensino Médio de institui¢oes publicas e privadas (BRA-
SIL. Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovagao, 2025).

Para ilustrar a magnitude dessa expansdao ao longo de mais de duas décadas, é
pertinente comparar os indicadores da primeira edi¢ao, realizada em 2005, com os dados
da 202 edicdo, de 2025. O contraste entre os periodos evidencia o engajamento continuo
das escolas e a massiva participacdo estudantil que o projeto conquistou ao longo do
tempo. As Tabelas 1 e 2 apresentam um panorama quantitativo dessa evolucao.

A anélise comparativa das tabelas evidencia um salto substancial ndo apenas no
nimero absoluto de alunos inscritos, mas principalmente na capilaridade do projeto,
que passou a abranger a quase totalidade dos municipios brasileiros. Esse crescimento
vertiginoso demonstra o sucesso e a consolidagao da OBMEP como uma politica edu-
cacional perene, capaz de identificar jovens talentos e de democratizar o estimulo ao

estudo da matemaética e das ciéncias em todas as regides do pais.
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Tabela 1 — Numeros da OBMEP - 1* Edigao (2005)

OBMEP 2005 - Inscrigdes 12 Fase

Escolas 31.031
Alunos 10.520.831
Municipios 93,5%

Fonte: Dados extraidos de (OBMEP, 2026).

Tabela 2 — Numeros da OBMEP - 20* Edicao (2025)

20 OBMEP 2025 - Inscrigdes 1* Fase

Publicas Privadas Todos

Escolas 51.428 5.794 57.222
Alunos 17.691.812 925.554 18.617.336

Municipios 99,93% 24,36% 99,93%

Fonte: Dados extraidos de (OBMEP, 2026).

As questoes olimpicas de nivel avancado destacam-se por sua estrutura multiface-
tada: sob enunciados frequentemente minimalistas e elegantes, ocultam-se camadas
de complexidade analitica que exigem do estudante estratégias criativas e o dominio
de ferramentas abstratas. Muitas dessas ferramentas, embora aplicadas a problemas
olimpicos de nivel médio, sdo restritas aos curriculos de cursos de graduagdo e pds-
graduacdo. Essa disparidade cria um hiato pedagdgico desafiador para os professores
do ensino fundamental e médio, que muitas vezes carecem de referenciais tedricos e
metodoldgicos direcionados para a preparacao dessas competicoes.

Diante desse panorama, este trabalho propoe a elaboracao de um livreto de apoio
tedrico e metodoldgico voltado a professores da educagdo bésica que orientam estu-
dantes em olimpiadas de Matematica com foco em questoes envolvendo congruéncias
nao lineares. O material concentra-se em dois pilares fundamentais e interligados da
Teoria dos Numeros: a Lei de Reciprocidade Quadratica (LRQ) e o estudo de
Equacgées Diofantinas Nao Lineares. A LRQ é tratada como uma ferramenta in-
dispensavel para determinar a solubilidade de congruéncias de segundo grau da forma
7?2 = a (mod p), permitindo uma anélise profunda sobre a distribui¢do dos residuos
quadraticos.

No ambito das equagoes diofantinas nao lineares, o trabalho transcende as técnicas
elementares de fatoracao e analise modular, incorporando o rigoroso Método da Des-
cida ao Infinito de Fermat. Baseado no principio do bom ordenamento dos nimeros
inteiros positivos, este método de demonstragao por contradicao desempenha um papel
crucial na comprovacdo da insolubilidade de equacbes de graus superiores — como a

2

célebre equacao x* + y* = 22 — e serve de alicerce para o estudo de estruturas mais

complexas, como a Equacio de Pell (2% — Dy? = 1) e curvas eliticas elementares. Dessa



Capitulo 1. Introducdo 14

forma, esta dissertagdo visa instrumentalizar o docente, oferecendo-lhe um arcabougo
matematico robusto que o capacite a guiar os discentes rumo a autonomia cognitiva
em ambientes competitivos de alta performance.

Para que o denso arcabouco matematico apresentado nao se reduza a demonstragoes
herméticas ou resolugdes mecénicas, a estrutura didédtica do livreto fundamenta-se nos
pressupostos tedricos da Resolugao de Problemas, cujas bases modernas foram consoli-
dadas por George Pélya em sua obra seminal How to Solve It (Pélya, 1945). Publicada
originalmente em 1945, a obra estabelece quatro fases heuristicas fundamentais para
a abordagem de qualquer desafio matematico: (1) a compreensao do problema, (2) a
concepgao de um plano, (3) a execugao do plano e, por fim, (4) o retrospecto. Ao adotar
essa arquitetura, a elaboracio das questoes olimpicas no material proposto transcende
a mera exposicao de gabaritos secos, assumindo o papel de um roteiro investigativo
que orienta o professor sobre como mediar o raciocinio do aluno diante de impasses

analiticos.

1.1 Equacdes diofantinas

1.1.1 Quem foi Diofanto

Diofanto de Alexandria viveu por volta do ano 250 d.C. e é uma das figuras mais
enigmaticas da historia da matematica. Pouco se sabe sobre sua vida pessoal, origens
ou nacionalidade exata, embora historiadores sugerem que ele era um egipcio que re-
cebeu uma forte educagdo grega (Zawaira A.; Hitchcock, 2009). O seu grande legado
historico reside no fato de ter sido o autor de trés obras fundamentais: Sobre Nimeros
Poligonais, Porismas (hoje perdida) e a sua obra-prima Arithmetica. Esta tltima é
frequentemente considerada o primeiro grande tratado sobre algebra, onde Diofanto
inovou ao introduzir o uso sistematico de notagdo matematica para representar incog-
nitas, igualdades e subtragoes (Koshy, 2007).

Ironicamente, quase tudo o que se sabe sobre a biografia de Diofanto provém de
um famoso enigma matematico (um epigrama) preservado na Antologia Grega, uma
colegdo de poemas e textos da antiguidade. O enigma descreve as fases da sua vida em

forma de fragoes:

“A infancia de Diofanto durou um sexto de sua vida; sua juventude,
um doze avos; e ele passou mais um sétimo de sua vida como solteiro.
Cinco anos ap0s o seu casamento, nasceu-lhe um filho. O filho viveu
exatamente a metade da idade que seu pai viria a ter. Diofanto
faleceu quatro anos apds a morte de seu filho.” (Koshy, 2007)
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A partir deste curioso epigrama, é possivel formular uma equagao diofantina linear
(§+15 5 +5+5+4 = x), cuja resolugao revela que Diofanto se casou aos 33 anos, teve
seu filho aos 38, perdeu-o aos 80 e, finalmente, viveu até os 84 anos de idade (Koshy,
2007).

1.1.2 Equacdes Diofantinas na resolucao de problemas

No contexto das competigoes cientificas de matematica, a Teoria dos Numeros figura
como um dos pilares fundamentais, exigindo dos estudantes um alto nivel de abstracao
e criatividade. Nesse cenario, a introducdo das equagoes diofantinas néo lineares no
treinamento olimpico assume um papel de grande relevancia. Diferentemente das equa-
¢oes lineares que possuem algoritmos de resolucido padronizados, como o Algoritmo
de Euclides, os modelos néao lineares exigem a articulacao de diversas técnicas algébri-
cas, como a fatoragdo, a analise de congruéncias (aritmética modular) e a limitagao de
variaveis.

O dominio dessas equagbes atua como uma poderosa ferramenta de resolucao e sim-
plificacao de questoes. Ao aplicar esses conceitos, o estudante desenvolve um raciocinio
légico-dedutivo capaz de reduzir enunciados aparentemente intrataveis a relagoes al-
gébricas elementares. Sobre a importancia dessa abordagem no ambiente competitivo,
(Andreescu; Andrica, 2009) destacam que a resolugao de equagoes diofantinas trans-
cende a mera aplicagdo de formulas; ela se configura como um verdadeiro teste de ma-
turidade matematica, no qual a capacidade de simplificar e reestruturar um problema
é tdo importante quanto encontrar a sua solucdo final. Assim, o ensino desse tépico
nao apenas fornece um repertorio técnico robusto, mas também estimula o pensamento

heuristico essencial para o sucesso nas olimpiadas.

1.2 A Aritmética em Olimpiadas Globais

A aritmética elementar, longe de se restringir a um mero conjunto de regras meca-
nicas de. A transicdo do pensamento puramente concreto para a manipulacio abstrata
de simbolos numéricos. De acordo com Dehaene (Dehaene, 2011), embora o cérebro
humano possua um “senso numérico” bioldgico e intuitivo, é através do aprendizado
formal da aritmética estruturada que o individuo consegue transcender as limitacoes
evolutivas e construir andaimes cognitivos complexos. Essa alfabetizagdo numérica sim-
bolica reorganiza o cértex parietal, permitindo que a mente processe relagoes abstratas
de causa, proporc¢ao e simetria com maior velocidade e profundidade.

Em competigoes de alto nivel como a International Mathematical Olympiad (IMO),

os conceitos aritméticos fundamentais, frequentemente expandidos e formalizados sob
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o dominio da Teoria dos Numeros, constituem um dos pilares mais desafiadores das
provas.

Conforme apontam (Andreescu; Andrica, 2009), os problemas de aritmética em
cenarios competitivos raramente dependem de algoritmos exaustivos ou calculos pura-
mente mecanicos; pelo contrario, eles exigem uma aplicacdo engenhosa e profunda de
propriedades fundamentais, tais como a divisibilidade, a aritmética modular, o Prin-
cipio das Gavetas de Dirichlet e a decomposi¢ao em fatores primos. Dessa forma, a
presenca massiva e transversal da aritmética nas olimpiadas de todo o mundo reforca
o seu papel ndo apenas como base histérica da matematica, mas como o terreno mais

fértil e refinado para avaliar a criatividade e a pura intuicao logica dos estudantes.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo geral

Descrever de forma didatica os conceitos matematicos envolvendo a Lei da Recipro-
cidade Quadratica (LRQ) e as equagoes diofantinas nao lineares, utilizando as etapas
de resolugao de problemas de Pdlya (1945) para fundamentar a importancia de ampliar
o repertério estratégico dos estudantes diante de questdes olimpicas mais rebuscadas.
O trabalho tem foco nos professores de Mateméatica que atuam na preparacdo para
olimpiadas, e o resultado final, além desta dissertacdo, serd a producao de um livreto

instrucional autossuficiente sobre tais contetudos.

2.2 Objetivos especificos

o Apresentar e estruturar os conceitos matematicos da Lei da Reciprocidade Qua-
dréatica (LRQ) e das Equagoes Diofantinas Nao Lineares, focando em suas apli-

cagoes no contexto de competi¢oes matematicas;

« Utilizar a perspectiva de resolugdo de problemas de George Pélya (1945) para
demonstrar a relevancia de incorporar ferramentas matematicas avancadas, enri-

quecendo a capacidade de compreensao e planejamento por parte dos estudantes;

e Demonstrar que o dominio da LRQ e de Equagoes Diofantinas atua como um
facilitador, permitindo abordagens mais maduras ou simplificadas na resolugao

de problemas complexos de olimpiadas;

e Produzir um livreto educativo autossuficiente, como forma de produto educacio-

nal, direcionado a professores de Matematica da educacao basica;

o Promover a divulgacdo do conhecimento matematico, instrumentalizando os pro-
fessores a utilizarem ferramentas matemaéticas robustas para expandir as estra-

tégias de resolucao de seus alunos.
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3 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos aritméticos e algébricos essenciais
que sustentam o estudo avancado da Teoria dos Numeros, estabelecendo o arcabouco
matematico indispensavel para a compreensao da Lei da Reciprocidade Quadratica e
para a abordagem de equagdes diofantinas nao lineares. Inicialmente, revisitaremos as
propriedades relacionadas aos niimeros inteiros (Z), enfatizando a teoria da divisibili-
dade, os critérios de primalidade e o Teorema Fundamental da Aritmética. Em seguida,
formalizaremos os conceitos de aritmética modular e o estudo dos corpos finitos Z/pZ,
que fornecem o ambiente algébrico natural para o desenvolvimento de congruéncias
de ordens superiores. Por fim, introduziremos a teoria dos residuos quadraticos e o
simbolo de Legendre (%), ferramentas que desempenham um papel central tanto na
determinacao da solubilidade de equagoes polinomiais de segundo grau quanto na ca-
racterizacao de solugoes inteiras para curvas e sistemas nao lineares, mapeando assim

o percurso tedrico que guiard as se¢oes subsequentes.

3.1 A Metodologia de Resolucao de Problemas

A estruturacdo do raciocinio matematico voltado para a resolugdo de problemas
ganhou contornos definitivos com a publicagdo da obra seminal How to Solve It, de
George Polya (Pélya, 1945). Neste trabalho, o autor propde que o ato de resolver
um problema mateméatico ndo é um evento de inspiracio fortuita, mas um processo
heuristico que pode ser sistematizado em quatro etapas fundamentais. A primeira
etapa, a compreensdo do problema, consiste na identificacdo clara da incognita, dos
dados fornecidos e das condigbes impostas. A segunda fase é a concepedo de um plano,
o momento criativo em que o solucionador busca conexoes entre os dados e a incognita,
frequentemente recorrendo a problemas auxiliares ou conhecimentos prévios. A terceira
etapa trata da ezrecugcdo do plano, na qual os passos idealizados sdo postos em pratica
com rigor, verificando-se a exatiddo de cada deducdo. Por fim, a quarta etapa, o
retrospecto, envolve a revisao critica da solucdo obtida, a verificagdo dos argumentos e
a investigacao sobre a possibilidade de generalizacio do resultado para outros contextos.

No ambito desta dissertacao, a interface entre a segunda e a terceira etapas do mo-
delo de Pdlya assume um protagonismo central. Em problemas olimpicos envolvendo a
Lei da Reciprocidade Quadratica ou o Método da Descida ao Infinito em equagoes dio-
fantinas, a concepedo do plano raramente se apoia em algoritmos diretos. Ela exige do

estudante a habilidade de articular intuigoes e testar hipéteses como analisar parida-
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Tabela 3 — Como resolver um problema

Primeiro Passo

Compreender o Problema

-

E preciso compreender o
problema

Qual a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a con-
dicao? E possivel satisfazer a condicdo? A condicao
é suficiente para determinar a incégnita? Ou é insu-
ficiente? Ou redundante? Ou contraditéria? Trace
uma figura. Adote uma notagao adequada. Separe as
diversas partes da condicao. E possivel escrevé-las?

Segundo Passo

Estabelecer um Plano

Encontre a conexao entre os
dados e a incognita. E possi-
vel que seja obrigado a consi-
derar problemas auxiliares se
nio puder encontrar. E pre-
ciso chegar afinal a um plano
para resolugao.

J& viu o problema antes? Ou ja viu o mesmo pro-
blema apresentado sob forma ligeiramente diferente?
Conhece um problema relacionado com este? Co-
nhece um problema que lhe pode ser 1util? Considere a
incégnita! E procure pensar num problema conhecido
que tenha a mesma incégnita ou outra semelhante.
Eis um problema correlato e j& antes resolvido. E
possivel utilizé-lo? E possivel utilizar seu resultado?
E possivel utilizar o seu método. Deve-se introduzir
algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua so-
lucao? E possivel reformular o problema? E possivel
reformula-lo ainda de outra maneira? Volte as defi-
nigdes. Se nao puder resolver o problema proposto,
procure antes resolver algum problema correlato. E
possivel imaginar um problema correlato mais aces-
sivel? Um problema mais genérico? Um problema
mais especifico? Um problema andlogo? E possivel
resolver uma parte do problema? E possivel obter
dos dados alguma coisa 1til? Utilizou todos os da-
dos? Utilizou toda a condicionante?

Terceiro Passo

Executar o Plano

Execute seu plano

Ao executar o seu plano de resolucdo, verifique cada
passo. K possivel verificar claramente que o passo esta
correto? E possivel demonstrar que ele estd correto?

Quarto Passo

Refletir Sobre o Trabalho

Examine a solugao obtida

E possivel verificar o resultado? E possivel verificar
o argumento? E possivel chegar ao resultado por um
caminho diferente? E possivel utilizar o resultado, ou
o método, em algum outro problema?

FONTE: adaptado de (Pélya, 1995), p. XII-XIII, 1995.
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des, investigar congruéncias em modulos especificos ou buscar contradigoes. O livreto
proposto atua exatamente como um mediador nesta fase, revelando ao leitor as heu-
risticas ocultas por tras do planejamento de uma solugao avangada. Simultaneamente,
o material da suporte a execucdo do plano, uma etapa que, na Teoria dos Ntumeros de
alto nivel, ndo tolera imprecisdes. A transicdo entre o planejamento abstrato e a execu-
¢ao rigorosa é detalhada nas resolucoes do livreto, demonstrando como a manipulacao
algébrica deve ser conduzida para garantir a validade formal da prova, sem perder de
vista a estratégia global tracada no plano inicial.

Para consolidar essa abordagem na formulacao do livreto como um material de apoio
para professores e alunos, este trabalho ampara-se também nas expansoes tedricas pro-
postas por Schoenfeld (Schoenfeld, 1985). Schoenfeld argumenta que o sucesso na
resolucao de problemas complexos depende ndo apenas do conhecimento matematico
de base, mas crucialmente do uso de estratégias heuristicas e do controle metacogni-
tivo isto é, a capacidade do individuo de monitorar, avaliar e reorientar o proprio
pensamento durante a resolugdo. O livreto desenvolvido materializa essa premissa ao
nao se limitar a apresentar o passo a passo definitivo de uma questao olimpica. O
produto educacional transcende a exposicido de resultados, transformando-se em um
manual de treinamento do raciocinio e do controle cognitivo exigidos no ambiente de

alta performance das olimpiadas de matematica.

3.2 Lei da reciprocidade quadratica

A Lei da Reciprocidade Quadratica é um dos pilares da Teoria dos Numeros.
Demonstrada rigorosamente por (Gauss, 1801), ela estabelece uma conexao profunda
entre a solubilidade de congruéncias quadraticas médulo niimeros primos distintos.

Em competicoes de alto nivel (IMO, OBM, Putnam), a Reciprocidade Quadréatica é
frequentemente o “divisor de dguas” entre uma solucdo parcial e uma prova completa.

Suas principais fungoes no contexto olimpico incluem:

o Analise de Divisores Primos: Permite caracterizar a forma dos divisores
primos de expressoes como n? + k. Por exemplo, provar que qualquer divisor

primo de n? + 1 deve ser 2 ou da forma 4k + 1.

e Provas de Inexisténcia: Ao encontrar um primo p tal que um lado de uma
equacao é um residuo quadratico e o outro nao, o competidor pode demonstrar

de forma elegante que a equagao original ndo possui solugdes inteiras.

o Simplificacao Algoritmica: Reduz o cédlculo de simbolos de Legendre comple-

x0s a operagdes aritméticas simples, evitando a necessidade de testar todos os

2

valores possiveis para x em z° = a (mod p).
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Em seguida, seguiremos com a base tedrica que fundamenta a Lei da reciprocidade
quadrética. Para tanto, usamos como fonte de pesquisa tedrica o livro de Teoria dos
Ntmeros, de (Santos, 2015). No III Coloquio de Matematica da Regiao Norte, (Costa
Junior, 2014) apresenta a demonstragdo da Lei da reciprocidade quadratica, em uma

sequéncia tedrica que utilizamos de base para seguir com a nossa demonstracao.

3.3 Divisibilidade

O conceito de divisibilidade ganha papel fundamental para as proximas secoes. E
sua importancia é essencial para resolver varios problemas de contagem e definir a
relacdo de congruéncia modular no conjunto dos nimeros inteiros. Apesar de estar
bem consolidado, adotamos a defini¢ao de (Santos, 2015) abaixo por incluir o caso em

que o zero é divisor dele mesmo.

Definicao 3.3.1. Sejam a € Z* e b € Z. Diz-se que a divide b se existir ¢ € Z tal que
b = ac. Neste caso, usaremos a notagao alb para indicar que a divide b. Quando nao

existe ¢ € Z tal que b = ac, diz-se que a nao divide b e escreve-se a1 b.

Notoriamente, dizer a divide b é o mesmo que falar b é divisivel por a ou b é um

miltiplo de a.

Exemplo 3.3.1. Notemos que 7|42, 4|36 ¢ 8|24, pois 42 =7-6,36 =4-9 ¢ 24 = 3-8,
respectivamente. Temos ainda que 51 12, 6 1 20 e 9 1 25, pois ndo ezistem inteiros
a, b, c tais que 12 = 5a, 20 = 6b ou 25 = 9c.

O préximo teorema estabelece as propriedades do conceito de divisibilidade e sua de-
monstracio é bastante simples. Neste sentido, convidamos ao leitor tentar demonstra-

las para se familiarizar e consolidar a base da teoria.

Teorema 3.3.1 (Principais propriedades). Da definicio, decorre que, para quaisquer

a,b,c,d € Z, em que a divisdo esteja definida, tem-se:

~

. ala, 1la e al0;

2. se alb e blc, entao alc;

3. se alb e c|d entio ac|bd;

4. se ablac e a # 0, entao b|c;

5. sealb eb#0, entio |a|] < |b|;

6. a|ll & a==+1;
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7. alb e bla = |a| = |b|;
8. se cla e c|b, entdo c|(ma + nb), para quaisquer m,n € Z;

9. sea|(b*tc), entioa|b < a]c.

3.4 Algoritmo da Divisao

Nesta secao, apresentamos os principais resultados da teoria de divisibilidade, que
servem como arcabougo para a Lei de Reciprocidade Quadratica e os estudos de algu-
mas equacoes diofantinas nao lineares a ser desevolvidos nos préximos capitulos. Entre
estes, destacamos o Algoritmo da Divisdo de Euclides e o Teorema Fundamental da

Aritmética.

Teorema 3.4.1 (Algoritmo da Divisdo). Dados a € Z e b € N, existem tunicos q,r € Z
tais que a = gb+1r, com 0 < r <b.

Demonstracido: A demonstracdo deste teorema crucial da Teoria dos Numeros serd
dividida de forma didatica em duas partes independentes: primeiro provaremos a exis-
téncia dos inteiros g e r, e em seguida a sua unicidade, seguindo a abordagem classica
de Hefez (Hefez, Abramo, 2002).

1. Existéncia: Queremos encontrar um multiplo de b que esteja o mais préximo
possivel de a por baixo, de modo que o resto r seja ndo-negativo e estritamente menor
que b. Para isso, consideremos o conjunto S de todos os restos ndo-negativos possiveis
do tipo a — xb:

S={a—axb|x€Zea—axb>0}

Para aplicarmos as propriedades dos ntimeros inteiros, precisamos garantir que S

nao é vazio. Vamos analisar dois casos para o nimero a:
e Se a > 0, podemos escolher x =0, 0 que nos dd a—0-b=a > 0. Logo, a € S.

e Sea<0,comobéeN (logo b > 1), multiplicando ambos os lados por —a (que é
positivo), temos —ab > —a, o que implica a — ab > 0. Escolhendo = = a, temos

que a —ab € S.

Em ambos os casos, S # (). Como S é um subconjunto nio vazio de inteiros nao-
negativos (Zso), pelo Principio da Boa Ordenacao, S possui um menor elemento.
Vamos denotar esse elemento minimo por r.

Como r € S, existem duas conclusoes imediatas por defini¢ao:

1. Existe algum inteiro q tal que r = a — ¢b que implica a = gb + 7.
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2. Como r € S, temos garantido que r > 0.

Resta-nos mostrar que r < b. Suponhamos, por absurdo, que r > b. Se subtrairmos

b de ambos os lados da equacao, teremos:
r—b=(a—qb)—b=a—(q+1)b.

Dado que supusemos r > b, entdo r — b > 0. Isso significa que o ntimero a — (¢ + 1)b
cumpre os requisitos para pertencer ao conjunto S. No entanto, como b > 0, é evidente
quer —b<r.

Chegamos a uma contradigao: encontramos um elemento (r — b) pertencente a S
que é estritamente menor do que r, que havia sido definido como o menor elemento de
S. Portanto, a nossa suposicao inicial esta errada, e devemos ter r < b. Isso conclui a

prova da existéncia de g e r tais que 0 < r < b.

2. Unicidade: Suponhamos agora que existam dois pares de inteiros (gi,7r1) e

(g2, 72) que satisfagam simultaneamente as condigoes do teorema:

a=qb+r, com0<r <b

a=qb+1ry, com0<ry<bh.

Igualando as duas expressoes para a, obtemos:
@b+11=qgb+rs = (@1 —q@)b=1r2—11.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que 7o > r1, 0 que implica que ro—r; >
0. Como ambos os restos sao estritamente menores que b, a diferenga maxima possivel
entre eles deve ser estritamente menor que b. Ou seja, temos o seguinte intervalo para
a diferenca:
0<ry—r; <hb.

Da equagao (q; — g2)b = 9 — 1, vemos que o nimero 5 — 71 é um multiplo inteiro
de b. Contudo, o tnico multiplo inteiro de b que reside no intervalo [0,b) é o préprio
zero. Portanto:

ro—11 =0 = 1y =17.

Substituindo ro — r; = 0 de volta na equagdo dos multiplos, encontramos:

(1 —q2)b = 0.

Como b € N (logo b # 0), a unica forma do produto ser zero é se:

Gh—0@=0= ¢ =q.
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Isso prova que os valores de ¢ e r sdo estritamente unicos, finalizando completamente
a demonstragao. W

Aqui estd a continuacdo do material, estendendo o Algoritmo da Divisdo para abran-
ger qualquer divisor inteiro ndo nulo. A demonstracao se apoia diretamente no teorema
anterior, mantendo o rigor e a diddtica cldssica de Abramo Hefez (Hefez, Abramo,
2002).

Corolario 3.4.2 (Caso geral). Dados a,b € Z com b # 0, existem tnicos q,r € Z tais
que a = gb+r, com 0 < r < |b].

Demonstracao: Como este é um corolario, utilizaremos o resultado ja provado no
Teorema do Algoritmo da Divisdo (onde o divisor era estritamente positivo) para ex-
pandir o conceito para qualquer inteiro b # 0. Dividiremos a analise da ezisténcia em

dois casos, dependendo do sinal de b, e em seguida provaremos a unicidade.

1. Existéncia:

Caso 1: b > 0. Se b é positivo, entdo |b|] = b. Neste caso, o coroldrio recai
exatamente no enunciado do teorema anterior. Logo, a existéncia de ¢ e r tais que
a=qgb+rcom0<r<b=|bl jiestd garantida.

Caso 2: b < 0. Se b é negativo, entdao o seu médulo é positivo, isto é, |b| = —b > 0.
Como |b| € N, podemos aplicar o teorema anterior aos inteiros a e |b|. Pelo Teorema

do Algoritmo da Divisdo, existem inteiros ¢’ e 7’ tais que:
a=4¢bl+7r", com0<r <|b|.
Como b < 0, sabemos que |b| = —b. Substituindo isso na equagao acima, obtemos:
a=q¢(-b)+r = a=(-q¢)b+1"

Agora, basta definirmos ¢ = —¢ e r = r’. Como ¢’ e 1’ sdo inteiros, ¢ e r também o

sdo. Assim, reescrevemos a equagao como:
a=qgb+r, comO0<r<|b
O que conclui a prova da existéncia para qualquer b # 0.

2. Unicidade: O argumento de unicidade segue uma légica muito semelhante a
do teorema principal. Suponha que existam dois pares de inteiros (qi,71) e (g, r2) que

satisfacam as condi¢oes do corolario:

a=qb+r, com0<r; <|b

a=qb+ry, com0<ry<|b
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Tgualando as expressoes para a, temos:
@b+1r1=gb+ry = (1 —@)b=r2—11.
Aplicando o valor absoluto (médulo) em ambos os lados da igualdade, obtemos:
g1 = qal[b] = |r2 — 4]

Como 71 e 19 estdao ambos no intervalo [0, |b|), a distdncia méxima entre eles deve ser

estritamente menor que o comprimento do intervalo, que é |b|. Logo:
0 <|re—ri| <|bl.
Substituindo na equagao dos médulos:
l¢1 — @2 |b] < [b]-

Como b # 0, temos que |b| > 0, entdo podemos dividir ambos os lados da desigualdade
por |b|:

|1 — qaf < 1.
Sendo ¢; e go niimeros inteiros, a diferenga entre eles também é inteira. O tinico nimero

inteiro nao-negativo (pois é um médulo) estritamente menor que 1 é o zero. Portanto:
gt —@l=0 = g—-¢@=0 = ¢ =0

Se ¢1 = @o, voltando & equacdo inicial (¢; — ¢2)b = 19 — 71, obtemos:
0-b=rg—1r = 0=ry—1r1 = 11 =19.

Logo, ¢ e r sdo tnicos. A

Exemplo 3.4.1. Numa divisao por —6, os possiveis restos sGo 0s numeros pertencentes
ao conjunto X ={r € Z:0<r <|—6|}, ou seja, X ={0,1,2,3,4,5}.

Observacao 3.4.1. Dizemos que um numero inteiro é par quando € divisivel por 2
(deiza resto 0 na divisio por 2). Portanto, um nimero inteiro n € par se, e somente
se, n € da forma 2 -k, para algum k inteiro . Caso contrario, diremos que um niumero
é impar se deiza resto 1 na divisdo por 2, isto é, um numero inteiro n é impar se, e
somente se, n é da forma 2-k+ 1, para algum k inteiro. Além disso, dizemos que dois
inteiros tém a mesma paridade se sao ambos pares ou ambos impares. Ndo é dificil

verificar que:
e a soma de um numero impar com um nUMero par € um numero impar;

e a soma de dois nimeros impares € um numero par;
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e a soma de dois numeros pares ¢ um NUMETo par.

Definigao 3.4.1 (Méximo Divisor Comum). Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. O
mdzximo divisor comum (MDC) de a e b, denotado por mdc(a,b), € um inteiro positivo

d que satisfaz:

1. dla e d|b;
2. se Jc € Z tal que cla e c|b, entdo c|d.

O item 1 nos diz que mdc(a, b) é um divisor comum de a e b. J& o item 2 diz que

d é o maior divisor comum de a e b.

Definigao 3.4.2. Quando mdc(a,b) =1, diz-se que a e b sao relativamente primos ou

primos entre si.

Exemplo 3.4.2. Podemos verificar facilmente que, mdc(3,6) = 3, mde(—5,—30) =5,
mdc(6,0) = 6, mdc(13,20) =1 e mde(4, —2) = 2.

A seguir, apresentamos um caracterizagao classica do maximo divisor comum entre
dois inteiros. Omitiremos a sua demonstracao, buscando atingir com maior brevidade

os objetivos desse trabalho.

Teorema 3.4.3 (Teorema de Bachet-Bézout). Sejam a e b inteiros ndo nulos. Entao,

mdc(a,b) = 1, se e somente se, existem inteiros x,y tais que

a-r+b-y=1.
Demonstrac¢ao: A demonstragao pode ser encontrada em (Hefez, Abramo, 2016, p. 82).
Teorema 3.4.4 (Lema de Gauss). Se albc e mdc(a,b) = 1, entao alc.

Demonstracao: Do Teorema 3.4.3 de Bézout, existem inteiros x,y tais ax + by = 1.
Multiplicando a igualdade anterior por ¢, e usando o quociente d da divisao de bc por

a, obtemos:
acx +bcy =c = a(cx) + (ad)y=c = a-(cx+dy) =c = a|ch

Defini¢ao 3.4.3 (Numeros Primos). Um nimero p € Z \ {1,—1,0} diz-se primo se

alp implicar a = +1 ou a = £p. Um nidmero composto é aquele que ndo é primo.
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Note que os nimeros —1,0,1 ndo s@o primos e nem sdo compostos. Da definicdo,
decorre que se d é um nimero composto, entao existem inteiros r e s, com 1 <r < s <
d, tais que d = rs.

Como p é primo se, e somente se, —p é primo, na maioria dos resultados que faremos,
consideraremos p > 1. Além disso, definiremos agora os seguintes conjuntos, que serao

para simplificar os enunciados:

P={peN:péprimo}, P*={peN:péprimo impar}

I, ={keN:1<k<n}.
Teorema 3.4.5 (Lema de Euclides). Se p | ab e p é primo, entio p | a oup | b.

Demonstracao: Para demonstrarmos este resultado classico, assumiremos por hipotese

que p divide o produto ab. Isso significa que existe um inteiro k tal que:
ab = pk.

A nossa tese é provar que p | a ou p | b. Ora, se p | a, a tese se verifica. Sendo assim,
vamos assumir que p ndo divide a (ou seja, p t a) e provaremos que, obrigatoriamente,
p deve dividir b.

Como p é um nimero primo, os seus unicos divisores positivos sdo 1 e o préprio p. O
méximo divisor comum entre a e p, denotado por mdc(a, p), deve necessariamente ser

um divisor de p. Logo, temos apenas duas possibilidades:
mdc(a,p) =1 ou mde(a,p) = p.

No entanto, se mdc(a,p) = p, isso implicaria por defini¢do que p é um divisor de a, o
que contraria a nossa suposi¢ao de que p 1 a. Portanto, a tunica possibilidade vidvel é
que:

mdc(a,p) = 1.

Isso significa que a e p sdo primos entre si. O resultado segue entdo do Lema de Gauss

(Lema 3.4.4), onde se conclui que p | b.1

Teorema 3.4.6 (Teorema Fundamental da Aritmética - TFA). Todo a € Z\{-1,0,1}
pode ser escrito da forma a = upips---pr, comp; < pg < - < pg, onde u = +1 e p;

¢ primo. Além disso, essa forma € unica.

Demonstracao: A demonstracao deste teorema pilar, como vemos em (Hefez, Abramo,
2016), divide-se naturalmente em duas partes: a prova de que a decomposigao existe e

a prova de que ela é estritamente Unica. Para simplificar, sem perda de generalidade,
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focaremos nos inteiros positivos (a > 2), o que corresponde a fixar v = 1. (Para

nimeros negativos, basta usar u = —1 e aplicar o mesmo raciocinio sobre o moédulo
lal).

1. Existéncia: Vamos provar a existéncia da fatoragdo utilizando o Principio da
Inducao Forte sobre o niimero a.

Caso base: Para a = 2, o niimero ja é primo. Sua decomposigdo é trivialmente ele
mesmo, respeitando as condigoes do teorema.

Passo indutivo: Suponha por hip6tese de indugao que todo inteiro n, no intervalo
2 < n < a, possa ser escrito como um produto de nimeros primos. Nosso objetivo é

mostrar que a também pode. Temos duas possibilidades para a:

o Se a for primo: A demonstragao esta terminada, pois a é a sua propria fatoracao

prima (um produto de um tnico fator).

e Se a for composto: Por defini¢do, a possui divisores préprios. Isso significa
que podemos escrevé-lo como a = be, onde 1 <b<ael <c<a Comobec
sdo estritamente menores que a, a nossa hipétese de inducéo se aplica a ambos.

Logo, podemos escrevé-los como produtos de primos:

b=pip2---pr € Cc=qq-qs.

Substituindo essas decomposi¢oes na equagao de a, obtemos:

a="bc=(pipa- ) QG2 qs)-

O que mostra que a é um produto de primos. Reordenando os fatores em ordem

crescente, chegamos exatamente a forma exigida pelo teorema.

Isso conclui a prova da existéncia.

2. Unicidade: A prova da unicidade dependerd fortemente do Lema de Euclides,
provado na se¢do anterior. Suponhamos que o inteiro a possua duas decomposi¢des em

numeros primos, ambas ja ordenadas de forma crescente:

a=pip2- Pk = 192 " - * 4m-

Observe que o primo p; obviamente divide o lado esquerdo da igualdade, logo, deve

dividir o lado direito:

b1 \ (Q1QQ ce qm)-

Pelo Lema de Euclides, se um ntmero primo divide um produto, ele tem que

dividir pelo menos um dos fatores. Portanto, p; | ¢; para algum indice j. Porém, como
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¢; também ¢é primo, os seus tnicos divisores sao 1 e ele mesmo. Sendo p; > 1, a tdnica
conclusao possivel é que p; = g;.

Como as sequéncias estao em ordem crescente, sabemos que ¢; < g;. Substituindo
¢; por p1, temos ¢ < p;. Se fizermos o raciocinio simétrico (partindo de ¢; dividindo
o lado esquerdo), concluiremos analogamente que p; < ¢;1. Se ¢1 < p1 e p1 < ¢,
obrigatoriamente:

P11 = q1.

Sendo iguais, podemos cancelar p; e ¢; de ambos os lados da nossa igualdade original,
restando:

P2 Pk =42 Qm-

Repetindo esse mesmo argumento légico de forma sucessiva (o que rigorosamente
constitui uma nova indugao), concluiremos que py = ¢o, p3 = ¢3, € assim por diante.

Se a quantidade de fatores fosse diferente, digamos & < m, apds cancelar todos os
k fatores, o lado esquerdo ficaria igual a 1, enquanto o lado direito seria um produto

de nimeros primos:

1:qk+1"'Qm'

O que é um absurdo, visto que todos os primos sao maiores ou iguais a 2. Conclui-se,
portanto, que a quantidade de fatores tem que ser a mesma (k = m) e que p; = ¢; para

todo i. A decomposigao é, de fato, estritamente tinica. H

Corolario 3.4.7. (TFA, caso geral)

Todo a € Z\ {—1,0,1} pode ser escrito de modo unico na forma
a=upy'py---pr, com pp <po < - < Pp,
onde u = %1 e p; € primo para todo i € I,,.

Exemplo 3.4.3. Decomponha os nimeros 60, 124 e 500 como produtos de fatores

Primos.

Solucao:
i)60=6-10=2-3-2-5=2%.3.5;
i) 124=2-62=2-2-31=2%.31;
iii) 500 =5-100 =5-4-25 =22 .53

iv) 666 =2-3-111=2-3-3-37=2-3%-37.
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3.5 Congruéncias Modulares

Definicao 3.5.1. Sejam a,b € Z en € N. Dizemos que a é congruente a b modulo n
e escrevemos a = b (mod n) se, e somente se, a — b é um maltiplo de n, ou seja, se
existe k € Z tal que a — b = kn. Se n ndo divide a — b, dizemos que a é incongruente

a b e denotamos a Z b (mod n).

Percebamos que, ao considerar n € N, dizer que a = b (mod n), para a,b € Z,
equivale a dizer que n | (a — b).

Se n = 1, entdo a congruéncia a = b (mod 1) é trivialmente verdadeira, pois todo
nimero inteiro é miltiplo de 1 (basta tomar k = a — b na defini¢do). Se n = 0, entéo
a congruéncia a = b (mod 0) equivale & igualdade a = b, obviamente.

Se, por acaso, n < 0, na congruéncia a = b (mod n), podemos avaliar o caso
equivalente a = b (mod — n). Por defini¢do, o caso n < 0 é desconsiderado. Além
disso, nao consideraremos também o caso em que n = 1 nos enunciados e demonstragoes

dos teoremas que se sucederao.

Exemplo 3.5.1. Obsere que 12 = 2 (mod 5), pois 12 —2 = 10 e 5 | 10. Também é
verdade que 13 = —2 (mod 5), pois 5 | [13 — (=2)]. Porém, 42 # 13 (mod 2), pois
42 -13=29€2129, ¢, como 9111 e1l =13 -2, 13# 2 (mod 9).

Proposicao 3.5.1 (Relacao de Equivaléncia). .
Sejam a,b,c € Z en € N. A congruéncia é uma relacio reflexiva, simétrica e

transitiva, isto €, as sequintes sentencas sdo verdadeiras:
1. a=a (mod n);
2. se a =b (mod n), entio b = a (mod n);
3. sea="b (mod n) eb=c (mod n), entio a = ¢ (mod n).

Exemplo 3.5.2. Como 8 = —2 (mod 5) e —2 =3 (mod 5), por transitividade, 8 = 3
(mod 5).

Proposicdo 3.5.2 (Operagdes com =). Se a,b,c,d € Z e n € N tais que a = b

(mod n) e c=d (mod n), entdo:
1. a+c=b+d (mod n), em particular, a + k =b+ k (mod n);,
2. a—c=0b—d (mod n), em particular, a — k = b —k (mod n);
3. ac = bd (mod n), em particular, ak = bk (mod n).

Exemplo 3.5.3. Mostrar que 246*°* =1 (mod 7).
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Solugdo: Note que 246 = 6-41. Como 6 = —1 (mod 7), podemos elevar esta congru-
éncia a 2015, donde
620 = (-1)* Y = -1 (mod 7).

Analogamente, 41 = —1 (mod 7). Entdo, elevando esta congruéncia a 2015, obtemos
412015 = (—1)?15 = —1 (mod 7). Multiplicando as duas congruéncias obtidas membro

a membro, ficamos com
6201% . 41201% = (1) . (=1) (mod 7).
Como 62015 . 412015 = (6 - 41)2015 = 2462915 seque que 2462°1% =1 (mod 7).

Observagao: Apesar do item 3 da Proposicao 3.5.2 nos garantir que podemos multi-
plicar uma congruéncia em ambos os lados por um nimero inteiro, o mesmo nao vale

para a divisdo. Isto é, a implicacao.
ac=bc (modn) = a=0b (modn)

nao ¢é valida sempre. Por exemplo, 6 = 2 (mod 4), isto é,2-3=2-1 (mod 4), porém

nao é verdade que 3 =1 (mod 4). Para tratar disto, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.5.3 (Cancelamento do termo comum). Se ac = be (mod n), entdoa =b
(mod n/d), onde d = mdc(c,n).

Exemplo 3.5.4. Mostrar que, para a,b,c € Z en € N, se ac = bc (mod n) e sec en
s$a0 primos entre si, entao

a=0b (mod n).

Solugdo: Como n e ¢ sao primos entre si, deve ser mdc(c,n) = 1 e o resultado é

imediato.

Definigao 3.5.2 (Residuo). Sejam a € Z en € N. Um inteiro b tal que a = b (mod n)

¢ dito residuo de a maddulo n.

Defini¢ao 3.5.3 (Sistema Completo de Residuos - SCR). Dizemos que o conjunto
S = {ry,ra,13,...,m} € um Sistema Completo de Residuos (SCR) mddulo n se sdio

satisfeitas as condigoes:
1. r; #r; (mod n) sempre que i # j, comi,j € I, ={1,2,...,n};
2. para todo inteiro a, existe i € I,, tal que a = r; (mod n).

Exemplo 3.5.5. Mostrar que o conjunto S = {0,1,2} é um Sistema Completo de

Restos maodulo 3.
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Solugdo: E claro que quaisquer dois elementos de S sdo incongruentes modulo 3.
Devemos, portanto, mostrar que todo e qualquer nimero € congruente modulo 3 a um
destes elementos. De fato, pelo Algoritmo da Divisdo, seque-se que, para algum k € 7,

n € de uma das sequintes formas:

i) n=3k;
i) n=3k+1;
iii) n = 3k + 2.

Em cada um dos casos, n serd congruente a 0,1 ou 2, respectivamente, como queriamos

mostrar.

Lema 3.5.4 (SCR trivial). Seja n € N. O conjunto S = {0,1,2,3,...,n — 1} é um

Sistema Completo de Restos maddulo n.

Definicao 3.5.4 (Congruéncia Linear). Sejam a,b,x € Z e n € N. Chamamos de

congruéncia linear toda congruéncia da forma
ar=b (modn), a##0.

O conjunto dos x para os quais esta congruéncia é verdadeira é chamado de conjunto

solugdo da congruéncia linear.

Teorema 3.5.5 (Existéncia de solugoes). A congruéncia ax = b (mod n) possui solu-

cao se, e somente se, d = mdc(a,n) divide b.

Demonstracao: Ora, se existe x € Z tal que ax = b (mod n), entdo existe y € Z tal
que

ax —b=ny.

Se d = mdc(a,n) tem-se que d | a e d | n, consequentemente d divide toda combinagao
linear entre a e n. Portanto, d | (ax — ny) = b.

Reciprocamente, suponha que d = mdc(a,b) | b. Assim, existe ¢ € Z tal que b = qd
e pelo Teorema de Bachet-Bézout (Teorema 3.4.3), existem r e s inteiros tais que

ar +ns = d. Multiplicando essa equacao por ¢, otemos:
a-(rq)+n-(sq) =dg=b<nl|la-(rq) —b).
De onde segue que, zg = rq é solu¢ao da equacao axr = b (mod n).m

Exemplo 3.5.6. 6z = 2 (mod 3) é um exemplo de congruéncia linear. O conjunto
solugdo desta congruéncia € vazio, pois mdec(6,3) =3 e 312, isto é, 6x = 2 (mod 3)

nao tem solucao.
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Exemplo 3.5.7. A congruéncia linear 8 = 4 (mod 6) tem solugdo, pois mdc(8,6) = 2
e2 | 4. Uma das solugoes é 2, visto que 6 | (8-2—4). Além desta, 8,14, —4, ou qualquer

numero da forma 2 4 6k, k € Z também € solucao da congruéncia, pois:

8-2=4 (mod 6) (3.1)
8-6k=0 (mod 6). (3.2)

Somando (1) com (2), obtemos:

8:2+8-6k=4+0 (mod 6)
8-(2+6k)=4 (mod 6).

Note, por fim, que 5 também € solu¢io da congruéncia 8z =4 (mod 6), porém, 5 nao

¢ da forma 2 4 6k, que so gera numeros pares. Portanto, o conjunto
S'={2+6k:keZ}
ndo contém todas as solucoes desta congruéncia.
Defini¢ao 3.5.5 (Solugoes distintas). Duas solugbes x1 e x5 da congruéncia linear
ar =0 (mod n)
sao ditas distintas moédulo n se
x1 #Z 22 (mod n).

Exemplo 3.5.8. Assim, na congruéncia 8¢ = 4 (mod 6), 2 e 5 sao duas solugdes
incongruentes maodulo 6, pois 2 # 5 (mod 6), e, portanto, sao solugoes distintas modulo

6. Porém, as solugoes do conjunto S’ sao todas congruentes maodulo 6, pois
2+ 6k, = 2 + 6k, (mod 6), Vkl, ko € 7.

Teorema 3.5.6 (Quantidade de Solugoes Incongruentes). Sejam a,b € Z, n € N e

d = mdc(a,n). Sed|b, entdo a congruéncia linear
ar =b (mod n)
possui exatamente d solugoes incongruentes modulo n.

Demonstragao. Por definicdo de congruéncia modular, a equagdo ar = b (mod n) é

equivalente a existéncia de um inteiro y € Z tal que:

ax —ny =b.
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Como d = mdc(a,n) e por hipdtese d | b, podemos dividir toda a equagao por d:

a n b
—r— -y = —.
d d d
Definindo @/ = ¢, n' =2 e i = 2. reescrevemos a equacio como a congruéncia:
d d a

drz =0 (modn).
Dado que mdc(a’,n’) = 1, essa congruéncia admite uma unica solu¢gdo médulo n/, a

qual chamaremos de xy. As solugdes gerais para x sdo dadas por:
n
T = To + kn' = 29 + kE, para todo k € Z.

Analisando a congruéncia dessas solu¢oes modulo n, temos que z; = z; (mod n) se, e
somente se:

x0+k;%zx0+jg (mod n) <= k

n

Dividindo os dois lados por %

k=j (mod d).

Isso mostra que as solugoes xy, e x; sao congruentes modulo n se, e somente se, os seus
indices k e j forem congruentes médulo d. Tomando k € {0,1,2,...,d — 1}, obtemos
exatamente d solugoes incongruentes médulo n:

n
£C0+2*, RN $0+(d—1)

Zo, x—i_*a
0 0 d d

NE

OJ

Corolario 3.5.7 (Caso d = 1). Se mdc(a,n) =1, a congruéncia linear ax = b (mod n)

tem uma Unica solucio médulo n.

Exemplo 3.5.9. Resolver a congruéncia linear 12z = 6 (mod 9) e encontrar as solu-
coes distintas maodulo 9.
Solugdao: Como mdc(12,9) = 3 e 3 | 6, a congruéncia tem exatamente 3 solugoes

distintas médulo 9. Uma destas solugées é xqg = 2, pois 12-2 —6=18=2-9. Como

n 9
mdec(a,n) 3

obtemos o conjunto de solugoes gerais:
S={2+43k:keZ}.

Trés solugoes distintas médulo 9 sao obtidas fazendo k = 0,1, 2, resultando em {2,5,8}.
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Exemplo 3.5.10. Resolver a congruéncia linear 3x = 15 (mod 2).
Solucdo: Primeiramente, note que resolver esta congruéncia é equivalente a resolver

a congruéncia
3r=1 (mod 2),

pois 15 =1 (mod 2). Como 3 e 2 sao primos entre si (mdc(3,2) = 1), a congruéncia
tem solugdao unica mddulo 2. Uma solugdo particular é xo = 1, visto que 3(1) =3 =1

(mod 2). Assim, o conjunto solugdo desta congruéncia é:
S={14+2k:keZ}.

Lema 3.5.8. Seja r; € Z, para cada © € I,. Se S = {ry,ra,73,...,7,} € um SCR

mddulo n, entio S, = {a-r1,a-r9,a-r3,...,a-r,} também €, desde que mdc(a,n) = 1.

Demonstracao. Como S, tem n elementos, precisamos apenas mostrar que estes sao

incongruentes dois a dois. Entao, para cada i, j € I,,, consideremos a congruéncia:
ar; = ar; (mod n).
Como mdc(a,n) = 1, podemos cancelar o termo a e obter:
r; =r; (mod n).

Mas isso s6 acontece se ¢ = j, pois r;,r; € S, que ¢ um SCR moédulo n. Ou seja,
os elementos de S, sdo dois a dois incongruentes médulo n. Portanto, S, é um SCR

moédulo n. u

Teorema 3.5.9 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p € primo, a € Z e p { a, entdo
a*"' =1 (mod p).

Demonstragao. Como p € P e pt a, segue-se que mdc(a,p) = 1. Se considerarmos o
SCR moédulo n trivial
S =1{0,1,2,3,...,p— 1},

o Lema 3.5.8 nos garante que S, = {0, a, 2a, 3a, . .., (p—1)a} também é um SCR mddulo
n. Dali, cada elemento de S é congruente a um tunico elemento de S, (estdo numa
correspondéncia biunivoca). E 6bvio que 0 = 0 (mod p). Portanto, ainda temos uma
correspondéncia biunivoca do conjunto S\ {0} com o conjunto S, \ {0}. Apesar de néo
sabermos quais sao os pares de nimeros congruentes gerados por esta correspondéncia,
podemos multiplicar as congruéncias membro a membro. Fazendo isso, e reorganizando

se necessario os termos ou fatores, obtemos:

a-2a-3a-----(p—1)a=1-2-3----- (p—1) (mod p),
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ou seja,
1-2-3-----(p—1)-ap_151-2-3-----(p—1) (mod p).

Como p nao divide nenhum numero da lista 1,2, 3,...,p— 1, deve ser primo com todos

eles. Cancelando estes termos, ficamos com:

a® =1 (mod p).

|
Exemplo 3.5.11. Calcule o resto da divisio de 97% + 89% por 8633.
Solugao: Observe que 8633 = 97 - 89. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos:
89% =1 (mod 97) (3)
97% =1 (mod 89) (4)

Ora, 97 = 0 (mod 97). Logo, 97 = 0 (mod 97). Somando isto a (3), obtemos:
89% + 97 =14+0=1 (mod 97).

Analogamente, como 89 = 0 (mod 89), temos 89°¢ = 0 (mod 89). Somando a (4),
obtemos:
8970 +97¥ =0+1=1 (mod 89).

Ou seja,
89| (89”7 +97% — 1) e 97| (89% +97% —1).

Como mdc(89,97) = 1, seque-se que:
8997 | (89% 4+ 97% — 1),
isto €,
97% 1+ 89% =1 (mod 8633).

Portanto, 97 + 89 deira resto 1 na divisdo por 8633.

Definigao 3.5.6 (SRR). Dizemos que um conjunto R = {ry,r2,73,...,7:}, onde r; €
Z, ¥i € Iy, é um Sistema Reduzido de Residuos (SRR) mddulo n se as sequintes

condicoes sdo satisfeitas:
1. mdce(ri,n) = 1,Vi € Iy;
2. ri#Zr; (modn), sei,jel, et #j;e

3. para cada m € N com mde(m,n) = 1,3i € I tal que m =r; (mod n).
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Exemplo 3.5.12. Como bem sabemos, o conjunto S = {0,1,2,3,4,5} é um SCR
mdédulo 6. Dentre os elementos de S, os unicos nao primos com 6 sdo os numeros: 0,
pois mdc(0,6) = 6; 2, pois mde(2,6) = 2; 3, pois mdc(3,6) = 3; e 4, pois mdc(4,6) = 2.
“Retirando” estes elementos de S, ficamos com o conjunto R = {1,5}, que é um sistema

reduzido de residuos maodulo 6.

Lema 3.5.10. Se R = {ry,72,73,...,T¢(n)} € um SRR médulo n, entdo
Ro={a-ri,a-ry,a-rs,....a 14m)}
também é um SRR mddulo n, desde que se tenha mdc(a,n) = 1.

Demonstragao. Para provar que R, é um Sistema Reduzido de Residuos (SRR) mddulo

n, devemos demonstrar trés propriedades fundamentais:

1. Quantidade de elementos: O conjunto R possui exatamente ¢(n) elementos
por ser um SRR. Como R, é formado multiplicando cada elemento de R por a,

R, possui a mesma cardinalidade, ou seja, ¢(n) elementos.

2. Coprimalidade dos elementos com n: Para todo r; € R, temos mdc(r;, n) =
1. Como por hipdtese mdc(a,n) = 1, a propriedade do maximo divisor comum
garante que o produto de dois inteiros relativamente primos com n também ¢

relativamente primo com n:

mdc(a-r;,n) =1 paratodoi € {1,2,...,6(n)}.

3. Incongruéncia par a par médulo n: Suponha que existam elementos a-7;, a -
r; € R, tais que:

a-r;=a-r; (modn).

Como mdc(a,n) = 1, podemos cancelar o fator a de ambos os lados da congru-
éncia, obtendo:

r; =r; (mod n).
Contudo, sendo R um SRR, seus elementos sdo todos incongruentes médulo n
entre si. Logo, r; = r; (mod n) s6 é possivel se i = j. Portanto, todos os

elementos de R, sdo distintos mdédulo n.

Como R, é composto por ¢(n) elementos mutuamente incongruentes médulo n e

todos primos entre si com n, conclui-se que R, ¢ um SRR méddulo n. O
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3.6 Residuos Quadraticos

As secOes anteriores serviram para fixar a teoria necessdria para podermos definir
e estudar as propriedades de residuos quadraticos e estudar algumas congruéncias nao

lineares. Isto é o que faremos a partir de agora.

Defini¢ao 3.6.1 (Residuo Quadratico). Sejam a,n € Z e primos entre si. Se 2> = a
(mod n) tiver solugdo, dizemos que a é um residuo quadrdtico mddulo n. Em caso
contrdrio, isto é, x> # a (mod n) para todo inteiro x, dizemos que a ndo é um residuo

quadrdtico modulo n, ou ainda, a € um residuo ndo-quadrdtico.

2 —

Exemplo 3.6.1. Na congruéncia x (mod 7), tem-se que 2 é residuo quadratico

mdédulo 7, pois mde(2,7) =1 e 7| (3% —2), isto é, x = 3 é solugdo da congruéncia.

Teorema 3.6.1. Sejam a € Z,p € P* e mdc(p, a) = 1. Se a congruéncia z*

=a
(mod p), tiver uma solugio xo € {1,2,...p—1}, entdo mde(xg,p) =1 e p—xo também
¢ solucao ndo congruente a xg. Além disso, essas sdo exatamente as duas unicas

solugoes incongruentes maodulo p.
Demonstragao: Com efeito, se existe x € Z tal que 22 = a (mod p), entdo
mdc(zg, p) = mde(x, p) = mdc(a,p) = 1.

Por outro lado,
(p—w0)* =23 =a (mod p).

Assim, xy e p — xg sdo ambas solugdes da equacao x? = a (mod p) e sdo incongruentes

entre si. Com efeito, se fosse xg = (p — xp) (mod p), entdo 2290 = p = 0 (mod p), ou

seja, p | 2x9. Mas, como p é um primo maior do que 2, pelo Lema de Euclides, isto

obrigaria a termos p | g, 0 que seria absurdo haja vista que mdc(zg, p) = 1.
Provemos, finalmente, que estas sdo as tnicas solucoes possiveis. De fato, se x1 €

{1,2,...,p — 1} é outra solugao, entao

X

i=a=a2] (modp) = p|(v3—25) = p|(r1—20) ou p| (z;+ ).
No primeiro caso, temos z; = xy (mod p), ja no segundo caso, x; = (p — o) (mod p).

Exemplo 3.6.2. A congruéncia 3x*> = 12 (mod 13) possui ou nao solugio?
Solucdo: Notemos que a congruéncia tem solugio pois, para © = 2, tem-se que 3-2% =
12 =12 (mod 13).
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Teorema 3.6.2 (Teorema de Lagrange). Se mdc(c,,p) = 1, com p € P, entio a

congruéncia
-1 2 _
"+ " et + =0 (mod p)
tem, no mdximo, n solugoes incongruentes médulo p, onde ¢; € Z, i € I,,.

Demonstracgao. Utilizemos o Principio de Indugao Finita sobre o grau do polindémio.
Notemos que para n = 1 o resultado é valido, pois temos a congruéncia c;x + ¢y = 0
(mod p), ou ainda,

ar =—¢ (mod p)

que possui uma unica solugdo incongruente moédulo p, pelo Corolario 3.5.7 do Teorema
3.5.7. Suponhamos vélido para n = k — 1, isto é, se g(x) é um polindémio de grau k —1,
entdo a congruéncia g(z) =0 (mod p) tem, no méaximo, k — 1 solugdes incongruentes
modulo p.

Mostremos que o resultado é valido para n = k. Para tanto, suponhamos que néao

valha, isto é, que existe um polinémio f de grau k tal que a congruéncia
fz)=ca® + 12"+ et +eir o =0 (mod p)

tenha (pelo menos) k + 1 solugdes incongruentes médulo p, sendo mdce(c,,p) = 1.
Digamos que estas solugdes sejam: zg, z1, Za,. .., 2. Fixando zg, temos que f(z) —
f(zo) =0 (mod p), pois f(z9) =0 (mod p). Mas,

f(@) = flzo) = cra®™ + -+ 1w+ co — (crpak + - + 1o + o)

=cp(@f —ab) ey (@ — 2B (- 20).

Percebamos que (x — xg) ¢ um fator comum de cada parcela ¢;(z* — z)), com i € I}.
Assim, para todo i € I, tem-se ¢;(z° — z{) = (z — x¢) - pi_1(x), onde p;_;(x) é um

polindémio de grau i — 1. Seja
k-1
h(z) = pi().
i=0

Entdo h(x) é um polindémio de grau k — 1, com ¢ sendo o coeficiente de #¥~1. Daf,

f(@) = f(xo) = (x —20) - h(z) =0 (mod p),

e isto significa que p | (x — xp) - h(z). Como as raizes x5 sdo incongruentes duas a
duas, tem-se p 1 (x; — xp), para cada i € {1,...,k}, logo deve-se ter p | h(z;) para
cada i € I. Ou seja, a congruéncia h(z) =0 (mod p) possui k solugdes incongruentes
modulo p, contrariando a hipétese de indugao. Logo, o resultado é valido para n = k

e, pelo PIF, vale para todo polinémio satisfazendo as condi¢ées do teorema. ]



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 40

Lema 3.6.3. Sejap € P*. Sex,y € {1, 2,..., ’%1}, com x # 1y, entdo
2 #£y* (mod p).

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que 22 = y? (mod p), onde z,y € {1,2,..., 21}

~ ‘

e x # y. Entao,
(x—y)(z+y)=2"-y* =0 (mod p),

Como p é primo, pelo Lema de Euclides segue que

pl(z—y) ou pl(r+y).
Se p | (z —y), entdo x =y (mod p). Entretanto,

_ggx_ygp;fi’
2 2

de modo que |z — y| < p. Assim, o inico multiplo de p possivel é
x—1y =0,
ou seja, © =y, o que contradiz a hipétese. Por outro lado, se p | (x + y), como
2<zr+y<p-1,
entao,

0<x+y<np,

o que impossibilita que x + y seja multiplo de p. Novamente obtemos uma contradicao.

Como ambos os casos conduzem a contradi¢oes, concluimos que a hipdtese
r®=y° (mod p)

é falsa. Portanto,
v #£y* (mod p).

O Lema 3.6.3 é um resultado fundamental em Teoria dos Numeros, pois é justa-

mente ele que garante que os nimeros

PQQN.(p_lf
b b b 2

sdo todos distintos médulo p. Como existem exatamente ’%1 residuos quadraticos nao
nulos médulo p, conclui-se que esse conjunto representa todos os residuos quadraticos
nao nulos médulo p. Esse fato é a base para a demonstracao da Lei da Reciprocidade

Quadratica apresentado posteriormente.
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Definigao 3.6.2 (Fungdo Maior Inteiro). A fungao

fR—Z

rr— |z =max{m €Z :m < x}
¢ denominada funcdo maior inteiro.

Teorema 3.6.4. Seja p € P*. Dentre os numeros 1,2,3,...,p— 1, temos exatamente

BJJ residuos quadrdticos modulo p.

Aqui estd o codigo corrigido com a estrutura segura para evitar o sumico dos para-
grafos e corrigir os erros de compilagao:

Code snippet Demonstracao: Sendo p € P* um nimero primo impar, temos que
Vi’J = "%1. Por definigdo, um elemento a € {1,2,3,...,p— 1} é um residuo quadratico
modulo p se existir algum = € {1,2,3,...,p — 1} tal que:

*=a (mod p).
Considere o conjunto de todos os quadrados dos elementos de {1,2,3,...,p — 1}
modulo p:
S = {12, 223% ..., (p— 1)2} (mod p).
Observe que, para qualquer z € {1,2,...,p — 1}, vale a identidade:

2

(p—2)*=p*—2pr+2° =2 (mod p).

Isso mostra que os elementos da lista S emparelham-se dois a dois, gerando os

mesmos residuos:
1?=(p-1)* (modp), 2°=(p—-2)° (modp), ..., k*=(p—-k)? (modp),

onde k = %. Logo, o conjunto de todos os residuos quadraticos reduz-se aos quadrados
dos primeiros =1 inteiros:

2
—1\2
Rg = {12,22,32, ce <pT> } (mod p).

Para concluir a demonstragdao, devemos provar que todos os ’%1 elementos de Rg

sao distintos (incongruentes) médulo p.

Suponha, por absurdo, que existam inteiros ¢, 5 tais que 1 <1 < j < % e:

=7 mod — 2 —-i’=
7 P) J

(modp) = (j—49)(j+i) =0 (mod p).
Pelo Lema de Euclides, como p é um ntimero primo, p deve dividir (j —¢) ou (j+1):

. . 1 . . 1 . .
1. Como 1 <i < j <25 temos 0 < j —i < 5= < p. Logo, pf (j —1).
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2. Damesmaforma,2§j+z’§p%l+(’%l—l> =p—1<p. Logo, pt(j+1).

Como p nao divide nenhum dos dois fatores, chegamos a uma contradigao.

— 2 ~ . . . 7’
Portanto, os elementos 12,22, ..., (”Tl) sdo dois a dois incongruentes moédulo p,

totalizando exatamente ’%1 = EJ residuos quadraticos. |

Exemplo 3.6.3. Do Teorema 3.6.4 decorre que 6 € a quantidade de residuos quadrd-

ticos que o primo impar 13 possui, pois {%J = 6. Assim como 15 é a quantidade de

residuos quadrdticos modulo 31 e 18 € a quantidade de residuos quadrdticos modulo 37.

Defini¢ao 3.6.3 (Simbolo de Legendre). Sejam a € Z e p € P*. O Simbolo de
Legendre de a maodulo p, denotado por (%) (lé-se: a legendre p), € definido como:

1, septaea éresiduo quadrdtico médulo p;

(3)-{o
— | = , se a;
D b

—1, septa ea nao € residuo quadrdtico maédulo p.
Exemplo 3.6.4. Determine os valores de:
L)

Solugdo: Note que resolver os problemas acima consiste em analisar se p | a ou se

pta e, neste caso, se a congruéncia x*> = a (mod p) tem solugdo. Deste modo:

1. Para 22 =1 (mod 7), temos 711 e x = 1 é solugdo (12 =1). Entdo, (%) =1.

2. Para 2? = 2 (mod 3), temos 31 2. Testando os residuos de 3 ({1,2}): 12 =1 e

22 =4 =1. Como nenhum quadrado é 2, a congruéncia ndo tem solugdo. Entdo,

3. Para x* = 110 (mod 11), notamos que 110 = 11 x 10, logo 11 | 110. Portanto,
()=
11 :

Teorema 3.6.5 (Critério de Euler). Se p € P* e mdc(p,a) = 1, entao

(“) =a"T (mod p).

Demonstracao. Vamos considerar os casos em que a é ou nao residuo quadratico

modulo p.
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1° caso:

2° caso:

a é residuo quadrético médulo p. Entdo a congruéncia z? = a (mod p) tem
solugdo. Seja z uma solugao. Entao pt zg, pois p | (a —23) e, se p | zg, terfamos

p | 2%, o que implicaria p | a, contrariando a hipdtese.

Assim, por Fermat:
A =1 (modp) = () =1 (modp) (5)
Por outro lado, como a = 22 (mod p), segue que:
0’7 = (23)"T  (mod p) (6)

Por transitividade em (5) e (6), temos que:
AT =1= (a) (mod p).
p

a nao é residuo quadratico médulo p. Como p € P* e mdc(p,a) = 1, por Fermat,
temos:
=a"'=1 (mod p)

isto é, p | [(apTl)2 —1] = (apT_1 — 1)(ap2;1 + 1). Como p é primo, segue que

P | (a% — 1) oup|(az +1), o que significa:

a? =1 (modp) ou a2z =-1 (modp) (7)

Seja X = {i* : 1 < i < 2Z'}. Notemos que a ¢ X, pois todo elemento de
X é residuo quadratico. Mostremos que todo elemento de X satisfaz 5 =1
(mod p). De fato, considere i tal que i € IPQ;I. Como, 1 <1< p%l, tem-se p 1 i,

donde, por Fermat:

P1=1 (modp) = ()2 =1 (modp), VkeX.

Pelo Teorema de Lagrange, o polinémio f(z) = 7 —1 =0 (mod p) tem,

no maximo, ’%1 raizes. Mas X tem exatamente ’%1 elementos que satisfazem

f(z) =0 (mod p). Portanto, vale a implicagao:

k satisfaz x 2 =1 (mod p) —= ke X (8)

Como a ¢ X, por (8), segue que a nio satisfaz =1 (mod p). Assim, por

a7 =1 <Z> (mod p).

(7), resta que:
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Exemplo 3.6.5. Como 2' = 16 = —1 (mod 17), segue que (2*)*> = (—1)* (mod 17),

ou seja, 28 =1 (mod 17). Assim, pelo Critério de Euler:
2 17—1
(1—7) =27 =2=1 (mod 17).

E isso so € verdadeiro se (%) =1.

Da definicio do simbolo de Legendre também chegamos a esse resultado, pois x = 6

¢ solugio da congruéncia x* = 2 (mod 17), visto que 6> = 36 = 2-17+2 =2 (mod 17).

Teorema 3.6.6. O Simbolo de Legendre é uma funcio completamente multiplicativa,

(5)-6)6)

Demonstragio: Se p é um primo impar e a,b € Z, inicialmente, note que se p | a ou

isto €,

p | b, entdo p | ab, e pela defini¢ao do simbolo de Legendre,
(“) o
p
5)G)-
p)\p ’

de modo que a igualdade é verdadeira. Suponhamos, portanto, que pta e ptb. Pelo

(&)= (mod )

p

<b> =b"7  (mod p).

p

Multiplicando essas congruéncias, obtemos

<“) <b) — "% = ()T (mod p).

p; \p

Além disso,

Critério de Euler,

Aplicando novamente o Critério de Euler,

ab

@)’ = (%) o

(C;f) (mod p).

e, consequentemente,

VRS

SRR

~—

VRS

SRR

N~
Il
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Por outro lado, cada um dos niimeros

GG (5)

pertence ao conjunto {—1,1}. Como p > 3, a congruéncia médulo p entre dois elemen-

tos de {—1,1} implica sua igualdade. Logo,
(5)-G)G)
p p)\p)
Exemplo 3.6.6. Como o simbolo de Legendre é completamente multiplicativo, temos

SRCIORE

De fato, pois v = 3 € solugio da congruéncia x*> = 2 (mod 7) (jd que 3> = 9 = 2

que:

(mod 7)) e x = 2 € solugdo da congruéncia x*> = 4 (mod 7).

Teorema 3.6.7 (Lema de Gauss). Sejam a € Z, mdc(p,a) =1 e p € P*. Considere-

mos o0s restos na divisdo por p dos niumeros
p—1
a,2a,3a,..., (7 a.

Entao,

onde v € o nimero de restos que sdo maiores do que §.

Demonstragdo. Digamos que a1, as, .. ., a, sejam os restos menores que 5 e by, by, ..., by
sejam os maiores que 5.

Tendo que, cada elemento da lista 1a, 2a, ..., (1%1) a é congruente a seu resto, isto
¢, aum a; ou um b;, com ¢ € I; e j € I,. Podemos multiplicar todas as congruéncias

membro a membro, obtendo:

-1
la-2a-3a----- (I)T)GEGICLQ...aSb]bQ...bT (mod p).
Ou ainda,
-1 (p—1
a 2 <T>‘ Ealag...asblbg...br (mOd p) (9)
Nossa demonstragao consistird agora em concluir que

a17a27--~7a87p_b17p_b27"'7p_b7‘ (10)
sdo, a menos da ordem, os ntmeros 1,2;..., ’%1. Uma vez que & < b; < p, mul-

tiplicando por —1 e somando p a todos os membros da desigualdade, decorre que
0<p—bj<Listoé, 1<p—b; <L
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Basta mostrarmos que os nimeros da lista (10) sdo todos incongruentes médulo
p. Se a; = p —b; (mod p), terfamos a; + b; = 0 (mod p). Mas como a; = k-a e
bj =t a para alguns k,t € {1,..., 2}, isso implicaria (k 4+ t)a = 0 (mod p). Como
mdc(a,p) = 1, terfamos k +¢t =0 (mod p), o que é impossivel pois 2 < k+t <p—1.
Portanto, os nimeros da lista (10) sdo exatamente os elementos da lista 1,2,. .., ’%1.
Logo, por reflexividade:

ajas...as(p—0b))(p—>be)...(p—0b.)=1-2-3----- <p—1> (mod p),

e como, p — b; = —b; (mod p), isto equivale a:

-1
(=) ajay . ..asbiby ... b, = (p )! (mod p).

Por transitividade com a congruéncia (9):
- -1 -1
a'T <p2 )!E(—l)r <p2 >! (mod p).

Como mdc ((’%1)!, p) = 1, podemos cancelar o fatorial, obtendo:

p—1

az =(-1)" (mod p).
Pelo Critério de Euler, (%) = "7 (mod p). Assim, (%) = (=1)" (mod p), o que

implica:

Exemplo 3.6.7. Tomemos a = 3 e p = 11 no Lema de Gauss. Calculando os restos
mddulo 11 dos miltiplos de 3 na lista {1,2,3,4,5} (pois Y5+ =5):

S S g
LW W W W W
11l
= = © o W

Os restos obtidos sao {3,6,9,1,4}. Dentre estes restos, apenas 6 ¢ 9 sio maiores do

que % = 5,5. Portanto, temos r = 2 restos na regido superior. Assim, pelo Lema de

()=

Gauss:



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 47

3.6.1 Suplementos a Lei de Reciprocidade Quadratica

Enquanto a Lei de Reciprocidade Quadratica relaciona os simbolos de Legendre (5)
e (g) para primos impares distintos p e ¢, os Suplementos abordam os casos em que
o valor do numerador ndo é um primo impar. Em particular, o Primeiro Suplemento
dedica-se a caracterizar os primos impares p para os quais —1 é um residuo quadratico,

isto é, estabelece a condicao necesséria e suficiente para que a congruéncia
r*=—-1 (mod p)
admita solugdo em Z.

Teorema 3.6.8 (1° Teorema Suplementar). Se p € P*, entdo

<—1> B 1, sep=1 (mod 4)

P -1, sep=—1 (mod 4).

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisdo, na divisdo por 4, todos os inteiros sdo
da forma 4k, 4k + 1,4k + 2 ou 4k + 3. Como p é um primo impar, as possibilidades se
reduzem a 4k + 1 ou 4k + 3. E facil ver que p = 4k + 1 equivale a p = 1 (mod 4) e

que p = 4k + 3 equivale a p =3 = —1 (mod 4). Vamos analisar o valor de (—1)?2;1 em

cada um destes casos:

1° caso: p =4k + 1.
Entao p — 1 = 4k, isto é, 1%1 = 2k é par. Dal, (—1)% = 1. Pelo Critério de

Euler:

() =(-1)% =1 (mod p),
ou seja, (%) =1,se p=1 (mod 4).

2° caso: p = 4k + 3.
Entdo p—1 = 4k+2 = 2(2k+1), isto é, 251 = 2k+1 é fmpar. Dal, (—1)% =—1.
Pelo Critério de Euler:

<_1> (-1 = -1 (mod p),

p

ou seja, ( ) =—1,se p=—1 (mod 4).

=1
p
| |

Exemplo 3.6.8. O Teorema 3.6.8 nos fornece (%) =1, pois 13 = 1 (mod 4). De
fato, —1 € um residuo quadrdtico mddulo 13, pois x = 5 € solugdo da congruéncia
? = —1 (mod 13) (visto que 5* = 25 =12 = —1 (mod 13)).
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Pelo mesmo teorema, (%) = —1, ji que 7T = 3 = —1 (mod 4). Com efeito, a
congruéncia x> = —1 (mod 7) ndo tem solugio. Pelo Algoritmo da Divisio, qualquer

x € da forma Tk +r, comr € {0,1,2,3,4,5,6}. Testando os quadrados dos restos:
e 02=0, 12=1, 22=4¢e3*=9=2;
e 42=16=2 5°=25=4¢6>=36=1.

Os residuos quadrdticos médulo 7 sao {0,1,2,4}. Como —1 =6 (mod 7) ndo pertence

a este conjunto, 7 nunca divide (z*+1). Por isso, pela defini¢io do Simbolo de Legendre,

Proposicao 3.6.9. Seja n um natural impar maior do que 2. Entdo, vale a igualdade:

n—1 n?-1
14243+ -
+248 44 .

Demonstragao rapida: Trata-se da soma de uma Progressdo Aritmética (PA) com

_ , . k
k= "Tl termos. A férmula da soma é S, = %

() e) () 0) e e

p— p— 4 prm—
2 2 2 8

Teorema 3.6.10 (2° Teorema Suplementar). Se p € P*, entdo

(2) B 1, sep=+1 (mod )
p) | -1, sep=+3 (mod 8)

Demonstracao. Pelo Critério de Euler, (%) = 2% (mod p). Mostraremos que a
validade da congruéncia

p—1 -

2"z = (-1)"%  (mod p) (11)

serd suficiente para, por transitividade, concluirmos o teorema. Para isto, considerare-
mos todos os possiveis restos de p na divisdo por 8. Mas antes, vamos demonstrar que
a congruéncia (11) é verdadeira. Seja i € {1,2,3,..., ’%1} Entao, se i é par, segue
que:

i=i-(—1)" (mod p). (12)

Se, porém, i é impar, segue que:
p—i=(-1)"-i (mod p). (13)

Percebamos que, em ambos os tipos, (12) ou (13), os nimeros dos membros esquer-

dos das congruéncias sao sempre nimeros pares. Mais ainda, estes ntmeros sao
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2,4,6,...,p—1. Assim, multiplicando todas essas 7%1 congruéncias membro a membro,

obtemos:

—-1 .-
2:4-6----- p—1) = <I)T)!(—1)(1+2+"'+Tl) (mod p).
Como 2-4-6-----(p—1) = 28T (‘%1)! e, pela Proposicao 3.6.9, 1+2+- - -—1—1%1 = p271’

8

e (p; 1)! (—1)5 (p; 1)! (mod p).
2 2

Cancelando o fator (25%)!, obtemos o resultado da congruéncia (11). Agora, analisare-

mos os restos de p médulo 8 usando a igualdade:
F-1_(p=1p+1)

temos:

S S . (14)

caso: p =8k + 1.

Entao W = 2k(4k + 1), que é par. Logo, (—1)# =1.
caso: p =8k + 3.

Entao 7(8“2)8(8“4) = (4k + 1)(2k + 1), que é impar. Logo, (—1)% =—1.
caso: p =8k + 5.

Entao w = (2k + 1)(4k + 3), que é impar. Logo, (—I)QI)QT_1 =—1.
caso: p=8k+1T.

Entao 7(8“6)8(8“8) = 2(4k + 3)(k + 1), que é par. Logo, (—1)17%1 =1.
Isso conclui que (%) =1sep==41 (mod8) e (12;) = —1sep==43 (mod 8). O
Exemplo 3.6.9. Do Teorema 3.8, seque que (%) =—1le (%) =1, pois b = =3
(mod 8) e 7= —1 (mod 8). Esse é o mesmo resultado obtido através da defini¢ao do
simbolo. Com efeito, a congruéncia x*> = 2 (mod 5) ndo tem solugdo, pois o Algoritmo

da Divisdo garante que x € da forma 5t,5t + 1,5t + 2,5t + 3 ou 5t + 4. Calculando

z? — 2 (mod 5) para cada resto:
o Sex =0, entio 2> —2=-2=3 (mod 5)
e Sex=1, entio x> —2=1-2=4 (mod 5)
e Sex =2, entiox* —2=4—-2=2 (mod 5)
e Sex=3, entior?—2=9-2=7=2 (mod 5)
e Sex =4, entior* —2=16—2=14=4 (mod 5)

Como nenhum desses resultados é miltiplo de 5 (ou seja, = 0 (mod 5)), concluimos
que (%) = —1. Por outro lado, x = 3 € solugio da congruéncia x* =2 (mod 7) (visto

que 3> =9 =2 (mod 7)) e, por isso, (%) =1.
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3.7 A Lei de Reciprocidade Quadratica

Nesta secao apresentaremos um importante teorema que nos ajudara a relacionar
o valor para o Simbolo de Legendre entre dois primos distintos. Conhecendo o valor
para (%), serda que temos condigoes de determinarmos (%)? A Lei mostrara em qual
caso isso é possivel.

O préximo resultado é fundamental para a demonstracao da Lei. Para demonstra-
lo, utilizaremos alguns resultados, tais como o Algoritmo da Divisdo e o Lema de
Gauss. Pedimos aos leitores que, caso nao recordem, revejam estes teoremas antes de

prosseguir.

Teorema 3.7.1 (Eisenstein). Seja a um inteiro impar e p € P*, tal que mdc(p,a) = 1.

Definindo -
Bl 2]

p
(-

Demonstragao. Nossa demonstracao consiste, inicialmente, em determinar os restos

temos

moédulo p do conjunto Y, = {a,2aq,..., p%la}. Para isso, aplicamos o Algoritmo da

Divisao para cada elemento de Y:
a
a=p J +r, 0<r<p
L P
2a
2a=p|—|+ry, 0<ry<p
L P

1), |2

+rp1, 0<rp1 <p.
2 P p) 3

Perceba que cada rj corresponde aos a; (menores que p/2) ou b; (maiores que p/2)
definidos na demonstracao do Lema de Gauss. Somando as igualdades membro a

membro e utilizando a Proposicao 3.1:

a<]928_1> :pg {TJ +> re=pM+) ai+ Y b (3.3.11)

k=1
Seja I =Y a; e S =) b;. Como vimos no Lema de Gauss, os nimeros {ai, ..., as,p—
bi,...,p— b} sdo, a menos da ordem, {1,2,..., ’%1} Logo:
P -1
=2 a+y (p-=b)=I+rp-S (3.3.12)

8
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Subtraindo (3.3.12) de (3.3.11), obtemos:

p—1
8

(a—1)=p(M —r)+28S.

Como a é impar por hipétese, (a — 1) é par, o que torna o lado esquerdo da igualdade
par. Para que o lado direito seja par, como 2S5 ji o é, p(M — r) deve ser par. Sendo p
um primo impar, conclui-se que (M — r) é par.

Isso significa que M e r possuem a mesma paridade. Portanto:

Pelo Lema de Gauss, (%) = (—1)", logo (%) = (-1)M. [
Para ilustrar o Teorema 3.7.1 de Eisenstein na prética, vamos calcular o simbolo

de Legendre em dois casos simples.

Exemplo 3.7.1. : Calcular (%) .

Aqui, p =T (primo impar) e a = 3 (impar, com mdc(3,7) = 1). O limite do somatdrio
% = 3. Calculamos S':

s p—1 __
€5

) = (=1)! = —1. Isso significa que 3 ndo é um residuo

~|w

Como S =1 € impar, temos (

quadrdtico médulo 7 (ndo existe nenhum z tal que x> =3 (mod 7)).

Exemplo 3.7.2.

5
Aqui, p =5 (primo impar) e a = 7 (impar, com mdc(7,5) = 1). O limite do somatério
6 p=l _ 5-1

: Calcular (Z)

> o5 =2 Calculamos S:
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Como S = 3 é impar, temos (g) = (—1)3 = —1. Isso esta correto, pois 7= 2 (mod 5),

e sabemos que 2 nao é um residuo quadratico médulo 5.

Em vistas de estabelecer a Lei de Reciprocidade Quadratica, vamos revisar o sim-
bolo de Legendre, denotado por (%) .

Para um ntmero primo impar p e um inteiro a, define-se:

1 se a é um residuo quadratico médulo p e p 1t a,
a
() =4 —1 se a é um nao-residuo quadratico médulo p,

0 sepla.

A importéancia deste simbolo na aritmética reside na sua capacidade de transformar
a busca por solugoes de congruéncias do tipo 2 = a (mod p) em um célculo algébrico
sistematico. Ele é fundamental para a formulagdo da Lei da Reciprocidade Quadratica
e possui propriedades multiplicativas cruciais, como (“;f’) = (%) (%) como demonstrado
no Teorema 3.6.6 da Secdo 3.6. Na teoria dos ntimeros moderna, é a base para testes
de primalidade e sistemas de criptografia assimétrica (Hardy; Wright, 2008). Vejamos

alguns exemplos:

« Exemplo 1: (%) = 1. O nimero 2 é um residuo quadratico médulo 7 pois

32=9=2 (mod 7).

« Exemplo 2: (%) = —1. O nimero 5 nao é um residuo quadratico médulo 7, pois
ao testarmos os quadrados 12,22 3% (mod 7) obtemos os restos {1,4,2}, nenhum

dos quais é 5.

O préximo resultado, conhecido como Lei de Reciprocidade Quadratica - LRQ,
estabelece que se ao menos um dos primos p ou ¢ for congruente a 1 (mod 4), entao
p serd um residuo quadratico médulo ¢ se, e somente se, g for um residuo quadratico
modulo p. Caso ambos sejam congruentes a 3 (mod 4), ocorre a reciprocidade inversa

(um sera residuo e o outro nao-residuo).

Teorema 3.7.2 (Lei de Reciprocidade Quadratica - LRQ). Sejam p,q € P* nimeros

primos impares distintos, entdo:

(f;) (g) _ ()R,

Demonstracao: Existem mais de 240 demonstragdes publicadas para este teorema.
A demonstracao a seguir, devida a (Eisenstein, 1844), destaca-se por sua elegéncia
geométrica e apoia-se num corolario do Lema de Gauss. Conforme estruturado em

textos classicos como Santos (Santos, 2015), a prova baseia-se na contagem de pontos
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D C
q/2
(g-1) | ) i
2
4 - . . . X . . . .
3 - ‘ . . . . . . .

-
-

| L L TT/Z
A 1 2 3 4 5 6 7 P

Figura 1 — Demonstragao da LRQ

de coordenadas inteiras (pontos de rede) no interior de uma regiao no plano cartesiano.

Sejam p e ¢ primos impares distintos. Consideremos o retangulo no plano Euclidiano
com vértices nos pontos (0,0), (p/2,0), (p/2,q/2) e (0,q/2). O interior desse retangulo
contém um numero de pontos de coordenadas inteiras dado pelo produto dos niimeros

inteiros positivos menores que p/2 e ¢/2. Seja S o conjunto desses pontos:

S = {(:L’,y) €72

—1 qg—1
1< <— 1<y ——

O ntmero total de pontos em S é claramente:

a- (55

Agora, tragamos a diagonal principal do retangulo, conectando a origem (0,0) ao
vértice (p/2,q/2). A equacao da reta que contém essa diagonal é y = La.

Como p e g sao primos distintos e z < p/2, ndo existe nenhum ponto do conjunto S
exatamente sobre a diagonal (pois qy = px implicaria que p divide x, o que é impossivel
jad que 0 < = < p/2). Portanto, a diagonal divide o conjunto de pontos S em duas

regides disjuntas: os pontos abaixo da diagonal e os pontos acima da diagonal.

1. Pontos abaixo da diagonal: Para um dado valor inteiro de x (com 1 < z <
’%1), os pontos (z,y) abaixo da reta y = Lz devem satisfazer 1 <y < Zz. O

ntimero de tais inteiros y é exatamente a parte inteira de %, denotada por [%J.
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Somando sobre todos os x possiveis, o niimero total de pontos abaixo da diagonal,

que chamaremos de p, é:
p—1
2
qr
r=1 p
2. Pontos acima da diagonal: Por uma simetria analoga, permutando os eixos,

o numero de pontos do conjunto S que estdao acima da diagonal, que chamaremos

de v, é dado por:
q—1
2
y=1L1
Como o total de pontos no retdngulo é a soma dos pontos abaixo e acima da

e (55 (45

Pelo Lema de Gauss (que estabelece que (%) = (=1)™, onde m é o nimero de

diagonal, temos:

miultiplos de a no intervalo [1, 2 ;1] cujos restos modulo p s2o maiores que p/2), tem-se:

(- (-

Multiplicando ambos os simbolos de Legendre e utilizando a soma total dos pontos

i+ v deduzida pela geometria do retangulo, obtemos:

(2)(2) = ety = (apwe = s

q p

Isso conclui a demonstracao geométrica da Lei da Reciprocidade Quadréatica. W

Exemplo 3.7.3. Verifique se 6481 é residuo quadrdtico modulo 6661.

Solugdo: Notemos que isto equivale a calcular (%). Como tanto 6481 quanto 6661

sdo primos impares e ambos sao congruentes a 1 maddulo 4, pela Lei de Reciprocidade

<6481) (6661) _ (_1)66621—1_64821—1 1
6661/ \6481

6481 _ (6661
6661 6481

Quadratica:

Dessa forma, ( ) Primeiramente, note que:

6661 180
1=1 481 . 6481) ~ \6481/) "
666 80 (mod 6481), ou seja, (6481) (6481)

Fatorando 180 = 22 - 3% .5, e usando a propriedade multiplicativa do simbolo:

<180)_ 22.32.5\ [ 22 3? <5>
6481/ \ 6481 16481 ) \ 6481 ) \ 6481/
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Como 2% e 3% sdo quadrados perfeitos, seus simbolos de Legendre sdo iquais a 1. Assim:
(sas1) =11 () = (sam0)
6481/ 6481/  \6481/°
Como 5 = 1 (mod 4), aplicamos a Lei de Reciprocidade Quadrdtica novamente para
< 5 ) B (6481)
6481/ \ 5 /)°
Finalmente, observando que 6481 =1 (mod 5), temos:
(#)- ()=
5 ) \5) 7

Portanto, como o simbolo final é 1, concluimos que 6481 é residuo quadrdtico moédulo
6661.

inverter o simbolo:

Em seu trabalho académico (Teixeira, 2021), demonstrou a irracionalidade de v/2,
vamos demonstrar, a mesma, abaixo e em seguida vamos mostrar a irracionalidade

para qualquer p primo.

Exemplo 3.7.4. /2 € irracional.
Demonstracdo: Suponha por absurdo que /2 € Q. Assim, existem a e b inteiros

primos entre si tais que
V2=1
b
Consequentemente,
2% = a.
Tomemos um p primo impar tal que p = £3 (mod 8). Por outro lado, é notério que

as congruéncias abairo tém solugoes:

>=a®> (modp) e 2*=0b> (mod p).

Pelo simbolo de Legendre, (%) =1le (%) =1, mas, como a* = 2b* (mod p), segue

-(3)-()-06)-0)
Temos que (2) = (—1)-D/5,

Se p=3 (mod 8), existe um inteiro k tal que p = 8k + 3, assim:

p28—1 _ (p—1)8(p—|—1) _ (8/{;—|—2);8k—|—4) (k4 1)k 1)

que

logo, % € impar e, portanto, (%) =—1.

Se p=—3 (mod 8), existe k inteiro tal que p = 8k — 3, entdo
pPP-1_(p-1)(p+1) (8k—4)(8k—2)

— - R - s = (2k — 1)(dk — 1)
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o que tmplica que ’% ¢ impar, portanto (%) = —1. Temos uma contradi¢io! Portanto,
/2 € irracional. [ |

Seguindo o mesmo método feito por (Teixeira, 2021) podemos demonstrar a irraci-
onalidade de /3.

Exemplo 3.7.5. \/3 € irracional.
Demonstracdo: Suponha por absurdo que /3 € Q. Assim, existem a e b inteiros

primos entre si tais que

a
V3=—.
b
Consequentemente,

3v? = a’.

Tomemos um p primo impar tal que p = £5 (mod 12). Por outro lado, é notério que

as congruéncias abairo tém solucoes:

2 2

> =a®> (modp) e 2*=0

(mod p).

Pelo simbolo de Legendre, (%) =1le (%) =1, mas, como a* = 3b* (mod p), segue

-()-(2)-00)-6)

Pela Lei de Reciprocidade Quadrdtica, sabemos que:

() - o= () - o= (5)

Se p =5 (mod 12), eziste um inteiro k tal que p = 12k + 5, assim ;%1 = 6k + 2

(que é par) e p =2 (mod 3), do que resulta (%”) = (%) = —1. Portanto:

que

<3> ()L (1) =1 (1) = — 1.

p
Sep=—5=7 (mod 12), existe um inteiro k tal que p = 12k+7, assim 1%1 = 6k+3
(que € impar) e p =1 (mod 3), do que resulta (%’) = (%) = 1. Portanto:

3
() = (=) . 1=(-1)-1=-1.
p
Temos uma contradicio! Portanto, \/3 é irracional. |

Tendo em vista os resultados anteriores é natural indagarmos se conseguimos de-
monstrar a irracionalidade de /p, com p primo. A resposta é sim. Inclusive, Renan

(Isneri; Vieira; Silva, 2024) demonstra a irracionalidade de %/p, com p primo para
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todo n natural. Todavia, apresentaremos a irracionalidade de ,/p, de uma forma que

entendemos ser mais simples, apesar de utilizarmos essencialmente as mesmas ideias.
Observacao: Para o proximo resultado, vale relembrar a seguinte propriedade:

Pela Lei de Reciprocidade Quadratica (LRQ):
p q
P (%) (4
(2 () -

segue que, se p =1 (mod 4) ou ¢ =1 (mod 4) , temos

(2 G- =()-G)

(p=1)(g=1)
4 )

q p
Por outro lado, se p =3 (mod 4) e ¢ = 3 (mod 4), entdo
() ()= = ()=-C)
q p q p

Teorema 3.7.3. Se p € primo, entao \/p ¢ Q.
Demonstracgao: Para p = 2 ou p = 3 o resultado ja foi verificado. Vamos provar para
p primo maior do que 3. Para isto, faremos uso dos seguintes fatos:

Fato 1: Segue da Lei dos Residuos Quadraticos que dado p primo impar, existem

exatamente ;%1 residuos quadraticos e ’%1 residuos nao quadraticos. Assim, se p > 5,

existem residuos a e a’ tais que:
/

a a
p p
Fato 2: Para todo a e p inteiros tais que m.d.c{a,p} = 1, o Teorema de Dirichlet
assegura que existem infinitos primos da forma a + pk, com k € Z.
Passemos agora a demonstragao do Teorema. Suponha por absurdo que /p =
2

com m,n inteiros tais que (m,n) = 1 e n # 0. Isto equivale a dizer que n’p = m

p

Assim, para todo primo ¢, tem-se:
()= 00)= () () =-() - 6)
q q q) \q q a)
Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: p=1 (mod 4).
Pela observagao anterior, segue da LRQ que (%’) = (%) = 1. Entretanto, escolhendo
um primo ¢ da forma ¢ = a’ + pk (Fato 2) com (%) = —1 (Fato 1),
()= (7)) =
p )

p

teremos uma contradigao.
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Caso 2: p =3 (mod 4)
Considere a € Z com (%) =1 (Fato 1). Como p é primo maior ou igual a 5, tem-se
m.d.c{4,p} = 1. Logo, pelo Teorema Chinés dos Restos, o sistema de congruéncias

abaixo tem solucdo inteira.

{w = 3 (mod 4)
r = a (mod p).

Seja go uma solucao desse sistema. Em particular, gy = a (mod p). Desde que a é um
residuo quadrético, p 1 a, consequentemente, p t go, uma vez que a e ¢ tém os mesmos
restos quando divididos por p. Isto implica que m.d.c{qy, p} = 1. Da primeira equagao
conclui-se que m.d.c{qo, 4} = 1. Portanto, m.d.c{qo, 4p} = 1. Pelo Teorema de Dirichlet
(FATO 2) podemos escolher um primo ¢ tal que ¢ = go + 4pK. Portanto,

g = ¢ = 3 (mod4)
q g = a (mod p).

Seque da primeira equacao e da LRQ que (% ( ) Portanto,

)=
()= ()-

Por outro lado, segue da segunda equacgao:

(q) = (%) = (a) =1, um absurdo.
p p p

O absurdo seguiu da hipdtese de ,/p ser racional. |

hSAES)

Uma outra aplicacao bem interessante é apresentada abaixo. Ela diz essencialmente

que nenhum primo da forma 6k + 5 fatora o termo 22 + 3, qualquer que seja = € Z.

Exemplo 3.7.6. Todos os divisores primos impares de x> + 3 pertencem a classe 1
(mod 3).

Demonstracao: E suficiente provar que, se p é primo da forma 5+ 6k, entao (7?3) =—1.

Ora, note que, claramente p # 3. Ademais,

()-G)()-c()

Por outro lado, da Lei de Reciprocidade Quadratica,

Assim,
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De onde seque que,

()= 0% (- 07 ) )

Por outro lado, desde que p = 6k + 5, temos p = 2 (mod 3), assim,

(06 == (3)=0)= o
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4 Equacoes diofantinas

A formulacao das equagoes diofantinas constitui um dos pilares centrais da Teo-
ria elementar dos nimeros. Em termos matematicos estritos, o conceito de equacao
diofantina faz referéncia a qualquer equacao, envolvendo uma ou multiplas variaveis,
na qual as solugbes admissiveis estdo rigorosamente restritas a um conjunto numé-
rico especifico (Zawaira A.; Hitchcock, 2009). O escopo desse conjunto de solugoes
pode abranger os nimeros racionais, os inteiros ou até mesmo apenas os nimeros nao
negativos, dependendo da especificidade do problema matematico em analise.

Do ponto de vista analitico, contudo, o interesse académico frequentemente recai
de forma mais especifica sobre a determinacdo de solugoes inteiras para equagoes cu-
jos coeficientes também pertencem, eles proprios, ao conjunto dos numeros inteiros
(Koshy, 2007). Tais expressoes sao denominadas equagoes diofantinas em deferéncia
a Diofanto de Alexandria, um matematico da antiguidade que registrou extensas con-
tribuigoes literarias sobre o tema e a sua resolugao matematica (Koshy, 2007; Zawaira
A.; Hitchcock, 2009).

E importante destacar que a caracterizacdo matematica fundamental de uma equa-
¢ao diofantina nao é determinada pela sua estrutura algébrica ou pelo grau do polinémio
em questao, mas sim pela restricao prévia do dominio das suas solu¢des. Por exemplo,
mediante a imposicdo fundamental de que as solugbes sejam inteiras, uma equacio
puramente linear da forma

20+ 3y =4 (4.1)

é classificada formalmente como uma equagao diofantina (Zawaira A.; Hitchcock, 2009).
De maneira analoga, formulagoes nao lineares classicas, tais como as equagoes qua-

draticas representadas por
4yt =1 (4.2)

e a célebre equagao que descreve os comprimentos dos lados dos tridngulos pitagoricos,
R T (4.3)

inserem-se estritamente nesta mesma categoria matematica, desde que submetidas a

mesma restrigdo de dominio para as suas varidveis (Koshy, 2007).

4.1 Equacoes diofantinas lineares

Uma subcategoria de particular importancia e amplamente estudada na Teoria

elementar dos nimeros é a das equagoes diofantinas lineares. De forma rigorosa, uma
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equacao diofantina linear de duas variaveis é uma expressao algébrica do primeiro grau

que pode ser escrita na forma geral:
ar +by = c (4.4)

onde a, b e ¢ sdo constantes inteiras dadas, com a e b ndo simultaneamente nulos, e
para a qual se procuram solugdes (z,y) que pertengam estritamente ao conjunto dos
nimeros inteiros (Z) (Koshy, 2007; Zawaira A.; Hitchcock, 2009).

Do ponto de vista geométrico, resolver uma equagao diofantina linear de duas vari-
aveis equivale a determinar os pontos que residem sobre a reta descrita pela equacéo no
plano cartesiano cujas coordenadas sejam estritamente inteiras. Na literatura matemé-
tica, estes pontos bidimensionais formados exclusivamente por coordenadas inteiras sao
frequentemente denominados pontos de rede (lattice points) (Zawaira A.; Hitchcock,
2009).

Um teorema fundamental associado a estas equagoes estabelece o seu critério de
solubilidade: a equacao linear ax + by = ¢ admite pelo menos uma solucao inteira se,
e somente se, 0 maximo divisor comum (MDC) dos coeficientes a e b, denotado por
d = mdc(a, b), for um divisor exato do termo independente ¢ (Koshy, 2007). Caso esta
condicdo seja satisfeita, a equagdo possuird um nimero infinito de solugbes inteiras, que
podem ser sistematicamente determinadas com o auxilio do Algoritmo de Euclides.

Para ilustrar este conceito analitico, consideremos o seguinte exemplo pratico:
20+ 3y = 4. (4.5)

Neste caso, os coeficientes sdo a = 2 e b = 3. O méaximo divisor comum entre 2 e 3 é 1
(mdc(2,3) = 1). Uma vez que 1 é, por definigao, um divisor de 4 (o termo independente
¢), o teorema garante matematicamente que esta equagao possui solugoes no conjunto
dos inteiros (Zawaira A.; Hitchcock, 2009).

Em contrapartida, analisemos um segundo exemplo:
2le + 7y = 11. (4.6)

Aqui, os coeficientes fornecidos sdo a = 21 e b = 7. Calculando o seu maximo divisor
comum, obtemos mdc(21,7) = 7. No entanto, o nimero 7 ndo divide exatamente
o termo independente 11. Consequentemente, com base no critério de solubilidade
previamente estabelecido, é possivel afirmar com absoluto rigor que néo existe qualquer

par de nimeros inteiros (z,y) capaz de satisfazer esta igualdade (Koshy, 2007).

4.2 Equacoes diofantinas nao lineares

Em contraste com o caso linear, as equacgoes diofantinas néo lineares caracterizam-

se pela presenca de variaveis elevadas a poténcias estritamente superiores a um, ou pelo
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produto entre diferentes variaveis. Devido a sua complexidade algébrica, ndo existe um
algoritmo universal capaz de determinar a solubilidade de todas as equagoes diofantinas
nao lineares, o que torna o seu estudo um dos campos mais profundos e desafiantes da
Teoria dos niimeros (Koshy, 2007).

Na literatura matematica, as formas mais classicas e historicamente investigadas
de equacoes diofantinas nao lineares assumem as expressoes x2 +y? = 22, 2" +y" = 2"
e 22 — Ny? = +1 (Koshy, 2007; Zawaira A.; Hitchcock, 2009).

O exemplo mais célebre de uma equacdo diofantina nao linear é o que define os
chamados ternos pitagoricos:

22 4yt = 22 (4.7)

As solugoes inteiras e positivas desta equagdo correspondem, geometricamente, aos
comprimentos dos lados de um tridngulo retdngulo (Zawaira A.; Hitchcock, 2009).

O conhecimento sobre estas solugoes precede largamente o préprio Teorema de
Pitagoras. Evidéncias arqueoldgicas, como uma famosa tabua de argila babilénica
preservada na Universidade de Columbia, demonstram que civiliza¢bes antigas ja do-
minavam as solugoes desta equagao ha mais de 3500 anos. De igual modo, os antigos
egipcios empregavam o terno pitagérico primitivo (3,4, 5) na topografia e na medigao
de terras, usando cordas com nds para garantir a formacdo de dngulos retos perfeitos
ap6s as inundagoes do rio Nilo (Zawaira A.; Hitchcock, 2009).

Outra classe fundamental de equagoes nao lineares surge da generalizacao do pro-
blema pitagdrico para poténcias superiores. O eminente matematico Pierre de Fermat

dedicou especial atengdo a equacao:
zt— oyt = 22 (4.8)

Fermat provou, através do seu método da descida infinita, que esta equacdo ndo admite
solucoes inteiras nao triviais. A partir deste resultado, formulou um coroldrio de grande
impacto: a drea de um tridngulo retdngulo com lados de comprimento inteiro (um
tridngulo pitagérico) nunca pode ser igual a um quadrado perfeito inteiro (Zawaira
A.; Hitchcock, 2009).

A generalizagdo mais famosa, no entanto, é dada pela equagao:
"yt =2" (4.9)

Conhecida no contexto do Ultimo Teorema de Fermat, esta conjectura afirmava que,
para qualquer niimero inteiro n > 3, ndo existem solugdes inteiras positivas (x,y, z) que
satisfagam a igualdade (Koshy, 2007). Esta equacao ditou o rumo da Teoria algébrica
dos niimeros moderna até ser integralmente demonstrada por Andrew Wiles no final
do século XX.
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Além das poténcias puras, outras formas nao lineares continuam a motivar investi-
gacdo matematica rigorosa. Um exemplo notavel é a equacio associada a Conjectura
de Catalan:

™ =yt =1. (4.10)

onde se procuram solugoOes inteiras para variaveis e expoentes. Esta equacdo investiga
a existéncia de poténcias perfeitas consecutivas, tendo sido provado que a tnica solucdo
inteira nio trivial ocorre para 3% — 23 = 1 (Koshy, 2007).

As equacbes diofantinas representam um dos pilares mais antigos e fascinantes da
Teoria dos Numeros. Diferentemente das equagoes lineares, cujas solucées podem ser
completamente caracterizadas pelo Algoritmo de Euclides Estendido e pelo Teorema
de Bachet-Bézout, as equagoes diofantinas nao lineares impoem desafios analiticos e

computacionais significativamente superiores.

Definicao 4.2.1. Uma equagdo diofantina nao linear é uma equagdo da forma
flz1,29,...,2,) =0 (4.11)

onde f € um polinémio de grau d > 1 com coeficientes inteiros, para o qual buscam-se

solugoes inteiras ou racionais para as varidveis x;.

O estudo dessas equagoes nao se restringe apenas a busca por solugoes, mas a deter-
minacao da existéncia, da finitude ou da infinitude do conjunto de solugoes. O Décimo
Problema de Hilbert, proposto em 1900, questionava a existéncia de um algoritmo
geral para decidir se uma equagao diofantina arbitraria possuia solugao. Em 1970, o
Teorema de Matiyasevich demonstrou que tal algoritmo é impossivel, o que justifica a

necessidade de métodos especificos para diferentes classes de equagdes nao lineares.

4.3 Equacdes Diofantinas Quadraticas

As equagoes diofantinas de segundo grau, ou quadraticas, constituem a transi¢ao
natural apés o estudo das formas lineares. Elas envolvem termos de grau 2, como 2,
y? ou o produto xy. A andlise dessas equacoes esté intrinsecamente ligada & teoria das
formas quadraticas e ao estudo das se¢Oes conicas sobre corpos de nimeros.

Uma das formas mais gerais para duas variaveis é dada por:
Az* + Bay+Cy*+ Dz + Ey+F =0 (4.12)

onde os coeficientes pertencem a Z. A classificacdo dessas equagdes depende crucial-
mente do discriminante A = B2 — 4AC. Se A < 0, a equacdo representa uma elipse
e possui um numero finito de solugdes. Se A > 0 e ndo é um quadrado perfeito, a

equagao pode ter infinitas solugoes, como ocorre na célebre Equagao de Pell.
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O estudo das formas quadraticas bindrias e a representacdo de inteiros por essas
formas (por exemplo, quais niimeros podem ser escritos como soma de dois quadrados)

sdo temas centrais nesta subsecao.

2 ¢ a mais cldssica das

Exemplo 4.3.1 (Ternos Pitagéricos). A equagio 2% + y? = 2
equagoes quadrdticas. Suas solucdes inteiras positivas, conhecidas como ternos pitago-

ricos, podem ser parametrizadas pelas formulas de Fuclides:
r=k(m*—n?), y=k@2mn), z==k(m?*+n?.
onde m >n > 0 sao inteiros coprimos de paridades distintas.

Exemplo 4.3.2 (Equacio de Pell). A equagio x*> — Dy* = 1, onde D é um inteiro
positivo ndo quadrado perfeito, possui infinitas solucoes em Z. A solucao fundamental
(x1,y1) pode ser encontrada através da expansao em fragoes continuas de VD, e as

demais solugoes (xn,yn) derivam da rela¢io:

Tn +yuV'D = (x1 + y1VD)".

4.4 O Método da Descida Infinita

O Método da Descida Infinita é uma variante da prova por contradigao, base-
ada no Principio da Boa Ordenacao dos niimeros naturais. Desenvolvido formalmente
por Pierre de Fermat, o método é utilizado para demonstrar que uma determinada
propriedade ndo pode ser satisfeita por nenhum nimero inteiro positivo. A estrutura

légica do método consiste em:
1. Supor que existe uma solugdo no conjunto dos niimeros inteiros positivos.

2. Mostrar que, a partir dessa solugao, é possivel construir uma nova solucio que

seja estritamente menor que a anterior.

3. Argumentar que a repeticdo desse processo criaria uma sequéncia infinita estri-

tamente decrescente de inteiros positivos (n; > ng >ng > ...).

4. Concluir que isso é um absurdo, pois qualquer subconjunto nao vazio de niimeros

naturais deve possuir um elemento minimo.

De acordo com Hardy e Wright (Hardy; Wright, 2008), este método é fundamental
na Teoria dos nimeros, sendo o precursor do principio da indugdo matematica.

No que segue apresentamos duas aplicagoes clasicas do Método de Descida Infinita.

Exemplo 4.4.1. Irracionalidade de /p, com p primo.
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Demonstracao: ( pode ser encontrada em (Hefez, A., 2006)) Seja p um primo qualquer.

Suponha que ,/p seja racional. Entao, existem inteiros positivos a e b tais que \/p = a/b.

a? = pb* (4.13)

2

Isso implica que a® é multiplo de p. Como p é um ntimero primo, o Lema de Euclides

garante que p também divide a. Seja a = pa;. Substituindo:
(par)? = pb* = pai = pb* = b* = pa? (4.14)

Dessa forma, b* também ¢é multiplo de p, logo p divide b (b = pb;). Obtemos uma
nova solucao de inteiros positivos (a1, b;) tal que a; < a (pois a; = a/p). Repetindo o
processo, teriamos uma descida infinita de inteiros positivos, o que é impossivel uma vez
que o Principio da Boa Ordenagao garante que entre zero e a so existe uma quantidade

finita de inteiros. Portanto, \/p ¢ irracional.

Exemplo 4.4.2. A Equacio x® + 33> +92° =0
Considere a busca por solugoes inteiras para x> + 3y> + 923 = 0. Claramente, (0,0,0)

¢ uma solugao. Suponha que ezista uma solugao (x,y,z) com valores positivos:
1. 2® deve ser miiltiplo de 3, logo © = 3x;.
2. Substitwindo: 2723 +3y> +92° =0 = 923 + > +32° = 0.
3. Agora, y* deve ser maltiplo de 3, logo y = 3y;.
4. Substituindo: 9x3 + 27Ty} + 323 =0 = 3z + 9y} + 23 = 0.
5. Finalmente, 2 deve ser maltiplo de 3, logo z = 32;.

Isso resulta na equagdo original 3 + 3y} + 923 =0, onde 0 < 71 < 2,0 < y; < y,0 <
z1 < z. Repetindo o processo, teriamos uma descida infinita de inteiros positivos, o

que novamente é impossivel. A descida infinita prova que a unica solugdo possivel é a
trivial (0,0,0).
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5 Aplicacao: Questoes olimpicas

5.1 Apoio a docentes

A inserc¢ao de estudantes em competicoes cientificas, particularmente em olimpiadas
de Matematica como a OBMEP e a OBM, demanda uma transicao pedagbgica do
modelo tradicional para um foco intensivo em resolugdo de problemas. Sob a dtica
de Polya (1945), essa pratica exige o desenvolvimento de um raciocinio heuristico.
Para o docente, o acesso a um material de apoio didatico robusto e estruturado nao
é apenas um facilitador, mas um pilar essencial para o sucesso dessa mediacdao. Tais
recursos permitem que o professor explore tépicos de combinatoria, teoria dos niimeros e
geometria plana com uma profundidade que o curriculo basico muitas vezes negligencia
por limitagoes de carga horaria.

Mais do que apenas apresentar enunciados complexos, o material didatico especia-
lizado oferece diferentes perspectivas de resolucéo, incentivando o pensamento lateral
e a autonomia do aluno frente ao desconhecido. Ao fundamentar essa pratica nas
premissas de Pélya, o professor assume a funcao de instigar o estudante por meio de
questionamentos, auxiliando-o nas etapas de compreender o problema e conceber um
plano, em vez de simplesmente fornecer a resposta. Segundo (Nogueira; Gomes, 2014),
a eficdcia do treinamento olimpico estd intrinsecamente ligada & capacidade do profes-
sor de atuar como um mentor, papel este que é fortalecido quando ha subsidios tedricos
e praticos claros a sua disposi¢do. O material serve, portanto, como uma ponte entre
a intuigao heuristica do estudante e o rigor formal necessario para os diversos niveis de
competicao.

Dessa forma, investir na producao e no acesso a esses conteidos é fundamental para
motivar tanto alunos iniciantes quanto medalhistas veteranos. Um bom guia didatico
permite que o professor organize o conhecimento de forma espiralada, garantindo que
o desafio olimpico seja uma experiéncia de crescimento intelectual continuo e uma

ferramenta de democratizacdo do saber matematico avancado.

5.2 Desafios e Potencialidades da Teoria dos Nimeros Avancada

no Treinamento Olimpico

A inser¢ao de tépicos do ensino superior, como a Lei da Reciprocidade Quadratica
e o estudo de equagdes diofantinas nao lineares (quadréticas e cibicas), representa

um dos maiores desafios pedagdgicos na preparagao para olimpiadas de alto nivel. O
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principal obstaculo reside na transposicao didatica: é preciso converter o rigor formal
e a abstracio algébrica desses teoremas em ferramentas heuristicas de resolugao de
problemas, ampliando o arsenal estratégico do aluno, conforme defendido pela visao
de Polya (1945).

No caso das equagoes diofantinas de grau superior, como as equagoes de Pell ou
curvas ctbicas simples, o conhecimento avancado atua em duas frentes. Primeiramente,
como método direto de resolucao através de algoritmos de descida infinita ou fragoes
continuas. Em segundo lugar, e de forma altamente estratégica na fase de estabeleci-
mento de um plano (o segundo passo de Pdlya), a Lei da Reciprocidade Quadréatica
funciona como um poderoso filtro de restricdo de possibilidades. Ao analisar residuos
quadréticos, o competidor consegue eliminar vastas classes de candidatos a solucao,
transformando um problema aparentemente intratavel em uma anélise de poucos ca-
sos particulares. Assim, o dominio dessas técnicas ndo apenas fornece respostas, mas
refina a capacidade analitica de restringir o dominio do problema, instrumentalizando

o aluno a enfrentar questoes rebuscadas de forma mais independente e criativa.

5.3 Exemplos Classicos

A fim de consolidar a compreensao das ferramentas tedricas discutidas, esta secéo
elenca problemas basilares que ilustram a aplicagdo pratica da Teoria dos Niumeros
em cenarios desafiadores. Os exemplos a seguir foram selecionados por servirem como
verdadeiros paradigmas metodoldgicos: eles ndo apenas demonstram o poder compu-
tacional da Lei da Reciprocidade Quadratica e das técnicas de resolucdo de equagoes
diofantinas ndo lineares, mas também funcionam como modelos (ou templates heuris-
ticos) para a abordagem de questdes mais intrincadas frequentemente encontradas em

competicoes de alto nivel.

5.3.1 AplicacGes da Lei da Reciprocidade Quadratica

O célculo de residuos quadraticos e a determinagao de solubilidade de congruéncias
sao consideravelmente simplificados por meio da Lei da Reciprocidade Quadratica,

cujos corolérios classicos permitem caracterizar divisores primos de formas quadréticas.

Exemplo 5.3.1. O cardter quadrdtico do nimero 3.

Um problema classico consiste em determinar para quais primos impares p a congruén-
cia 2> = 3 (mod p) possui solugdo. Pela Lei da Reciprocidade Quadrdtica, relaciona-se
o simbolo de Legendre (%) com (%) Analisando os casos em quep =1 (mod 4) ep =3
(mod 4), conclui-se elegantemente que 3 é residuo quadrdtico mddulo p se, e somente
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se, p==+1 (mod 12). Esse tipo de raciocinio é a base para a classificag¢ao de residuos

para qualquer primo q.

Exemplo 5.3.2. Solubilidade de congruéncias especificas.
Determinar se a equagio x*> = 17 (mod 29) possui solugio inteira. Como 17 e 29 sdo

primos impares ¢ 29 = 1 (mod 4), a lei garante que (H) = (%) Como 29 = 12

29
12

(mod 17), o problema se reduz a avaliar (1—7), que por meio das propriedades multi-
plicativas do simbolo de Legendre e do Primeiro Suplemento, revela rapidamente se a

equacdo original tem raizes, dispensando testes exaustivos.

Exemplo 5.3.3. Fatores primos de formas quadrdticas.

Demonstrar que todo divisor primo impar p da forma x? — 2 satisfaz p = +1 (mod 8).

Se p | (z* — 2), entio > = 2 (mod p), o que significa que 2 é um residuo quadrdtico

modulo p. Pelo Sequndo Suplemento da Lei da Reciprocidade Quadrdtica, sabe-se que
2

(5) =1 se, e somente se, p = +1 (mod 8). Esta aplicagio é amplamente utilizada em

provas de existéncia de infinitos primos de certas progressées aritméticas.

5.3.2 Equacdes Diofantinas Nao Lineares

Diferentemente das equagdes lineares, resolvidas pelo Algoritmo de Euclides, as
equagdes diofantinas nao lineares exigem ferramentas algébricas variadas, como uso de

moédulos convenientes e o método da descida infinita.

Exemplo 5.3.4. Ternos Pitagoricos.

2

A equagio x* +y* = 2% € o exemplo primordial de equagio diofantina ndo linear. Sua

solugdo classica envolve demonstrar que, para solugoes primitivas (onde mdc(z,y, z) =

2 n? y=2mnez=m?+n? com

1), os valores podem ser representados por x =m
m e n inteiros de paridades distintas e primos entre si. Esse problema ilustra a técnica

fundamental de fatoragdo algébrica associada a argumentos de paridade.

Exemplo 5.3.5. A Equacdo de Pell.

Dada pela forma x*> — dy* = 1, onde d é um inteiro positivo nio quadrado perfeito.
A importancia deste exemplo reside no fato de que, uma vez encontrada a solu¢do
fundamental (z1,y1) (frequentemente via fragoes continuas), existem infinitas solugéoes
geradas pela relagao recursiva associada a (1 + 11 \/&)“ E wma equagdo recorrente em
problemas que exigem a demonstracio de infinitude de solugdes para arranjos combi-

natorios ou geométricos.
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Exemplo 5.3.6. O Método da Descida Infinita de Fermat.

Provar que a equagio x* + y*> = 3z° ndo possui solugoes inteiras ndo triviais. O
argumento cldssico analisa a equacao modulo 3. Como o0s residuos quadrdticos modulo
3 sdo apenas 0 e 1, a soma 2% + y* s6 pode ser miltipla de 3 se ambos x ey forem
maultiplos de 3. Isso implica que z também deve ser multiplo de 3, permitindo dividir a
equagdo por 9. Esse processo iterativo cria uma sequéncia estritamente decrescente de
inteiros positivos, o que € impossivel, provando assim que a unica solugcdo € a trivial
(0,0,0).

5.4 Questoes Olimpicas

A evolugao das olimpiadas de matematica no mundo remonta ao final do século XIX,
tendo como marco inicial a Competicdo E6tvos na Hungria, em 1894. Como destacam
(Barbeau; Taylor, 2009), o objetivo primordial dessas iniciativas era identificar jovens
talentos e estimular o raciocinio légico em oposi¢ao a mera memorizacao de férmulas.
Contudo, o movimento ganhou escala global com a cria¢do da Olimpiada Internacional
de Matemética (IMO) em 1959, na Roménia, contando inicialmente com apenas sete
paises do bloco soviético. Ao longo das décadas, a competicdo expandiu-se para mais
de cem nagoes, tornando-se o padrao ouro de exceléncia académica pré-universitaria e
fomentando a criacdo de competigoes regionais e continentais que hoje compoem uma
vasta rede de intercAmbio cientifico.

No Brasil, o desenvolvimento das olimpiadas matematicas teve inicio institucional
em 1979, com a criacdo da Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) pela Socie-
dade Brasileira de Matematica (SBM). Inicialmente voltada para um publico restrito,
a cultura olimpica no pais sofreu uma transformagao radical em 2005 com a criagdo da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Esse projeto de
massificagdo tornou-se uma das maiores competi¢cdes do género no mundo, atingindo
milhGes de estudantes anualmente e revelando talentos em regioes remotas do pais.
Gragas a essa base sélida, o Brasil consolidou-se como uma poténcia olimpica, exem-
plo disto é o fato que sediou eventos de prestigio, como a IMO 2017 e o Congresso
Internacional de Matemaéticos em 2018.

A participacdo em olimpiadas de matematica transcende a mera disputa académica,
atuando como um poderoso catalisador para o desenvolvimento cognitivo e social dos
estudantes. De acordo com Kenderov (Kenderov, 2006), esses certames sdo fundamen-
tais para o ecossistema educacional, pois estimulam o pensamento nao algoritmico, o
raciocinio heuristico, a criatividade e a resiliéncia na resolucao de problemas complexos

habilidades altamente transferiveis para diversas areas do conhecimento e pesquisa.

No contexto nacional, Biondi, Machado e Menezes-Filho (Biondi; Machado; Menezes-
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Filho, 2012) demonstram empiricamente o impacto positivo da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) no desempenho escolar geral dos alunos.
O estudo evidencia que a simples presenca e o engajamento de estudantes com essas
provas e com os materiais de estudo oferecidos tém o potencial de elevar a proficiéncia

académica e incentivar a escolha futura por carreiras cientificas e tecnologicas.

5.4.1 Questdes sobre residuos quadraticos e Lei da reciprocidade quadra-
tica
I.) Referéncia: IMO Shortlist 1998, Problema N5.

Enunciado: Determine todos os inteiros positivos n para os quais existe um

inteiro m tal que 2" — 1 divide m? + 9.

Resolucao:
Para n = 1, temos 2! — 1 = 1, que divide m? + 9 para qualquer inteiro m. Logo,

n = 1 é solucao.
Para n > 1, suponha por absurdo que n possua um divisor impar k > 1. Como
k | n, segue da fatoragao de polindmios que 2¥ — 1 | 2" — 1. Por transitividade,
2k —1|m?+09.
Analisando o comportamento de 2% — 1 médulo 3 e médulo 4 (para k > 3 fmpar):
e Médulo 3: 2F = (—1)* = -1 (mod 3) = 2¥ —1 =1 (mod 3). Logo,
312k —1.
e Médulo 4: Como k > 3,2 =0 (mod 4) = 2F —1=3 (mod 4).
Como 2F—1 = 3 (mod 4), este nimero deve possuir obrigatoriamente pelo menos
um fator primo p tal que p =3 (mod 4).

Sendo p | 2F — 1, temos p | m? + 9, o que implica na congruéncia:
m? = -9 (mod p)

Como ja mostramos que p # 3 (e p > 3), o maximo divisor comum entre 9 e p é

1, permitindo-nos avaliar o simbolo de Legendre:

5)-(559-G)6) - )
p p p p p
Para que a congruéncia tenha solucao, exige-se que (‘71) = 1. No entanto, pela

Primeira Lei Complementar da Reciprocidade Quadratica, para p = 3 (mod 4),

)

temos:
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Chegamos a uma contradicao. Portanto, n ndo pode ter divisores impares maiores
que 1, o que implica que n deve ser uma poténcia de 2, ou seja, n = 2°, para

algum s > 0.

Nota sobre a reciproca: Paran = 2°, todo fator primo p > 3 de 2% —1 satisfaz p =
1 (mod 4), garantindo que —9 seja residuo quadratico médulo p. A existéncia
do inteiro m é entdo formalmente garantida pela aplicagdo do Lema de Hensel

seguido do Teorema Chinés dos Restos.

II.) Referéncia: Olimpiada Balcdnica de Matemaética (BMO) 1998, Problema 4.

Enunciado: Prove que a equacdo diofantina y?> = 2° — 4 ndo possui solucoes

conjunto dos nimeros inteiros.

Resolucao e Explicagao: Para demonstrar que nao ha solugoes, analisaremos
a equacao sob o modulo 11, explorando os residuos quadraticos.

Primeiro, determinamos os residuos quadréticos possiveis para y* (mod 11). Cal-
culando os quadrados perfeitos modulo 11: 02 =0,12=1,22=4,32 =9, 4% =5,
52 =3 (mod 11). Assim, y? (mod 11) € {0,1,3,4,5,9}.

Agora, analisamos as possiveis congruéncias para z° (mod 11). Se 11 | z, entdo
5 =0 (mod 11). Se 11 { z, pelo Pequeno Teorema de Fermat, ' =1 (mod 11).
Isso implica que (z°)2 =1 (mod 11), logo z° = +1 (mod 11) (ou seja, 1 ou 10).

Portanto, os valores possiveis para z° (mod 11) sdo {0,1,10}.

Subtraindo 4, obtemos as possibilidades para x° —4 (mod 11):

e Sex’=0 = 2°—4=-4=7 (mod 11)

e Sex’=1 = 2°—4=-3=8 (mod 11)

e Sez®=10 = 2°—4=6 (mod 11)
Os tnicos valores possiveis para a expressao do lado direito z° — 4 (mod 11)
formam o conjunto {6,7,8}.

Comparando com os residuos quadraticos validos para o lado esquerdo 32 ({0, 1,3,4,5,9}),
notamos que a intersecao é vazia. Logo, a igualdade nunca ocorrera médulo 11, o
que prova de forma elegante que a equacao original nao tem solugdo nos niimeros

inteiros.

II1.) Referéncia: Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) 1996, Problema 4.

Enunciado: Os inteiros positivos a e b s@o tais que os numeros 15a + 16b e
16a — 15b sdo ambos quadrados perfeitos. Encontre o menor valor possivel que

pode ser assumido pelo menor desses dois quadrados.
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Resolucdo : Sejam 15a + 16b = 2% e 16a — 15b = y?, com x,y > 0. Queremos

encontrar o menor valor para min(z?, y?).

Multiplicando a primeira equagao por 15 e a segunda por 16, e depois somando
as duas:
15(15a + 16b) + 16(16a — 15b) = 152% + 16y>

225a + 240b + 256a — 240b = 152° + 16y°> = 48la = 1522 + 163>

Fatorando 481, obtemos 481 = 13 x 37. Logo, a expressido 1522 + 16y* deve ser
multipla de 13 e de 37.

Analisando mddulo 13:

152 +16y* =0 (mod 13) = 22°+3y*>=0 (mod 13)
— 22 = -3y* (mod 13).

Multiplicando ambos os lados por 7 (o inverso de 2 (mod 13)):

2 = —21y* = 5y* (mod 13)

Avaliamos o simbolo de Legendre (%) Pela Reciprocidade Quadratica:
3

()= ()~ ()

Como 5 nao é um residuo quadratico médulo 13, a tnica forma da congruéncia
r? = 5y? (mod 13) ser verdadeira é se y = 0 (mod 13). Consequentemente,
13|yel3|ux.

Analisando médulo 37:
152° + 169> =0 (mod 37) = 152° = —16y*> (mod 37)
Multiplicando por 5:

752° = —80y* (mod 37) = 2> = —6y> (mod 37)

Avaliamos o simbolo de Legendre (g—?):

(7)- (&) (&) ()

37/ \37/)\37)\37

Sabe-se que (5—71) =1 (pois 37 =1 (mod 4)), (32—7) = —1 (pois 37 =5 (mod 8)),
e (33—7) = (33—7) = (%) = 1. Assim, (3—76) =1x(—-1)x1=—1. Como —6 também
nao é residuo quadratico médulo 37, temos obrigatoriamente que 37 | y e 37 | x.

Conclusao: Como 13 e 37 sdo coprimos, tanto & quanto y devem ser multiplos de

13x 37 = 481. Para minimizar os quadrados, tomamos o menor multiplo positivo:
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x = y = 481. Testando essa hipdtese nas equacdes originais: 15a + 16b = 4812
e 16a — 15b = 4812%. Igualando, temos 15a + 16b = 16a — 15b = a = 31b.
Substituindo na primeira: 15(31b) + 160 = 4810 = 481> = b = 481. Isso nos
da a = 31 x 481 = 14911. Como encontramos valores inteiros e positivos para a

e b, a hipdtese é valida. O menor valor que pode ser assumido ¢ 481% = 231361.

5.4.2 Questdes que envolvem equacdes diofantinas n3o lineares

Abaixo, apresentam-se seis exemplos de questbes reais que utilizam o arcabouco

das equagoes diofantinas nao lineares:

[.) IMO 1988 (Problema 6): Sejam a e b inteiros positivos tais que ab+ 1 divide

a® +b%. Mostre que ‘fbibf é o quadrado de um inteiro. (Utiliza a técnica de Vieta

Jumping em uma equagao quadratica).

Resolugao : Suponha, por absurdo, que exista algum par de inteiros positivos
(a,b) tal que:
a?+bv
ab+1
onde k nao é um quadrado perfeito. Mostraremos que essa hipdtese nos joga em

k

um processo de descida infinita, gerando uma contradigao.

Podemos reescrever a relagdo acima como uma equacao diofantina quadratica

(ndo linear) nas varidveis a e b:

a’? —kba+b>—k=0 (5.1)

Considere o conjunto S de todos os pares de inteiros positivos (x,y) que satisfa-
zem a equacdo v — kxy +y? — k = 0. Como assumimos que S nio é vazio, pelo
Principio da Boa Ordenagao, deve existir um par (a,b) € S que minimiza a soma

a 4+ b. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a > b > 0.
Agora, fixamos o valor de b e olhamos para a equagao (5.1) como uma equagao
polinomial de segundo grau na variavel z:

2 —kbr + (b — k) =0

Sabemos que 1 = a é uma raiz inteira e positiva desta equacdo. Seja x5 = ¢ a

outra raiz. Pelas relagoes de Vieta para equagdes quadraticas, sabemos que:

a+c=kb = c=kb—a (5.2)
b —k
a

a-c=0—k = c=

(5.3)
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IL.)

A partir da equagao (5.2), dado que k, b e a sdo inteiros, conclui-se imediatamente

que ¢ também é um ndmero inteiro. Vamos analisar a natureza de c:

a) Caso 1: ¢ =10
Se ¢ = 0, ao substituirmos na equacio (5.3), obtemos 0 = v’ —k = k = b%.
Isto implicaria que k£ é um quadrado perfeito, o que contradiz frontalmente

nossa hipdtese inicial. Portanto, ¢ # 0.

b) Caso 2: ¢ <0
Se ¢ for negativo, entdo ¢ < —1. Como b > 1, temos que bec < —1, o que
nos da bc+1 < 0.
Como ¢ ¢ uma raiz da nossa equacdo, ela satisfaz ¢ — kbc + b*> — k = 0, que

isolando os termos se torna:
A+ b* = k(be+ 1)

Como ¢ # 0 e b # 0, o membro esquerdo ¢ + b? é estritamente positivo.
No entanto, sabendo que k > 0 (ja que a® + b* e ab+ 1 sdao positivos) e que
bc +1 < 0, o membro direito k(bc + 1) seria menor ou igual a zero. Uma

contradicao. Logo, ¢ nao pode ser negativo.

Dessa forma, a tunica alternativa restante é que ¢ seja um inteiro estritamente
positivo (¢ > 0). Logo, o par (¢,b) também pertence ao conjunto S de solugoes

inteiras positivas.
Pela nossa escolha minimalista do par (a,b), a soma de seus elementos deve ser

menor ou igual a de qualquer outra solugao em S. Portanto:

a+b<c+b = a<c

No entanto, analisando a rela¢do de Vieta (5.3) e lembrando que a > b, temos:

-k b a?
<—<—=a04 = c<a
a a a

C =

Chegamos a uma contradicdo matematica inevitavel: provamos simultaneamente

que a < c e que c < a.

Como a suposicao de que k ndao é um quadrado perfeito quebra a consisténcia
aritmética do problema, ela é necessariamente falsa.

a?+b?
ab+1

Conclui-se, portanto, que = k deve ser o quadrado de um inteiro. [l

IMO 2006 (Problema 4): Determine todos os pares de inteiros (z,y) que

satisfazem a equacdo exponencial-quadrética 1 4 2% + 22741 = 42,
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Resolugao : Para resolver esta equagao diofantina nao linear, dividiremos a ana-
lise de acordo com a natureza do expoente inteiro x em trés casos principais:

r<0,z=0exz>0.

Caso 1: 2 <0

Se x < —1, os termos 2% e 22**! tornam-se fracoes estritamente positivas.

e Sex=—1,temos: 14+27' 4271 =1+1+1=2=4y> o que nao possui
solugao nos inteiros.
e Se r < —2, podemos limitar superiormente a expressio:

1 1 3
0<2t422tl<co2 o3 4 - =2
+ < + 4+8 <

Portanto, o lado esquerdo da equacéo fica estritamente compreendido entre

dois inteiros consecutivos:
1<142742% <2

Como nao existem quadrados perfeitos inteiros entre 1 e 2, concluimos que nao

ha solucgoes para x < 0.
Caso 2: x =0
Substituindo z = 0 diretamente na equagao original, obtemos:

1+20+22(0)+1:y2:>1+1+2:y2:>y2:4:>y:j:2

Isso nos fornece os dois primeiros pares de solugoes: (0,2) e (0, —2).

Caso 3: >0
Para = > 1, podemos isolar os termos poténcias de 2 e fatorar o lado direito da

igualdade como uma diferenca de quadrados:

2022 =y 1 = 2°(14+ 2T = (y - )(y+1)
Como o termo 2%(1 + 2°*1) é par para qualquer z > 1, o produto (y — 1)(y + 1)
deve ser par, o que forga y a ser um niimero impar.
Sendo y impar, os fatores (y — 1) e (y 4+ 1) sdo inteiros pares consecutivos. O
maximo divisor comum entre dois inteiros pares consecutivos é sempre 2:

mde(y — 1,y +1) = 2.

Como o produto desses fatores contém exatamente 2% como sua poténcia maxima
de 2, e a divisibilidade comum méaxima entre eles é apenas um unico fator 2, a
poténcia 2* deve ser distribuida de tal forma que um dos fatores absorva quase

toda a poténcia de 2, restando ao outro fator apenas um unico fator 2.
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Sem perda de generalidade, assuma y > 0 (visto que se y é solugdo, —y também
serd). Para z > 2, isso nos deixa com duas possibilidades de distribui¢ao para os

fatores:
Subcaso 3.1: y —1=2-Aey+1=2"1.8
onde A e B sdo inteiros fmpares positivos tais que A - B = 1 + 2**1. Calculando
a diferenca entre as duas equacoes:
y+1)—(y—1)=2 = 2°'B-24=2 = 2"?B-A=1
— A=2"7B-1. (5.4)

Substituindo essa relacao na identidade do produto A - B = 1 + 27+1:
(2" 2?B—-1)B=1+2""" = 2°?B* - B=1+8.2"?
Agrupando os termos em evidéncia com 272

272(B2 —8) = B+ 1. (5.5)

Vamos testar os valores possiveis para o inteiro impar B:

e Se B=1: 2*"%(—7) = 2, impossivel pois o lado esquerdo seria negativo.

e Se B = 3: Substituindo na Equacgao (5.5), temos:

272(3* —8)=3+1 = 2%(1) =4
= 272=2?
= x—-2=2
= v=4
Sex =4 e B =3, encontramos A = 2%(3) — 1 =11. Assim,y—1=2-11=
22 = y=23.

e« Se B > 5: Para B > 5, a inequacdo B> —8 > B + 1 ¢ sempre verda-
deira. Como para x > 2 temos 2°72 > 1, o lado esquerdo de (5.5) crescerd
muito mais rdpido que o lado direito (2°72(B? —8) > B* -8 > B + 1),

impossibilitando novas solugbes inteiras.
Dessa forma, este subcaso nos dé a solugdo x =4 e y = £23.
Subcaso 3.2: y—1=2"1'.Aey+1=2-B
De forma andloga, com A- B = 1+ 2" sendo impares. Subtraindo as equagoes:
(y+1)—(y—1)=2 = 2B-2""'A=2
= B-2"7A=1
= B=2"2A+1.
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I11.)

Substituindo em A - B = 1 4 27t
AT 2A+1)=1+48-2"2 = 2" %(A*-8)=1-A
Como A > 1 é um inteiro positivo:

e Se A=1 = 272(=T7) =0, impossivel.
e Se A=3 = 272(1) = —2, impossivel.

e Se A>5 = A?—8 > 0, fazendo com que o lado esquerdo seja estrita-
mente positivo, enquanto o lado direito (1 — A) serd estritamente negativo.

Sem solugdes aqui.
Por fim, resta checar manualmente se o valor limite x = 1 gera solucao: 1+ 2! +
23 = 11 = y? (nao é quadrado perfeito).

Conclusao:

Todos os pares ordenados de inteiros (x,y) que satisfazem a equagao dada sao:

[(2,9) € {(0,2),(0,-2), (4,23), (4, —23)}

O

IMO 1981 (Problema 3): Determine o valor maximo de m? + n?, onde 1 <
m,n < 1981, satisfazendo a equacio diofantina de quarto grau (n* —mn—m?)?

1.

Resolucao :

A equacdo dada é de quarto grau, mas pode ser imediatamente simplificada
extraindo-se a raiz quadrada de ambos os lados. Isso nos da duas equacgoes

quadraticas ndo lineares:

n*—mn—-m?=1 ou n®—mn—m’>=-1 (5.6)

Podemos enxergar a relacao (5.6) como uma equagao do segundo grau na variavel
n:

n®*—mn—(m*+1)=0

Aplicando a férmula de Bhaskara para determinar n em funcao de m, obtemos:

E VJm? — 4(1)(—(m2 £ 1)) _mEVEmTEd

2 2
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Para que n seja um numero inteiro, é condi¢do necesséaria e suficiente que o
discriminante dentro da raiz seja um quadrado perfeito. Isto é, deve existir um
inteiro k tal que:

5m? 4+ 4 = k? (5.7)

A equagao (5.7) é uma forma classica de equagao do tipo Pell. Um teorema

fundamental da teoria dos ntimeros (Teorema de Lucas) afirma que:

Um inteiro positivo m é um nimero de Fibonacci se, e somente se,

5m? + 4 ou 5m? — 4 for um quadrado perfeito.

Portanto, m deve ser obrigatoriamente um termo da sequéncia de Fibonacci
(m = F;). Além disso, substituindo m = F; na expressdao de n, as propriedades
das identidades de Fibonacci (especificamente a Identidade de Cassini, Fj 1 F;_1—
F? = (—1)%) mostram que as tinicas solugoes inteiras positivas para o par (m,n)

ocorrem quando m e n sao nimeros de Fibonacci consecutivos. Ou seja:

(m, n) = (Fi7Fi+1) ou (m, n) = (Fi+1ﬂ Fz)

Como o problema impoe a restricdo de que 1 < m,n < 1981, nosso objetivo se
resume a encontrar o maior par de nimeros de Fibonacci consecutivos que nao

ultrapassam o valor limite de 1981.

Vamos listar os termos da sequéncia de Fibonacci (F; = 1,F, = 1,F3 =2,...)

até ultrapassar o limite estabelecido:

Fio =55
Fiy =89
Fio = 144
Fis = 233
Fyy = 377
Fis = 610
Fye = 987
Fi7 = 1597
Fig = 2584

Como Fig = 2584 > 1981, o maior numero de Fibonacci permitido dentro do
intervalo é Fi7; = 1597. O nimero de Fibonacci consecutivo a ele que respeita o

intervalo inferior é Fig = 987.
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Portanto, os pares que maximizam os valores das varidveis sao (m,n) = (987, 1597)
ou (m,n) = (1597,987). Como a expressao que desejamos maximizar, m? + n?,

¢é simétrica, ambos os pares resultarao no mesmo valor maximo.
Calculando o valor maximo:
m? +n* = 987% + 1597
987% = 974.169

15972 = 2.550.409
m? +n? = 974.169 + 2.550.409 = 3.524.578

*(Nota matemética: Pela identidade de Fibonacci, sabemos que F? + F7, =
F2i+1. LOgO, F126 + F127 = F33 = 3524578)*

Conclusao:

O valor maximo de m? + n? que satisfaz as condicdes do problema é:
3.524.578
O

IV.) IMO 1998 (Problema 4): Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b)
tais que ab®*+b+7 divide a?b+a+0b. (A andlise recai sobre a equaciao a?b+a+b =
k(ab®> 4+ b+T7)).

Resolucao :

Seja a relagao de divisibilidade dada por:

ab> +b+7|a*b+a+b

Para simplificar a expressao, multiplicamos o dividendo por b (o que preserva a
divisibilidade, ja que b > 0 e ab* + b+ 7 > b):

ab® +b+7|b(a*b+a+b) = ab®+b+7|a*b* +ab+ b

Subtraimos do dividendo o multiplo a(ab* + b+ 7) do divisor para eliminar os
2.

termos em a
(a®b* 4+ ab + b*) — a(ab® + b+ 7) = a** + ab + b*> — a®b* —ab— Ta = b*> — Ta
Assim, temos a condi¢do fundamental:

ab>* +b+7|b*—Ta

Analisamos agora os trés casos possiveis para o valor de b — 7a:
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a) Caso b* — 7a = 0:
Temos b*> = Ta. Como 7 é primo, b deve ser miltiplo de 7 (b = Tk para
k € Z"). Substituindo: (7k)? = Ta = 49k* = Ta = a = Tk
Verificando na original, o quociente resulta em k, que é inteiro. Portanto,
(7k%,7k) é solucio para todo k € Z*.

b) Caso b? — Ta > 0:

Se o dividendo é positivo, ele deve ser maior ou igual ao divisor:
V—T7a>ab?+b+7

Rearranjando: > —b—7 > a(b* + 7). Como a > 1, terfamos o> — b — 7 >
V+7 = —b—7>T7 = b< —14, o que contradiz b > 0. Nao h4

solugoes aqui.

c¢) Caso b* — Ta < 0:
Seja 7a — b* > 0. Pela propriedade da divisibilidade, o divisor deve ser

menor ou igual ao valor absoluto do dividendo:
a? +b+7<T7a -0 = bV’ +b+7<a(7-b)

Para que o lado direito seja positivo, devemos ter 7—b* > 0, logo b € {1, 2}.

e Seb=1: a+8]a*+a+ 1. Pela divisio polinomial: a*+a + 1 =
(a+8)(a—T7)+57. Logo, a+ 8| 57. Como a+ 8 > 9, as opgdes sao
a+8=19 = a=11oua+8 =57 = a =49. De onde segue o0s
pares de solugoes: (11,1) e (49, 1).

o Seb=2:4a+9 | 2a*+a+2. Multiplicando por 8: 4a+9 | 16a*+8a+16.
Como 16a® +8a + 16 = (4a +9)(4a —7) + 79, temos 4a + 9 | 79. Como
79 é primo e 4a + 9 > 13, terfamos 4a +9 = 79 = 4a = 70 (sem

solucao inteira).
Conjunto Solucgao:

{(11,1), (49, D)} U {(7TK*,Tk) : k € ZT}

A Utilidade das Equagoes Diofantinas:

A resolugao deste problema demonstra como equagoes diofantinas (equagoes que
buscam solugoes inteiras) permitem converter problemas de divisibilidade em
problemas de limitantes geométricos e algébricos. Ao usar a desigualdade
entre divisor e dividendo, restringimos o espaco de busca infinito a um conjunto
finito de casos testaveis, técnica essencial em criptografia, teoria dos niimeros

computacional e otimizacao de sistemas discretos.
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V.) USAMO 1986 (Problema 3): Determine o menor inteiro n > 1 tal que a

média quadratica dos primeiros n inteiros positivos seja um inteiro, resultando

na equacao de Pell: % = k2.

Resolucgao:

A média quadritica (RMS) dos primeiros n inteiros é definida por:

120924 ... 2
RMS:\/ +224...47
n

Utilizando a férmula da soma dos quadrados dos primeiros n inteiros, >, 1% =

w, a condi¢do de que a RMS seja um inteiro k resulta na equagao:
n(n+1)(2n+1
M), (4 DEn+ D)

= k>
n 6

Expandindo a expressao e multiplicando por 6:

o2n? +3n+ 1 = 6k>

Para transformar esta equagdo em uma Equacgdo de Pell padrao, multiplicamos

ambos os lados por 8 para completar o quadrado no termo em n:
16n° + 24n + 8 = 48k

(4n +3)2 —9+8=48k> = (4n+3)* —48k* =1
Seja x = 4n + 3 e y = k. Temos a Equagao de Pell:

2 — 487 =1

A solugao fundamental para esta equacao (com y > 0) pode ser encontrada por
inspecdo ou fracoes continuas: Sey =1, 22 —48 =1 = 22 =49 =— 2 =7.
Paraz =7 4n+3 =7 = n = 1. Contudo, o problema exige n > 1.

As solugoes sucessivas (z,, ym) s20 geradas pela poténcia (74 +/48)™. A relagdo

de recorréncia para x é dada por z,, = 14x,,_1 — T,_o:

a) r11=7 = n=1

b) xe = 14(7) — 1 = 97. Verificamos se x = 3 (mod 4): 97 + 4 = 24 com resto
1. Nao serve para n inteiro.

c) xzz3 = 14(97) — 7 = 1358 — 7 = 1351. Verificamos se x = 3 (mod 4):
1351 =4 x 337+ 3. O resto é 3.
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V1)

Substituindo x = 1351 na defini¢ao de x:

dn+3=1351 = 4n =1348 = n =337

Resultado: O menor inteiro é n = 337.

Putnam 2001 (Problema A5): Prove que existe um tnico par de inteiros
positivos (a,n) que satisfaz a equagdo diofantina exponencial a"*! — (a + 1)" =
2001.

Resolugao :
Primeiro, analisamos a equacao para valores pequenos de n:
e Sen=1 a-(a+1) =201 = a*>—a—2002 = 0. As rafzes sao

aq = VLS008 — 1EVE009 - Como 8009 ndo é um quadrado perfeito, nao ha

solucao inteira.

e Sen=2 a—(a+1)?2 =201 = a*—a*—2a—-1=201 =
a® — a® — 2a — 2002 = 0. Testando divisores de 2002, observamos que para
a=13: 13% — 13% — 2(13) = 2197 — 169 — 26 = 2002. Logo, (13,2) é uma

solucao.

Para provar a unicidade, analisamos a equacao via congruéncias: 1. Trabalhando
modulo a: —(1)" = 2001 (mod @) = —1 = 2001 (mod a) = a | 2002. 2.
Trabalhando médulo a + 1: @™ = 2001 (mod a + 1) = (—1)"*' = 2001
(mod a + 1).

Caso 1: n é par.

Se n é par, n+1 é impar, entdo —1 = 2001 (mod a+1) = a+1 | 2002. Como
mdc(a,a + 1) = 1 e ambos dividem 2002, temos que a(a + 1) | 2002. Sabemos
que 2002 = 2-7-11-13. O tnico produto de dois inteiros consecutivos que divide
2002 é 13 x 14 = 182 (pois 182 x 11 = 2002). Assim, a = 13 é o tinico candidato
para n par. Como a = 13,n = 2 funciona, e a fungao f(n) = 13" — 14™ ¢

estritamente crescente para n > 2, ndo ha outro n par.

Caso 2: n é impar.
Se n é impar, n+1 é par, entdao 1 = 2001 (mod a+1) = a+1 | 2000. Também

"+l cresce muito mais rdpido que

temos a | 2002. Sen > 3, e a > 2, 0 termo a
(a+1)". Para a = 1, terfamos 1 —2" = 2001 (impossivel). Paraa =2, a+1 = 3,
mas 312000. Paraa=3,a+1=4,e4|2000, mas 3" — 4" = 2001 nao possui
solugbes para n impar > 3 (por exemplo, para n = 3, 81 — 64 = 17 # 2001; para

n =>5, 729 — 1024 < 0). Uma anélise de crescimento mostra que para n > 3, se
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a < 13, a diferenga é menor que 2001 ou negativa, e se a > 14, a diferenca excede

2001 rapidamente.

Portanto, o tnico par ¢ (13,2).

As resolugoes precedentes, fundamentadas na aplicacdo da Lei da Reciprocidade
Quadratica e no manejo de equagdes diofantinas nao lineares, evidenciam a sofisticagao
exigida pela matematica de nivel olimpico. Analisando esse percurso sob o prisma da
heuristica de George Pdlya — cujas quatro etapas classicas consistem em compreender o
problema, conceber um plano, executé-lo e, por fim, realizar o retrospecto —, percebe-
se que a atividade de resolucao transcende a mera obtencao de uma resposta analitica.

Essa perspectiva de enriquecimento metodolégico é corroborada pela propria es-
séncia da quarta etapa, momento em que o potencial formativo da questao finalmente
se concretiza. Para o autor, a fase de revisdo (ou retrospecto) é indispensavel para o

amadurecimento matematico:

Mesmo os estudantes razoavelmente bons, quando resolvem o pro-
blema e escrevem cuidadosamente a solucdo, fecham o caderno e
passam a procurar outra ocupagao. Fazendo isso, perdem uma fase
importante e instrutiva do trabalho. [...] reconsiderando e reexami-
nando o resultado e o caminho que conduziu a ele, poderiam conso-
lidar o seu conhecimento e desenvolver a sua aptiddo para resolver
problemas. (Pélya, 1945)

E, fundamentalmente, na quarta etapa (a visao retrospectiva que ocorre a ver-
dadeira expansao do arcabouco técnico. Ao revisar criticamente a eficacia dos argu-
mentos aritméticos e das manipula¢des modulares recém-empregadas, o pesquisador
ou estudante é capaz de abstrair as estruturas subjacentes a essas resolugoes. Con-
sequentemente, o uso de residuos quadraticos e as substituicoes algébricas deixam de
ser artificios isolados e passam a integrar um repertorio metodolégico consolidado. Tal
processo continuo de internalizacdo e reflexdo incrementa substancialmente as ferra-
mentas matematicas disponiveis, aprimorando a intuicdo matemaética e pavimentando

o caminho para a elaboracdo de novos planos de ataque diante de futuros desafios.
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A crescente difusao das olimpiadas de matemaética em diversos niveis de ensino tem
impulsionado nao apenas o engajamento dos estudantes, mas também a sofisticacio
e a amplitude dos contetudos programaticos exigidos nessas competicoes. Nesse cend-
rio altamente dindmico, a demanda por materiais didaticos e midias de apoio de alta
qualidade torna-se cada vez mais premente. Tais recursos consolidam-se como ferra-
mentas de fundamental importancia, servindo de subsidio tanto para os discentes, em
sua jornada de preparacio e aprofundamento, quanto para os docentes orientadores,
que necessitam de bases sélidas para guiar seus alunos na construc¢ao de um raciocinio
heuristico eficiente frente a problemas complexos.

Nesse contexto, o livreto pedagdgico desenvolvido como produto deste trabalho
propoe-se a preencher uma lacuna metodoldgica relevante. Ao estruturar uma abor-
dagem que alia o rigor académico a perspectiva de resolucdo de problemas de George
Pélya, o material atua como uma ponte facilitadora para a transposicido didéatica de
temas avangados da Teoria dos Numeros — especificamente a Lei da Reciprocidade
Quadrdtica e as Fquagdes Diofantinas Nao Lineares — para o ambiente de preparagao
olimpica. Para tanto, a obra articula a apresentacao de exemplos classicos, essenciais
para a consolidacao tedrica, com a resolucao detalhada de questoes olimpicas de alto
nivel.

Mais do que apresentar caminhos mecanicos, a transicao cuidadosa entre esses mo-
delos fundamentais e os problemas de competicdo procurou evidenciar como a apropri-
acao dessas ferramentas robustas enriquece a compreensao inicial do estudante, amplia
suas possibilidades na concepcdo de um plano de ataque e simplifica a execucao da
solucdo. Além disso, fomenta-se o retrospecto critico sobre as estratégias adotadas.
Espera-se, portanto, que esta obra ndo apenas contribua para desmitificar esses concei-
tos matematicos, mas também estimule a autonomia investigativa dos alunos e inspire

a criacdo de novos materiais voltados ao ensino da matematica avangada.
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