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RESUMO

FROBLEMAS DE FILAS
APLICAGAO DA SIMULACAO DE MONTE CARLO

O principal objetivo deste estudo & estabelecer a
base para o desenvolvimento da metodologia para resolver proble
mas de filas usando a técnica de simulacao de Monte Carlo. Na re
alidade, desenvolvemos o sistema de simulagEo para o modelo de
fila M/M/1.

A aplicabilidade da téecnica de simulagao em proble-
mas de filas e discutida, comparando os resultados com aqueles
obtidos analiticamente.

A discussao tambem envolve diversos problemas asso-
ciados com a aplicacao da teoria das probabilidades e estatisti
ca, e a teoria dos processos estocasticos. Entre estes estao a a
leatoriedade dos numeros gerados na simulagao e o estado estacio
nario do processo simulado.

Embora neste trabalho tenhamos estudado o problema de
fila M/M/1, a metodologia pode ser extendida a problemas de fi-

las mais complexos.



ABSTRACT

QUEUING PROBLEMS
APPLICATION OF MONTE CARLO SIMULATION

The main purpose of this study is to establish the
base for development of the methodology to solve queuing problems
by use of Monte Carlo simulation technique. In fact, we develop
the simulation system for the queuing model M/M/1.

The applicability of simulation cecnique to the
queuing problem is discussed by comparing the results with the
ones obtained by analytic approachs.

The discussion also involves several problems
associated with the application of probability and statistic theory,
and stochastic process theory in the simulation approach. Among
those are the randomness of numbers generated in simulation and
the steady state of simulated process.

Although the queuing model M/M/1 is studied in this
paper, the methodology can be further extended to more complex

queuing problems.
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INTRODUCAO

CAPITULO I

1.1 - PROBLEMAS DE FILAS

No cotidiano, frequentemente nos deparamos com
filas (quer num aeroporto, num supermercado, num cinema, num
banco, etc.), e isso tem se constituido como motivo de preocu
pacao de estudiosos no sentido de estabelecerem um balancea
mento dos custos envolvidos entre o tempo de espera dos usua
rios no sistema (por exemplo, um aeroporto) e o numero de es-
tagoes de servigo do sistema. Essa preocupagao se justifica
plenamente pelo fato de que, enquanto o tempo de espera dos
usuarios pode ser reduzido, aumentando-se o numero de estacgoes
de servigo do sistema, tal atitude podera provocar um acresci
mo no tempo ocioso dessas estacoes. Por outro lado, essa ocio
sidade podera ser reduzida, diminuindo-se ¢ numero de estagcas
de servico no sistema. Nesse caso, eventualmente formar-se-iam
longas filas, provocando assim um acrescimo no tempo de espe
ra dos usuarios.

Varias tecnicas de solucao para tais problemas
tem sido desenvolvidas. A seguir, citamos algumas dessas tec
nicas, suas vantagens e desvantagens.

a) Metodos Analiticos

Estes requerem um perfeito controle dos parémg
tros que definem o problema, os quais se fundamentam:
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1?) - na maneira em que os usuarios chegam as es

tagoes de servigo;
22) - no numero de estagaes de servigo;

32) - no policiamento do servigo (p.ex., limita

goes da quantidade de servigo que pode ser oferecida):

49) - na disciplina da linha de espera (ou fi-

la), isto e a ordem em que os usuarios sao atendidos:

52) - no servigo formecido e sua duracgao.

Essencialmente, os metodos analiticos consistem
em, a partir do processo em estudo, estabelecer um sistema de
equagoes diferenciais, do qual a probabilidade, Pp(t), de se
encontrar n usuarios no sistema no tempo t, pode ser obtida.
Por exemplo, no caso de uma estacao de servigco em que a taxa
media de chegadas e a taxa média de servico los usuarios depen
dem do comprimento da fila, o que representaremos por Ay e
Up, respectivamente, essas equacoes tomam a seguinte forma:

i?_g.%.t_l —n*in) Pg (£) A1 Py (£) +lpy Pags (85
(1.1)

dPo(t) !

._T,_.ot _AOPO(t) + Ulpl(t) .

Quando os fatores acima enumerados sao bem defi
nidos (ou controlados), e quando ha solucao para o sistema de
equacoes diferenciais referido (0 que nao ocorre quando a ana
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lise tedrica da distribuicao de probabilidades para as chega
das dos usuarios ao sistema se torna demasi do complexa), tais
metodos tém a vantagem de, apesar da complexidade matematica
envolvida, conduzirem a solu¢oes de acentuada precisao. Toda-
via, na pratica, dificilmente se consegue contirolar os parﬁmg
tros de definicao do problema, de tal maneira que muitas ve-
zes as solugoes obtidas por esses metodos podem conduzir a re
sultados consideravelmente incompativeis com os resultados ob
servados.

Uma maneira de contornar os problemas envolvi-
dos nas restrigoes dos metodos supracitados e atraves da tec-
nica que ora passaremos a descrever.

b) Tecnicas de Simulagao

Essencialmente, a simulagao e uma tecnica que
consiste em construir um modelo da situacao real (a qual nos
referiremos tambem como processo real ou sistema) e nele rea-
lizar experiencias que seriam inviaveis e ou dispendiosas na
pratica.

Destinada a resolver problemas que envolvem al-
guma forma de processo estocastico (problemas de filas, fluxo
de trafego, processos de telecomunicacoes, etc.}, como tambem
problemas matematicos deterministicos, que nao podem ser facil
mente resolvidos (quando ha solucao) por metodos estritamente
deterministicos, destaca-se a tecnica de simulacao pelo meto-
do de Monte Carlo. )

Fundamentalmente, esta tecnica consiste na ela-
boracao de um modelo probabilistico do processo a ser estuda-
do, envolvendo a substituicao de um universo estatistico real
de elementos pelo seu correlativo teorico, ou seja, um univer
so descrito por uma determinada distribuicao de probabilida -
des.
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A tecnica de Monte Carlo pode ser usada na reso
Tugcao de problemas de fila, para os quais os dados requeridos
possam ser coletados. Fundamentalmente, con:ciste na observagac
do sistema a ser estudado, a fim de colecionar dados que pos-
sibilitem:

19) - O estudo do comportamento da taxa media de
chegadas dos usuarios ao sistema, a qual pode nac ser uma cons
tante e variar consideravelmente. Por sua vez, essa variagao
pode ser expressa em termos do desvio padrao estimado da dis-—
tribuigao do tempo entre-chegadas durante um certo periodo de

observacgao;

29) - A determinagao da taxa media de servigo, a
qual, se estiver sujeita a variagoes, estas tambem poderao ser
expressas a partir de dados colhidos quando da observagio do

sistema.

A combinacao de diversas configuragoes do mode-
lo simulador do sistema e cada vez procedendo-se 3s etapas aci
ma citadas, juntamente com um estudo estatistico do custo en-
volvido em cada uma das diferentes configuragoes, possibili-
tar-nos-a a escolha de uma configuracao que resulte no balance
amento anteriormente referido.

Em virtude da realidade dos dados observados do
sistema em estudo, a téecnica de Monte Carlo podera conduzir a
resultados altamente precisos. Todavia, cuidado deve ser toma
do, tanto no periodo de observacao quanto na coleta dos da
dos. .

A simulacao pelo metodo de Monte Carlo pode ser
considerada uma experimentacgao probabilistica,e consequente-
mente os resultados sao variaveis probabilisticas. A fim de se
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estimar as estatisticas com precisao apropriada, as experimen
tagoes devem ser bem planejadas.

Atualmente, a técnica acima citada n3o se acha
bem desenvolvida com vistas a eficiencia.

Na aplicacao da simulagao pelo método de Monte
Carlo ao caso particular de problemas de filas, as chegadas e
saldas dos usuarios no sistema sao simuladas através de um ge
rador apropriado de numeros aleatorios, o que obviamente nao
condiz com o correspondente na pratica, a nao ser de forma a-
proximada. Consequentemente, a influencia da randomicidade dos
numeros gerados deve ser considerada.

Outro fator a considerar na aplicagao dessa tecni
ca, e o dimensionamento da unidade ou “"quantum" de tempo da si
mulagao, vez que esta interfere significantemente no estado do
processo simulado.

1.2 - OBJETIVOS DA PESQUISA

Neste trabalho, utilizaremos a simulacao pelo me
todo de Monte Carlo num sistema de fila mon.aestagao em gue oS
chegadas dos usuarios obedecem a distribuicao de probabilida-
des de Poisson com média A, isto e, sendo A a taxa media de
chegadas, a probabilidade de ocorrerem exatamente n chegadas
num periodo de tempo T, e dada por

0 -
F(n) = e (1.2)

n!

Facilmente se mostra (VYer Churchman!) que neste
caso o tempo entre chegadas dos usuarios obedece aseguinte dis
tribuicdo exponencial:
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${eY = de F (1.3)

Admitiremos tambem que a distribuigao de proba-
bilidades para o tempo de servigo € exponencial de parametro
u, 1sto @,

g(t) = pe MF (1.4)

Alem disso, consideraremos que as distribuicoes
de probabilidades para os tempos entre-chegadas e de servigo
dos usuarios sao independentes, e que a disciplina de atendi-
mento aos usuarios e tal que estes sao atendidos na ordem em
que chegam a estacgao de servico. Tal modelo e denominado por
M/M/1 (=), quando nao houver restricoes sobre o comprimento da
fila e por M/M/1 (N) quando o comprimento da fila for limita-
do. (Ver FIGURA 1.1).

M/ M7 (00)

Sem
tempo entre tempo de uma limitagao do
chegadas servigo estacgao de comprimento
exponencial exponencial servigo da fila

FIGURA 1.1
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A figura 1.2 descreve o cemportamento do siste-
ma.

[
| -
© O O O OO0 00 --
chegadas dos qu__ S saida dos
usuarios estagao de usuarios
servigo

FIGURA 1.2

Acerca de tal comportamento, usaremos 0 modelo
da simulagao para responder, entre outras, as seguintes perguntas:

1?2) - Qual o tempo medio de espera, por wusui -

rio no sistema?

2Q9) - Qual o comprimento da fila ou linha de es

pera, apdos t unidades de tempo?

39) - Num periodo T, per quanto tempo a estagas

de servigo permanecera ociosa?

Uma particularidade que introduziremos na simu
lagcao do M/M/1, @ o fato de inspecionarmos o estado do sistema
sempre que um usuario eventualmente déixar a extagao de servi
¢o. Por isso mesmo, algumas vezes nos referiremos ao metodo u
tuilizado como "metodo do exame eventual”.

UNIVERSIDADE FEDERAL DA FAF!IBA
Pr6-Reitoria Para Assuntos do Interior

Coordenacdo Setorial de Pés-Graduacdo
Bua Mpritio Veluso, 832 Tel ("83) 321 7222-'11 358
OGN 1 - Caneprinat Grande - l'araiba
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- Uma vez elaborado o modelo da simulagao, focali
zaremos a ateng¢ao nos problemas, anteriormente citados, ine
rentes a utilizagao dessa tecnica.

Inicialmente, estudaremos a influencia do grau
de aleatoriedade dos numeros gerados para os tempos entre che
gadas e de servigo dos usuarios no sistema. Isso sera feito im
plementando-se o modelo com diferentes configuracdes de umcer
to gerador aleatorio e procedendo a analise dos resultados ob
tidos da simulagao tendo em vista os resultados teoricos.

Em seguida, abordaremos o problema do dimensio
namento do "quantum" de tempo da simulacao, At. Como a ordem
de grandeza dos tempos entre-chegadas e de servico dos usua-
rios depende fundamentalmente dos valores das taxas medias de
chegada e saida, A e u, respectivamente, adiantamos que 0
"quantum" do tempo At devera ser dimensionado de acordo com o0s
mesmos, de tal forma que o modelo da simulacao conduza a re
sultados compativeis com os resultados teoricos. Isso sera
feito atraves da experimentacao do modelo para diferentes com
binagoes desses valores. 0 estabelecimento de uma relacao te
orica entre esses parametros esta fora do escopo deste tra
balho; todavia, a natureza desse relacionamento sera discuti
da.

Outro problema que abordaremos refere-se ao es
tado estacionario do processo real na simulacao. Tal caracte
ristica descreveremos brevemente abaixo:

| Conforme mostraremos no Capitulo IV, quando o
tempo de observacao t, do sistema, atingir um valor muito gran
de, o numero medio de usuarios no sistema, tendera a um valor
constante. Quando isso acontece, dizemos que o sistema atin -
giu o estado estacionario. Nesse caso se A < u, a probabilida
de de se encontrar n usuarios no sistema e o numero medio de
usuarios no sistema sao dados, respectivamente por:
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Ao n A
P = —t e
- ( . Y (1 = ) (1.5)
A
L = W (1.6)

Esses resultados possibilitar-nos-ao uma estima
tiva do tempo de simulacao necessario, com relagao a precisao
dos resultados obtidos e ao custo do tempo de computacao uti-
lizado.

Como objetivo principal visamos a estabelecer uma
metodologia que nos possibilite resolver problemas de filas por
meio da simulacao em computador. Dai termos escolhido o M/M/1
como processo real (o qual e, em si, o correlativo teorico de
uma determinada situacao pratica), em vista de este ja ter si
do resolvido analiticamente, proporcionando-nos assim, nao so
uma avaliacao da validade do modelo da simulacao como tambem
da metodologia utilizada, atraves da comparacao dos resulta -
dos obtidos da simulacao com resultados teoricos conhecidos.

Entretanto, estabelecida essa metodologia e a
validade de nosso modelo, essa técnica podera ser extendida nao
s0 a problemas de filas, com uma uUnica estacao de servigo cu-
jas distribuicao de probabilidades para os tempos entre-chega
das e de servico dos usuarios nao sejam exponenciais (podendo
inclusive ser emp?ricas, 0 que ocorre na pratica), como tam-
bem a probiemas de filas mais complex0os gque, no momento, ou
nao podem ser resolvidos analiticamente, ou mesmo que 0 possam
apresentam viabilidade quanto a sua resolucao por meio desta
tecnica de simulacao.

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
Pr6-Reitoria Para Assuntos do Interior

Coordenagdo Setorial de Pés-Gradusgdo
Run Aprizio Velso, 882 Tel (GR3) 321 7222-R 355

48100 - Caiuping Grande - Paraiba
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0 MODELC DA SIMULAGAO

CAPITULO II

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo, descreveremos inicialmente as ca
racteristicas do modelo de simulacan utilizado neste traba-
lho, para o sistema de fila M/M/1 (=), com vistas a atender de
terminadas restricoes.

A seguir, apresentaremos um fluxograma do mode-
lo simulador, tempo em que definiremos as variaveis ali utili
zadas. Uma descricdao do fluxograma e tambem apresentada.

Feito isso, abordaremos o problema da escolha dos
dados necessarios para a implementacao do modelo da simulagao,
quando entao apresentaremos os primeiros dados utilizados.

Finalmente, uma amostra dos resultados obtidos
da simulacao & apresentada.

2.2 - CARACTERTISTICAS DO MODELO

Para a elaboracao do nosso modelo simulador, to
manos por base, um modelo simplificado apresentado no livro
do Naylor?, no qual procedemos modificacoes a fim de atender as
seguintes restricoes:

a) Exame eventual do estado do sistema
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Conforme adiantamos no capitulo anterior, ocasio
nalmente nos referiremos a té nica aqui utilizada na simula-
¢ao do modelo de fila M/M/1 («), como métodn do exame eventi-
al, acentuando com isso, o fato de inspecionarmos o estado do
sistema sempre gque um usuario deixa-lo. Para isso, necessario
se faz atribuirmos um numero identificador para cada wusuario
gue entre no sistema, possibilitando-nos assim acompanhar-1lhe
o fluxo atraves do sistema.

Dessa maneira, poderemos indiretamente contro -
lar o tempo de simulacao¥* prefixando um numero para o total de
usuarios do sistema e investinando o niimero do usuario a cada
vez que este sair do sistema.

b) Material disponivel

- Linguagem FORTRAN 1V,

- Computador IBM 1130.

- Uma unidade de disco.

- Um "plotter" IBM 1627,

- Leitora/Perfuradora de Cartoes IBM 1442,
- Impressora IBM 1132.

Para a avaliacao da e“icienci- da tecnica ‘e
Monte Carlo na simulacao do M/M/1 (=, precisaremos proceder
a analise dos resultados da simulacao atraves do levantamento
de estatisticas das amostras ali obtidas.

Em virtude do computador dispon?vé] ser de peque
no porte (16 K de memoria), ¢ acoplamento ao programa simula-
dor, de programas (que denominamos programas analisadores )

* Isto porque, como veremos adiante,a priori, nao temos ideia de quanto
vai crescer o tempo de simulagao, vez que isso depende de diversos pa

rametros do modelo.
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com vistas a obtencao das estatisticas acima referidas, tor
nou-se impraticavel.
Em vista disso, a cada vez que implementamos o

modelo simulador, arquivamos os resultados em disco para pos
terior analise. Detalhes do arquivamento serao fornecidos mais
adiante.

Ainda com relagao as caracteristicas do mode-
lo da simulacao, levaremos em conta fatores do sistema re-
al que se constituem em:

- parametros, como o tempo medio entre-chegadas

e tempo medio de servigo dos usuarios no sistema.

- dados de enfrada, os quais se fundamentam nas
distribuigoes de probabilidade para os tempos entre-chegadas
e de servigo dos usuarios; no nosso caso, distribuigoes expo-

nenciais de parametros A e p, respectivamente.

- dados de saida, como o numero do usuarios, tem
po total ocioso da estagao de servigo, comprimento da fila, tem
po de espera de cada usuario, etc, obtidos sempre que ocorrer

a saida de um usuario do sistema.

2.3 - FLUXOGRAMA DO MODELO

Incluindo as modificagoes supracitadas o flu-
xograma do modelo da simulacao e mostrado na figura 2.1%. A
seguir definiremos as variaveis utilizadas no mesmo e descre-
ver-lhe-emos o funcionamento. '

* 0 programa correspondente pode ser encontrado no Apendice.
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a) Definigao das variaveis

NMAX - numero maximo de usuarins que utilizards
0 sistema em cada implementacao do modelo. No Fluxograma da

figura 2.7, NMAX e utilizado como "flag® para controlar a exe
cugao da simulagao.

ALAMB - representa a taxa media de chegadas, X,
dos usuarios no sistema.

AMI - representa a taxa media de servigo, u, dos
usuarios do sistema.

DELT - representa a unidade de tempo de simula
cao, At.

As variaveis acima, funcionam como parametros de
entrada para a simulagao.

TCONT - variavel de controle para o processo de
gravacao em disco*.

* Apesar da relativa rapidez com que o processo le gravagao (desgr:-
vagao) ou escrita (leitura) no disco e efetuada (em madia 30 ms para
ler ou escrever um setor, que corresponde a 320 "palavras"), procura -
mos reduzir o tempo gasto nesse proecesso durante a simulacao, gravande
os resultados a cada vez que o0s usuarios de numero k x 150 (onde k = 1,
2 ..., M sendo M x 150 = NMAX) fossem liberados do sistema. Assim pro-
cedendo, dimensionamos arquivos de M setores, cada um com 150 ou 300 pa
lavras dependendo dos dados gravados serem inteiros (1 "palavra" do dis
co, desde que usemos o controle *0ONE WORD INTEGERS] ver Pacitti®) cu
reais (2 "palavras" do disco) respectivamente. Evidentemente, sendo me

canico o processo de gravacao (desgravacao) ganharemos tempo proceden—

i
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TESIN - tempo de espera de cada usuario na fi-
la.

TEC - tempo entre-chegadas dos usuarios ao siste
ma .

TS - tempo de servigo para cada usuario.

TTEC - tempo total entre chegadas.

CLE - comprimento da linha de espera.

TA - tempo absoluto ou tempo de simulacao.
TOCIT - tempo total ocioso da estacao de servigo.

DTEC - variavel temporaria para guardar os tem-
pos entre chegadas.

ICHAV - indica o estado da estacao de servigo.
Assumira os valores zero¢ (estacao de servigo desocupada) e um
(estagao de servico ocupada).

1 - numero atribuido ao usuario no instante de
sua entrada no sistema.

J - numero de usuario que sai do sistema.

ATEC, NUM, W, X, ¥, Z - variaveis temporarias que
guardam os resultados da simulacgao antes de cada gravacao.

* _ {pontinuagac) - do dessa maneira ao inves de gravar a cada vez que

pm usuario deixasse o sistema.
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INICIO
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K - indice utilizado pelas temporarias citadas no
paragrafo anterior.

b) Descrigao do fluxograma

Inicialmente, os dados necessarios para iniciali
zar a simulagao sao lidos (caixa 1), segquindo-se um teste (cai
xa 2) que dependendo do seu resultado parara a simulacgao. Na
caixa 3 sao definidas as condigoes iniciais necessarias para a
simulagao. Em seguida, e simulada a chegada de novo usuario, in
crementando-se o comprimento da fila e atribuindo-se um numero
ao usuario recém-chegado (caixa 4). A seguir & gerado um tempo
entre-chegadas, isto e, o tempo que decorrera até a chegada de
outro usuario ao sistema (caixa 5).

OBSERVACAQ: Como se disse anteriormente, os tempos en—
tre chegadas e de servigo dos usuarios no sistema obedecem a distribuigoes
de probabilidades exponenciais, F(t) e G(t), de parametros A e |, respecti
vamente. Mostra-se facilmente que se as fungoes densidades de probabilida-
de para os tempos entre-chegadas e de servico forem dados por (1.3) e
(1.4), respectivamente, ter-se-a, para as respectiva: funcoes distribuigao
de probabilidades: '

Fle) = 1 =@ Xt

- (2.1)

G(t) 1 - e

1

0 processo que utilizaremos na geragao de numeros aleato -
rios exponencialmente distribuidos obedece ab metodo da transformagao in-
versa, o qual exige o conhecimento da fungao distribuigao de probabilidades
(ver Naylor?, pp. 88-90 e 100-101). Outros métodos - da rejeigao e da com-

posigao - podem ser encontrados na referencia acima.
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Apos serem gerados, tais valores sio guardados no
conjunto DTEC para posterior andalise de sua aleatoriedade (cai
xa 6). A seguir, atualiza-se o tempo total entre-chegadas TTEC
(caixa 7). Essa atualizagao & necessaria para a comparagao entre
TTEC e o tempo absoluto, feita nas caixas 23 e 32, de onde e-
ventualmente sera provocada a simulagdo da chegada de novo u-
suario ao sistema.

Nesse ponto, testa-se o0 estado da estagao de
servigo (caixa 8), a qual, se estiver vazia, provocara a veri
ficagao da presenga de algum usuario na linha de espera (cai-
xa 9); se houver, o usuario da "cabega" da fila* e admitido
na estacao de servico e entao a chave indicadora do estado da
estagao de servigo & ligada (caixa 10). Gera-se entdo um tem-
po de servigo para esse usuario (caixa 11), pelo processo de
geracao indicado na observagao acima, e seu namero & entao c¢o
Tocado na variavel J (caixa 12). Se nao houver usuarios nafi
la, adiciona-se uma unidade de tempo tanto ao tempo total oci
050 da estagac de servigo (caixa 16¢) como ao tempo absoluto
(caixa 15). Se por outro lado, a estagao de servigo estiver o
cupada, verifica-se (agora na caixa 17) a presenca de usuarios
na fila. Se confirmada, atualiza-se o tempo de espera total
dos usuarios, (caixa 14); se nao, incrementa-se de uma unidade
o tempo de simulacao (caixa 15). Na caixa 18 verifica-se se 0
numero do usuario admitido na estagac de servigo & maior que
NMAX. Caso o seja, retorpa a caixa 1 e nova simulagao & even-
tualmente inicializada. Caso contrario, desvia 2 caixa 19, on
de verifica-se se o tempo de servigo gerado para o usuyario e
menor ou igual a unidade de tempo da simulagido. Se nio for;
desvia para a caixa 20 onde TS e diminuido de uma unidade de
tempo de simulagao e na caixa 23 verifica-se se o tempo abso-

* lembrar que a disciplina de atendimento aos usuarios e tal que estes

sao atendidos na ordem em que chegam ao sistema (ver p. 06).
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Tuto & menor que o tempo total entre-chegadas, caso que indi
ca a nao ocorrencia de yma nova chegada no sistema. Entd3o des
via para a caixa 8, repetindo-se o processo até que a estacgao
de servigo fique novamente livre; caso contrario, isto e, se
o tempo absoluto nao for menor que o tempo total entre-chega-
das, desvia para a caixa 4 onde e simulada a chegada'de novo
usuario ao sistema.

Se, por outro lado, o tempo de servico gerado
for menor ou igual que a unidade de tempo absoluto, a estagao
de servigo & imediatamente liberada (caixa 21) e o tempo de
espera do usuario na fila & ent3ao calculado {caixa 22). Nesse
ponto, verifica-se (caixas 24 a 30) se 0 usuario que deixou a
estagao de servigo tem um dos numeros k x 150 {(onde k=1, 2,..... M
sendo M x 150 = NMAX), caso em que, procede-se a gravagao em
disco dos resultados referentes aos ultimos 150 usuarios aten
didos pela estagdo de servigo; caso contrario, armazena-se 0S
resultados da simulagdo referentes aquele usuarioc em variaveis
temporarias para posterior gravacido em disco. Ainda sobre o
referido usuario, verifica-se (caixa 31) se o seu numero e me
nor que NMAX. Caso nao seja, desvia para a caixa 1, onde even
tualmente nova simulagdo sera inicializada; caso contrario, ve
rifica-se novamente se o tempo absoluto & menor que o tempo to
tal entre-chegadas (caixa 32); caso em que verifica-se se ha
algum usuario na fila; se houver, desvia para a caixa 10, se
nao, atualiza-se o tempo total ocioso da estagdo de servigo e
o tempo absoluto, retornando a seguir a caixa 32. Por outrola
do, se o tempo absoluto ndac for menor que 0 tempo total en -
tre-chegadas, desvia para a caixa 4 e da continuidade ao pro-
cesso.

2.4 - ESCOLHA DOS DADOS E IMPLEMENTACAC DO MODELO

Em virtude de nao dispormos de material didati-
¢co que, de inicio, nos possibilitasse uma boa escolha de da-
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dos para a simulagao (no sentido de, a priori, contarmos com
alguma eficiencia do modelo simulador), procedemos a esta, de
maneira completamente heuristica, e recorremos a diversas im-
plementagoes do modelo.

B cada implementag¢ao, 10 conjuntos de dados eram
processados, quando entao procediamos a implementagdo de al-
guns programas analisadores no sentido de obter informagoes que
empiricamente nos conduzisse a uma outra e melhor escolha de
dados.

OBSERVACAO: A razao A/u, nos referiremos como p ~ fa-

tor de atividade ou densidade de trafego.

A sequir, nas tabelas 2.1, 2.2, 2.3, mostramos oS
primeiros conjuntos de dados utilizados.

2.5 - RESULTADOS DA SIMULAGAO

So para termos uma ideia da ordem de grandeza
dos resultados obtidos da simulagao, apresentamos na tabela
2.4 uma amostra desses resultados.

OBSERVAGAO: Ja nesta fase da pesquisa, verificamos das
implementagaes com os dados acima, apos o levantamento de algumas estatiﬁ
ticas (o que sera coberto mais adiante), que a unidade de tempo da simula
cao deve ser dimensionada de maneira inversamente proporcional ao fator de

atividade p.
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X 1 | 3 4 5 1 7 1 3 1 8 9
u 2 | s 8 | 10| 14 | 10 | 9 2 {10 | 10
o 0,5 0,1 | 0,3 (0,5 |0,8/0,9

At 6.,05(0,05 (0,05 10,0510,05

TABELA 2.
29: NMAX = 2100
3 1 3 4 5 7 1 3 1 8 9
i 2 6 8 10 14 10 9 2 10 10
o 0,5 0,1 0,3 10,5 0,8 0,9
At 0,01/0,01}0,01{0,61/0,01 {0,050,02/0,08 0,001,0,001
TABELA 2.2
397 NMAX = 2100
A 1 2 3 4 5 7 1 8 9 1
u 2 4 6 8 10 14 | 10 10 10 2
0 0,5 0.1 0,8 {0,9 95
0,005
At 0,02l0,02 {0,02/0,02]|0.02 [0,02 {0,089 0 nae 0,10

TABELA 2.3



N DO |TEMPO ENTRE| TEMPO DE ’;j?:g TCOJF‘; TEMPO TOTAL | TEMPO TOTAL | COMPRIMENTO | TEMPO  [TEMPO DE ESPERA
USUARIO | CHEGADAS SERVICO | GADAS DE ESPERA | ©OCIOSO DA FiLa | ABSOLUTO|DE CADA USUARIO
642 0,539 0,001 700,279 10,74‘3 622,125 1] 599;811 O:DGD
663 1,740 0,039 702,018 12,7499 | 622 625 0 700,360 0,000
64 L a,255 0,198 702,279 50,8‘39 62‘4,322 1 702!258 0‘17+9
645 0,203 0,187 704 78] 11,049 | 624,322 1 102 457 0,143
&4 b 2'502 0,0HB ?G¢+,781 II‘DhQ 624‘_322 0 702,507 0‘000
64y 7 0’875 0,068 ?05,65? }I,DHQ 626,619 0 7910’904 0’000
648 0,143 0,367 ?06,893 ll’l&h‘j 62?,&;17 2 706’}02 0,399
649 0,158 (L 706,893 Ii‘B'-f‘J 627.1417 1 706,302 0,199
6350 0,‘33’1 0,'41;0 706,893 11,5“9 627’1417 1} 706"751 0’000
651 6,'16‘5 0’091 713’358 11,649 627!557 0 76?,001 0,000
652 6,126 9,163 713,791 11,7109 633,358 1 ?13‘591 0‘099
6513 ‘0’307 0’181 713'791 11’75¢9 633,958 0 713’791 0’000
65k 0,149 c,162 71%‘,0]3 11,799 634,008 1 71’1’\3#0 0‘0‘49
&55 0’072 0’001 715’183 11'849 63'-»,008 1 7114‘0‘30 0.0H'J
658 1!270 G’DHS ?15’183 1!'8159 634’008 0 ?11&’140 D.ODD
657 D’TTQ 0’076 715’957 11,81}9 635!056 i} ?}5’289 0’000

TABELA 2.4
RESULTADOS DA SIMULACAD COM 0S SEGUINTES PARAMETROS:
A= 1.0 n 10.0 A = 0.05

n?® de usuarios = 2100

o
H]
o}

*

[

zZ
It

i
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INFLUENCIA DA ALEATORIEDADE NOS RESULTADOS DA SIMULACAO
CAPITULO T1II

3.1 - INTRODUGAOQ

Neste capitulo estudaremos a influencia da alea
toriedade dos numeros gerados na simulacao, nos resultados ob
tidos quando de sua execugao, a fim de obtermos informagoes que
possibilitem optar por um determinado gerador de numeros alea
torios, quando nos dispusermos a utilizar a tecnica da simula
¢ao visando a obtencao de bons resultados. Para isso, modifi-
caremos o processo de geracao de numeros aleatorios utilizado
na simulacao, de tal forma a obtermos sequencias de numeros de
diferentes graus de aleatoriedade.

Isso porque, em virtude do periodo do gerador
aleatorio (que limita a sequencia gerada ate que esta se re
pita), ser finito, nac podemos falar de sequencia completamen
te aleatoria. Ao inveés disso, referir-nos-erns a tais sequen-
cias como pseudo-aleatorias, cada uma com um certo grau de
aleatoriedade.

Para determinar o grau de aleatoriedade das se
quencias geradas, utilizaremos dois dos mais conhecidos entre
varios tipos de testes estatisticos: o teste de Kolmogorov -
Smirnov (teste - KS) e o teste quiquadrado (texte - xz), dos
quais uma breve descricao sera apresentada. Apresentaremos tam
bem, os resultados da aplicagao desses testes as sequenciasre
ferentes aos tempos entre-chegadas e de servigo dos usuari os
no sistema, gerados durante a simulacgao.
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Finalmente, inferiremos a influencia da aleato-
riedade das sequencias geradas, nos resultaiss da simulacac,
atraves da comparagao destes, com resultados tedricos conheci
dos, tempo em que estabeleceremos a precisao dos resultados,
estimando os erros neles cometidos, quando do usc dos diferen
tes processos de geracao dos numeros aleatorios.

3.2 - 0 GERADOR DE NOMEROS ALEATORIOS

0 gerador de numeros aleatdorios utilizado neste
trabalho e do tipo congruencial linear, isto &, obedece a se-
guinte relacao:

X = (aX_ + ¢) (mod m); =n > 0 (3.1)
n+l n =
onde:
Xg > 0 e o valor inicial,
a > 0 € o multiplicador,
e 2= 0 e o incremento,
m > X4, m > a, m> Cc & o modulo.

No nosso caso, tem-se:
c =0, a=2899 e m = 32768 (=2'%) (3:2)
de modo que

Xn+1 = (899 Xn) (mod 32768). £3::3)
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Num gerador de nimeros aleatdrios do tipo con
gruencial linear como dado em (3.1) em que o incremento c @
zero, deve-se ter Xn relativamente primo a n para todo n, vez
que tal condicao limita o comprimento do periodo* do gerador.

Resta-nos entdo, escolher convenientemente ]
valor inicial X;, de tal forma a preservar a condicao supraci
tada.

Inspecionando o livro do Pacitti? verificamos
que, usualmente, ao se utilizar o gerador dado por (3.3) é es
colhido o valor inicial Xg=1. Mais tarde verificamos (atraves
dos testes de aleatoriedade apresentados nas secoes seguintes)
que as sequencias obtidas a partir de tal valor inicial podem
ser consideradas como razecavelmente aleatorias. De (3.3) dedu
zimos que um valor improprio para X, no sentido de satisfazer
a condicao acima referida e escolher um valor par para X,. ©
que confirmamos dos resultados da aplicacao dos testes de ale
atoriedade referidos acima as sequencias obtidas de (3.3) com
Xo=6.

Em vista do acima exposto, utilizaremos na si-
mulacao o gerador dado par (3.3) com X,=1 para obter sequen -
cias que denominaremos tipo A, e com X;=6 para obter sequen-
cias que denominaremos tipo B.

3.3 - TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV (teste - KS)

Consideremos uma amostra de n elementos x;, Xz,
X35 eenis X retirada de uma populagan cuja fungao distribui
cao de probabilidades, H{x), e conhecida. Nesse caso, podemos
avaliar o grau de aleatoriedade da Sequencia xi(i = 1, 2,...40)
atraves do teste KS. {ver Knuth®- Vol. 2.}

* Tnformacoes detalhadas sobre geragao de numeros aleatorios poderao ser

encontradas no livro do Roath® - vol. 2.
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Para isso, deve-se proceder inicialmente 3 de-
terminacao da fungao distribuicao de probabilidades empirica
H,(x)* da amostra, onde

numero de Xi's que sao < x

thd = -

(AwE, 2, cue, B).
(3:4)
Essencialmente, o teste - KS baseia-se na diferen-

¢a entre H(x) e H,(x), e no calculo das seguintes estatisti -
cas:

¥ -

K = +n max [H (x) - H(x)] ; (3.5)
i -l <o =

K = +v/n max [H(x) - H (x)] . (3.6)
R -0 X <00 R

Um gerador aleatorio fraco dara fungoes distri-
buigoes de probabilidades empiricas que nao se aproximam sufici
entemente bem de H(x).

* Uma maneira de facil implementacao para obter H,(x) e:

- passo 1 - rearranjar a sequencia em ordem crescente, de modo a se
ter x; £ x3 £ ... % X - (Eficientes algoritmos de ordena
¢ao - "sorting" - poderao ser encontrados no Knuth®=- Vo-
lume 3. Aqui utilizamos o metodo denominado "Heapsort').

- passo 2 - utilizar a equagao (3.4).
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0 desvio mdaximo entre H ,{x) e H(x) & medido por
Kn quando H (x) e maior que H(x), e por Kn guando Hn(x) e me
nor que H(x).

Uma vez obtidas as estatisticas K; e Kp, da-
das por (3.5) e (3.6), respectivamente, consultamos uma tabela

de valores selecionados da distribuicdo de K; e K; (que cha

maremos Tabela - KS - ver Apendice), para verificar quio signi

ficantes sao os valores calculados para tais estatiscas.

Detalhes sobre como consultar a tabela, poderac
ser encontrados na referencia acima citada.

Conforme adiantamos no capitulo I, os tempos en
tre-chegadas e de servigo dos usuarios no sistema, sao simula
dos por numeros pseudo-aleatdorios gerados durante a execugao da
simulacao. A seguir, apresentamos os resultados da aplicacao
do teste -~ KS a tais numeros (ver Tabelas 3.1 e 3.2).

3.4 - TESTE QUI-QUADRADO (teste - x2)=»

Consideremos a sequencia de nimeros xi(i = 1,7,
3, ..., n), obtida de um certo gerador de numerns aleatorios, e
admitamos que cada um dos termos da sequencia esteja compreen
dide em uma de k categorias (ou classes}.

Seja Pg @ probabilidade que cada elemento da se
quencia esteja compreendido na classe 5, e seja Ys 0 numero aob-
servado de vezes qgue 05 elementos da sequencia cairam na classe s.

0 teste - x? consiste no calculo da estatistica.

S (y, = np)?
v = 5 s (3.7)

np
1is<k 8

* Os programas referentes aos testes KS e y? podem ser encontrados no -

Apendice,
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e na seguinte questao: o que constitui um razoavel valor de V?
A resposta, obtem-se consultando uma tabela de valores da “dis
tribuicao qui-quadrada com v graus de liberdade" (que chamare
mos tabela - x2 - ver Apendice) para varios valores de v.

Detalhes sobre como consultar a tabela poderao
ser encontrados em Knuth® (vol. 2), Kreyszig®“.

Da aplicagao do teste - x? as sequencias tipo A
e tipo B, geradas na simulacao, referentes aos tempos entre
-chegadas e de servigo dos usuarios no sistema, obtivemos o0s
resultados mostrados nas tabelas 3.3. e 3.4., respectivamente

3.5 - ALGUNS RESULTADOS DA SIMULAGAQ

A fim de avaliarmos a influéncia do fenomeno da
aleatoriedade na eficiencia da simulagio, mostramos nas tabe
Tas 3.5 e 3.6, resultados da simulacao referentes ao nimero
medio de usuarios no sistema e ao tempo medio de espera dos u
suarios na fila, respectivamente; resultados esses, obtidos ini-
cializando o X, no gerador utilizado (dado por (3.3.}} com 05 va
Tores Xo= 1 e Xg= 6.

3.6 - OBSERVACDES

Dos resultados mostrados nas referidas tabelas, con -
cluimos que, de modo geral, os resultados da simulagao serao
tao mais precisos quanto maior for o grau de aleatoriedade das
sequencias de numeros geradas durante sua execug¢ao.

Aconselha-se entao, que antes de proceder-se

a
implementagdo da simulacao, deve-se escolher um gerador de nu
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meros aleatorios relativamente bom, no sentido de atender a
precisao desejada para os resultados da simulagao.

Para a escolha de um bom geracor indicamos o se
guinte procedimento:

etapa 1: escolhe gerador
etapa ?: implementa e obtém sequencias de numeros

etapa 3: procede a aplicagao de alguns testes es
tatisticos* (escolhendo os melhores, no sentido de eficien-

cia e de facil implementagao).
etapa 4: a sequencia '"passou" em todos os testes?

Se sim, o gerador escolhido pode ser classifi-
cado como relativamente bom e pode ser usado na simulagao. Ca
so contrario volta a efapa | ate que o gerador escolhido a-

tenda as restrigoes pre-especificadas.

No capitulo seguinte, ao discutirmos sobre )
estado estacionario do processo na simulacao, condicao neces
saria para a comparacao dos resultados ali .btidos com resu.
tados teoricos, mostraremos a influencia da aleatoriedade dos
numeros gerados durante a simulacao, no tempo absoluto neces
sario para o sistema atingir o estado estacionario.

* Se uma sequencia tem procedimento aleatorio com respeito aos testes
Ty, T2,...,Tn, nao podemos garantir que, em geral, esse procedimen-

ainda que cada teste a

to aleatorio seja preservado num teste Tn+1’

plicado comprove cada vez mais a aleatoriedade da sequencia.

Tal assunto tem se constituido como estudo de inumeros pesquisadores.
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1 2 I 5 & 7 &
SEQUENCIAS TIPO A|RESULTA- |SEQUENCIAS TIPO B} RESULTADOS
n | At [ X |u K; K: “OSA K |ow "
2100}0,02 |1 }2]0,6679 | 0,9871 | (v, vi) | 0,1474 | 0 7857 | (v, v)
2100 10,02 {2 |4 ]0,8003 | 0,9424 | (V, VI) 0,1712 0,6047 (IV, V)
2100 10,02 |3 |6 ] 0,7690 | 0.5%222 | (IV, V) 0,1546 0,4782 CEEL, IV)
2100 {0 02 [4 {81} 0,8345 0,4852 | (V, VI) 0,2504 0,3789 (111, 1V)
2100 0:02 5 |10t 0,9972 0,3107 | (v, VI) 0,4808 0.3232 CELL, TV)
2100 (0,02 | 7 |14| 0.9895 0,0925 | (v, VI) 0.3571 0,4127 (111, iV)
2100 j0,08 |1 |10} 0.8537 0.4244 | (V, VI 0,2234 0.,0810 (1L, 111)

TABELA 3.1
SEQUENCIAS TESTADAS: TEMPOS FNTRI-CHEGADAS DOS USUARIOS
NO SISTEMA.

2 3 4 5 & 7 8
SEQUENCIAS TIPO A{RESULTA- |SEQUENCIAS TIPO B|RESULTADOS
e s DOS - -
n At A u K o K = A 3._'_n K n
210010,02 |1 2] 0,4767 | 0,4747 | (111, TV)} 0.5931 | 0.1648 | (IV, ¥)
2100 [0.02 |2 |4 0,4733 | 0,5061 | (111, IV)| 0.4967 | 0.1567 | (Iil, IV)
2100 10,02 |3 |6} 0,7817 | 0,2752 | (IV, V) | 0,4040 | 0, 2891 (111, IV) |
2100 /0,02 |4 |8]0,0799 | 0,7224 | (IV, V) | 90,3825 | 0,3774 (111, IV)
2100 0,02 |5 |10} 0,0726 | 0,8097 | (Iv, V) | 0,1736 | 0, 4637 (111, 1V)
2100 0,02 |7 |14] 0,0697 | 0,9487 | (v, VI) | 0,2593 | 0, 3468 (11, I1I)
2100 {o0,08 |1 {10] 0,0905 | 0,5979 | (IV, V) | 0,0334 | O, 3421 (zevo)

TABELA 3.2

SEQUENCIAS TESTADAS: TEMPOS DE SERVIGO DOS USUARIOS NO
SISTEMA.

OBSERVA(;AO' Em vu'tude do critério essencialmente relativo na clas
51f1ca§ao de uma sequenc1a quanto ao seu grau de aleatoriedade, limi-
tar-nos—-emos a enquadrar os resultados do teste - KS (Tabelas 3.1 e
3.2 - colunas 6 e 8) e do teste - ¥’ (secao seguinte - Tabelas 3.3 e
3.4 = colunas 7 e 9) nas diversas faixas de significancia mostradasnas
respectivas tabelas. (Ver Apendice).

As figuras 3.1 e 3.2 _mostram-as dlstrlbulgoes de probabi
lidades empiricas, obtidas de sequencias tipo A e tipo B, respectiva -
mente, e a distribuigao tedrica do tempo de servigo para o caso A = 5,
U= 10, At = 0.02 e n= 2100.
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;| ] 3 L 5 6 7 [ B g
i N® CRAUS S*:IQI_’I::E«{IL‘\S RESULTADO; ZEQUENTIASIRESULTADO
3 DE LIBZR-{DO TIPO A | DO TIPC B
i ; i1 3
n At iA L v x G
2100 0,02 ;1 2 150 98,3 {zoro) 51 .32 ! (zoro)
2100 100212 |4 75 54,19 (11, III) | 24-80 { (zero)
2100 0.02:3 | ¢ 50 34,33 (1, 11) 16467 | (zero)
2100 0,02 4 8 42 30,37 11, TIT) 14,25 ; {(zaro)
2100 |0,0215 |10 37 31,37 (ILI, IV) 13,72 i (zero)
2100 0:02 {7 |14 22 20,51 (11, TIL) 13,89 (E;31)
2100 0,0811 |10 37 24,12 (11, TI1) 2,07 (zexo)
TABELA 3.3
SEQUENCIAS TESTADAS: tempos entre~chegadas dos usuarios
no sistema.
1 2 B 5 =1 g 9
N@ GRAUS SEQLﬁNCIAS RESULTADO SEQU.‘ZN(‘L'?‘P?. SUGLTADO
DE LIBER-|DO TIPO A DO TIPC 8
n At A | U |DADE. v A y 3
2100 0,0211 Z 75 40, 46 (zero) 24,061 (zero)
2100 0,02 | 2 4 42 22, 53 (1, 11) 16 35 (zexc)
2100 0,02} 3 6 32 21, 05 (1Y, IIl) 10,28 (zero)
2100 [0 02}4 8 25 13,03 (I, I1I) 9. 52 (zexo)
2100 9,02 5 10 19 T4, 75 CIYL, 1V) 4,23 {(zero)
2100 D0217 |14 19 i5,34 (111, V) 5, '8 (zero)
2100 0,08 11 10 4 2,03 (11, 1V) o B (zero)
TABELA 3.4

SEQUENCIAS TESTADAS: tempos de servico para os usuarios

do sistema.
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RESULTADO S[NULAQEO ) ERRO RELATIVO
A alul o CHAVE IN1- [CHAVE IN1- RESULTADO e o EB
n t © CIAL. CIAL. TEGR1CO A “B QA
Xo=1 X =6 -
2100 0,021 1 |210,5 1,03476 i,2085/ 3,477 20,857 6
2100 10,021 214 (0,3 1,04428 1,07904 4,427 7,807 2
2100 [ 0,02] 3|6 |0,5] 1,00857 1,14571 1,00000 0,85% 14,5771 17
2100 1 0,021 4] 8]0,51 0,97523 1,09952 2,477 5,95% 4
2100 | 0,02 5 1¢(0,5] 0,93857 1,02619 6,147 2,61Z10.4
2100 10,0241 711410,5] 1,06857 1,07380 6,357 2. 334 1
2100 jo,08% 1 {10l0,8 ©,09952 0,09380 0,111 po,ss? 15,58 2
TABELA 3.5
Resultados referentes ao numero me-
dio de usuariosno sistema a partir de
sequencias de diferentes graus de a-
leatoriedade.
RESULTADO SIMULACAO ‘ ERRG  RELATIVO
. CHAVE INI- JCHAVE INI- RESULTARO EB/
n AL B T I S TN CIAL. TEORICO £, o £,
Xo=1 Xg=h o f
2100 {0,021 1] 2]0,5] 0,516972 D,64047 0, 50000 3.387 28,047 8
2100 10 021 21 410,510, 26826 N, 28221 U, 250060 7.30 312 8% 2
200 0,02) 3} 6805 0,17819 N,21204 {(}, 5666 6,942 % 112,887 4
2100 1 0,021 41 8i0,5] ¢.13109 0,15203 10,12500 4,87 % (21,627 4
2100 { 0,02 | 5 10f0,5f 0, 10067 0,10997 10,00999 fy.687 | 9,952 | 15
2100 1 0,021 7{1410,5) 0,08772 0,08614 0,07142 22,827 120,617 1
2100 0,08 ] 1 {1ofo,1] 0,01474 0,01329 lo,01lll 32,672 [1s,627 0.6
TABELA 3.6

Resultados referentes ao tempo medio de
espera dos usuarios na fila, a partir de
sequencias de diferentes graus de alea-
toriedade.
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FIGURA 3.1
DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADES.PARA O TEMPO DE SERVIGO

C/SEQUENCIAS TIPO A































































































































































